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RESUME. Nous étudions le probléme d’exploration, par une entité mobile (agent), d’une classe de
graphes dynamiques, appelés graphes périodiqguement variables (PV-graphes). lls sont définis par
un ensemble de transporteurs suivants infiniment leur route le long des stations du réseau. Floc-
chini, Mans et Santoro [6] ont étudié ce probleme dans le cas ou I'agent doit toujours rester sur les
transporteurs. Dans ce papier, nous étudions I'impact de la capacité d'attendre sur les stations. Nous
prouvons que I'attente sur les stations permet a I'agent, au pire cas, de réduire le nombre de mouve-
ments d’un facteur multiplicatif d’au moins ©(p), et la complexité en temps de O (kp?) & ©(np), ol n
est le nombre de stations, k le nombre de transporteurs, et p la période maximale.

ABSTRACT. We study the problem of exploration by a mobile entity (agent) of a class of dynamic
networks, namely the periodically-varying graphs (PV-graphs). These are defined by a set of carriers
following infinitely their prescribed route along the stations of the network. Flocchini, Mans, and
Santoro [6] studied this problem in the case when the agent must always travel on the carriers and
thus cannot wait on a station. In this paper, we study the impact of the ability to wait at the stations.
We prove that waiting at the stations allows the agent to reduce the worst-case optimal number of
moves by a multiplicative factor of at least ©(p), while the time complexity is reduced from ©(kp?) to
O(np), where n is the number of stations, k is the number of carriers, and p is the maximum period.
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1. Introduction

L'exploration de graphes est un probleme classique trefiéétlepuis sa formulation
initiale en 1951 par Shannon [10]. Explorer un graphe comsgour une entité mobile
(agent), a visiter tous les sommets au moins une fois puigti&igie systéme en un temps
fini. Ce probléme étant I'un des plus classiques dans le chdealcul par agent mobile, il
a recu beaucoup d'intérét jusqu’ici. La complexité en temrepsespace ou I'impact d'une
connaissance a priori ont été largement étudiés au couddberniéres années (voir, par
exemple, [4, 8, 9]). Cependant, la plus grande partie de@esitx concernent les graphes
statiques. Les nouvelles générations d’environnemetdscionnectés sont extrémement
dynamiques et évoluent dans le temps. Pour cela, des chesa® commencé a étudier
ces réseaux dynamiques. Dans ce papier, nous étudionshEme d’exploration de
graphes dans un modéle de réseaux dynamiques, a savoirf@segrpériodiguement
variables (PV-graphes).

Grossierement, un PV-graphe consiste en un ensemble dporéEurs suivant péri-
odiquement leur route respective parmi les sites (somrdetsysteme. Les PV-graphes
modélisent en particulier les systémes de transport mylpar exemple les systémes de
bus ou de métros. lls modélisent également les systémesalitessaen orbite autour de
la Terre, ou les systemes de sécurité composés d’agentsudéééaisant leur ronde. Ex-
plorer ces environnements permet par exemple d’effectueopération de maintenance
etc. En effet, un agent peut vérifier si tout est en ordre atsaieil'exploration. Cet agent
peut étre un logiciel, un robot ou un étre humain.

Le probleme d’exploration de PV-graphes était déja étudid-ppcchini, Mans et San-
toro [6]. lls ont considéré que I'agent ne peut pas quittérdasporteur pour rester sur
un site. Ne pas étre capable de rester sur un site est pant&rukent légitime dans les
systemes de satellites en orbite autour de la Terre par deemples sites ne correspon-
dent pas a une quelconque station physique. Cependantiadalnpart des systemes de
transport public, il est possible pour I'agent (humain om)nde rester sur un site afin
d’attendre un transporteur (éventuellement différengn®ce papier, nous considérons
le méme probléme mais dans le cas ou I'agent peut quitterdesgorteurs pour attendre
sur un site. Nous étudions I'impact de cette nouvelle capacir la complexité (temps et
nombre de mouvements) du probléme d’exploration de PVigsp

Dans cet article, nous étendons le travail sur les PV-gspleeFlocchini, Mans et
Santoro [6] dans le cas ou I'agent peut descendre d’un toatesp et rester sur un site.
Cette possibilité permet a I'agent de pouvoir explorer mésePV-graphes qui ne sont
pas hautement connexes. Nous prouvons que dans le casldggoénaplexité en mouve-
ments est réduite d@(kp?) a©(min{kp,np,n?}), etla complexité en temps &(kp?)

a O(np). (Notons que dans les PV-graphes connexes, nous avoaskp). Si le PV-
graphe est homogene et hautement connexe, Flocchini, Ma®angoro prouvent que
la complexité en temps ef(kp). Dans cet article nous allons prouver que si le PV-
graphe satisfait uniquement une des deux restrictiongrfgplexité en temps e€i(np).

Par ailleurs, il se trouve que notre algorithme effectue seulement I'exploration, mais
réalise également la cartographie, c'est a dire qu'il peodpire une copie isomorphe du
PV-graphe. Enfin, notons que notre algorithme n’utilisefpasement les identifiants des
sites.
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2. Etat de l'art

Ces derniéres années, un travail de recherche importast faigtdans les graphes
dynamiques, notamment dans I'exploration et la cartogeaghty ces environnements trés
dynamiques par des agents mobiles. Motivés par I'exptamatbotisée du Web, Cooper
et Frieze [3] ont étudié en 2003 la question du temps de ctureeminimal d'un graphe
gui évolue au cours du temps. lls ont considéré un modeélepker de graphes du web
et montrent que si aprés chaque nombre constant de pas declzerna nouveau sommet
apparait et est raccordé au graphe, une marche aléatdiraljiiste sur le graphe manque
de visiter une fraction constante de sommets. C. Avin etglmpntrent en utilisant une
marche aléatoire que le temps de couverture minimale deicgrgraphes dynamiques
est exponentiel. Dans le méme papier, les auteurs montoentaccouverture minimale
d’un graphe dynamique connexe est polynomiale en tempstileant la marche aléa-
toire paresseuse "lazy random walk". Flocchini et al. [bidént la cartographie d’'un
PV-graphe contenant des trous noirs. Pour cela ils coreitigue le systéme est com-
posé d'un nombré: d’agents et leur but est de construire la carte sans perdgeauml
nombre d'agents. Casteigts et al. [2] intégrent dans ureaawifié une vaste collection de
concepts, de formalismes et de résultats obtenus dantlatiire des graphes variables
dans le temps.

En 2009, Flocchini et al. [6] considérent une famille de fepvariables, les graphes
périodiquement variables, et montrent que si les sitesalphgr sont étiquetés, la connais-
sance d’'une borne supérieure sur la plus grande périodemandoren de sites est néces-
saire pour qu’un agent puisse explorer le graphe. Si les ditegraphe sont anonymes,
la connaissance d’'une borne supérieure sur la plus granamipést nécessaire. Dans
les deux cas, ils prouvent que la complexité en temps et evenoents de I'agent est,
dans le cas générad,(kp?), ouk est le nombre de transporteurgéa période maximale
des transporteurs. Dans le cas particulier des PV-graptresdenes (PV-graphes pour
lesquels tous les transporteurs ont la méme période),disvent que la complexité en
temps et en mouvements pass@(@p).

3. Définitions et modeles

Nous considérons un systerie= {sq,...,s,} den sommets (sites) parcouru par
k transporteurs. Chaque transportearun identifiant Id(c) et parcourt une séquence or-
donnéeR(c) = (si,, ", si,,) de sites, appelée route, de maniére périodique. L'entier
positif p(c) est appelé période du transporteuPlus précisément, le transporteizom-
mence a un site;, au temps 0 et & chaque unité de temps, il passe d’un site aisantsu
de maniére cyclique (quandest au sites; , il revient au sites;, ).

Un PV-graphe (graphe périodiquement variable) est I'etde (s, C'), ouS estI'ensem-
ble des sites, &t I'ensemble des transporteurs qui circulent sur les sitesisNiotons par
n, k etp, respectivement, le nombre de sites, le nombre de tramgperet le maximum
sur les périodes des transporteurs. Un PV-graphe est dibdgpme si et seulement si tous
les transporteurs ont la méme période.

Pour tout PV-graphé&’, nous allons définir deux graphes (classiquég)G) et Hy(G)
comme suit. Les deux graphes ont 'ensemble des transpedemme ensemble de som-
mets. Il existe une aréte entre deux transportewts’ dansH;(G) si et seulement si il
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existe un site qui apparait dans les routes diedec’. Il existe une aréte entre deux trans-
porteursc et¢’ dansH,(G) si et seulement si il existe un siteet un temps > 0 tel que

c et se rencontrent surau temps. Un PV-graphe> est ditconnexesi et seulement si
H,(G) est connexe. Un PV-graphe estlaiutement connex et seulement il (G) est
connexe. Dans cet article, nous considérons les PV-graphie®nt au moins connexes.
(Les PV-graphes non connexes ne peuvent pas étre explorés).

Une entité externe, appelégent opére sur ces PV-graphes. Cette entité peut voir
un transporteur et connaitre son identifiant. Elle peut Broatec un transporteur ou
changer de transporteur. Contrairement au modéle utiiaé 6], I'agent a la possibilité
de quitter un transporteur et de rester sur le site courbpburra plus tard remonter
avec le méme transporteur ou un autre. Nous ne faisons auesinietion sur la taille
de la mémoire de I'agent ou sur ses capacités de calcul. Nmssdgrons deux modeles
concernant les identités des sites. Dans le cas des PVagapbnymesles sites n'ont
pas d’'identifiant, ou I'agent ne peut pas les voir. Dans ledessPV-grapheétiquetésles
sites ont des identifiants distincts et I'agent peut les &bies mémoriser.

Nous disons qu’un agent explore un PV-graphe si et seulesiezrt commencant au
temps O sur le site de départ du premier transporteur (sates g généralité), I'agent
peut visiter I'ensemble des sites du PV-graphe en un tempetfise mettre dans un
état terminal. Cet état terminal exprime le fait que I'agéétecte que I'exploration est
terminée.

De méme que dans le cas ou I'agent ne peut pas attendre ste,wmsagent sans in-
formation sur les PV-graphes a explorer ne peut pas explousrles PV-graphes (méme
si on se limite aux PV-graphes étiquetés homogenes et hantarannexes). Nous sup-
poserons donc par la suite que I'agent dispose d’'une boféadnre B sur la période
maximalep.

4. Bornes inférieures

Dans cette section, nous ne faisons aucune hypothése fiv4giaphes (sauf I'hy-
pothése de connexité). Nous allons montrer que le fait deetelse permet a I'agent
d’explorer I'ensemble des PV-graphes (et pas seulemem\fggraphes hautement con-
nexes). La possibilité de descendre permet aussi une diorirde la borne inférieure sur
le nombre de mouvements d’au moins un fact®gp). La complexité en mouvement,
dans le cas général, passe@igp?) a ©(min{kp, np,n*}). En outre, la complexité en
temps passe d@(kp?) a0 (kn).

4.1. Borne inférieure sur le nombre de mouvements

Flocchini, Mans et Santoro [6] ont prouvé une borne infégesur le nombre de
mouvements dé)(kp) pour explorer les PV-graphes avkdransporteurs et une péri-
ode maximunp (méme si le PV-graphe est homogéne, étiqueté et hautemenexm).
Cette borne inférieure ne s'applique pas directement daime nadre, car I'agent, ayant
la possibilité d’attendre, pourrait étre en mesure d’esgrl@n faisant moins de déplace-
ments. Nous démontrons que c’est effectivement le cas nigpkaxité en mouvements de
notre algorithme est bornée p@(min{kp, np,n?}). Nous allons prouver ici que cette
complexité est optimale.
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Théoréme 1 Pour toutn, k etp, il existe un PV-graphé&,, ; , étiqueté, homogéne et
hautement connexe desites,k transporteurs et de périodetel que tout agent (i.e. tout
algorithme) a besoin d’au moir8(min{kp, np,n>}) mouvements pour I'explorer.

Eléments de preuvele principe général de la preuve est de construire une famél
PV-graphes dans lesquels la construction des routes abliggent a visiter de nom-
breuses fois certains sites pour explorer les autres Jites constructions différentes
sont utilisées (suivant les valeurs relatives des diffisrgarameétres) qui correspondent
aux trois arguments du minimum. O

4.2. Bornes inférieures sur le temps

Dans le cas ou I'agent ne pouvait pas descendre, le tempsigs de temps) gu'il
mettait pour explorer le PV-graphe était égal au nombre deserents. Le fait de donner
al'agent la possibilité de descendre sur un site et d’atéend transporteur permet main-
tenant de faire la différence entre le nombre de mouvememgstemps mis par I'agent
pour explorer un PV-graphe. Nous montrons ici une borneaigée sur le temps plus
élevée que celle sur le nombre de mouvements.

Théoréme 2 Pour toutn, &, p, il existe une famill&,, ,, ,, de PV-graphes hautement con-
nexes et une famillg’, ,, . de PV-graphes homogénes telles que chaque PV-gréphe
d’'une des deux familles est fait avecsites, k transporteurs et de période maximale
p. Pour tout agent (i.e. tout algorithme), il existe un PV4gjn@ dans chacune des deux
familles ou il utilisera au moin§(np) unités de temps pour I'explorer.

Eléments de preuve Nous ne donnons lintuition de la preuve que pour la famike d
PV-graphes hautement connexes. La preuve pour la famil/egraphes homogénes est
similaire.

Les PV-graphes utilisés pour prouver ce théoréme sontmnisstie la maniére suiv-
ante. Les transporteurs sont numérotésl dek. Les transporteurs de numéro impair,
respectivement pair, sont de périoglerespectivemenp — 1. Un transporteué n'a de
sites en commun gu’avec les transporteursl et: + 1. (L'alternance des périodes as-
surent donc la haute connexité.) Plus précisément, lepoaresir; passe une et une seule
fois par un unique site visité par le transportéur 1.

La preuve est ensuite basée sur le fait que I'agent ne sairpeisément dans quel PV-
graphe il se trouve. En particulier, I'agent ne sait pas s gite du transporteur— 1
ni a quels temps passera le transporteur suivant (numéhoest possible de prouver,
grossierement, que I'agent doit attendre au mpins1 unités de temps sur chaque site
pour étre sdr de trouver le transporteur suivant, d’ou [aéabtenue. O

5. Notre algorithme

Dans la premiére partie du papier, nous avons fourni desebarférieures sur la
complexité en mouvements et en temps. Nous allons mairtt@gmanver que tous ces
résultats sont optimaux en décrivant et en prouvant un ihgoe d’exploration de PV-
graphes dont les performances correspondent aux bordgggines sur la complexité en
mouvements et en temps, a condition que I'agent connaisséanme supérieure, notée
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B, sur la période maximale du PV-graphe. De ce fait, nous montrons que la possibilité
d’'attendre permet de diminuer & la fois la complexité en reoents et en temps, la
premiére par un facteur multiplicatif d’au moiGgp).

5.1. Principe et performance de notre algorithme

Comme précisé précédemment, notre algorithme utilise ameelsupérieurd sur la
période maximale du PV-graphe. L'idée principale de I'algorithme consistieacendre
sur chaque site et, pendafit B) unités de temps, a noter tous les temps de passages de
transporteurs sur ce site. Correctement gérées, ces afioms permettent de cartogra-
phier le PV-graphe (liste des routes et des horaires de grasigatous les transporteurs).

Plusieurs précautions doivent étre prises pour ne manggendite et pour optimiser
le nombre de mouvements. Par exemple, apreés chaque étutsittupendanO(B)
unités de temps), l'algorithme calcule la plus petite pipossible de chaque trans-
porteur connu étant donné les informations déja récoltési @rmet de connaitre tous
les temps de passage futurs sur les sites étudiés. Afin efdéas déplacements inutiles,
I'algorithme utilise la notion de transporteur couranagént étudie tous les sites du trans-
porteur courant avant de passer au suivant. Les identifilastdéransporteurs rencontrés
sont stockés sous la forme d’un arbre, un transporteétant un fils d’un transporteur
si ¢’ est découvert lorsqueest le transporteur courant. Les transporteurs sontgraiié
profondeur d’abord pour des raisons de performance.

Une analyse détaillée de 'algorithme complet permet dey@ple résultat suivant.

Théoréme 3 Un agent exécutant notre algorithme utilise au ptuémin{kp, np,n*})
mouvements & (nB) unités de temps pour explorer et cartographier n’importelqu
PV-graphe, oln est le nombre de siteg, le nombre de transporteurs € une borne
supérieure donnée a I'algorithme sur la plus grande péripde

Notons que les algorithmes proposés dans [6] ne sont optigratemps (et donc en
mouvements) que si la borne supérieuregsgu’ils utilisent est linéaire ep. Dans notre
cas, d'aprées les Théorémes 1 et 2, notre algorithme est dénteerfagon optimal en temps
seulement si la borne supérieuBeest linéaire e, mais il est par contre toujours optimal
en nombre de mouvements, aussi mauvaise que soit la Bbrne

5.2. Description de notre algorithme EXPLORE-AVEC-ARRET

Outre la borne supérieui sur la plus grande périogedu PV-graphe exploré, notre
algorithme utilise les variables décrites ci-apres.

L'algorithme utilise une numérotation propre pour idestifies sites, afin de pouvoir
fonctionner méme si le PV-graphe est anonyme.

—numeroCourant : numéro du site actuellement étudié.

Si le PV-graphe est étiqueté, I'agent maintient un tableacaldrespondance entre les
numéros donnés par I'agent et les identifiants réels des site

—numeroVersID : numeroVersID[j] est I'identifiant du site numérp.

L'agent maintient un arbre enraciné dont les différentsrsets correspondant aux
différents transporteurs rencontrés. Un ordre sur lesdtlaessi maintenue.

—arbre : 'arbre des transporteurs.
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Algorithme EXPLORE-AVEC-ARRET — Notre algorithme d’exploration de PV-graphe

1: bFini < false
: numeroCourant < 1
. transporteurCourant < 1
: arbre < arbre réduit & un unigue sommet (la racine) correspondant aytndesrl
: while (bFini = false) do
etudierSiteCouray
miseAuPropré)
if aucune valeud dans aucun tableatwute].] then
bFini < true
else
trouverEtAtteidreProchainSite
end if
: end while
: Terminer en fournissant la carte du PV-graphe (variabtege|.], position[.] et éventuelle-
mentnumeroVersID sile PV-graphe est étiqueté)

[
HwhMREO

ProcédureetudierSiteCourant() — collecte toute les informations possibles sur le sitentou
1: Rester sur le site courant pendaii unités de temps
2: for chaque unité de temm®
3:  for chaque transporteudiprésent sur le site courant a I'instant courdat

4: if  absent dangrbre then
5: Ajouter: comme dernier fils deransporteurCourant dansarbre
6: route[i] < tableau de longuewB rempli de0
7: positionli] < 0
8: end if
9: routeli] [position[i]] + numeroCourant
10:  end for
11: end for

Procédure miseAuPropré) — utilise les connaissances aquises pour mettre & jour les variables
1: for chaque transportetprésent danarbre do
2. periodeli] < période minimale deoute[i] entreposition[i] — 2B + 1 etposition|i]
3:  Rendre tout le tableadouteli] périodique de périodeeriodei] a partir des valeurs de
routeli] entreposition[i] — 2B + 1 etposition|i|
position[i] < position[i] mod periodeli]
end for

a -k

ProcéduretrouverEtAtteindreProchainSite— déterminer le prochain site & étudier et s’y rendre

1. transporteurCourant < identifianti du premier transporteur suivant I'ordre DFS dans
arbre tel que la valeup apparait dansoute]i]

2: Calculer a partir des tablesutel.] le trajet minimum, en nombre de mouvements puis en unité
de temps, entre le site courant et un site mafdénsroute[transporteurCourant]

3: Suivre ce trajet

4. numeroCourant < numeroCourant + 1

5. numeroVersl D[numeroCourant] < identifiant du site courant

Apres chaque mouvement de I'agent le long du trajet :

1: for chaque transportedprésent danarbre do
2. position[i] < position[i] mod periodeli]
3: end for
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— transporteurCourant : identifiant du transporteur actuellement étudié.
Pour chaque transporteur d’identifiamirésent danarbre :

— routeli] est un tableau de longueiB (indexé de 0 8B — 1) ; il sert a mémoriser
la suite des sites visités par le transporteur

— position[i] est un entier compris entfeet 3B — 1 (inclus); il indique la position
courante du transporteiris-a-vis derouteli].

— periodel[i] est un entier compris entiteet B (inclus) ; il indique la période minimale
du transporteui étant donné les connaissances actuelles.

Notons que les compteupssition|i] sont incrémenté de 1 a chaque unité de temps. Ceci
n'est pas indiqué dans le pseudocode afin de ne pas tropufdito

6. Conclusion

Dans cet article, nous avons étudié le probleme d’exptumate PV-graphes en don-
nant a I'agent la possibilité d’attendre sur un site. Noumsawyprouvé que cette possibilité
permet a I'agent de réduire la complexité en mouvements &treps de I'exploration.

Il serait intéressant d’approfondir ces résultats par degrmentations, mieux a
méme de capturer les performances en moyenne. Ce travailapcaussi étre étendu
au cas probabiliste, pour les transporteurs (site de dépardute aléatoire) comme pour
les agents (utilisation de marche aléatoire).
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