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Chapitre 1Introduction1.1 Un peu d'histoireLes ordinateurs sont, dans leur principe, des machines assez simples construites autour de quelquestypes de circuits �el�ementaires : registres, m�emoires, additionneurs, d�ecodeurs, etc.Ces machines ex�ecutent s�equentiellement des programmes, qui sont des suites d'instructions�el�ementaires enregistr�ees dans la m�emoire centrale. Les donn�ees (�egalement en m�emoire) quepeuvent manipuler ces instructions appartiennent �a quelques types bien connus : nombres entiersou r�eels, caract�eres, adresses, etc.Cette structure simple, appell�ee architecture Von Neumann (du nom d'un math�ematicienam�ericain d'origine hongroise qui contribua au d�eveloppement du concept de programme enregistr�edans les projets ENIAC et EDVAC, vers 1946), convenait tout �a fait aux premi�eres applicationsdes calculateurs (ann�ees 40) : il s'agissait d'e�ectuer des suites fastidieuses de calculs r�ep�etitifs,pour �etablir des tables num�eriques (par exemple calculs balistiques sur le \directeur de tir an-tia�erien M9" fabriqu�e par Bell vers 1942), d�ecrypter des messages secrets (machines britanniquesRobinson et Colossus), calculs num�eriques pour la recherche nucl�eaire (ENIAC), etc.R�ef�erencesL'�etude d�etaill�ee du fonctionnement est faite dans le cours de Premi�ere Ann�ee de DUT Informa-tique intitul�e \Architecture des Syst�emes Informatiques", et on trouvera sans peine des ouvragessur ce sujet �a la biblioth�eque.Pour une perspective historique, consulter Pr�ehistoire et Histoire des Ordinateurs de RobertLIGONNIERE (1987), aux �editions Robert La�ont.1.2 La programmation imp�erativeLes programmes �ecrits �a l'�epoque ne pouvaient gu�ere être compliqu�es, ne serait-ce qu'en raison de latr�es faible capacit�e des m�emoires centrales (quelques milliers d'octets). Cette capacit�e augmentantnaturellement au cours du temps (et par cons�equent la longueur et la complexit�e des programmes),on s'est avis�e qu'il pouvait être int�eressant :� d'�ecrire des programmes en utilisant des noms mn�emotechniques pour chacune des instru-ctions de la machine (naissance du langage d'assemblage), et en donnant des noms symbo-liques aux emplacements-m�emoire destin�es �a contenir des valeurs interm�ediaires du calcul(autrement dit les variables). Ainsi les programmes sont plus faciles �a �ecrire, et surtout �arelire ; 1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION� d'utiliser des langages de programmation �evolu�es : chaque instruction en langage �evolu�e esttraduite par un compilateur en une s�equence d'instructions dans le langage de la machine(Fortran, etc). Cela facilite la tâche du programmeur ;� de rendre les programmes ind�ependants de la machine utilis�ee : un programme �ecrit dans unlangage normalis�e pourra tourner sans trop de modi�cations sur des machines de marquesdi��erentes (Algol, Cobol, etc.);� d'autoriser le programmeur �a se d�e�nir ses propres types de donn�ees, �a partir des types debase et de contructeurs : tableaux, enregistrements, pointeurs (PL/1, Algol/W, etc.);� d'imposer une certaine discipline au programmeur (programmation structur�ee), en limitantl'emploi de l'instruction de branchement goto qui rend les programmes sp�ecialement illisibles(Pascal) ;� d'inciter �a la r�eutilisation de modules d�ej�a �ecrits et �a la constitution de biblioth�eques demodules, en int�egrant aux langages de programmation des m�ecanismes de modularisation(MODULA, ADA, EIFFEL) ;Cette �evolution consid�erable nous �a fait passer, en moins d'un demi-si�ecle, du code binaire �al'assembleur, Cobol, Fortran, PL/I jusqu'�a ADA, Ei�el, etc. Elle pr�eserve cependant deux traitsfondamentaux de l'informatique des origines, �a savoir la s�equentialit�e des programmes et la no-tion d'a�ectation (modi�cation du contenu d'une variable), qui caract�erisent la \programmationimp�erative".Dans ce style de programmation, il incombe au programmeur de d�ecrire la suite exhaustive desactions que la machine devra e�ectuer (a�ectations, comparaisons, additions, etc.) dans un ordrepr�ecis pour parvenir au r�esultat voulu. C'est tout-�a-fait fastidieux. Le programmeur qui abordeune tâche d'une certaine importance se trouverait rapidement emport�e par un ot de d�etails deprogrammation, s'il n'avait une m�ethode de travail e�cace :� d�ecomposer les probl�emes compliqu�es en probl�emes de plus en plus simples ;� ne pas essayer de r�einventer la roue : connâ�tre et utiliser les algorithmes classiques ;� r�e�echir d'abord, programmer ensuite ;� laisser une trace �ecrite de son raisonnement (la fameuse documentation).Ce genre de m�etier demande une certaine minutie et beaucoup de t�enacit�e1, mais il n'est pasrequis d'avoir un cerveau particuli�erement brillant : une bonne formation su�t.1.3 La programmation d�eclarativeLa plupart des langages de programmation (il en existe plusieurs milliers) rel�event de la cat�egoriepr�ec�edente : Fortran, Cobol, PL/1, Basic, Pascal, Ada, C, etc., pour les raisons historiques�evoqu�ees ci-dessus (�evolution progressive depuis le langage d'assemblage).Il existe cependant une autre cat�egorie digne d'int�erêt (pour des raisons que nous expliciteronsplus loin) : les langages d�eclaratifs .Dans un langage d�eclaratif, programmer c'est essentiellement indiquer �a une machine la naturedes donn�ees dont on dispose d'une part, la nature des r�esultats que l'on veut d'autre part, plutôtque la s�equence de traitements qui m�ene des unes aux autres.En quelque sorte, les langages d�eclaratifs d�ecrivent des sp�eci�cations de traitements plutôt quedes algorithmes :� une sp�eci�cation r�esume ce que fait une proc�edure,1parfois �a la limite du comportement obsessionnel



1.3. LA PROGRAMMATION D�ECLARATIVE 3� un algorithme d�ecrit comment la proc�edure le fait.Les sp�eci�cations et algorithmes font partie de la documentation interne (commentaires) etexterne (dossier de programmation) de tout programme s�erieux. Voir l'exemple de la �gure. 1.1function PGD (n:integer) : integer;(* Specification : pour tout entier n>1,PGD(n) est le plus grand diviseur de nqui lui soit strictement inferieur *)var d : integer;begin(* Algorithme :boucle descendante de n-1 a 1sortie quand d=1 ou d diviseur de nle resultat est dans d*) d := n-1;while (n mod d)<>0do d:=d-1;PGD := d;end; Figure 1.1: Un programme Pascal bien document�eTraditionnellement ressentie comme une corv�ee fastidieuse par les programmeurs2 qui la re-mettent toujours �a plus tard (\quand le programme tournera"), la documentation des programmescontribue �a r�eduire les coûts de programmation :� R�ediger une sp�eci�cation, c'est expliquer la vision que l'on a d'un probl�eme. Vision que l'ondoit confronter �a celle de l'utilisateur, avant de se lancer dans l'�ecriture d'un programme.Combien de programmes ont �et�e jet�es �a la poubelle parce qu'ils ne correspondaient pas dutout �a ce que le client avait demand�e?� Lors de l'�ecriture des programmes, si on n'est pas capable d'�ecrire, en bon fran�cais, ce quel'on veut faire, il est �evident que l'on aura de graves di�cult�es �a dire �a une machine stupide(par d�e�nition), comment elle doit le faire, que ce soit en Pascal, en Cobol, ou quoi que cesoit.3. Il faut donc r�ediger la documentation avant le programme, et non l'inverse.� Lors de la mise au point : une proc�edure est valide si les sous-proc�edures qu'elle utilise sontcorrectes et employ�ees conform�ement �a leurs sp�eci�cations respectives, et si l'algorithmecorrespond �a ce que la proc�edure est cens�ee faire. Il est plus facile de v�eri�er une proc�edurelorsqu'on a sa sp�eci�cation sous les yeux : la documentation doit faire partie du programme� Pour la maintenance : il est inutile de relire tout le code pour savoir si l'on peut modi�erune proc�edure sans cons�equences graves sur le reste du programme : l'e�et d'une proc�edureest enti�erement d�ecrit dans sa sp�eci�cation. Et on ne passe plus des heures �a se demanderce que fait la proc�edure toto.2et les �etudiants3Le vent sou�e toujours dans le mauvais sens pour celui qui ne sait pas o�u il veut aller



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONLa programmation d�eclarative existe sous deux formes :� La Programmation Logique : une formule logique d�ecrit la relation qui existe entre lesdonn�ees et les r�esultats. Ce qui est �a rapprocher des langages d'interrogation de bases dedonn�ees relationnelles du type SQL. Le langage le plus connu est Prolog.� La Programmation Fonctionnelle : tout traitement informatique consiste �a calculer desr�esultats �a partir de donn�ees, c'est donc une fonction f : fDonneesg ! fResultatsg ausens math�ematique du terme.1.4 Quelques langages fonctionnelsIl existe un tr�es grand nombre de langages fonctionnels (La �gure 1.2 montre le même exemple�ecrit en Scheme, ML, Miranda, Hope et FP).Le premier (et le plus connu) a �et�e con�cu par John MacCarthy �a la �n des ann�ees 50. LISP�etait, au d�epart, un langage de traitement de listes (LISt Processing language) comportant un\noyau" purement fonctionnel et - pour des raisons d'e�cacit�e - diverses \am�eliorations" commeles notions de variable et d'a�ectation.4LISP a de tr�es nombreux descendants. Un des plus prometteurs est Scheme (1974), qui est tr�esutilis�e dans l'enseignement 5.En 1974 apparaissait ML �a l'Universit�e d'Edimbourg (Ecosse). ML �etait au d�epart le \m�eta-langage" d'un syst�eme de preuve formelle de fonctions r�ecursivesLa d�emonstration automatique estune des branches de l'intelligence arti�cielle : le syst�eme LCF (Logic of Computable Functions).En raison de ses nombreuses qualit�es, le langage ML a �et�e ensuite red�e�ni par les mêmes auteursen reprenant des id�ees de ML et de HOPE (voir plus loin) pour conduire �a SML (Standart ML)(1986). Parall�element, une �equipe de l'INRIA (France) a d�evelopp�e CAML, bas�e sur le concept deMachine Abstraite Cat�egorique (1986).Le langage Hope a �egalement �et�e d�evelopp�e �a Edimbourg vers 1980. Son nom provient del'ancienne adresse de l'Institut pour l'Intelligence Arti�cielle : Hope Park Square. C'est un langagefonctionnel pur, contrairement �a Standard ML qui contient des concepts \imp�eratifs" (variables,a�ectations, pointeurs, traitement des exceptions). Le langage Miranda est �egalement de la mêmefamille.A pr�es �a la même �epoque (1978) J.W. Backus - un des inventeurs de FORTRAN (1955) etd'ALGOL (1958) 6 - proposait FP.Quelques r�ef�erences bibliographiques� Backus, J.W, (1978). Can programming be liberated from the von Neumann style ? A func-tional style and its algebra of programs, Communications of the ACM, 21, 613-41.� Cousineau, G., Curien, P.L, Mauny, M., (1985). The Categorical Abstract Machine, in Proc.Conference on Functional Programming Languages and Computer Architecture, Nancy, 50-64, LNCS 201, Springer Verlag.� Burstall, R.M., MacQueen, D.B., Sanella, D.T., (1980). Hope, an Experimental ApplicativeLanguage, CSR-62-80, Department of Computer Science, University of Edimburgh.� Gordon M.J., Milner, A.J., Wadsworth, C.P, (1979) Edimburgh LCF. LNCS 78. SpringerVerlag.4Le concepteur d'un langage de programmation doit toujours trouver un compromis entre un objectif de \pro-pret�e" (allant parfois jusqu'au minimalisme) du langage qu'il d�e�nit, et des concessions souhaitables �a l'e�cacit�e.Mais comme le souci d'e�cacit�e s'estompe peu �a peu avec l'augmentation des performances des machines, il est doncdi�cile de juger a posteriori du caract�ere raisonnable des compromis qui ont �et�e d�ecid�es il y a plusieurs dizainesd'ann�ees.5Notamment en Deug et Licence-Mâ�trise d'Informatique �a Bordeaux6Rappelez-vous, BNF = Backus-Naur Form. . .



1.5. LA CRISE DU LOGICIEL 5� Scheme :(define (fac n)(if (eqv? n 0)1(* n (fac (- n 1 )))))� ML:fun fac(n) = if n=0then 1else n*fac(n-1)� HOPE:dec fac : num -> num;--- fac 0 <= 1;--- fac n <= n*fac(n-1);� MIRANDA :fac 0 = 1fac n = n * fac (n - 1)� FP :def fac = eq0 -> 1 ; * o [ id, fac o ( - [id, 1] ) ]Figure 1.2: Une fonction dans plusieurs langages� MacCarthy, J., (1960). Recursive functions of symbolic expressions and their computation bymachine. Communications of the ACM, 3(4), 184-95.� Rees, J., Clinger, W., eds. (1986). Revised3 Report on the Algorithmic Language Scheme.SIGPLAN Notices, 37-79, Vol 21 n 12, Dec. 1986.� Turner, D.A., (1985). Miranda, a non-strict functional language with polymorphic types,in Proc. Conference on Functional Programming Languages and Computer Architecture,Nancy, 1-16, LNCS 201, Springer Verlag.� Wirsig, M., Sannella, D., (1987). Une Introduction �a la Programmation Fonctionnelle : Hopeet ML, in Technique et Science Informatiques, vol.6 n 6, 517-525, AFCET-Bordas.1.5 La crise du logicielQue l'informatique soit un secteur en pleine expansion, voila bien un lieu commun journalistiqued'une trompeuse �evidence. Car l'extraordinaire miniaturisation, l'am�elioration fantastique des per-formances et la chute vertigineuse des prix des composants mat�eriels se sont accompagn�es, depuisune bonne dizaine d'ann�ees, d'une gigantesque crise du logiciel : la production du logiciel est deplus en plus coûteuse. Quelques �el�ements :



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION� la part du logiciel dans les coûts informatiques est de plus de 90 % ;� un service informatique \normal" consacre plus de 80 % de son activit�e �a la maintenanced'applications existantes ;� un programmeur moyen produit en moyenne 20 �a 30 lignes de code par jour(ind�ependamment du langage de programmation utilis�e! ) ;� Les langages Cobol et Fortran ont �et�e con�cus dans les 10 premi�eres ann�ees de l'informa-tique d'entreprise. 30 ans plus tard, ils repr�esentent encore 80 % des programmes utilis�es etmaintenus ;� Les langages de programmation classiques ne sont pas adapt�es (et c'est un euph�emisme) �al'utilisation de machines massivement parall�eles (par exemple r�eseaux de 64000 processeurs).R�ef�erences : Feuilletez la presse informatique (professionnelle), ainsi que les ouvrages con-sacr�es au \g�enie logiciel".1.6 La programmation fonctionnelle, une solution d'avenir?Trois aspects de la programmation fonctionnelle permettent de la consid�erer comme une solutionpossible �a cette crise du logiciel :� Les programmes fonctionnels sont g�en�eralement beaucoup plus courts que leurs homologuesimp�eratifs : ils sont �ecrits plus rapidement, �a moindre coût. Ils sont �egalement plus abstraits7 (on pourra donc r�eutiliser tels quels des modules d'un programme d�ej�a �ecrit) et plus faciles�a comprendre (moins de \petits d�etails" de programmation).� Les programmes fonctionnels se prêtent bien aux techniques de preuve de programmes et demanipulation formelle (transformation de programmes). C'est un style qui se rapproche destechniques modernes de \sp�eci�cations formelles" de programmes.� Ils peuvent facilement, et avec pro�t, être implant�es sur des machines massivement parall�eles(par exemple r�eseaux de 64000 processeurs).Ces aspects favorables proviennent de la nature math�ematique des programmes fonctionnels :les �el�ements d'un langage fonctionnel sont des fonctions qui d�ecrivent l'obtention de r�esultats(sorties) �a partir de donn�ees (entr�ees) ind�ependamment de l'environnement o�u elles sont utilis�ees(c'est la transparence r�ef�erentielle). On peut tr�es facilement les combiner entre elles, ce qui n'estpas le cas des programmes imp�eratifs.7Il convient de ne pas confondre les di��erents sens de l'adjectif 'abstrait'. Cf. Dictionnaire de la Langue fran�caiseLexis (�editions Larousse). Abstrait,e : adj. (lat. abstractus, isol�e par la pens�ee; 1390)1. Se dit d'une qualit�e consid�er�ee en elle-même, ind�ependamment de l'objet (concret) dont elle est un descaract�eres, de sa repr�esentation, ou de tout ce qui d�epasse le particulier pour atteindre le g�en�eral : la grandeuret la couleur sont des qualit�es abstraites (= concepts). Les noms abstraits, comme \blancheur" et \politesse",d�esignent en grammaire une qualit�e ou une mani�ere d'être (contr. CONCRET).2. Se dit d'une personne (de son esprit ou de son oeuvre) di�cile �a comprendre �a cause de la g�en�eralit�e deson expression ou, p�ejor. dont la pens�ee est vague et exprim�ee de mani�ere confuse : Je suivais mal sonraisonnement abstrait (syn. non p�ejor. SUBTIL, contr. CLAIR). C'est un �ecrivain abstrait, qui se refuse�a illustrer sa pens�ee par des exemples concrets (syn. lit. ABSCONS, ABSTRUS). Un expos�e abstrait quiennuyait l'auditoire (syn. pejor. et fam. FUMEUX; contr. PRECIS).3. Art abstrait, art qui tend �a repr�esenter la r�ealit�e abstraite et non pas les apparences de la r�ealit�e : L'artabstrait utilise les lignes et les masses pour traduire l'id�ee ou le sentiment (contr. FIGURATIF).



Chapitre 2Programmer avec des Fonctions2.1 Quelques rappels math�ematiquesSoient A et B deux ensembles quelconques. Le produit cart�esien A� B est l'ensemble de tous lescouples (a; b) dont le premier �el�ement appartient �a A et le second �a B. Une relation entre A et Best un sous-ensemble de A�B.Une fonction f de A dans B (not�ee f : A ! B est une relation telle que, pour tout �el�ementa de A, il existe au plus un �el�ement b de B qui soit en correspondance avec lui. Si un tel �el�ementexiste, on dit que f est d�e�nie pour a et on appelle b l'image de a par f , ce que l'on note b = f(a).Les ensembles A et B sont alors appel�es respectivement ensemble de d�epart et ensemble d'ar-riv�ee de la fonction f .Le domaine de d�e�nition de f est la partie de A pour laquelle f est d�e�nie, c'est-�a-dire les�el�ements qui poss�edent une image.Une fonction est totale si elle est d�e�nie sur tout l'ensemble de d�epart (on dit �egalement quec'est une application de A dans B, et on le note f : A 7! B). Dans le cas contraire, c'est unefonction partielle.Prenons un exemple simple, la fonction signe qui �a tout nombre entier fait correspondrepositif; negatif ou nul selon le signe du nombre : nous appellerons naturellement cette fonc-tion signe. L'ensemble de d�epart est Z, l'ensemble d'arriv�ee est fpositif; negatif; nulg.On peut caract�eriser cette fonction en �ecrivant la liste des couples qui constituent la relation :signe = f: : : (�2; negatif); (�1; negatif); (0; nul); (1; positif); (2; positif); : : :gou bien par une suite d'�equations : ...signe(�2) = negatifsigne(�1) = negatifsigne(0) = nulsigne(1) = positifsigne(2) = positif...ou encore par un diagramme qui montre la correspondance entre les �el�ements des ensembles ded�epart et d'arriv�ee. 7
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Dans tous les cas, il y a un probl�eme de notation �evident, dans la mesure o�u l'ensemble ded�epart est in�ni.On peut aussi d�ecrire signe par une simple r�egle :signe(x) = 8<: negatif si x < 0nul si x = 0positif si x > 0x est appel�e le param�etre formel de signe, et repr�esente n'importe quel �el�ement de l'ensemblede d�epart de la fonction. Le corps de la r�egle (la partie droite) indique l'�el�ement de l'ensembled'arriv�ee qui est en correspondance avec cet x.Lorsqu'on applique la fonction signe �a un param�etre e�ectif (par exemple le nombre 6), lecorps de la r�egle est �evalu�e et renvoie la valeur positif .Remarque : Pendant longtemps le concept de fonction ne recouvrait que les fonctions quiposs�edent une expression, c'est-�a-dire dont on sait d�eterminer la valeur en tout point. Au XIX i�emesi�ecle cette notion s'est g�en�eralis�ee aux correspondances arbitraires, que l'on s'est mis alors �a classerselon leurs propri�et�es (en s'int�eressant surtout aux fonctions num�eriques) : fonctions continues,discontinues, di��erentiables, int�egrables, etc., en faisant apparâ�tre des cas pathologiques d�e�antl'intuition, comme la fonction de Weierstrass, qui est continue sur un intervalle mais n'est d�erivableen aucun de ses points.2.2 Les fonctions vues comme des bô�tes noiresLa plupart des sciences de l'ing�enieur (�electronique, automatique, m�ecanique, etc.) utilisent lanotion de bô�te noire 1.Une bô�te noire est un dispositif dont on connâ�t le comportement (c'est-�a-dire les sorties qu'ilfournira en r�eponse �a certaines entr�ees) sans toutefois en connâ�tre (ou en pr�ef�erant oublier) lesd�etails internes.On peut voir la fonction signe comme une bô�te noire avec des entr�ees (param�etres e�ectifs)et une sortie (la valeur renvoy�ee).1qui n'a pas grand chose �a voir avec l'a�eronautique, o�u les fameuse bô�tes noires sont de couleur orange



2.3. TRANSPARENCE R�EF�ERENTIELLE 9
signe-3
n�egatif
??La composition de fonctions correspond �a un agencement de plusieurs bô�tes. Voici une fonctionqui calcule le maximum de deux nombres :max2(a; b) = � a si a > bb sinonPour fabriquer une fonction qui calcule le maximum de trois nombres, on peut �ecrire :max3(a; b; c) =8<: a si a � b et a � cb si b � a et b � cc sinonmais c'est assez maladroit, car il est clairement pr�ef�erable d'�ecrire :max3(a; b; c) = max2(a;max2(b; c))Nous obtenons un assemblage de boites que nous pouvons voir, avec un petit e�ort d'abstrac-tion, comme une nouvelle bô�te noire :

AAAmax2max212 -17 4212
42Exercice 2.1 Repr�esenter la fonction qui renvoie le signe du maximum de 4 nombres.A partir de fonctions de base pr�ed�e�nies, qui r�ealisent des op�erations simples, nous pouvonsdonc construire des fonctions de plus en plus �elabor�ees, qui repr�esentent des traitements complexes.2.3 Transparence r�ef�erentielleSi nous pouvons \brancher" �a volont�e ces bô�tes noires entre elles, c'est grâce �a une propri�et�e fon-damentale des fonctions math�ematiques : la transparence r�ef�erentielle. Cette expression 2 signi�e2qui peut sembler curieuse �a propos de bô�tes noires.



10 CHAPITRE 2. PROGRAMMER AVEC DES FONCTIONSsimplement que la valeur d'une expression (l'application d'une fonction �a des param�etres e�ectifs)ne d�epend pas du tout du r�ef�erent (le contexte g�en�eral) qui est donc imperceptible, mais seulementde la valeur des donn�ees fournies en entr�ee.Pour �eclaircir ces propos quelque peu obscurs, consid�erons l'exemple de la �gure 2.1program exemple(output);var flag : boolean;function f (n:integer) : integer;beginflag := not flag;if flag then f := nelse f := 2*n;end;beginflag := true;writeln( f(1) + f(2) );writeln( f(2) + f(1) );end. Figure 2.1: L'addition est-elle commutative?Si vous avez la curiosit�e de faire ex�ecuter ce programme, vous ferez une d�ecouverte importante :l'addition n'est plus une op�eration commutative !Bien entendu, ce n'est pas l'arithm�etique qu'il faut remettre en cause, mais plutôt l'assimilationun peu hâtive que l'on peut faire entre les fonctions Pascal et les fonctions math�ematiques. Ici la\fonction" f d�epend d'un \param�etre cach�e" flag, qu'elle modi�e par e�et de bord. .Cet exemple peut vous sembler arti�ciel, il est cependant typique de l'esprit des langagesimp�eratifs : les proc�edures consultent et modi�ent les variables globales. Autrement dit, le r�esultatd'une �evaluation d�epend du contexte dans lequel cette �evaluation se produit : c'est le contrairede la transparence r�ef�erentielle.Un \module logiciel" ne peut être r�eutilis�e a priori que dans un contexte semblable �a celuipour lequel il a �et�e con�cu, ce qui ne facilite pas la r�eutilisation de modules d�ej�a �ecrits : il faudrales adapter, ce qui coûte du temps.Le programmeur professionnel adoptera donc un style applicatif en �evitant les e�ets de bords ;s'il ne peut pas les �eviter, il doit les signaler avec soin dans la documentation. En G�enie Logicielon appelle langages applicatifs les langages de programmation qui interdisent (ou restreignent)l'utilisation d'e�ets de bords. Les langages fonctionnels purs sont des langages applicatifs : lesmodules d�ej�a �ecrits sont imm�ediatement r�eutilisables.Exercice 2.2 La logique la plus �el�ementaire nous dit queA) Bet A) Centrâ�nent A) B et CSoient maintenant A = \J'ai 10 Fr", B =\Je peux me payer un sandwitch �a 9 Fr", C = \Jepeux me payer un demi �a 7 Fr". Discutez le paradoxe.



2.4. UNE SESSION AVEC HOPE 112.4 Une session avec HOPEIl existe plusieurs versions du langage Hope, qui ont chacune fait l'objet de plusieurs r�ealisations.L'interpr�eteur dont nous disposons sur le HP9000 a �et�e �ecrit en Pascal (environ 8000 lignes)par un �etudiant de Hong-Kong dans une universit�e britannique, et a fait l'objet de portagessuccessifs, ainsi que de diverses corrections. Le produit �nal est loin d'être parfait, mais il fonctionnesu�samment pour d�emontrer les concepts de la programmation fonctionnelle.Dans tout ce qui suit, ce que vous tapez apparâ�t en caract�eres soulign�es, les r�eponses del'ordinateur en maigre, ainsi que nos commentaires qui seront pr�ec�ed�es d'un point d'exclamation.Pour utiliser l'interpr�eteur Hope sur le HP9000, connectez-vous et tapez la commande :% hopeSur compatibles PC, tapez :A> ichopeIl apparâ�t une banni�ere, le dialogue peut alors commencer :>: 5+4; ! une question comme ca ...>: 9 : num ! le type du resultat est num (nombre)>: (6-4)*2;>: 4 : num ! sans surprises ...>: 7 div 3;>: 2 : numD�e�nissons une fonction, et appliquons-l�a :>: dec double : num -> num;>: --- double(n) <= 2*n;>:>: double(4);>: 8 : num>: double (double (3));>: 12 : num>: 1+double(5-17);>: -23 : numOn peut revoir les d�e�nitions :>: display;dec double : num -> num ;--- double ( n )<=( 2 * n ) ;Essayons de nouvelles fonctions :>: dec max2 : num X num -> num; ! X = produit cart�esien>: --- max2 ( a,b ) <= if a>b then a else b;>: max2 (4,2);>: 4 : num>: dec max3 : num X num X num -> num; ! de plus en plus fort>: --- max3(x,y,z) <= max2(x,max2(y,z));>: max3(4,12,2);>: 12 : num



12 CHAPITRE 2. PROGRAMMER AVEC DES FONCTIONSNous pouvons bien sur charger un �chier de fonctions (ex1.hope sous Unix, ex1.hop sousDOS) :>: load ex1;data signes == positif ++ negatif ++ nul; ! un ensembledec signe : num -> signes ;--- signe (n) <= if n<0 then negatifelse if n>0 then positifelse nul;dec fac : num -> num ;--- fac (0) <= 1; ! cas particulier n=0--- fac (n) <= n*fac(n-1); ! cas generalEssayons ces fonctions :>: signe(12);>: positif : signes>: signe(6-9);>: negatif : signes>: fac (2+1) ;>: 6>: trace on; ! pour suivre les calculs>: trace fac; ! de la fonction fac>: fac(3);fac ( 3) ! les appels �a facfac ( 2) ! ...fac ( 1)fac ( 0)1 ! les r�eponses1 ! ...26>: 6 : num>: trace off;>: fac(5);>: 120 : num>: exit; ! sortie de HOPE2.5 Un exemple de programmeNous allons �ecrire maintenant un (petit) programme en HOPE. La programmation fonctionnelleva certainement vous sembler �etrange car il n'y aura pas de variables, pas d'a�ectations, pas deboucles et, �a proprement parler, même pas d'instructions !Au lieu de cela, un programme fonctionnel d�ecrit comment, �a certaines donn�ees (entr�ees), onpeut associer des r�esultats (sorties), au moyen de fonctions.2.5.1 Exemple : Un distributeur de boissonsPour faire marcher un distributeur de boissons, il faut mettre quelques pi�eces dans la fente etappuyer sur un bouton. Le breuvage de votre choix s'�ecoule alors d'un r�eservoir dans un gobelet.



2.5. UN EXEMPLE DE PROGRAMME 13Bouton Boisson Prix R�eservoirbleu caf�e 300 1rouge chocolat 300 2vert pepsi 250 3Nous allons �ecrire un programme fonctionnel pour :� d�e�nir le prix des boissons ;� indiquer la correspondance entre les boutons, les r�eservoirs et les boissons ;� indiquer ce qui sort quand on appuie sur un bouton apr�es avoir mis une somme su�sante ;� indiquer ce qui sort de la machine qui rend la monnaie.Tout d'abord, pr�ecisons les valeurs que peuvent prendre les entr�ees et sorties :data bouton == bleu ++ rouge ++ vert ;data reservoir == r1 ++ r2 ++ r3 ;data boisson == cafe ++ chocolat ++ pepsi ++ rien ;Nous venons de d�e�nir trois ensembles, de cardinaux respectifs 3, 3 et 4).type argent == num ;Le type argent est maintenant synonyme de num qui signi�e \entier" : cette version de Hope neconnâ�t pas les nombres en virgule ottante ... Qu'�a cela ne tienne, nous compterons en centimes.2.5.2 Le prix des boissonsIndiquons le nom de la fonction et sa \signature", c'est-�a-dire les ensembles de d�epart et d'arriv�ee :dec prix : boisson -> argent;et la valeur des di��erentes boissons :--- prix(cafe) <= 300;--- prix(pepsi) <= 250;--- prix(chocolat) <= 300;Les trois tirets \---" ordonnent �a l'interpr�eteur d'ajouter la ligne �a la d�e�nition de la fonction.2.5.3 Correspondance entre boutons, r�eservoirs et boissonsIndiquez maintenant �a quel r�eservoir correspond chaque bouton :dec reserve : -> ;--- reserve (bleu) <= r1;------Et le contenu des r�eservoirs :dec contenu : reservoir -> ;---------



14 CHAPITRE 2. PROGRAMMER AVEC DES FONCTIONS2.5.4 Le distributeurComment marche le distributeur? C'est une \bô�te noire" que l'on fait fonctionner en mettantde l'argent et en appuyant sur un bouton ; il en ressort alors une boisson. On repr�esente donc ledistributeur par une fonction distrib :dec distrib : argent X bouton ->boisson ;Quand on appuie sur le bouton bou, cela correspond au r�eservoir reserve(bou) qui d�elivre laboisson contenu(reserve(bou)) : le bouton rouge correspond au chocolat par composition desfonctions reserve et contenu. Mais, attention, nous n'aurons �a boire que si nous avons mis assezd'argent, c'est-�a-dire une somme au moins �egale �a prix(contenu(reserve(bou))) !--- distrib ( arg , bou ) <=if arg >= prix(contenu(reserve(bou)))then contenu(reserve(bou))else rien ;Remarques :� L'ensemble de d�epart de distrib est le produit cart�esien de deux ensembles, dont l'un estin�ni.� Pour les fonctions prix, reserve et contenu nous avions donn�e une �equation pour chaque�el�ement de l'ensemble de d�epart. Ici nous �ecrivons une seule �equation, avec deux param�etresformels arg et bou ; cette �equation r�esume une in�nit�e de cas.2.5.5 Un distributeur qui rend la monnaieOn met de l'argent et on appuie sur un bouton, il ressort la monnaie et la boisson choisie :dec distrib2 : argent X bouton -> argent X boisson ;--- distrib2 (arg , bou ) <=if distrib( arg , bou ) = rienthen ( arg , rien )else ( arg - prix(distrib(arg,bou)) , distrib(arg,bou) );Remarque : Ici l'ensemble d'arriv�ee est �egalement un produit cart�esien : les r�esultats sont descouples not�es entre parenth�eses.2.6 Annexe : Quelques �el�ements du langage HOPEDomaines pr�ed�e�nisNom Signi�cation Exemplesnum nombres entiers 0,1,2,12654char caract�eres 'a','5','! 'truval valeurs logiques true, falsealpha,beta types variables (g�en�eriques) voir plus loinD�eclaration de domainedata nom == ... ++ ... ++ ... ;Hope ne poss�ede que peu de fonctions pr�ed�e�nies : en voici la liste (presque) exhaustive,chacune avec sa signature, et son niveau de priorit�e quand elle est d�eclar�ee in�xe.



2.6. ANNEXE : QUELQUES �EL�EMENTS DU LANGAGE HOPE 15Op�erations arithm�etiquesinfix + , - : 5 ;infix * , div , mod : 6 ;dec + , - , * , div , mod : (num X num) -> num ;ComparaisonsCes fonctions permettent de comparer deux objets, �a condition qu'ils soient comparables, c'est-�a-dire qu'ils appartiennent �a un même domaine.infix = , < , > , /= , =< , >= : 6 ;dec = , < , > , /= , =< , >= : (alpha X alpha) -> truval ;Op�erateurs logiquesinfix and : 5 ;infix or : 4 ;dec and, or : (truval X truval) -> truval ;dec not : truval -> truval ;Expressions pr�ed�e�niesExpression conditionnelle :if conditionthen expressionelse expressionExpressions quali��ees :let variable == expressionin expressionexpressionwhere variable == expressionD�e�nition de fonctiondec nom : d�epart -> arriv�ee ;--- nom ( .... ) <= expression ;...--- nom ( .... ) <= expression ;
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Chapitre 3Induction et r�ecursion3.1 Un peu d'histoireLe XIXe est le si�ecle de la R�evolution Industrielle et de la Science Triomphante. C'est l'�epoquede la foi en un progr�es scienti�que in�eluctable et b�en�e�que, fond�e sur l'�etude rigoureuse des faits(positivisme d'Auguste COMTE), et sur l'existence d'un d�eterminisme qui r�egirait aussi bien lesph�enom�enes physiques (MAXWELL, BERTHELOT) biologiques (BERNARD, DARWIN), quel'organisation sociale (TAINE, naturalisme de ZOLA) et politique (MARX).A l'extrême, c'est le scientisme :Une chose �evidente d'abord, c'est que chaque d�ecouverte pratique de l'esprit hu-main correspond �a un progr�es moral, �a un progr�es de dignit�e pour l'universalit�e deshommes. [...] Je suis convaincu que les progr�es de la m�ecanique, de la chimie, serontla r�edemption de l'ouvrier ; que le travail mat�eriel de l'humanit�e ira toujours en di-minuant et en devenant moins p�enible ; que de la sorte l'humanit�e deviendra pluslibre de vaquer �a une vie heureuse, morale, intellectuelle. Aimez la science. Respectez-la, croyez-le, c'est la meilleure amie du peuple, la plus sûre garantie de ses progr�es.Ernest RENANLa m�ecanisation du calculLa R�evolution Industrielle nâ�t de la m�ecanisation du travail physique humain. Les travaux deCharles BABBAGE (1792-1871) ont montr�e �a ses contemporains la possibilit�e de m�ecaniser�egalement le calcul, c'est-�a-dire de faire ex�ecuter des calculs num�eriques par une machine souscontrôle d'un programme (possibilit�e th�eorique surtout, car Charles BABBAGE mourut sans voirsa \Machine Analytique" r�ealis�ee, faute de moyens).C'est le �ls ain�e de BABBAGE, Henry, qui fabriqua une version tr�es r�eduite de la MachineAnalytique �a partir de 1880. Le 21 janvier 1888, la machine imprima une table des 44 premiersmultiples de �, avec 29 d�ecimales. Mais un incident technique dû �a la technologie employ�ee (rouesdent�ees, cylindres �a picots) provoqua une erreur au 32e multiple. D�ecourag�e, Henry BABBAGEne reprit les essais qu'en 1906, il trouva la cause de l'erreur et y rem�edia. Il put alors faire uned�emonstration r�eussie devant l'Acad�emie d'Astronomie. La machine ayant prouv�e la justesse desid�ees de son inventeur, elle fut remise �a un mus�ee en 1910.Lady Ada LOVELACE (1815-1852), l'assistante de Charles BABBAGE, �ecrivit un jour que lamachine \pourrait peut-être ne pas traiter que des nombres".La formalisation du raisonnementEn 1854, George BOOLE (1815-64) publia son ouvrage Les Lois de la Pens�ee dans lequel ilexpliquait que le raisonnement logique pouvait être assimil�e �a du calcul alg�ebrique, relan�cant alors17



18 CHAPITRE 3. INDUCTION ET R�ECURSIONla \logique formelle" - �etude du raisonnement d�eductif, des syllogismes, etc. - qui sommeillaitdepuis quelques si�ecles. BOOLE rencontra BABBAGE en 1862, mais il mourut trop tôt 1 pourqu'une collaboration ait pu nâ�tre.William Stanley JEVONS (1835-82) fut le seul math�ematicien �a comprendre imm�ediatementla port�ee de l'oeuvre de BOOLE. Il r�ealisa un \piano logique" qui pouvait r�esoudre des �equationslogiques. Tr�es enthousiaste, il aurait sans doute explor�e la m�ecanisation du raisonnement beaucoupplus loin s'il ne s'�etait noy�e accidentellement.L'axiomatisation des math�ematiquesL'�etat de l'art au XIXe si�ecleLes connaissances math�ematiques sont bien avanc�ees au XIXe si�ecle : la plupart des branches ont�et�e cr�e�ees depuis d�ej�a longtemps :� El�ements d'EUCLIDE (IIIe avant J.C) : Alg�ebre, G�eom�etrie, Arithm�etique ...� Trait�e d'alg�ebre d'AL-KHWARIZMI (IX-i�eme si�ecle)� R�esolution de l'�equation du 3e degr�e par Hieronimo CARDAN (1545), 4e degr�e par son �el�eveLudovico FERRARI� Nombres N�egatifs et Complexes : Rapha�el BOMBELLI (1526-72)� Symbolisme Alg�ebrique : Fran�cois VIETE (1540-1603)� Th�eorie des Nombres : Pierre de FERMAT (1601-65)� Calcul In�nit�esimal : Isaac NEWTON (1642-1727)� Calcul Di��erentiel : Gottfried Wilheim LEIBNITZ (1646-1716)Mais les math�ematiciens se heurtent �a des paradoxes inextricables, notamment sur l'in�nimentpetit et l'in�niment grand. Apparâ�t alors un courant de pens�ee qui vise, dans le même espritqu'EUCLIDE, �a donner des d�e�nitions pr�ecises des objets math�ematiques que l'on utilisait jusque-l�a de mani�ere assez intuitive, dans l'intention d'�eliminer ces paradoxes.La d�emarche d'EuclideL'oeuvre du grec EUCLIDE (IIIe si�ecle av. JC) est un mod�ele de rigueur : ses El�ements r�ecapitulenten une quinzaine de volumes les connaissances math�ematiques de l'�epoque. PROCLUS (Ve si�ecleapr�es J.C) a�rme qu'Euclide, en rassemblant ses El�ements,en a coordonn�e beaucoup d'Eudoxe, perfectionn�e beaucoup de Th�e�et�ete et qu'il a�evoqu�e dans d'irr�efutables d�emonstrations ceux que ses pr�ed�ecesseurs avaient d�emontr�ed'une mani�ere relâch�ee.Le Livre I des El�ements est pr�ec�ed�e par une pr�esentation assez intuitive des concepts utilis�esdans la suite :Un point est ce qui n'a aucune partie. Une ligne est une longueur sans largeur.et par une s�erie de postulats (a�rmations admises sans qu'il y ait lieu de les d�emontrer) quiindiquent les relations entre ces concepts :On demande :1. qu'on puisse conduire une droite d'un point quelconque �a un point quelconque,1Il contracta une congestion pulmonaire en allant �a pied, sous la pluie, donner une conf�erence au Queen's Collegede Cork.



3.1. UN PEU D'HISTOIRE 192. qu'on puisse prolonger continuellement, selon sa direction, une droite �nie en unedroite,3. que d'un point quelconque, et avec un intervalle quelconque, on puisse d�ecrire unecirconf�erence quelconque,4. et que tous les angles droits soient �egaux entre eux,5. et que si une droite tombant sur deux droites fait les angles int�erieurs du mêmecôt�e plus petits que deux droits, ces droites, prolong�ees �a l'in�ni, se rencontrerontdu côt�e o�u les angles sont plus petits que deux droits.Apr�es avoir expos�e syst�ematiquement les d�e�nitions, postulats et axiomes, EUCLIDE en d�eduitles propri�et�es �el�ementaires des triangles, et de leurs bissectrices, milieux des côt�es, etc.Le courant formalisteAu XIXe les math�ematiciens-logiciens du courant \formaliste" (et plus tard Russell, Hilbert, etc.)essaient de formuler les quelques hypoth�eses (axiomes, postulats) qui sont vraiment indispensablespour d�e�nir les objets math�ematiques, et dont on pourra d�eduire toutes les propri�et�es qui sont\intuitivement vraies".En 1876 c'est un Allemand, Julius Wilheim Richard DEDEKIND (1831-1916), qui donne uned�e�nition formelle de l'ensemble FR des nombres r�eels �a partir des coupures de Q (l'ensemble desrationnels).Une coupure est un partage de Q en deux partitions non vides A et B telles quetout �el�ement de A est plus petit que tout �el�ement de B. A chaque coupure correspondalors un nombre r�eel unique : par exemple, le nombre irrationnel p2 est d�e�ni par lacoupure A = fqjq > 0 et q2 < 2gB = fqjq < 0 ou q2 � 2gVers 1880, Georg Ferdinand Ludwig Philipp CANTOR (1845-1918) met au point la th�eorie desensembles, qui permet de r�esoudre de nombreux paradoxes de la th�eorie des limites li�es en fait �al'existence de plusieurs types d'in�nis.Quelques probl�emes typiques, que vous pouvez r�esoudre :Exercice 3.1 Montrez qu' il y a autant de couples d'entiers que d'entiers (on peut construireune bijection entre N et N2). Il y a plus de nombres r�eels dans l'intervalle [0; 1[ que de nombresentiers : il n'existe pas d'injection de [0; 1[ dans N).Exercice 3.2 L'ensemble des parties d'un ensemble E est 'plus gros' que cet ensemble : il n'existepas d'injection de P (E) dans E (r�esultat dû �a CANTOR).Malheureusement pour CANTOR, sa th�eorie fait apparâ�tre �a nouveau des paradoxes (commele paradoxe de RUSSELL : l'ensemble des ensembles qui ne se contiennent pas eux-mêmes secontient-il lui-même? ). La th�eorie des ensembles sera axiomatis�ee plus tard par Ernst ZERMELO(1871-1953) en 1908. G�enial mais incompris �a son �epoque, CANTOR est mort dans un asilepsychiatrique.En 1889, le math�ematicien et logicien Giuseppe PEANO propose (en�n ! ) une d�e�nition for-melle de l'ensemble des entiers naturels (positifs).Math�ematiques et R�ealit�eL'approche \hypoth�etico-d�eductive" pose le probl�eme du choix du syst�eme d'axiomes de base :� pour LEIBNIZ (et d'autres), \tout ce qui est vrai est d�emontrable" : pour arriver �a toutd�emontrer toute propri�et�e vraie dans le cadre d'une th�eorie (c'est la compl�etude de lath�eorie), il faut prendre su�samment d'axiomes ;



20 CHAPITRE 3. INDUCTION ET R�ECURSION� il ne faut pas que les axiomes choisis conduisent �a des contradictions (consistance de lath�eorie) ;� il faut �eviter aussi de choisir des axiomes qui seraient des cons�equences des autres axiomes(ils seraient inutiles).Par exemple, la question s'est longtemps pos�ee de savoir si le fameux 5e postulat d'EUCLIDEpar un point ext�erieur �a une droite on peut mener une seule et unique droite parall�ele�a celle-ci�etait ou non un axiome. De nombreux math�ematiciens essay�erent en vain de montrer que cepostulat �etait une cons�equence des autres axiomes de la g�eom�etrie d'Euclide, jusqu'en 1826, lorsqueLOBATCHEVKI (1793-1856) pr�esente une g�eom�etrie non-euclidienne dans laquellepar un point ext�erieur �a une droite passent une in�nit�e de parall�eles �a cette droite.Un peu plus tôt, vers 1813, GAUSS (1777-1844) avait invent�e la g�eom�etrie hyperbolique,\une �etrange g�eom�etrie, tout-�a-fait di��erente de la nôtre"mais il n'avait pas os�e publier ses travaux :\J'appr�ehende les clameurs des B�eotiens si je voulais exprimer compl�etement mesvues"En e�et, �a l'�epoque, la g�eom�etrie euclidienne �etait cens�ee rendre compte de la r�ealit�e physiquedu monde (KANT); par cons�equent ses axiomes �etaient donc consid�er�es comme vrais dans l'absolu :il �etait inimaginable de fonder une th�eorie sur leur n�egation.De la même fa�con, l'hypoth�ese du continule cardinal de l'ensemble des nombres r�eels est le premier qui soit sup�erieur �a celuide l'ensemble des nombres entiersformul�ee par CANTOR qui essaya de la d�emontrer jusqu'�a sa mort, fut montr�ee ind�ecidable2 parP.J. COHEN en 1963.L'espoir de trouver un jour quand même un \bon" syst�eme d'axiomes qui su�rait �a toutd�emontrer s'e�ondre en 1931 apr�es la publication du Th�eor�eme d'Incompl�etude de Kurt G�ODEL(n�e en 1906) :Toute formulation axiomatique de la th�eorie des nombres est soit incompl�ete, soitcontradictoire.Autrement dit, dans toute th�eorie T (contenant la th�eorie des nombres), il existe des proposi-tions ind�ecidables, dont on ne peut d�emontrer ni la v�erit�e ni la fausset�e. Par exemple, la proposition\la th�eorie T est non-contradictoire" est ind�ecidable dans la th�eorie T elle-même.Bonnes lectures :� Douglas HOFSTADTER (1985), G�odel, Escher et Bach, les Brins d'une Guirlande Eternelle,InterEditions.� R. APERY, M.CAVEING, et al. (1982) Penser les math�ematiques, Points In�edits S29, ed.du Seuil.� A. DAHAN-DALMEDICO, J. PFEIFFER, (1986). Une histoire des math�ematiques, PointsSciences S49, ed. du Seuil.� Gustave FLAUBERT, Bouvard et P�ecuchet, Livre de poche 440-441.2on ne peut pas la d�emontrer, ni la r�efuter : on peut l'ajouter comme nouvel axiome, aussi bien que la propositioncontraire



3.2. AXIOMATIQUE DE PEANO 213.2 Axiomatique de PEANOCette d�e�nition des entiers naturels tient en 5 axiomes, elle repose sur un objet de base (z�ero) etun \constructeur" : la fonction qui a tout entier n associe son successeur n+ 11. z�ero est un entier2. tout entier a un successeur, qui est �egalement un entier3. z�ero n'est le successeur d'aucun entier4. deux entiers di��erents ont des successeurs di��erents5. Principe d'induction : si une propri�et�e P est vraie pour z�ero (cas de base) et que P(n)entrâ�ne P(successeur(n)) pour tout entier n, (�etape d'induction) alors P est vraie pour toutentier .C'est le premier exemple d'ensemble d�e�ni inductivement : on part d'un objet de base zero (0)auquel on adjoint son successeur (1) puis le successeur du successeur (2), etc. Nous verrons plusloin quantit�e d'autres ensembles (listes, arbres) d�e�nis de la même fa�con, �a partir d'objets de baseet de constructeurs.Le principe d'induction est �a la base de la technique de preuve par r�ecurrence : pour prouverqu'une propri�et�e est vraie pour tous les entiers on montre :� quelle est vraie pour 0 (en g�en�eral c'est plutôt facile),� que si elle est vraie pour un entier n (hypoth�ese de r�ecurrence), alors elle est vraie pour sonsuccesseur n+ 1.Nous avons donc le droit de d�e�nir des fonctions par induction naturelle : une fonction f estd�e�nie pour tout entier positif �a partir du moment o�u :� on connait f(0),� on peut exprimer f(n+ 1) �a partir de f(n), pour tout n.Exercice 3.3 Construire un ensemble qui satisfasse tous les axiomes de PEANO sauf le 3-i�eme.Exercice 3.4 Idem, mais en excluant cette fois-ci le 4-i�eme.Exercice 3.5 Idem, sans le 5-i�eme.Exercice 3.6 Montrez que l'on peut remplacer le principe d'induction par la variante : << si unepropri�et�e Q est vraie pour zero (cas de base) et que Q(zero) et Q(successeur(zero) et .... Q(n)implique Q(successeur(n)) pour tout entier n, alors Q est vraie pour tout entier. >> et comparezles m�erites respectifs des deux formulations.Le lecteur attentif ne manquera pas de nous soup�conner : peut-on honnêtement pr�etendred�e�nir les nombres entiers sans parler des op�erations arithm�etiques comme l'addition, la compa-raison, etc.? Et bien oui ! L'addition, par exemple, n'est pas une notion primitive de la th�eoriedes nombres, mais une fonction que l'on d�e�nit par r�ecurrence :plus( 0 ; p) = pplus( succ(n) ; p) = succ(plus(n; p))pour tous entiers n et p.Rassurez-vous, deux plus deux font toujours quatre, en e�etdeux = succ(succ(zero))



22 CHAPITRE 3. INDUCTION ET R�ECURSIONet plus(deux; deux) = plus(succ(succ(zero)); succ(succ(zero)))= succ(plus(succ(zero)); succ(succ(zero))))= succ(succ(plus(zero); succ(succ(zero))))= succ(succ(succ(succ(zero))))Exercice 3.7 D�e�nir la multiplication.Exercice 3.8 D�e�nir la relation inf�erieur ou �egal.L'axiomatique de PEANO nous su�t donc pour reconstruire les notions connues del'arithm�etique.3.3 D�e�nitions r�ecursivesIl fut saisi par la fr�en�esie des factorielles : 1! = 1 ; 2! = 2 ; 3! = 6 ; 4! = 24 ;5! = 120 ; 6! = 720 ; 7! = 5 040 ; 8! = 40 320 ; 9! = 362 880 ; 10! = 3 628 800 ;11! = 39 916 800 ; 12! = 479 001 600 ; [...] 22! = 1 124 000 727 777 607 680 000,soit plus d'un milliard de fois soixante-dix-sept milliards ! Smautf en est aujourd'hui �a76! mais il ne trouve plus de papier au format su�sant et en trouverait-il, il n'y auraitpas de table assez grande pour l'�etaler.La vie mode d'emploi Georges PEREC, Livre de Poche 5341 (1978)Nous allons essayer de sp�eci�er formellement la fonction factorielle, c'est-�a-dire de pr�eciser cequ'elle fait, de mani�ere aussi claire que possible.Comment sp�eci�er la fonction factorielle?Premier essai, par une phrase :La fonction factorielle associe, �a tout entier positif ou nul n, un autre entier quiest le produit des entiers de 1 �a n.Cette sp�eci�cation est correcte : elle identi�e clairement et sans ambig�uit�e la fonction dontnous parlons. Mais sa formulation litt�eraire la rend di�cilement exploitable ensuite par le calculalg�ebrique qui est l'outil de base du raisonnement math�ematique : nous pr�ef�ererions une bonneformule.Seconde tentative, par une expression math�ematique :factorielle(n) = 1� 2� 3 : : :� nC'est une d�e�nition elliptique : il faut un certain e�ort de la part du lecteur pour comprendrece qu'il convient de mettre en lieu et place des points de suspension. Elle n'est donc pas id�eale.Et même avant ces points, car avec un peu de mauvaise foi, on pourrait conclure quefactorielle(2) = 1� 2� 3� 2 = 12Bref, le \1 � 2 � 3 : : :" est �a prendre avec des pincettes : lorsqu'il y a des points de suspensionensuite, 1� 2� 3 n'est plus �egal �a 6, mais 1, 2 ou 6 selon les circonstances !La troisi�eme tentative, et la bonne, sera de d�e�nir la fonction factorielle par une sp�eci�cationr�ecursive .



3.3. D�EFINITIONS R�ECURSIVES 23Construire une sp�eci�cation r�ecursiveUne sp�eci�cation est dite r�ecursive lorsqu'elle d�e�nit un objet math�ematique (un ensemble, unerelation, une fonction) �a l'aide de lui-même.Ceci doit vous sembler pour le moins obscur, aussi revenons �a notre exemple et regardonsquelques valeurs de la fonction factorielle :factorielle(0) = 1factorielle(1) = 1factorielle(2) = 1� 2factorielle(3) = 1� 2� 3factorielle(4) = 1� 2� 3� 4:::factorielle(n� 2) = 1� 2� 3� :::� (n� 2)factorielle(n� 1) = 1� 2� 3� :::� (n� 2)� (n� 1)factorielle(n) = 1� 2� 3� :::� (n� 2)� (n� 1)� nNous remarquons que chaque ligne ne di��ere de la pr�ec�edente que par un seul terme. Parexemple, factorielle(4) est �egal �afactorielle(3)�4. Nous sommes donc tent�es de d�e�nir factoriellepar l'�equation factorielle(n) = factorielle(n� 1)� nvalable pour tout entier positif n, dans laquelle la fonction factorielle est exprim�ee �a partird'elle-même. Mais il y a un hic : en appliquant cette �equation au cas n = 0, nous obtenonsfactorielle(0) = factorielle(�1)� 0 et donc 1 = 0, ce qui n'est pas raisonnable (sans parler dufait que �1 n'est pas dans le domaine de d�e�nition de la fonction).Il faut donc limiter l'usage de l'�equation factorielle(n) = factorielle(n� 1)� n aux cas o�u nest strictement positif, et pr�eciser ce qui se passe lorsque n = 0 (le cas de base). Voici donc unebonne d�e�nition de la factorielle :factorielle(n) = factorielle(n� 1)� n pour tout entier positif nfactorielle(0) = 1Traduction en HOPEDans le langage HOPE, nous d�eclarerons cette fonction sous la forme :dec factorielle : num -> num ;--- factorielle (0) <= 1 ;--- factorielle (n) <= factorielle (n-1) * n ;Attention, l'ordre des �equations est important en Hope, car l'interpr�eteur va essayer de lesutiliser dans l'ordre o�u elles ont �et�e d�eclar�ees. Le calcul de factorielle(2) se d�eroule comme suit :� rejet de la premi�ere �equation : 2 est di��erent de la constante 0, donc l'�equation ne convientpas.� essai de la seconde �equation : on peut poser n = 2. Donc on remplace factorielle(2) parfactorielle(2� 1)� 2 : factorielle(2) = factorielle(2� 1)� 2 = factorielle(1)� 2reste �a r�esoudre factorielle(1) :� rejet de la premi�ere �equation car 1 est di��erent de la constante 0.� essai de la seconde �equation : on peut poser n = 1. Donc on remplace factorielle(1) parfactorielle(1� 1)� 2: factorielle(2) = factorielle(1)� 2= factorielle(1� 1)� 1� 2= factorielle(0)� 1� 2



24 CHAPITRE 3. INDUCTION ET R�ECURSIONreste �a r�esoudre factorielle(0) :� la premi�ere �equation \colle" : on remplacefactorielle(0) par1, et on obtient :factorielle(2) = factorielle(0)� 1� 2= 1� 1� 2= 2Il est clair que si nous avions pos�e les �equations dans l'ordre inverse, nous n'aurions jamaispu d�etecter le cas de base, et le calcul ne se serait jamais termin�e. En r�egle g�en�erale donc, il faut�ecrire les �equations de base en tête, et ensuite les �equations de r�ecurrence.Remarque : on pouvait aussi �ecrire :dec factorielle : num -> num ;--- factorielle (n) <= if n=0then 1else factorielle (n-1) * n ;Mais, sous cette forme, on voit moins bien les �equations sous-jacentes. Quand c'est possible, ilfaut �eviter l'emploi de la structure conditionnelle.Exercices :Exercice 3.9 Ecrire une fonction som qui calcule la somme des n premiers entiers strictementpositifs, c'est-�a-dire : som(n) = 1 + 2 + 3 + :::+ n.Indications :som(0) =som(1) =som(2) =som(3) =som(4) =...Exercice 3.10 Ecrire une fonction somcarre qui calcule la somme des carr�es des n premiersentiers strictement positifs, c'est-�a-dire :somcarre(n) = 12 + 22 + 32 + : : : :+ n2Exercice 3.11 Ecrire une fonction somcube qui calcule la somme des cubes des n premiers entiersstrictement positifs, c'est-�a-dire : somcube(n) = 13 + 23 + 33 + ::::+ n3.Exercice 3.12 En utilisant le type pr�ed�e�ni truval ( truth value = bool�een) qui poss�ede deuxvaleurs true et false, �ecrire une fonction pair qui d�etermine si un entier (positif) est pair ounon.pair(0) =pair(1) =pair(2) =pair(3) =...Exercice 3.13 Voici la suite de Fibonnacci (L�eonard de Pise 1170? - 1250) :1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 34; 55; 89 : : :Comme vous pouvez le remarquer, chaque �el�ement de cette suite est la somme des deux pr�ec�edents(sauf les deux premiers, qui sont les cas de base) : il en sera �evidemment �egalement ainsi pour lestermes suivants.



3.4. RAISONNEMENT PAR R�ECURRENCE 25dec fib : num -> num ;--- fib (1) <=--- fib (2) <=--- fib (n) <=Exercice 3.14 Et vous ne pouvez ignorer le triangle de Pascal, les fameux coe�cients binomiaux :c(0,0)=1c(1,0)=1 c(1,1)=1c(2,0)=1 c(2,1)=2 c(2,2)=1c(3,0)=1 c(3,1)=3 c(3,2)=3 c(3,3)=1c(4,0)=1 c(4,1)=4 c(4,2)=6 c(4,3)=4 c(4,4)=13.4 Raisonnement par r�ecurrenceL'�ecriture d'une sp�eci�cation r�ecursive est une activit�e intellectuelle tr�es proche du raisonnementpar r�ecurrence. Soit �a d�emontrer par exemple la proposition :Proposition Pour tout entier n positif ou nul, on asom(n) = n� (n+ 1)23.4.1 Preuve formelleNous allons d'abord pr�esenter une preuve formelle de cette proposition : la d�emonstration seraune suite d'�etapes dont nous montrerons syst�ematiquement les justi�cations. Ainsi nous seronstout-�a-fait sûrs que notre preuve est inattaquable.D�ebut de la Preuve.Nous allons montrer que pour tout entier n poss�ede la propri�et�e P (n) d�e�nie par :P (n) � �som(n) = n� (n+ 1)2 �� A. P(0) est vrai en e�et :1. P (0) � (som(0) = 0) par d�e�nition de P2. som(0) = 0 par d�e�nition de som(0)3. P (0) est vrai cons�equence de 1 et 2� B. pour tout entier n, P (n)) P (n+ 1), car4. P (n) vrai Hypoth�ese5. som(n) = n�(n+1)2 cons�equence de 4 et d�e�nition de P6. P (n+ 1) � (som(n+ 1) = (n+1)�(n+2)2 ) par d�e�nition de P7. som(n+ 1) = som(n) + (n+ 1) par d�e�nition de som8. som(n+ 1) = n�(n+1)2 + (n+ 1) cons�equence de 7 et 59. som(n+ 1) = n�(n+1)2 + 2(n+1)2 petit calcul10. som(n+ 1) = (n+2)�(n+1)2 idem.11. P (n+ 1) vrai cons�equence de 6 et 1012. P (n)) P (n+ 1) car l'hypoth�ese 4 entrâ�ne 11� C. D'apr�es A et B, et en vertu du principe de r�ecurrence, nous concluons : la propri�et�e P (n)est vraie pour tout entier n positif ou nul.



26 CHAPITRE 3. INDUCTION ET R�ECURSIONFin de la Preuve.On peut di�cilement mettre en doute la rigueur d'un raisonnement pr�esent�e sous cette forme !3.4.2 Preuve par transformation de programmeProuver qu'une fonction poss�ede une certaine propri�et�e revient �a d�emontrer qu'une autre fonctionest constante. C'est �evident : sur notre exemple, la propri�et�e :Propri�et�e Pour tout entier positif ou nul, on a som(n) = n�(n+1)2 .est vraie si et seulement si la fonction :dec P : num -> truval;--- P(n) <= ( som(n) = n*(n+1)/2 );vaut true pour tout entier positif ou nul.Nous allons modi�er cette d�e�nition de P, pas-�a-pas, jusqu'�a ce que nous puissions conclureque P vaut toujours true.� S�eparation en deux cas, selon que n = 0 ou non. On obtient une d�e�nition �equivalente :dec P : num -> truval--- P(0) <= ( som(0) = 0*(0+1)/2 );--- P(n) <= ( som(n) = n*(n+1)/2 );� Comme som(0) = 0 et, quand n est di��erent de 0, on a som(n) = som(n � 1) + n, onsimpli�e :dec P : num -> truval;--- P(0) <= true;--- P(n) <= ( som(n-1)+n = n*(n+1)/2 );� Mais nous avons les �equivalences :som(n� 1) + n = n�(n+1)2, som(n� 1) = n�(n+1)2 � n, som(n� 1) = n�(n�1)2� Mais, d'apr�es la d�e�nition initiale de P, on a :P (n� 1) = (som(n� 1) = (n�1)�(n+1�1)2 )= (som(n� 1) = (n�1)�n2 )Ce qui am�ene �a red�e�nir une derni�ere fois P :dec P : num -> truval;--- P(0) <= true ;--- P(n) <= P(n-1) ;L'axiome d'induction nous permet de conclure que pour tout entier positif ou nul n, P(n)=true.Exercice 3.15 D�emontrez quesomcarre(n) = 12 + 22 + 32 + : : :+ n2)= n(n+1)(2n+1)6Exercice 3.16 somcube(n) = (13 + 23 + 33 + ::::+ n3) = som(n)2 (AL-KARAGI, �n du X-i�emesi�ecle).Exercice 3.17 1� factorielle(1)+2� factorielle(2)+ :::+n�factorielle(n) = factorielle(n+1)� 1



3.5. FONCTIONS D'ORDRE SUP�ERIEUR 273.5 Fonctions d'ordre sup�erieurVous avez sans doute remarqu�e une certaine ressemblance d'�ecriture entre les fonctions som,somcarre, et somcube. Si l'on vous demandait d'�ecrire une fonction tresor qui calcule, pourtout entier n, la somme : tresor(n) = azor(1) + azor(2) + ::::azor(n)dans laquelle azor est une fonction de type \num -> num", vous trouveriez que l'enseignantabuse de votre bonne volont�e, - ou manque s�erieusement d'imagination - en vous posant toujoursle même genre d'exercices, que vous savez tr�es bien faire.Dans la vie quotidienne du programmeur, cette situation se produit fr�equemment : il vousfaudra �ecrire un programme P2 qui fait presque la même chose qu'un programme P1 que vousavez d�ej�a �ecrit auparavant : tâche d'int�erêt uniquement alimentaire ! Dans un tel cas bien sûr onne repart pas de z�ero : on r�ecup�ere le texte de P1, et on le bricole un peu.Par exemple, on \bidouillerait" la d�e�nition de som en la rebaptisant tresor, et en rempla�cantn+som(n-1) par azor(n)+tresor(n-1). Et le tour est jou�e !La programmation fonctionnelle o�re une alternative plus s�eduisante que ce bricolage indigne :c'est l'utilisation de fonctions d'ordre sup�erieur. Expliquons-nous : dans tous les cas il s'agitd'additionner les valeurs f(1)+f(2)+ :::+f(n), pour une certaine fonction f qui est soit l'identit�e,soit la fonction carre, la fonction cube, azor ou ce qu'on voudra. Alors nous allons �ecrire unefonctionnelle qui fera le calcul voulu pour tout entier n et toute fonction f :dec somfonc : num X ( num -> num ) -> num ;--- somfonc ( 0 , f ) <= 0 ;--- somfonc ( n , f ) <= f(n) + somfonc (n-1 , f );Vocabulaire : en math�ematiques, on appelle fonctionnelle ou fonction d'ordre sup�erieur unefonction dont un (au moins) des param�etres est lui-même une fonction.Maintenant tresor s'�ecrit plus simplement :dec tresor : num -> num ;--- tresor ( n) <= somfonc ( n , azor ) ;Pour r�e�ecrire somcarre �a l'aide de tr�esor, on peut :� soit se donner la peine d'�ecrire une fonction carre :dec carre : num -> num--- carre(n) <= n*n ;dec somcarre2 : num -> num ;--- sommcarre2(n) <= somfonc( n , carre ) ;� soit utiliser une fonction anonyme :dec somcarre3 : num -> num ;--- somcarre3(n) <= somfonc( n , lambda (n) => n*n ) ;En HOPE la forme :lambda ( x, y, z ... ) => expressionsert �a d�esigner la fonction anonyme qui �a x; y; z : : : fait correspondre une certaine valeur d�ecritepar l'expression. On peut utiliser les lambda-expressions �a volont�e, tapez par exemple :(lambda (a,b) => 2*a - 3*b) (10,4) ;et vous verrez apparâ�tre?



28 CHAPITRE 3. INDUCTION ET R�ECURSION3.6 �A propos des fonctions auxiliairesPour r�esoudre un probl�eme compliqu�e, on le d�ecompose en probl�emes plus simples. En program-mation fonctionnelle, on aura souvent besoin d'�ecrire des fonctions auxiliaires, pour r�esoudre unepartie d'un probl�eme. Pensez-y car :� Souvent on ne peut pas faire autrement ! Par exemple il semble di�cile d�ecrire la fonctionf(n; k) = 1k + 2k + : : :+ nk sans �ecrire une fonction auxiliaire a puissance b� Vous aurez peut-être besoin de la même fonction auxiliaire ailleurs.� L'emploi d'une \bonne" fonction auxiliaire peut conduire �a un gain d'e�cacit�e �enorme.Par exemple, avec la d�e�nition suivante:dec fib : num -> num ;--- fib(1) <= 1;--- fib(2) <= 1 ;--- fib(n) <= fib(n-1) + fib(n-2);le calcul de fib(n) se fait en fib(n) �etapes ! (Ici nous comptons une �etape chaque fois que nousfranchissons une �eche \<=") puisque :� on trouve fib(1) et fib(2) en 1 �etape;� pour calculer fib(n) il faut{ franchir une �etape{ calculer fib(n� 1){ calculer fib(n� 2)et la fonction fib grandit comme n2.Il existe heureusement une bien meilleure m�ethode, pour calculer cette fonction, qui consiste�a calculer deux valeurs de fib �a la fois. En e�et, d�e�nissons la fonction g qui renvoie un coupled'entiers, par l'�equation g(n) = (fib(n); fib(n+ 1))Les valeurs successives de g se calculent facilement de proche en proche, carg(n+ 1) = (fib(n+ 1); fib(n+ 2))= (fib(n+ 1); fib(n+ 1) + fib(n))et donc si g(n) = (a; b), alors g(n+ 1) = (b; b+ a).Voici donc une d�e�nition r�ecursive directe de g :dec g : num -> (num X num) ;--- g ( 1 ) <= (1 , 1) ;--- g ( n ) <= let (a,b) == g(n-1)in (b,b+a);Maintenant fib s'�ecrit �a partir de g :dec fib : num -> num ;--- fib ( n ) <= let (a,b) == g(n)in a ;Le calcul de fib(n) peut alors être fait en n+ 1 �etapes.



3.7. EXERCICES ET PROBL�EME 293.7 Exercices et probl�emeExercice 3.18 Exercice (\diviser pour r�egner")dec mystere : num X num -> num ;--- mystere(n,p) <= if n>pthen 1else let q == (n+p) div 2in mystere(n,q-1)*q*mystere(q+1,p);Que vaut mystere(1; n)? Prouvez-le !Exercice 3.19 Exercice 2 ( \variable tampon" )dec bizarre : num X num X num -> num ;--- bizarre ( a, 0, c) <= c;--- bizarre ( a, b, c) <= bizarre(a-1, b, a*c);Que vaut bizarre(n; p; 1)?Exercice 3.20 Test de primalit�eUn nombre (entier positif) est premier s'il admet exactement deux diviseurs : l'unit�e et luimême. Ecrire une fonction qui indique si un nombre est premier.Indications :� contrairement �a une opinion tr�es r�epandue, 1 n'est pas premier !� un nombre n � 2 n'est pas premier s'il a un diviseur dans l'intervalle entier f2 : : : n� 1g� fa : : : bg = fa : : : b� 1g [ fbg si a < b.� p est divisible par q si et seulement si p modulo q = 0.



30 CHAPITRE 3. INDUCTION ET R�ECURSION



Chapitre 4Les listes4.1 Axiomatique des listesLes listes ou s�equences sont des groupements d'objets qu'on ne peut acc�eder que dans un certainordre pr�e�etabli.Par exemple le troisi�eme enregistrement d'un �chier s�equentiel ne peut être consult�e qu'apr�esavoir lu les deux premiers successivement.Pour construire l'ensemble ListeNombres (les listes de nombres) par exemple, il nous su�t dedeux choses :� la liste vide,� un moyen de rajouter un nombre quelconque �a une liste. De proche en proche, nous auronsdonc la liste vide, puis les listes �a un �el�ement, puis �a deux �el�ements, etc.Ce qui conduit �a l'axiomatique suivante :1. vide est une liste de nombres2. si n est un nombre et l une liste de nombres, alors cons(n; l) est aussi une liste de nombres.Ainsi, un �el�ement de base (la liste vide) et une fonctioncons : num X ListeNombres - > ListeNombresnous permettent-ils de construire des listes de plus en plus grandes :videcons(732,vide)cons(1789, cons(732 , vide))cons(1515, cons(1789 , cons(732 , vide)))3. Il n'existe pas de couple (n; l) tel que cons(n; l) = vide.4. cons est injective : si cons(n; l) = cons(n0; l0), c'est que forc�ement n = n0 et l = l0.5. Si une propri�et�e P est vraie pour vide et que P (l) ) P (cons(n; l)) pour tout entier n ettoute liste l alors P est vraie pour toute liste de nombres. (Principe d'induction)On retrouve l�a une axiomatique semblable �a celle de PEANO pour les entiers. C'est bien normal,il su�t de faire correspondre �a toute liste sa longueur :� la liste vide a pour longueur z�ero,� si l est de longueur n, cons(a; l) est de longueur n+ 1 = succ(n).31



32 CHAPITRE 4. LES LISTES4.2 Les listes en HopeEn Hope, il su�rait d'�ecrire (si les listes n'�etaient pas d�ej�a pr�ed�e�nies) :data ListeNombres == vide ++ cons( num X ListeNombres ) ;Ce qui d�e�nirait les listes de nombres (num), mais pas les listes de caract�eres (char) ou debool�eens (truval), ni les autres.4.2.1 Le type g�en�erique listLe langage HOPE nous donne les moyens de construire des listes d'objets d'un type arbitraire,par exemple on peut d�e�nir des listes de nombres, des listes de caract�eres, des listes de listes decaract�eres:type ListeNombres == list(num);type Chaine == list(char);type Texte == list(Chaine);En quelque sorte les listes sont d'un type param�etrable (c'est ce qu'on appelle la g�en�ericit�e).Les listes g�en�eriques HOPE sont pr�ed�e�nies sous la forme :typevar truc ;data list (truc) == nil++ truc :: list (truc) ;Remarque sur les notations : par commodit�e \::" a �et�e pr�ed�eclar�ee comme �etant une op�erationin�xe, ce qui explique pourquoi on �ecrit :data list (truc) == nil++ truc :: list (truc) ;au lieu de :data list (truc) == nil++ ::( truc X list (truc) );mais la signi�cation est la même.Attention, les listes doivent être homog�enes !� {(3 :: (true :: nil)) n'est pas une liste convenable.� ( ('a',true) :: (('b',false) :: nil )) est homog�ene : ses �el�ements sont de type(char X truval).4.2.2 Notations simpli��eesLa notation des listes par des assemblages de :: et nil est peu commode, �a cause de la quantit�ede parenth�eses. Hope permet d'�ecrire les listes entre crochets, les �el�ements �etant s�epar�es par desvirgules. Exemples :[1,2,3,4] = (1 :: (2 :: (3 :: (4 :: nil) ) ) )[ ] = nilDans le cas des listes de caract�eres, on les �ecrit entre guillemets :"abcd" = [ 'a', 'b', 'c', 'd' ] = ('a' :: ('b' :: ('c' :: ('d' :: nil ))))Attention, il ne faudra pas confondre :



4.3. INDUCTION NATURELLE SUR LES LISTES 33� 'a', qui est de type char,� "a" = ['a'] qui est de type list(char),� ["a"] = [ ['a']] qui est de type list(list(char)).Exercice 4.1 Quels est le type des listes suivantes ? V�eri�ez vos r�eponses sur machine.1- (1 :: ( 2::nil))2- ('a' :: ('b' :: nil))3- (1 :: nil)4- ('w' :: nil)5- nil6- (false :: (true :: nil))7- "berlingot"8- [ "pommes","frites"]9- [ [ "pommes","vapeur"],["carottes","sautees"]]10- ( 12 :: (true :: nil) )11- (1 ::2)4.3 Induction naturelle sur les listesLes listes sont d�e�nies �a partir d'un objet de base nil et d'un constructeur ::, selon le sch�emad'induction :� nil est une liste� si a est un objet et l une liste, alors (a :: l) est une listeLa majeure partie des fonctions que vous aurez �a �ecrire seront d�e�nies selon le même sch�emad'induction. Par exemple, la fonction qui retourne la longueur d'une liste :dec long : list(alpha) -> num; ! le type des �el�ements est indiff�erent--- long ( nil ) <= 0--- long ( a::l ) <= 1+long(l);Ici nous avons d�e�ni la fonction long en indiquant :� sa valeur pour l'�el�ement de base nil,� comment on calcule, �a partir de la valeur pour une liste l, la valeur de la fonction pour(a :: l).Nous pouvons suivre les �etapes du calcul de long([12; 7; 4]) :long([12; 7; 4]) = 1 + long([7; 4]) en appliquant la seconde �equation= 1 + 1 + long([4]) idem.= 1 + 1 + 1 + long([]) idem.= 1 + 1 + 1 + 0 en appliquant la premi�ere.= 3Remarque : C'est une fonction polymorphe, dans la mesure o�u elle peut agir sur plusieurs typesde donn�ees : listes de nombres, de caract�eres, etc. Le polymorphisme, ajout�e �a la g�enericit�e, don-nent aux langages fonctionnels une grande puissance d'abstraction. Dans les langages imp�eratifs,si l'on veut calculer la longueur de listes d'objets de 12 types di��erents, il faut �ecrire 12 sous-programmes.



34 CHAPITRE 4. LES LISTESExercice 4.2 Ecrire la fonction \somme des �el�ements d'une liste de nombres" :dec somme : list ( num) -> num ;--- somme ( [ ] ) <=--- somme ( n :: l ) <= somme(l) ;et montrez les �etapes du calcul de somme ( [ 2,5,13,3 ] ) :somme ( [ 2,5,13,3 ] ) =
Exercice 4.3 Ecrire une fonction qui indique si un �el�ement est pr�esent ou non dans une liste.Exemples :element ( 'h' , "la cucarracha" ) = trueelement ( 12 , [ 2,3,5,7,11,13] ) = falsedec element : alpha X list(alpha) ->--- element ( e , [ ] ) <=--- element ( e , (a::l) ) <=Exercice 4.4 Ecrire la fonction \nombre d'�el�ements qui sont sup�erieurs �a une certaine valeur".Exemple : super([1,3,12,4,6,2] , 5) = 2 puisque 2 �el�ements sont plus grands que 5.dec super : list ( num ) X num -> num ;--- super ( [ ] , val ) <=--- super ( n :: l , val ) <=Exercice 4.5 Ecrire la fonction \liste des �el�ements qui sont sup�erieurs �a une certaine valeur".Exemple : suplis([1,3,12,4,6,2] , 5) = [12,6]dec suplis : list ( num ) X num ->--- suplis ( [ ] , val ) <=--- suplis ( n :: l , val ) <=Exercice 4.6 Ecrire une fonction qui, �a tout entier positif n, fait correspondre la liste [n,n �1,n� 2,...,2,1]. Exemple : {yop(5) = [5,4,3,2,1]dec yop :



4.4. QUELQUES M�ETHODES DE TRI 35------Exercice 4.7 D�emontrez que pour tout entier n on along(yop(n)) = nExercice 4.8 D�emontrez que somme(yop(n)) = som(n)Exercice 4.9 Ecrire une fonction qui concat�ene deux listes (c-�a-d qui les met bout-�a-bout).Exemple : conc("abra","cadabra") = "abracadabra"dec conc : list(alpha) X list(alpha) -> list(alpha) ;--- conc ( [ ] , l2 ) <=--- conc ( (a::l) , l2 ) <=Remarque : Cette fonction de concat�enation est tr�es utilis�ee en pratique. Par souci d'e�cacit�e,elle a �et�e int�egr�ee �a l'interpr�eteur sous forme d'une fonction pr�ed�e�nie \<>" (en notation in�xe) :"etoile " <> "des neiges" = "etoile des neiges"Exercice 4.10 D�emontrez les propri�et�es suivantes de la concat�enation :� nil est �el�ement neutre pour l'op�eration conc :conc(nil; l2) = l2conc(l1; nil) = l1� la concat�enation est associative :conc(l1; conc(l2; l3)) = conc(conc(l1; l2); l3)� long(conc(l1; l2)) = long(l1) + long(l2)� suplis(conc(l1; l2); val) = conc(suplis(l1; val); suplis(l2; val))4.4 Quelques m�ethodes de triA titre d'exemple de programmes fonctionnels sur les listes, nous allons maintenant voir quelquesm�ethodes pour trier une liste de nombres.4.4.1 Tri par insertionLe principe : Pour trier la liste �a 4 �el�ements [8,5,12,3] :� on enl�eve un �el�ement (le premier = 8)� on trie (r�ecursivement) le reste de la liste : on obtient la liste ordonn�ee [3,5,12]� on ins�ere le premier �el�ement (8) �a sa place



36 CHAPITRE 4. LES LISTES� ce qui donne [3,5,8,12] : le r�esultat voulu.Mais comment a-t-on tri�e la liste �a 3 �el�ements [5,12,3]? Et bien, de la même fa�con :� on a enlev�e le premier (5)� on a tri�e le reste : ce qui donnait [3,12]� on a ins�er�e le premier �el�ement (5) �a sa place� et on a obtenu [3,5,12].Mais comment a-t-on tri�e [12,3]?� ...Mise en oeuvre : Tout d'abord il nous faut une fonction auxiliaire pour ins�erer un �el�ement �asa place dans une liste ordonn�ee.dec insertion : num X list(num) -> num ;--- insertion (element , [ ] ) <= ;--- insertion (element, premier :: reste)<= if element < premierthenelseCeci fait, nous pouvons �ecrire la fonction TriInsertion :dec TriInsertion : list(num) - > list(num);--- TriInsertion ( [ ] ) <=--- TriInsertion ( premier :: reste ) <=Cette m�ethode est facile �a programmer, mais elle n'est pas tr�es e�cace : en e�et dans le piredes cas, par exemple la liste [15,13,8,5,1] les insertions se font toujours �a la �n. Pour ins�erer15 dans la liste tri�ee [1,5,8,13] il faut 5 �etapes de calcul. Pour ins�erer 13 dans [1,5,8] il a fallu4 �etapes, etc.Donc, toujours dans le pire des cas (une liste ordonn�ee en sens inverse de longueur n), il faudrae�ectuer n+(n� 1)+ (n� 2)+ : : :+2+1 = n(n+1)2 �etapes. Le temps du calcul est donc de l'ordrede n2.4.4.2 Tri par partition (version na��ve)Le principe : Pour trier la liste �a 5 �el�ements [8,12,5,3,9]� on met de côt�e le premier �element (8)n� on extrait du reste deux listes :{ les �el�ements plus petits que 8,{ ceux qui sont plus grands ;



4.4. QUELQUES M�ETHODES DE TRI 37� ce qui donne deux listes [5,3] et [12,9]� on trie ces deux listes (r�ecursivement) ; on trouve alors [3,5] et [9,12]� on regroupe : [3,5] <> ( [8] <> [9,12] )� ce qui donne la liste tri�ee [3,5,8,9,12].Mise en oeuvre : Il nous faut d'abord deux fonctions, qui extraient respectivement d'une listeles �el�ements qui sont plus petits (ou plus grands) qu'un certain nombre.dec PlusPetits : num X list(num) -> list(num);--- PlusPetits ( n , [ ] ) <=--- PlusPetits ( n , p :: r ) <=dec PlusGrands : num X list(num) -> list(num);--- PlusGrands ( n , [ ] ) <=--- PlusGrands ( n , p :: r ) <=Et la d�e�nition du tri par partition s'en suit facilement :dec TriPartition : list(num) -> list(num) ;--- TriPartition ( [ ] ) <= [ ] ;--- TriPartition ( p :: r ) <=let pp == PlusPetits(p, r)in let pg == PlusGrands(p, r)in TriPartition(pp) <>( [p] <> TriPartition(pg) ) ;4.4.3 Tri par partition (version am�elior�ee)Le coût de calcul peut être diminu�e par une technique relativement simple. D'abord o�u est leprobl�eme? Il vient de ce que le coût d'une concat�enation g<>d est proportionnel �a la longueur dela liste g. Et donc le coût de l'�evaluation de l'expression :TriPartition(pp) <> ( [p] <> TriPartition(pg) )est la somme du coût du tri de pp et pg, et d'un facteur proportionnel �a la taille de pp. (C'eût �et�eencore pire en groupant les parenth�eses di��eremment)Voici la technique : on d�e�nit une nouvelle fonction �a partir de TPConc, apparemment pluscompliqu�ee, en ajoutant un param�etre suppl�ementaire (appel�e parfois param�etre tampon):dec TPConc : list(num) X list(num) -> list(num);--- TPConc( premiere , seconde ) <= TriPartition( premiere ) <> seconde ;Remarquez que :TriPartition( liste ) = TPConc( liste , [ ] )Maintenant nous allons voir que nous pouvons red�e�nir TPConc de mani�ere �a n'utiliser, danssa d�e�nition, ni la concat�enation , ni TriPartition.D�edoublons TPConc, selon que son premier argument est la liste vide ou pas :



38 CHAPITRE 4. LES LISTESdec TPConc : list(num) X list(num) -> list(num);--- TPConc( [ ] , seconde ) <= TriPartition( [ ] ) <> seconde ;--- TPConc( p::r , seconde ) <= TriPartition( p::r ) <> seconde ;En utilisant la d�e�nition de TriPartition ceci �equivaut �a :dec TPConc : list(num) X list(num) -> list(num);--- TPConc( [ ] , seconde ) <= [ ] <> seconde ;--- TPConc ( p :: r , seconde) )<= let pp == PlusPetits (p , r)in let pg == PlusGrands(p, r)in TriPartition(pp) <> ([p] <> TriPartition(pg)) <> seconde) ;La concat�enation �etant associative, on va pouvoir introduire TPConc :TriPartition(pp) <> ([p] <> TriPartition(pg) ) <> seconde= TriPartition(pp) <> ([p] <> (TriPartition(pg) <> seconde)) ;= TriPartition(pp) <> ([p] <> TPConc(pg, seconde) );= TriPartition(pp) <> ( p :: TPConc(pg, seconde) ;= TPConc( pp , p::TPConc(pg,seconde) )Ce qui nous m�ene �a une version nettement am�elior�ee du tri par partition :dec TPConc : list(num) X list(num) -> list(num);--- TPConc( [ ] , seconde ) <= seconde ;--- TPConc ( p :: r , seconde) )<= let pp == PlusPetits (p , r)in let pg == PlusGrands(p, r)in TPConc( pp , p::TPConc(pg,seconde) );dec TriPartition : list(num) -> list(num) ;--- TriPartition ( liste ) <= TPConc( liste , [ ] );On peut montrer que le côut moyen du tri d'une liste de n �el�ements est proportionnel �a n� log(n),ce qui est bien meilleur que pour le tri par insertion. Cependant le coût maximal (dans le pire descas, qui est statistiquement tr�es rare) reste de l'ordre de n2.4.4.4 Le tri-fusionPour terminer, une m�ethode �a la fois �el�egante et e�cace, puisque ses coûts moyens et maximauxsont proportionnels �a n� log(n).Principe : Pour trier une liste de 7 �el�ements [3,5,2,9,7,1,0] :� on partage cette liste en deux sous-listes, en prenant un �el�ement sur deux. On obtient alorsdeux listes [3,2,7,0] et [5,9,1]� on les trie, r�ecursivement. On obtient deux listes ordonn�ees [0,2,3,7] et [1,5,9]� on fusionne ces deux listes, ce qui donne le r�esultat [0,1,2,3,5,7,9].L'op�eration de fusion ou interclassement (algorithme classique en informatique de gestion)consiste �a construire une liste ordonn�ee �a partir de deux listes �egalement ordonn�ees :dec fusion : list(num) X list(num) -> list(num) ;--- fusion ( [ ] , l2) <=



4.5. FONCTIONNELLES USUELLES SUR LES LISTES 39--- fusion ( l1, [ ] ) <=--- fusion ( p1::r1 , p2::r2 ) <= if p1<p2 thenelseIl faut savoir extraire un �el�ement sur deux :dec RangPair, RangImpair : list(num) -> list(num);--- RangPair ( [ ] ) <= [ ]--- RangPair ( p::r ) <= RangImpair(r);--- RangImpair ( [ ] ) <= [ ] ;--- RangImpair ( p::r ) <= p :: RangPair(r) ; ! r�ecursivit�e crois�eeet le tri-fusion s'�ecrit facilement :dec TriFusion : list(num) X list(num) -> list(num) ;--- TriFusion ( [ ] ) <= [ ] ;--- TriFusion ( [ seul ] ) <= [ seul ] ;--- TriFusion ( liste ) <= let (l1,l2) == (RangImpair(liste),RangPair(liste))in Fusion( TriFusion(l1) , TriFusion(l2) );Question : Pourquoi devons nous traiter s�epar�ement le cas des listes �a un seul �el�ement?4.5 Fonctionnelles usuelles sur les listesLes fonctions simples vues en 4.3 se g�en�eralisent facilement en fonctionnelles \d'int�erêt g�en�eral".Par exemple la fonction \nombre des �el�ements sup�erieurs �a une certaine valeur"dec super : list(num) X num -> num ;--- super ( [ ] , val ) <= 0 ;--- super ( n::l , val) <= if n>val then 1+super(l)else super(l);est un cas particulier de la fonction \nombre des �el�ements qui poss�edent une certaine propri�et�e P".Il su�t de passer en param�etre le pr�edicat (fonction �a r�esultat bool�een) qui indique si un certain xposs�ede ou non la propri�et�e recherch�ee. Par exemple on passera le pr�edicat \lambda (x) => x>5"pour compter les �el�ements sup�erieurs �a 5. Voici la fonctionnelle :dec combien : list(num) X (num -> truval) -> num ;--- combien ( [ ] , P ) <= 0 ;--- combien ( n::l , P ) <= if P(n)then 1+combien(l)else combien(l);De plus nous n'avons aucune raison de nous limiter aux listes de nombres : cette fonctionnellemarche pour des listes de tous types, �a condition bien sûr que le domaine du pr�edicat soit du typeconvenable. Nous obtenons la fonctionnelle :dec combien : list(alpha) X (alpha -> truval) -> num ;--- combien ( [ ] , P ) <= 0 ;--- combien ( n::l , P ) <= if P(n)then 1+combien(l,P)else combien(l,P);



40 CHAPITRE 4. LES LISTESExercice 4.11 1. G�en�eraliser suplis (liste des �el�ements sup�erieurs �a une valeur) pour obtenirune fonctionnelle selection qui extrait d'une liste les �el�ements qui poss�edent une certainepropri�et�e (par exemple ceux qui sont pairs, ou ceux qui sont premiers, ou qui sont entre"BERTHE" et "CHARLOTTE", etc.)2. Montrez comment �ecrire suplis �a partir de s�election.4.6 Exercices4.6.1 Sur les fonctionnellesExercice 4.12 Ecrire une fonction de tri �a tout faire (il faudra passer en param�etre un pr�edicatqui repr�esente la relation d'ordre choisie). Par exemple :TriGeneral ( [ 1,5,4,3,2 ] , lambda(a,b) => a < b ) = [1,2,3,4,5]TriGeneral ( [ 1,5,4,3,2 ] , lambda(a,b) => a > b ) = [5,4,3,2,1]Exercice 4.13 1. Ecrire une fonction liscar qui prend comme param�etre une liste denombres, et renvoie la liste des carr�es de ces nombres. Exemple :liscar [ 2,8,3 ] = [ 4,64,9 ]2. Gen�eraliser cette fonction pour obtenir en une fonctionnelle map : liste des images par unecertaine fonction.3. Exprimer liscar �a partir de map.Exercice 4.14 � Trouvez une fonctionnelle reduction qui g�en�eralise les deux fonctions"somme des �el�ements d'une liste", et "produit des �el�ements d'une liste".� Montrez que cette fonctionnelle reduction permet d'exprimer map aussi bien que combien.4.6.2 Sur les transformations de programmes(revoir m�ethode du param�etre suppl�ementaire) :Exercice 4.15 Ecrire une fonction iota qui �a tout entier n fait correspondre la liste des n pre-miers entiers positifs dans le sens croissant. Exemple iota(5) = [1,2,3,4,5].Soit iotaconc la fonction d�e�nie par iotaconc( n , liste ) = iota(n) <> liste� donnez une d�e�nition r�ecursive directe de iotaconc.� en d�eduire une d�e�nition plus e�cace de iota.Exercice 4.16 Par la même m�ethode, donnez une d�e�nition e�cace (conduisant �a un coûtlin�eaire) de l'inverse d'une liste. Exemple : inverse("pomme" ) = "emmop"



Chapitre 5Structures arborescentes5.1 Les arbres binairesNul besoin n'est de pr�esenter ici la notion d'arbre : r�epertoires et �chiers, structure des pro-grammes, tout ou presque est arborescence en Informatique. Dans cette partie nous nous restrein-drons �a la cat�egorie la plus simple : les arbres binaires. Nous montrerons un peu plus loin uneutilisation (tr�es classique) des arbres binaires pour le tri.Un arbre binaire est, en quelques mots, un arbre dont les noeuds "portent" deux sous-arbres,�a gauche et �a droite. Voici quelques exemples (rappelons que, par convention, la racine de l'arbreest en haut) : ����� BBBBB��� AAA
rr rr r1

�������� AAA��� ��
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3 4

Les arbres binaires peuvent être vides : c'est le cas par exemple du sous-arbre droit du secondexemple, et aussi du quatri�eme exemple (invisible). Le troisi�emes est r�eduit �a un simple racine.On appelle feuilles de l'arbre les sommets dont les deux sous-arbres sont vides.Exercice 5.1 � Dessinez tous les arbres �a 0, 1, 2, 3 et 4 sommets.� En g�en�eral, combien y a-t'il d'arbres �a n sommets ?5.1.1 D�e�nition inductive des arbres binairesLe plus souvent, on associe une information (�etiquette) �a chaque noeud de l'arbre .41
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ab ck wVoici une d�e�nition inductive de l'ensemble ArbreBin(E) arbres binaires prenant leurs�etiquettes dans un certain ensemble (tout-�a-fait arbitraire) E.Pour commencer, il nous faut un objet repr�esentant l'arbre vide, et une fonction noeud :ArbreBin(E) � E � ArbreBin(E) ! ArbreBin(E) pour fabriquer un arbre �a partir de deuxarbres plus petits et d'une �etiquette.On pose les axiomes suivants :1. L'arbre vide appartient �a ArbreBin(E)2. si A1 et A2 appartiennent �a ArbreBin(E) et e appartient �a E, alors noeud(A1; e; A2) ap-partient �a ArbreBin(E)3. vide n'est l'image par noeud d'aucun triplet (A1; e; A2)4. noeud est injective5. soit P une propri�et�e sur ArbreBin(E). Si� P (vide) est vraie,� pour tous A1; A2 dans ArbreBin(E) poss�edant la propri�et�e P, et quelque soit e dansE, on a P (noeud(A1; e; A2));alors P est vraie pour tout a dans ArbreBin(E)5.1.2 D�e�nition en HopeEn Hope, c'est une d�e�nition d'un type g�en�erique :data ArbreBin(alpha) == vide++ noeud(ArbreBin(alpha) X alpha X ArbreBin(alpha));L'exemple pr�ec�edent, qui est de type ArbreBin(char), est repr�esent�e par l'expression :dec ex1 : ArbreBin(char);--- ex1 <= noeud( noeud( vide,'b',vide ) ,'a' ,noeud( noeud(vide,'k',vide) ,'c',noeud(vide,'v',vide) ) ):



5.2. FONCTIONS SUR LES ARBRES 435.2 Fonctions sur les arbresLa plupart des fonctions sur les arbres sont construites �a partir du sch�ema d'induction naturelle.Par exemple la fonction \Somme des �etiquettes d'un arbre de nombres" :dec somarbre : ArbreBin(num) -> num ;--- somarbre ( vide ) <=--- somarbre ( noeud(a1,e,a2) ) <= somarbre(a1) somarbre(a2)Exercice 5.2 Ecrire une fonction \liste des �etiquettes des feuilles d'un arbre".dec ListeFeuilles : ArbreBin(alpha) -> list(alpha) ;--- ListeFeuilles ( vide ) <=--- ListeFeuilles ( noeud (a1,e,a2) ) <=Exercice 5.3 � Ecrire une fonction ListePrefixe qui renvoie la liste des �etiquettes d'unarbre, dans l'ordre pr�e�xe, c'est-�a-dire d'abord l'�etiquette de la racine, puis celles des sous-arbres gauche et droit. Par exemple : ListePrefixe(ex1) = "abckw"� Même question pour l'ordre in�xe (d'abord le sous-arbre gauche, puis la racine et en�n lesous-arbre droit). Par exemple : ListeInfixe(ex1) <= "bakcw"� Montrez que, pour chacune de ces fonctions, le temps de calcul (�evalu�e en nombre d'�etapes)est (dans le pire des cas) proportionnel au carr�e du nombre de sommets de l'argument.� Transformez ces d�e�nitions (m�ethode du \paramêtre tampon") pour obtenir des fonctionsdont le temps de calcul soit lin�eaire.5.3 Arbres binaires de rechercheNous avons vu au chapitre pr�ec�edent une version du tri par insertion qui n'�etait gu�ere e�cace,parce que nous cherchions �a ins�erer un �el�ement dans une liste. Au lieu de construire une liste, nousallons fabriquer un arbre de recherche qui contiendra tous les objets �a trier.D�e�nition : un arbre de recherche est un arbre binaire dans lequel toutes les �etiquettes du sous-arbre gauche (resp. droit) sont inf�erieures (resp. sup�erieures ou �egales) �a l'�etiquette de la racine,et de même pour tous les sous-arbres de cet arbre.Exemple : 
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105 127 8Exercice 5.4 Ecrire une fonction qui recherche la plus petite �etiquette dans un arbre binaire derecherche (non vide bien sûr).



44 CHAPITRE 5. STRUCTURES ARBORESCENTESdec PlusPetite : ArbreBin(num) -> num;--- PlusPetiteMême question pour la plus grande �etiquette.Exercice 5.5 Ecrire une fonction qui indique si un arbre binaire quelconque est oui ou non unarbre de recherche.dec estOrdonne : ArbreBin(num) -> truval ;--- estOrdonne( vide ) <= true ;--- estOrdonne( noeud(a1,e,a2) ) <=Exercice 5.6 Montrez que si l'arbre binaire A est un arbre de recherche, alors la listeListeInfixe(A) est ordonn�ee.5.3.1 Insertion dans un arbre binaire de recherchePour ins�erer 9 dans l'arbre de l'exemple, il faudra d'abord aller �a gauche car 9 < 10, puis �a droitepuisque 5 < 9, puis encore �a droite car 8 < 9. La place �etant libre, on peut alors y mettre 9.dec Insertion : num X ArbreBin(num) -> ArbreBin(num);--- Insertion ( n , vide ) <=--- Insertion ( n , noeud(a1,e,a2) ) <= if n<ethen noeud( Insertion(n,a1) , e , a2 )elseExercice 5.7 Montrez que si l'arbre A est ordonn�e, alors Insertion(n,A) est �egalement ordonn�e.Rappelons le principe du tri par insertion. On dispose d'une liste de nombres �a trier. On prendles �el�ements de cette liste, et on les ins�ere un-�a-un dans une structure de donn�ees qui �etait videau d�epart. Dans la premi�ere version la structure �etait une liste, ici la structure de donn�ees c'estun arbre binaire de recherche. Voici comment on fabrique un arbre �a partir d'une liste :dec Arbre : list(num) -> ArbreBin(num) ;--- Arbre ( [ ] ) <= vide ;--- Arbre ( n::r ) <= Insertion ( n , Arbre( r ) );Et nous obtenons un nouveau tri par insertion :dec TriIns : list( num ) -> list( num ) ;--- TriIns (liste) <= ListeInfixe (FabriquerArbre ( liste ) ) ;5.3.2 Expressions arithm�etiquesLes expressions arithm�etiques, comme par exemple 3:a:x + b + 1 sont �egalement des structuresarborescentes famili�eres. Les objets de base en sont les nombres : ici 1 et 3, les variables : a; x; b,et ils sont combin�es par les op�erateurs arithm�etiques : addition, multiplication, etc.En Hope on peut tr�es facilement cr�eer un ensemble expr semblable aux expressionsarithm�etiques (nous nous limiterons aux 4 op�erations de base) en �ecrivant, dans un premier temps :



5.3. ARBRES BINAIRES DE RECHERCHE 45type chaine == list(char); ! par commodit�edata expr == ! une expression peut être ...nombre(num) ! - un nombre ayant une certaine valeur++ var(chaine) ! - une variable avec un nom++ plus( expr X expr ) ! - la somme ...++ moins ( expr X expr ) ! - la diff�erence ...++ mult ( expr X expr ) ! - le produit ...++ divis ( expr X expr ) ; ! - ou le quotient de deux expressionsL'expression \a:x+ b" sera repr�esent�ee par :plus( mult ( var("a") , var("x") ) , var("b") );Remarque En Hope on ne peut pas r�eutiliser les symboles +, -, etc. comme constructeurspour de nouveaux types. En e�et cette surcharge (overloading) conduirait �a des ambiguit�essur les types des objets : la fonction \+" serait �a la fois de type \num X num -> num" et\expr X expr -> expr".Il est pr�ef�erable de signaler pr�ealablement que plus, moins, etc. sont des op�erateurs in�xesavec des priorit�es semblables �a celles de \+", \-", etc. Ceci conduit �a :infix plus, moins : 5 ;infix mult, divis : 6 ;type chaine == list(char);data expr == nombre(num)++ var(chaine)++ expr plus expr++ expr moins expr++ expr mult expr++ expr divis expr ;D�eclarons maintenant quelques exemples, sous forme d'une fonction qui renvoie une expressioncorrespondant au num�ero d'exemple que l'on veut :dec exemple : num -> expr;--- exemple(1) <= var "a" mult var "x" plus var "b" ;--- exemple(2) <= nombre 1 divis var "x";--- exemple(3) <= nombre 1 divis exemple(1);Exercice 5.8 � A quelles expressions correspondent ces trois exemples ?exemple 1 ->exemple 2 ->exemple 3 ->� Ajouter un exemple 4 repr�esentant a:x2 � b:x+ c.exemple(4) <=



46 CHAPITRE 5. STRUCTURES ARBORESCENTES5.4 Calcul symboliqueDans cette partie nous allons d�evelopper un petit exemple typique de ce qu'on appelle program-mation symbolique ou encore manipulation d'expressions symboliques.Il s'agit d'�ecrire un programme capable d'e�ectuer, comme tout honnête bachelier, ladi��erentiation (ou d�erivation) d'une expression par rapport �a une variable. Pour un d�ebut, nousnous contenterons des expressions simples, limit�ees aux 4 op�erations, que nous avons vues dans lapartie pr�ec�edente.Vue de pr�es, la di��erentiation est une op�eration diff qui, �a partir d'une expression E et d'unevariable V , permet de trouver une autre expression E0 qui repr�esente la d�eriv�ee de E par rapport�a V . Par commodit�e, nous d�eclarons diff comme op�eration in�xe, ce qui donne :infix diff : 4 ;dec diff : expr X expr -> expr ;Il ne nous reste plus qu'�a �etudier les di��erents cas, qui correspondent aux di��erentes mani�eres demani�eres de fabriquer les expressions :--- nombre n diff v <= nombre 0 ;--- var x diff v <= if var x = vthenelse--- (f plus g) diff v <= let (ff,gg) == (f diff v, g diff v)in ff plus gg ;--- (f moins g) diff v <= let (ff,gg) == (f diff v, g diff v)in--- (f mult g) diff v <= let (ff,gg) == (f diff v, g diff v)in--- (f divis g) diff v <= let (ff,gg) == (f diff v, g diff v)inEt voil�a tout. Ce programme de quelques lignes sait calculer la d�eriv�ee d'une expression parrapport �a une variable ! Quelques exemples pour s'en convaincre :>: var "x" diff var "x";>: nombre ( 1) : expr>: exemple 1 diff var "x";>: ((( nombre ( 0) mult var ("x")) plus ( nombre ( 1) mult var ("a")))plus nombre ( 0)) : exprC'est-�a-dire : 0:x+ 1:a+ 0>: exemple 2 diff var "x";>: ((( nombre ( 0) mult var ("x")) moins ( nombre ( 1) mult nombre ( 1)))divis (var ("x") mult var("x"))) : expr



5.4. CALCUL SYMBOLIQUE 47Autrement dit : 0:x�1:1x:x>: exemple 3 diff var "x" ;>: ((( nombre ( 0) mult (( var ("a") mult var ("x")) plus var ("b")))moins ((((nombre ( 0) mult var("x")) plus ( nombre ( 1) mult var ("a")))plus nombre ( 0)) mult nombre ( 1))) divis ((( var ("a") mult var ("x"))plus var ("b")) mult (( var("a") mult var ("x")) plus var ("b")))) : exprEn clair?Bien que surprenants, ces r�esultats sont tout-�a-fait corrects : il su�t de faire quelques simpli-�cations pour retrouver les expressions attendues. Mais pourquoi la fonction n'a-t-elle pas fait cessimpli�cations? Tout simplement parce que nous ne l'avons pas demand�e !La mani�ere la plus simple de proc�eder est de faire les simpli�cations au moment o�u l'on construitles expressions. Par exemple nous remplacerons l'�equation \d�eriv�ee d'une somme d'expressions"par :--- f plus g diff v <= let (ff,gg) == (f diff v, g diff v)in ff Plus gg ;o�u Plus est une nouvelle fonction d�eclar�ee (pr�ealablement) ainsi :infix Plus : 5 ;dec Plus : expr X expr -> expr ;La fonction Plus construit une somme d'expressions, comme plus, mais elle \sait" e�ectuer uncertain nombre de simpli�cations :--- nombre n Plus nombre p <= nombre (n+p);--- nombre 0 Plus g <= g;--- f Plus nombre 0 <= f;--- f Plus g <= f plus g;Exercice 5.9 � Modi�er diff en introduisant de nouvelles fonctions Moins, Mult et Divis.(Attention pour la division, Hope ne connait que les nombres entiers.)� Testez sur machine :exemple 1 diff var "x" =exemple 2 diff var "x" =exemple 3 diff var "x" =



48 CHAPITRE 5. STRUCTURES ARBORESCENTES



Chapitre 6Suppl�ement : Notions deS�emantique6.1 Quelques g�en�eralit�esLa s�emantique est un terme de linguistique qui d�esigne\l'�etude du sens (ou contenu) des mots et des �enonc�es, par opposition �a l'�etude desformes (morphologie) et �a celle des rapports entre les termes dans la phrase" (diction-naire Lexis).A la di��erence des langues naturelles, les langages de programmation sont des objets linguis-tiques relativement simples :� Ayant une syntaxe assez rigide (il faut qu'un programme (le compilateur) puisse analyserune "phrase" sans trop de peine) ;� Poss�edant, par rapport aux langues naturelles, une s�emantique volontairement tr�es pauvre(une instruction d'un programme doit avoir un sens clairement d�e�ni).6.1.1 Aspects Syntaxiques d'un langage de programmationVoici par exemple la description de la grammaire d'un petit langage de programmation :<programme> ::= <entête> <bloc><bloc> ::= d�ebut <liste d'instructions> fin<liste d'instructions>::= rien| <instruction> ; <liste d'instructions><instruction> ::= <affectation>| <bloc>| <boucle tantque>| <alternative>....<affectation> ::= <variable> := <expression><expression> ::= <constante>| <variable>| <expression> + <expression>| <expression> * <expression>....<tantque> ::= tantque <condition> faire <instruction>49



50 CHAPITRE 6. SUPPL�EMENT: NOTIONS DE S�EMANTIQUE<alternative> ::= si <condition> alors <instruction> sinon <instruction><condition> ::= <expression> < <expression>| ....| <condition> et <condition>| ...En Hope, nous pouvons d�e�nir des objets assez ressemblants :type id == list(char);data expr == nombre(num)++ variable(id)++ expr plus expr++ expr moins expr++ .... ;data condition == expr egal expr++ expr infegal expr++ ...++ condition et condition++ non(condition)++ ...data inst == id~:= expr++ bloc(list(inst))++ sialorssinon( condition X inst X inst )++ tantque( condition X inst )++ ...6.1.2 S�emantique d'un programmeEn informatique, la s�emantique est l'�etude de la \signi�cation" des programmes. Comment d�e�nirformellement la signi�cation d'un programme? Prenons un exemple :programme mdonn�ee en entr�ee : x,y (entiers positifs)r�esultat en sortie : r (entier)d�ebutr := 0;tantque x>0 faired�ebutx:=x-1;r:=r+y;finfinLa signi�cation de ce programme est une certaine fonction S(m) (S pour S�emantique) qui, �adeux entiers x et y, fait correspondre un r�esultat r en �n de traitement :S(m) : N �N ! NS(m)(n; p) = n� pPlus g�en�eralement, tout programme p a une signi�cation qui est repr�esent�ee par une certainefonction S(p) : D ! R. Cette fonction est souvent une fonction partielle, dans le sens o�u le calculde p sur certaines donn�ees peut ne pas conduire �a un r�esultat (le programme boucle, il y a eu



6.2. NOTION D'ENVIRONNEMENT 51une division par z�ero, ...) Le domaine de d�e�nition de S(p) est donc naturellement l'ensemble desdonn�ees pour lesquelles le calcul se termine normalement.Remarques :� On note fr�equemment (E ! F ) l'ensemble des fonctions partielles qui vont d'un ensembleE dans un ensemble F. On pourra donc �ecrire indi��eremmentf : E ! Fou f 2 (E ! F )� R�e�echissons un peu sur le statut de S dans la notationS(p) : D ! RS est une fonction qui associe �a un programme p sa signi�cation, qui est elle-même unefonction qui fabrique un r�esultat �a partir d'une donn�ee.Notons P l'ensemble des programmes, on a alors :S : P ! (D ! R)Le probl�eme qui se pose est de savoir comment construire cette fonction S, c'est-�a-direcalculer la signi�cation d'un programme sans avoir besoin de le faire tourner sur toutes lesdonn�ees possibles.Nota: Nous limitons ici �a une classe tr�es simple de programmes imp�eratifs: programmes stru-ctur�es, pas d'entr�ees-sorties, pas de proc�edures.6.2 Notion d'EnvironnementLe petit programme donn�e en exemple va nous permettre de pr�eciser quelques notions importantes.Tout d'abord la notion d'environnement : un environnement c'est l'association, �a un momentdonn�e de l'ex�ecution de ce programme, de certaines valeurs aux variables du programme.Par exemple si on lance le programme pour x = 2 et y = 3, on a au d�epart l'environnementinitial e1 = fx � 2; y � 3gpuis apr�es l'initialisation e2 = fx � 2; y � 3; r � 0get ensuite (dans la boucle) e3 = fx � 1; y � 3; r � 0gpuis e4 = fx � 1; y �; r � 3getc. �a la �n on aura e48 : fx! 0; y ! 3; r ! 6gDeux choses �a remarquer :� Un environnement peut être vu comme une fonction qui part de l'ensemble Id : chap4 �fin:tex; v1:31999=08=2713 : 34 : 32billaudExpbillaud des identi�cateurs du programme (iciId = x; y; r) et qui va dans l'ensemble des V des valeurs (ici des entiers).



52 CHAPITRE 6. SUPPL�EMENT: NOTIONS DE S�EMANTIQUE� Lorsqu'une instruction, (ou une s�equence d'instructions) s'ex�ecute, elle modi�e l'environne-ment. On peut donc d�ecrire la signi�cation d'une instruction i (ou d'une s�equence par unefonction S(i) qui associe �a un environnement (celui o�u on est juste avant d'ex�ecuter i) unautre environnement (celui d'apr�es l'ex�ecution de i).S(i) : E ! EPar exemple S(x := x� 1)(e2) = e3En pratique, on repr�esente souvent un environnement par une liste de doublets (identi�cateur,valeur).type env == list (chaine X num);Il nous faut alors quelques fonctions auxiliairesdec chercher : chaine X env -> num ;--- chercher ( id , [] ) <= 0 ; ! normalement, cas d'erreur--- chercher ( id,(i,v)::r ) <= if id=ithen velse chercher(id,r);dec associer : chaine X num X env -> env ;....La s�emantique sera repr�esent�ee par une fonction :dec S : inst -> (env -> env) ;6.3 S�emantique de l'A�ectationConsid�erons l'instruction \r:=ry+". Nous voulons l'ex�ecuter dans un certain environnement e.Comment fait on? Tout simplement on additionne les valeurs de r et de y (prises dans l'environ-nement e) et on modi�e la valeur de la variable r dans e; plus exactement on cr�ee un environnemente0 semblable �a e, sauf en ce qui concerne la valeur de r.Nous avons besoin de d�e�nir une nouvelle fonction s�emantique V (comme valeur) qui renvoiela valeur d'une expression (si cette valeur existe) dans un certain environnement.par exemple V (r + y)(e) = 3On d�e�nit donc :dec V : expr -> (env -> num) ;Et, par induction sur la structure des expressions :--- V(nombre(n))(e) <= n;--- V(variable(id))(e) <= chercher(id,e);--- V( a plus b ) (e) <= V(a)(e) + V(b)(e)etc ...En g�en�eral, si l'on a une a�ectation var := expr, la fonction s�emantique S(var : = expr) quilui est associ�ee est d�e�nie de la mani�ere suivante :--- S(id := expression)(e) <= let v == V(expression)(e)in modifier(id,v,e);



6.4. S�EMANTIQUE DE LA COMPOSITION S�EQUENTIELLE 536.4 S�emantique de la Composition S�equentielleLorsqu'on sait faire une instruction, on peut raisonnablement essayer d'en faire deux �a la suitel'une de l'autre ! Interrogeons-nous sur la s�equence d'instructions \x:=x-1; r:=r+y".Supposons que nous l'ex�ecutions en partant de l'environnement e. Apr�es la premi�ere instructionon se retrouve dans l'environnement e0 = S(x: =x-1)(e); puis la seconde nous fait passer danse" = S(r: =r+y)(e0). DoncS(x: =x-1; r: =r+y)(e) = S(r: =r+y)(S(x: =x-1)(e))= (S(r: =r+y) � S(x: =x-1))(e)Pour r�esumer, si on a deux instructions i et i0 :S(i; i0) = S(i0) � S(i)SIci la composition s�equentielle des instructions n'apparâ�t que dans la structure de bloc, etdonc pour des listes d'instructions. D�e�nissons une fonction auxiliaire Slist (s�emantique d'uneliste d'instructions) :dec Slist : list(inst) -> (env -> env);--- Slist ( [] )(e) <= e;--- Slist ( p::r ) ( e ) <= Slist(r) (S (p)(e));On pourra alors poser :--- S ( bloc (l) ) (e) <= Slist(l);6.5 S�emantique de la R�ep�etitionExaminons maintenant la boucle tant-que. Une boucle tant-que comporte deux �el�ements : unecondition et un corps. Pour �evaluer une condition, il nous faut une fonction B (bool�eenne):dec B : condition -> (env -> truval);--- B( a egal b)(e) <= V(a)(e) = V(b)(e);...--- B ( c1 et c2 )(e) <= B(c1)(e) and B(c2)(e);....Nous savons �egalement d�e�nir la signi�cation du corps de la boucle. Comment recoller lesmorceaux?Soit boucle l'instruction tantque <cond> faire <corps>/pour ex�ecuter boucle dans l'environnement e, que fait on?� on �evalue la condition (dans e)� si la condition est fausse, on s'arrête (l'environnement n'a pas chang�e)� - si elle est vraie, on ex�ecute le corps (l'environnement est modi��e) et on recommence aud�ebut (avec ce nouvel environnement e0).Ce qui s'�ecrit :--- S(tantque(c,i))(e) <= if B(c)(e)then S(tantque(c,i))( S(i)(e) )else e;Exercice 6.1 1. D�e�nir la s�emantique de l'alternative : \si <condition> alors <i1> sinon <i2>"



54 CHAPITRE 6. SUPPL�EMENT: NOTIONS DE S�EMANTIQUE2. D�e�nir la s�emantique de la r�ep�etition : \r�ep�eter <i> jusqu'�a <condition>"3. Utiliser cet arsenal math�ematique pour d�emontrer quepour tout e 2 E avec e(x) = a et e(y) = b (a; b 2 N)), on a :(S(m)(e))(r) = a� b6.6 ConclusionLa programmation s'apprend en g�en�eral par tâtonnements, ce qui fait parfois conclure un peuhâtivement qu'il s'agit d'un art (ou d'un artisanat, voire un bricolage) plutôt que d'une technique.Il convenait donc de montrer que l'�edi�ce repose sur de robustes fondations math�ematiques :composition de fonctions et calcul par r�ecurrence. Qu'en conclure?� La notion d'environnement est fondamentale pour la compr�ehension de la programmationimp�erative. Cette notion ne fait pas partie du bagage math�ematique usuel. D'o�u les r�eticencesinitiales �a l'acceptation d'instructions du type : i: =i+1, qui violent l'apparence d�eclarative.� toute tentative de compr�ehension -et d'explication- d'un programme non trivial (comportantpar exemple une boucle) utilise n�ecessairement le raisonnement par r�ecurrence, sous uneforme plus ou moins apparente. C'est donc une technique qu'il convient de mâ�triser.� Ceci justi�e l'apprentissage de la programmation fonctionnelle, comme langage de program-mation familiarisant le programmeur avec le raisonnement explicite par r�ecurrence.


