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Pour les langages reguliers

> Un langage L C X* est régulier si et seulement si il existe un monoide fini M, un
morphisme de monoide f : X* — M et une partie F' C M tels que:

L= f\(F)
> Syntaxe de MSO:
W i= @ < ylr = y| B Ve | Rox| Xal =l Al v ¢

> Un langage est régulier si et seulement si il est définissable par une formule close de
MSO.



Mécanismes a monoide

> Une mise a jour est une partie de {1..k}.
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> Un monoide fini M, une partie F' C M et un quadruplet

(Upm.a(m,a) € M x X, k,~,¢) ou:
i. k est le nombre de registres.

ii. Upm,q un ensemble de mises a jour

iii. ~ est une relation d'équivalence sur DF d'index fini.

iv. ¢: (X x D*/ ~)* — M un morphisme de monoide



Exemple de calcul
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Une premiere tentative

On considére les formules closes de la forme: 3X;...3X.9.

> Syntaxe:

= <ylr = y[Brp Ve Rex| Xalg(ey, ... z) |9l Al Vo

= MSO|g(z1,...,27)

> Sémantique:

Si g C D (u;pr) Egla, ..., z) < (dy(zr)s - Apu(ay)) € 9

Mais ca ne marche pas: cette logique est trop expressive!



Contre-exemple

Le langage de données
{(a1,d1)...(an,dn)|n € Net V1 <i < j <n,(a;,d;) # (a;,d;)}

peut étre décrit par la formule

Ve Vy.(r <y = g;é(fffa y) V /\ (wRex V - R,Y))
acdl

oll = {(d.d")|d # d’'}, mais aucun mécanisme ne reconnait ce langage.
9= = {(d, gag



Caractérisation logique

des langages reconnaissables

L = {formules closes de la forme 3X;...3X .9}

> Syntaxe:

¥ = < ylo = yBe V| Ra| Xalg(Xy, oy Xp, )01 Al V )

= MSO|g(Xq, ..., X, x)



> Sémantique:

(u; pv) F g( X1,y .oy X, 1) <= (d(“’y) ,d(“’y> )Eg

mazx(X1<z)’ " "mazr (X <)

Intuitivement, on a k registres.
La variable X; contient les dates auxquelles le iéme registre est mis a jour.
A la date x, on regarde si le vecteur de registre est dans |'ensemble g.

Théoréme 1 (Caractérisation logique) Un langage de données est reconnaissable par

un mécanisme a monoides si et seulement si il constitue ['ensemble des modéles d’'une
formule close de L.



Décidabilité de la logique

> Décider du vide pour une formule de £ est un probléme indécidable.

> On dispose d'une condition simple qui, dés qu’elle est vérifiée par une formule, assure
qu'on peut décider du vide.



Langages temporisés

> Tout langage temporisé reconnaissable (par un automate temporisé) peut étre décrit
par une formule de L vérifiant cette condition.
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Langages réeguliers

> Un monoide M est apériodique si Vz € M,3n € N, z" = z(nt1),

Monoides



Pour commencer

Théoréeme 2 Soit L un langage de données, les deux énoncés suivants sont équivalents:
i. L est définissable par une formule ne contenant pas de terme du type X .

ii. L est reconnu par un mécanisme a monoide apériodique avec Up,, , = P(1..k).

> Si ¢ =3X1..3X,.Q171...Qpx,.1) est une formule de £ définissant L.

> On transforme 1) en v suivant les régles suivantes:

r<y=x<y 9(X1,., Xk, ) = Ryx
T=y=x=1y Y1 NP = P1 AP
R,r = R,z —p) = =)

> On considére Qqx1..Q,x,.%) qui s'interpréte sur des mots de (X x D/ ~).



> Soit p = (Upm.a, k, f) sur le monoide apériodique M tel que p reconnait L, en
utilisant la partie acceptante F' C M.

> Le morphisme f avec la partie F' reconnait un langage L C (3 x D*/ ~)* qui est
définissable par une formule logique du premier ordre de la forme Q121..Q,x,%. On

transforme 1) en inversant les régles précédentes pour obtenir ).

> La formule 3X;..3X;.Q17;...Qpxp10 a comme ensemble de modeles les mots de L.



Caractérisation des langages

reconnus par un monoide apériodigue
Nous noterons L, |'ensemble des formules de la forme suivante:
3X;..3X5,.0 A /\(Vaz.wm = (/\ Ro(x+1) = foi(Xi(x+1), ..., Xp(x + 1))))
) ac;

ou f,; est une formule booléenne, 1 et les 1); sont des formules du premier ordre.

Théoréme 3 Soit L un langage de données, les deux énoncés suivants sont équivalents:
i. L est définissable par une formule de L,.

ii. L est reconnu par un mécanisme a monoide apériodique.



> Le langage L = {u = (a1,d1)...(apn,dy)|3t < j,a; =a; =aetd; =d; #L} sur
I'alphabet > = {a, b} et sur un ensemble de données D infini n'est reconnu par aucun

mécanisme a monoide apériodique ot Up,, , = P(1..k) alors qu'il est reconnaissable par
un mécanisme 3 monoide apériodique.

> Le langage L = {u = (a,dy)...(a,d,) € ({a} x D)*|n est pair} n’est reconnu par
aucun mécanisme 3 monoide apériodique.
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