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Pour les langages réguliers

. Un langage L ⊂ Σ∗ est régulier si et seulement si il existe un monoïde fini M , un
morphisme de monoïde f : Σ∗ →M et une partie F ⊂M tels que:

L = f−1(F )

. Syntaxe de MSO:

ψ ::= x < y|x = y|∃x.ψ|∀x.ψ|Rax|Xx|¬ψ|ψ ∧ ψ|ψ ∨ ψ

. Un langage est régulier si et seulement si il est définissable par une formule close de
MSO.



Mécanismes à monoïde

. Une mise à jour est une partie de {1..k}.



r1

...
rk




up−−→
d




r′1
...
r′k


 où r′i =

{
d si i ∈ up
ri sinon.

. Un monoïde fini M , une partie F ⊂M et un quadruplet

(Upm,a(m, a) ∈M × Σ, k,∼, φ) où:
i. k est le nombre de registres.

ii. Upm,a un ensemble de mises à jour

iii. ∼ est une relation d’équivalence sur Dk d’index fini.

iv. φ : (Σ×Dk/ ∼)∗ →M un morphisme de monoïde



Exemple de calcul

(a, d)




θ1

...

θk




m

Choix de up dans Upm,a

Mise à jour des registres




θ′1

...

θ′k




m

Calcul dans le monoïde




θ′1

...

θ′k




m′

. m′ = φ(a, θ′).



Une première tentative

On considère les formules closes de la forme: ∃X1...∃Xk.ψ.

. Syntaxe:

ψ ::= x < y|x = y|∃x.ψ|∀x.ψ|Rax|Xx|g(x1, ..., xl)|¬ψ|ψ ∧ ψ|ψ ∨ ψ

::= MSO|g(x1, ..., xl)

. Sémantique:

Si g ⊂ Dl, (u;µ.ν) � g(x1, ..., xl)⇐⇒ (dµ(x1), ..., dµ(xl)) ∈ g

Mais ça ne marche pas: cette logique est trop expressive!



Contre-exemple

Le langage de données

{(a1, d1)...(an, dn)|n ∈ N et ∀1 6 i < j 6 n, (ai, di) 6= (aj , dj)}

peut être décrit par la formule

∀x.∀y.(x < y ⇒ g 6=(x, y) ∨
∧

a∈Σ

(¬Rax ∨ ¬Ray))

où g 6= = {(d, d′)|d 6= d′}, mais aucun mécanisme ne reconnaît ce langage.



Caractérisation logique

des langages reconnaissables

L = {formules closes de la forme ∃X1...∃Xk.ψ}

. Syntaxe:

ψ ::= x < y|x = y|∃x.ψ|∀x.ψ|Rax|Xx|g(X1, ..., Xk, x)|¬ψ|ψ ∧ ψ|ψ ∨ ψ

::= MSO|g(X1, ..., Xk, x)



. Sémantique:

(u;µ.ν) � g(X1, ..., Xk, x)⇐⇒ (d
(µ,ν)
max(X16x), ..., d

(µ,ν)
max(Xk6x)) ∈ g

Intuitivement, on a k registres.
La variable Xi contient les dates auxquelles le ième registre est mis à jour.
A la date x, on regarde si le vecteur de registre est dans l’ensemble g.

Théorème 1 (Caractérisation logique) Un langage de données est reconnaissable par
un mécanisme à monoïdes si et seulement si il constitue l’ensemble des modèles d’une
formule close de L.



Décidabilité de la logique

. Décider du vide pour une formule de L est un problème indécidable.

. On dispose d’une condition simple qui, dès qu’elle est vérifiée par une formule, assure
qu’on peut décider du vide.



Langages temporisés
. Tout langage temporisé reconnaissable (par un automate temporisé) peut être décrit
par une formule de L vérifiant cette condition.
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Langages réguliers

. Un monoïde M est apériodique si ∀x ∈M, ∃n ∈ N, xn = x(n+1).

Monoïdes

FO

MSO

Apériodiques



Pour commencer

Théorème 2 Soit L un langage de données, les deux énoncés suivants sont équivalents:

i. L est définissable par une formule ne contenant pas de terme du type Xx.

ii. L est reconnu par un mécanisme à monoïde apériodique avec Upm,a = P(1..k).

. Si φ = ∃X1...∃Xk.Q1x1...Qpxp.ψ est une formule de L définissant L.

. On transforme ψ en ψ suivant les règles suivantes:

x < y = x < y g(X1, .., Xk, x) = Rgx

x = y = x = y ψ1 ∧ ψ2 = ψ1 ∧ ψ2

Rax = Rax ¬ψ = ¬ψ

. On considère Q1x1..Qpxp.ψ qui s’interprète sur des mots de (Σ×Dk/ ∼).



. Soit ρ = (Upm,a, k, f) sur le monoïde apériodique M tel que ρ reconnaît L, en
utilisant la partie acceptante F ⊂M .

. Le morphisme f avec la partie F reconnaît un langage L̃ ⊂ (Σ×Dk/ ∼)∗ qui est
définissable par une formule logique du premier ordre de la forme Q1x1..Qpxpψ. On
transforme ψ en inversant les règles précédentes pour obtenir ψ.

. La formule ∃X1..∃Xk.Q1x1...Qpxpψ a comme ensemble de modèles les mots de L.



Caractérisation des langages

reconnus par un monoïde apériodique

Nous noterons La l’ensemble des formules de la forme suivante:

∃X1...∃Xk.ψ ∧
∧

i

(
∀x.ψi,x ⇒

(∧

a∈Σ

Ra(x+ 1)⇒ fa,i(X1(x+ 1), ..., Xk(x+ 1))

))

où fa,i est une formule booléenne, ψ et les ψi sont des formules du premier ordre.

Théorème 3 Soit L un langage de données, les deux énoncés suivants sont équivalents:

i. L est définissable par une formule de La.
ii. L est reconnu par un mécanisme à monoïde apériodique.



. Le langage L = {u = (a1, d1)...(an, dn)|∃i < j, ai = aj = a et di = dj 6=⊥} sur
l’alphabet Σ = {a, b} et sur un ensemble de données D infini n’est reconnu par aucun
mécanisme à monoïde apériodique où Upm,a = P(1..k) alors qu’il est reconnaissable par
un mécanisme à monoide apériodique.

. Le langage L = {u = (a, d1)...(a, dn) ∈ ({a} × D)∗|n est pair} n’est reconnu par
aucun mécanisme à monoïde apériodique.



Conclusion
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Apériodique
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