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Avant-Propos

Ce document contient mes notes personnelles pour préparer un
cours de Théorie des Langages de 16 heures (sur 4 semaines) destiné
aux étudiants de 2iéme année d’IUT Informatique, au printemps 2014,

Il s'est trouvé que le programme pédagogique national (PPN) a
changé récemment, et que ce cours donné traditionnellement au se-
mestre 4 (seconde année) est maintenant fait au semestre 2. Pendant
I'année de transition, il fallait faire ce cours en premiére année du nou-
veau PPN et en deuxiéme année de I'ancien. Il se trouve qu'en plus
il fallait remplacer le collégue mathématicien qui assurait jusque-1a ce
cours, c'était I'occasion de me remettre a la théorie des langages.

Malgré le volume horaire restreint (16h), j'ai décidé de parler un peu
des langages algébriques qui passent souvent a la trappe en DUT. Il me
parait important de faire le lien avec la syntaxe (et la compilation) des
langages de programmation, qui est quand méme la motivation princi-
pale pour faire ce cours en DUT, du point de vue des informaticiens...

Dans ce cours, j'ai essayé de montrer un lien avec les applications re-
lative traditionnelles 4 la programmation : automates de reconnaissance
syntaxique, analyse des langages de programmation, ... tout en mon-
trant des techniques mathématiques nouvelles (pour les étudiants) : tra-
vailler dans un produit cartésien (intersection de langages rationnels),
dans I'ensemble des parties d'un ensemble (déterminisation), principe
des tiroirs et des chaussettes (pour montrer que {a"b"} n'est pas ra-
tionnel), etc.

En tout cas j'ai eu plaisir a préparer ce cours, méme pour une seule
fois, et j'espére ne pas avoir trop traumatisé mes étudiants !
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Automates non deterministes
4.1 Un automate non-déterministe
4.2 Retour sur |'union
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4.4 Automates avec e-transitions
4.5 Concaténation de langages
46 Etoile.
4.7 Elimination des e-transitions

4.8 Conséquence : le théoréme de Kleene .
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4.10 Cas pratiques

Expressions réguliéres
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Langages algébriques

Grammaires algébriques
6.1 Définitions

Langages algébriques
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BNF

9.1 BNF de base .
9.2 Extensions
9.3 Exercices .

Diagrammes syntaxiques
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Descente récursive, un exemple
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lexicale ("betauxubetay—u(4*uualphaxgamma)");
syntaxique ("betay*ybetay—u(4*uualphaxgamma)");

syntaxique ( "HTu*,(100+TVA)/100");
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C’est un domaine de I'informatique théorique qui a connu une trés
grande activité a partir des années 70.

2

2.1

Langages formels

Alphabet, lettres, mots

Définitions et notations

Un alphabet A = {a,b,c...}, est un ensemble fini! de lettres.
Traditionnellement, les lettres sont notées a,b,c..., et les va-
riables qui parlent des lettres sont x,y, z ..

un mot n est une séquence finie (z,y,...z) de lettres. On note
un mot tout simplement en juxtaposant ses lettres, soit xy ... z.
u, v, w désignent généralement des mots (w comme word)

la taille d'un mot w se note |w|, c’est la longueur de sa séquence
de lettres.

la lettre e désigne le mot vide, de taille nulle.

A™ désigne |'ensemble des mots de longueur n € N,

A* =J;en A" = APUATUA?U. .. I'ensemble de tous les mots
sur A.

Exemples
— soit A l'alphabet 3 trois lettres A = {a,b,c}
— a, be, aaa sont des mots de longueurs respectives 1, 2 et 3 sur A

2.2 Concaténation, facteurs
— La concaténation de deux mots consiste & les mettre bout 3
bout. Plus formellement, si u = x122... 2, €t v = Y1y2...Yp
sont deux mots de longueurs respectives n et p, le mot u.v (noté
aussi uv) est la séquence z1x2 ... TpY1Y2 - . . Yp de longueur n+p.
Exercice. La concaténation

— est-elle associative ?
— est-elle commutative ?
— a-t-elle un élément neutre?

1. dans le cadre de ce cours
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s'écrit aussi

qui se simplifie (voir plus haut) en
uw = wu

Par hypothése de récurrence, u et w sont des répétitions d'un
méme facteur f, et il en est donc de méme pour v = uw, cqfd.

2.3 Langages

Définition Un langage est un ensemble de mots.
Exemples
— le langage des mots de deux lettres au plus sur A = {a, b} est

L ={¢,a,b,c,aa,bb, cc,ab, ba, be, cb, ac, ca}

- {a"||2 < n < 4} = {aa, aaa, acaa}

2.4 Opérations sur les langages

Opérations ensemblistes : les langages sont des ensembles (de mots),
on peut en faire
— l'intersection : par exemple si L; est I'ensemble des mots qui
commencent par la lettre a, et Ly ceux qui finissent par b, L1 NLqy
contient les mots qui commencent a et finissent par b.
— |'uunion, souvent notée + : L1 4+ Lo contient les mots qui com-
mencent a ou finissent par b (ou les deux) ;

— la différence, etc.

Le produit de deux langages est une opération spécifique, notée
par un point : Li.Lo est I'ensemble des mots qui sont obtenus par
concaténation d'un mot de L; avec un mot de L. Exemple : avec
Ly = {a,ab,c} et Ly = {¢,b}

Li.Ly = {a,ab,c,abb, cb}

L’élévation a une puissance L" d'un langage L consiste a4 conca-
téner n mots de L. Par exemple {a, ab}? = {aa, aab, aba, abab}
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Exercice : quel langage reconnait cet algorithme?

donnée w
entier ¢ = 0
pour toute lettre x de w, faire
| selon x :
| si c’est un a, alors c++
| si c’est un b, alors c--
| si ¢ < 0, retourner faux
retourner vrai

2.6 Reconnaissance de motifs

En utilisant le shell, vous faites abondamment usage des métaca-
ractéres “jokers” * et 7. Exemple

a2ps *.cc

cp prog-v?.* archives

Une chaine correspond & un motif comme prog-v?.x*, si
— les caractéres normaux sont identiques

— un joker ? correspond a n'importe quel caractére

— un joker * correspond )a n'importe quelle chaine

2.6.1 Backtracking

L'examen du motif et de la chaine a reconnaitre se fait en paralléle.
Quand le caractére du motif est une étoile, il y a deux possibilités
— supposer qu'elle représente la chaine vide, et examiner la méme
chaine avec le reste du motif
— suppose qu’elle “avale” au moins un caractére du mot et reprendre
I'examen
On peut formaliser I'algorithme de facon récursive, et séparant les
cas : motif vide ou non, commencant par un point d’interrogation, un
étoile ou autre chose, et chaine vide ou non.

ol m est un motif
et ¢ une chaine

prédicat reco (m , c)
début
selon que
m est vide => voir si
m est x.m' => voir si

c est vide

c est y.c', x=y et
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'

et reco (m
c est y.c’
et reco (m', ¢’)
reco(m’, c)
c est y.c
et reco(m, ¢

ou

Si
Si

voir
voir

192

soit on considére que I'étoile correspond a une sous-chaine vide (on

>

>

’
1

a*b [ aabb

1/

enléve I'étoile du motif, sous-arbre de gauche), soit qu'elle “mange” au

Voici l'arbre de calcul pendant le déroulement de I'appel 3 reco ("ax*b™,
moins un caractére de la chaine (sous-arbre de droite).

"aaba).
Quand le motif commence par une étoile, il y a deux possibilités,

m est 7.m
m est *x.m

fin
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On a 13 un exemple typique de procédure d’exploration d'un espace de
possibilités par backtracking : on explore une alternative en conservant
la possibilité de revenir en arriére.

2.6.2 Version récursive

Le programme C++ suivant utilise la récursivité pour gérer le back-
tracking par l'intermédaire de la pile des appels.

VAL

x reconnaissance d’un motif avec jokers
x version récursive

*/

bool reconnait(const char x motif,
const char % chaine)

if («xmotif = "\0") {
return xchaine = "\0';
}

// 7 : on saute un caractére
if (xmotif == '7") {
return (xchaine != "\0')
&& reconnait(motif+1, chaine+1);
}
*

// % o on saute |’ étoile ou un caractére
if («xmotif = "x") {
return reconnait(motif+1, chaine)
|| ((*chaine = "\0")

&& reconnait(motif, chaine+1));
}
// autres caractéres
return (xmotif = xchaine)
&& reconnait(motif+1, chaine+1);

Le programme est appelé ainsi :

/x
x motifs.cc
x reconnaissance d’'un motif avec jokers x et 7

*/
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x reconnaissance d’'un motif avec jokers 2 ( le quotient de ( le produit de la variable HT
x version itérative 3 et de ( la somme de la constante 100 et de la
*/ 4 variable TVA) ) et de la constante 100)
#include <stack> M et le source dans les pages qui suivent.
7
bool reconnait(const char x motif, 8
const char x chaine) 9
{ 10
stack <pair <const char x, const char x > > 11
alternatives; 12
const char *m = motif, xc = chaine; 13
pair<const char x, const char x> p(m,c); 14
alternatives.push(p); 15
16
while (! alternatives.empty()) 17
{ 18
m = alternatives .top (). first; 19
¢ = alternatives .top().second; 20
alternatives .pop (); 21
22
// le motif est examiné lettre par lettre 23
for ( ; *m; mt+) 24
{ 25
if (xm=—= "x") { 26
if (xc!= "\0") { 27
// noter alternative : | étoile absorbe| 28
// au moins un caractére de la chaine 29
p.first = m; 30
p.second = c+1; 31
alternatives .push(p); 32
¥ 33
} else if (xc = '\0') { // fin de chaine 34
break; 35
} else if (sm= "7" || sm = xc) { 36
c++; 37
} else { // mauvais caractére 38
break; 39
} 40
} 41
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Deuxiéme partie

Langages rationnels

3 Automates finis déterministes

3.1 Définition

Un automate A est la donnée

d’un alphabet A (fini)

d’un ensemble fini d'états appelé traditionnellement Q
d'un état initial ¢/ € Q,

— d’'un ensemble Qr C @ d’états finaux (ou terminaux) ;
d’une fonction de transition §: Q x A — @

Les automates se prétent a une représentation sous forme de graphes.

Les états sont des noeuds, les transitions des fléches entre les noeuds,
portant I'étiquette de la lettre.

L'état initial est indiqué par un point, ou une fléche entrante. Les
états finaux le sont par un double cercle, un triangle, une fléche sortante

Un mot est reconnu par un automate si, en partant de I'état initial
et en suivant les transitions qui correspondent aux lettres successives
du mot, on arrive dans un état final.

Plus formellement, 4 partir d'un w un mot de longueur n on construit
une séquence de n + 1 états (qo, q1, - - -, qn) avec

- qo = ¢! (I'état initial)

— ¢; = 0(gi—1,w;), pour tout i entre 1 et n
w est reconnu si et seulement si le dernier état est final, soit ¢, € Qp.

3.2 Quelques exemples

3.3 Comment coder un automate

Un automate peut aisément étre codé par un tableau (constant)
3 deux dimensions. La premiére dimension correspond a I'état et la
seconde les catégories de caractéres en entrée.

Pour noter les états et les catégories, on peut faire usage d'énumé-
rations.

16

def m(src, dst):
F{dst].update(F[src])

while True

=n+1

Id = deepcopy(F)
m___ __._u__

M__ﬁ__ :*.__W

A__.—..___ __ﬁo__v

A__.—..___ __<__v

A__ﬁo__ :ﬁT:v

f old = F : break

print ("arretyapres %dyiterations” % n)
i

print (k + ".=." + str(F[k]))

On obtient le résultat

arret apres 2 iterations

ch = set ([ 'chiffre’, 'x', 'dollar’, 'fermante', '+'])
co = set(['+', 'x', 'dollar ', 'fermante '])

f = set ([ fermante’, '+', 'x', 'dollar'])

t => set ([ fermante’', '4+', 'dollar '])

v => set(['+", 'x', "dollar ', 'fermante’])

e => set([ dollar’, 'fermante '])

Donc, résumons, les diagrammes syntaxiques sont déterministes parce
que

— aprés une expression il ne peut pas y avoir un "+ (diag. 1)

— un facteur ne peut pas &tre suivi par “*” (diag. 2)

— une constante ne peut pas &tre suivie par un chiffre (diag. 3)

10.4 Compléments

— Ici nous avons montré qu'on peut choisir son chemin dans le diagramme
de I'exemple, en regardant seulement le prochain caractére de la chaine
3 analyser.

Certains langages nécessitent de regarder plusieurs caractéres.

— En C, C++, c’est méme plus compliqué : le nombre d’éléments a lire
pour différencier, par exemple, une affectation d’un appel de fonction
n'est pas borné. Voyons par exemple

£(....);
g(....)->a = b; // g fonction qui retourne un pointeur

45

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26



O AN MO TOOMNMNODIOO T AN NDTLOOOMNODDOAANMT L ONOOD
DA A A A A A A A A A AN AN NANANANANANANNOOOOOONDNDOO™

S ANM T OO NMN®

L1

}

([]outey> aeyd 1su0d) apijeplss |ooq

{
L8a1ny
941197 § (x)eydjesi
244414D i (x)1181pst uwiniaa

}

(x aeyd)a110891ed 914080918€)

o
{ o111 fomin tordy }
{ o1d7 “o1dy o117 }
{ 20171 "217 *20d7 }
{ 20d7 "o1d7 "o017 }
}
= [elll earep 21823
io1d] = |[eui4iels 1ei3j 3suod
:o20d7 = |er1iujle1a 1e13j 1suod
241Ny ' 2Jjj1y) ‘941197 } 91403318 wnud

f{ o117 ‘21d7 ‘92017 ‘20d7  } 1e13 wnud

‘pis @dedsoweu 3uisn

<1195SBRO> IpN|IUlF#

<wesilsol> apnjoul#

/*

selouf1 Juos s$91910e182 $3.1NE SIT *
94441Y4yd un sujow ne 319 x

sa4119] op Jied eiqwou un JUO

b sjow s8] 1ieUUO0DdI %
‘9jewolne, p o5epod op ojdwoxs x
*

21ewolne x

*/

— NN S WO N0

144

{ {uaa3b1yo,} = wyo,,

.Avu.wm : _.>_.
.Avu.wm : __OU__
.ﬁ __*__ ”v : __.+__
.ﬁ__l_l__ HV : :H_.
_ﬁ__WHCNELw.._.: ___Lm__O—U__ v : _.w: M.”H_

Kdoodsasp 40dwi Adod> woay

12-IN[92 SWWO0d Uoyihd swweiSosd un 31439 Uo IS
‘XN3P 9P SUIOW U3 UOIIN|OS B JI|ND[ED BA IWE 3410A 159 Inb unajeulpio

aynT ‘4eIndwod a8yl s  €0T

"919.48,5 UO : J3sI|Iqels
9S BA UOIIEN}IS B| SINO] 9P 2JqWOU UIBLISD UN,p IN0q Ne ‘SJUSWIR
sap Joanole,nb 11} su uo 319 ‘ssjoquwiks ap 1uly siquou unnb e Au i —
e —
‘I © & °p nusjuod 3| a1nole spuodss g —
+ & ¢ snole asgiwaid g —
uoljeldsyje
sun swwod uollenbyul anbeys 9194dis1ul Inb 3jPNOQ Sun 91N2IXS UG —
" MOJ|0y}, SIURI4
-JIp S8 JusIussAdal Inb yH ‘A ‘0 ‘L ‘H SepIA ss|quiasud p yed uo —
: J1e49M sswyilio3|e
un Jed ey as 9|5 ‘e9nbidwod sed 1s5,u uoinjosas e ‘onbiued sp sey
"suoi3n|os sayi3ad snid
S| SUOYDJYD UD SNOU :S9|qUIasud sop Jns suolienbaul p sweishs un 1s9,)

(puf fryo)mogoy S (91uDISU0D)9SUL] ¥ "Seip
(auf fryo)mopro,y S (a4f fryd)isar.g ¥ "Seip
(uorssouadra)mojoy > [ ¢ 'Seip
(p19p1ama)moqpo,y > (4na3oD [)Mmojjoq ¢ ‘Seip
(a7upgsuoo)mopjo,y S5 (4nagopf[)mojjo.q ¢ ‘Seip
(umapof)mojof > * ¢ 8eip
(unagoof)mojpo,y S (dwit23)mo]jo.J Z ‘Seip
(pwuag)moqoy > L+ . 1 ‘Seip
(pwaag)moppo,y S5 (uorssaudxa)mopjog | 1 "Seip
(uorssoudwa)mojof > § swoixe
auiSuo

S9||IBANOJ] SOU SWINSY

snossap-1d neajqe; 37

suoilenbaul p awaisAs un 0T



Etat etat = etatlnitial
for (int i=0; chaine[i] !'= "\0"; i++4)

{

Categorie x = categorie(chaine[i]);
etat = delta[etat][x]; // transition
}
return (etat = etatFinal);

//

int main(int argc, char xxargv)

cout << "—_debut tests" << endl;
assert ( ! estValide(""));
assert ( ! estValide("a"));
assert ( estValide("5"));
assert ( mm.ﬂ<m:n_mﬁ__mion ")
assert ( ! estValide("a );
assert ( ! mmﬁ<m_amA=N© \E
assert ( estValide("ab3")
assert ( estValide("a3b")
assert ( estValide("alb2"
assert ( estValide("314pi'
cout << "——_tests ok" << e

")
)
)
);
)

);
))
ndl

3.4 Un exemple plus détaillé

Construction d'un gros exemple : reconnaissance d'une ligne de fi-
chier CSV

Le contenu d’une feuille de calcul (tableur) peut étre exporté au
format CSV (comma-separated values), dans lequel
les cellules d’une méme ligne de la feuille sont représentées par
une ligne de texte
— si une case n'est pas vide, son contenu est entouré de guillemets,
les guillemets qui sont dans les cases sont doublés
les représentations des cases sont séparés par des virgules
Exemple, la rangée de cellules

| ] 123 | route de paris | lieu dit "Le bourg" |

18

40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64

10.1 Deéterministe ou pas?

A certains endroits du diagramme il y a des fourches, ce qui laisse craindre
un non-déterminisme. Par exemple, dans constante, si on rencontre un second
chiffre, doit-on boucler, ou sortir?

De préférence, on voudra un analyseur déterministe, il faut donc étudier
la grammaire sous-jacente pour montrer qu'on n’a en fait jamais le choix.

Méthode. on regarde en particulier
I'ensemble First(N) des terminaux qui peuvent apparaitre en premiére
position d’un non-terminal N.
I'ensemble Follow(N) des terminaux qui peuvent apparaitre aprés un
non-terminal N.

Pour First, on a évidemment
First(Chif fre) = {0..9}

- et First(Variable) = {z,y, z}.

- et donc First(Constante) = First(Chif fre) = {0..9}
Par conséquent, les trois branches de la fourche d'entrée de facteur corres-
pondent & des cas disjoints (le troisiéme est une parenthése ouvrante),
choix peut méme se faire en regardant seulement un seul caractére de la
chaine d’entrée.

Pour Follow. Les fléches de boucle posent la question de savoir si un “+”
peut suivre une expression, une étoile un terme, un chiffre une constante.
Donc de savoir dans quels contextes on peut rencontrer ces non-terminaux,
dans une chaine valide.

On suppose donc que le but est d’analyser une expression isolée, donc
qu'on a une régle liant I'axiomeS, les expressions et $ une marque de fin.

S — expression $
De cette régle en déduit immédiatement que
$ € Follow(expression)
Du troisiéme diagramme, on tire aussi qu'une parenthése fermante (notons-
| f) peut suivre une expression : f € Follow(expression).
Un certain nombre d'inclusions se déduisent également : si un symbole

peut suivre une expression, alors il peut aussi suivre un terme (diag. 1). Un
plus peut aussi suivre un terme.
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3.7 Un langage qui n’est pas rationnel Exercice. Voici un programme écrit dans un langage jouet

Tous les langages ne sont pas rationnels, mais encore faut-il le prou-
ver. L'exemple classique est L = {a"b™,n € N}

L'idée de la preuve, c'est que pour reconnaitre si un mot est dans
L, il va falloir compter combien on a rencontré de a, pour voir ensuite
si on a autant de b. Le seul moyen de compter, c'est d'étre dans des
états différents. Comme le nombre d'états est fini, on ne peut pas y

function fac(n)
local r =1, i
for i = 1 to n do

let r = % i

arriver. endfor
return r
Preuve par I'absurde endfunction

1. on suppose qu'il existe un automate a N états qui reconnait L,
let encore =1

et on considére le mot a™b"V qui est dans L. .
while encore == 1 do
2. on regarde le parcours dans |'automate pendant la reconnaissance print "valeur de n ? "
du préfixe a’V. On part de I'état initial, et on fait NV “pas”. read n
3. Par le principe de poteaux et des intervalles, on est donc passé ifn<0
. then
par N + 1 états. . ) .
o o o print "n est négatif"
4. Principe des tiroirs et des chaussettes : comme il n'y a que N let encore = 0
états distincts, on est forcémement passé au moins deux fois au else
méme endroit : on a donc fait une boucle de transitions étiquetées let r = fac(n)
a, soit B la longueur de cette boucle. print "factorielle ", n, " =", r
v, e . ~ , dif
5. en partant de |'état initial, on arrive donc au méme état que par ener
N : ' 5 1 N B N+B endwhile
a’, en faisant un tour de plus, c'est a dire par a”¥a” = a

6. de I3, suivre IV transitions “b"”" méne a un état terminal, puisque
aVbN est reconnu.

N+BpN Fournir une description du langage en BNF étendue.

7. donc a est également reconnu par I'automate.

8. Or il ne fait pas partie du langage : c'est une contradiction.

3.8 Complément d'un langage rationnel

Il est facile de voir que le complément (par rapport & A*) d'un . .
langage rationnel L sur A est lui-méme rationnel. 10 D.m@ﬁw_\sgmm syntaxiques

Preuve . . . . R
Les diagrammes syntaxiques expriment essentiellement la méme chose

1. L est rationnel, il existe un automate A qui le reconnait. que la BNF mais sous une forme plus facile & appréhender
2. construisons A’ identique a A, avec les mémes états, les mémes
transitions, le méme état initial, mais en prenant comme états
terminaux ceux QC_ ne le sont pas dans A : Q\m, = @ / @m,. http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Diagrammes_Syntaxiques.png

Exemple : les expressions arithmétiques.
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— Ly=LiNLs
— L4 mots qui contiennent au moins deux a consécutifs,
—Ls==1IsNL,

Pour I'union de deux langages rationnels la construction est simi-
laire : un mot est reconnu si on arrive dans un état final pour au moins
['un des automates.

Autrement dit on prend comme états terminaux |'ensemble

Qr = (Qip X Q2) U (Q1 X Q2p)

3.10 Concaténation de langages

Il est tentant de vouloir appliquer la méme idée pour déterminer si
un mot w appartient a la concaténation de deux langages L et Ly : on
part de I'état initial du premier automate, et on le suit jusqu'a obtenir
un état final. Puis on part de I'état initial du second, et on continue
avec les lettres qui restent.

Mais malheurement ce n'est pas aussi simple : il peut y avoir plu-
sieurs préfixes u de w qui conduisent 3 des états finaux de A; : a
priori on ne sait pas pour lequel il faut choisir de passer dans le second
automate.

Pour aborder ces problémes, nous allons donc introduire une géné-
ralisation de la notion d’automate : les automates non déterministes
avec c-transitions.

Nous verrons que si cette notion est plus générale, et permet d'ex-
primer plus facilement les idées (notamment la reconnaissance d'un
produit de langage, ou I'étoile d'un langage), en fait on peut toujours
les ramener & des automates déterministes qui reconnaissent le méme
langage.

22

9.2 Extensions

Quelques extensions s'avérent pratiques, elles sont notées par des
méta-caractéres :
— des crochets pour entourer les éléments optionnels

instruction_si_alors_sinon : :=
if condition
then instruction
[ else instruction |

— des accolades pour les éléments répétés (zero ou plusieurs fois)
liste _d’expressions : =
| ( expression { , expression } )
— on peut aussi entourer les terminaux de guillemets.

Exercice : comment définir les listes d’expressions en BNF de base,
sans ces méta-caractéres ?

Un exemple plus complet, la syntaxe de la BNF ... en BNF

syntax = { rule }
rule = identifier "::=" expression
expression ::= term { "|" term }
term :i= factor { factor }
factor = identifier |

quoted symbol |

"(" expression ")" |

"[" expression "]" |

"{" expression "}"
identifier ::= letter { letter | digit }
quoted symbol ::= """ { any character } """

9.3 Exercices

Le langage PL/0 de N. Wirth est décrit par une grammaire de type
E-BNF (extended BNF). Ecrivez quelques programmes dans ce langage.
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4.2 Retour sur 'union

En 3.9, nous avons vu une facon de construire un automate déter-
ministe qui reconnait |'union de deux langages rationnels.

Exemple : construisez un automate reconnaissant les mots

Exercice : construire des automates non-déterministes pour les
mots sur A = {l,¢,a} (lettre, chiffre, autre) qui reconnaissent
— les nombres entiers, suites d’au moins un chiffre,
les identificateurs (une lettre, suivie de lettres ou de chiffres)
— les nombres et les identificateurs

La construction générale de |'automate pour I'union.
— 'automate est I'union de deux copies distinctes des automates
— états : union des deux ensembles d'états
— états initiaux (resp finaux) : union des deux ensembles d'états
iitiaux (resp. finaux)
— transistions : union des ensembles de transitions.

4.3 Deéterminisation

En partant de |'état initial, la lettre a fait passer dans |'état 0, |'état
1 ou I'état 2.

Ceci conduit a I'idée de considérer /'ensemble des états ou I'on peut
se trouver aprés avoir lu une séquence de lettres, par exemple abaa
au début on ne peut étre que dans I'état initial, soit {0} ;
le premier a méne dans {0, 1, 2},
le b dans {0, 2},

— le a dans {0, 1,2},
le dernier a dans {0, 1, 2}.

T e a— o -
ﬁfA J L J L Iy )

.III.W Irllnui .III.W
Nl NONOD
DO D] D] |

Parmi ces états se trouve un état terminal : le mot est donc reconnu.

24

état sommet état a

avant lettre | de pile aprés empiler
NORMAL a € NORMAL cl
NORMAL a c NORMAL ce
NORMAL b € ERREUR €
NORMAL b c ERREUR €
ERREUR a c ERREUR €
ERREUR b c ERREUR €
ERREUR a € ERREUR €
ERREUR b € ERREUR €

Ici on dira qu'un mot est reconnu si, aprés avoir effectué toutes

les transitions, I'état est final et la pile est vide (L).

Exercice : construire un automate pour les mots qui ont autant de a
que de b. Idée : utiliser la pile comme compteur du nombre de a moins
le nombre de b. Empiler des p pour une valeur positive, et des n quand
c'est négatif.
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Conséquence. Les automates non-deterministes avec e-transitions
reconnaissent les langages rationnels.

4.5 Concaténation de langages

'

La construction d'un automate qui reconnait la concaténation de
deux langages, a partir de leurs automates, est simple :
les états initiaux sont ceux du premier automate
les états finaux sont ceux du second
les transitions sont conservées
on y ajoute des e-transitions entre les états finaux du premier et
les états initiaux du second
Voir sur I'exemple précédent, qui est le produit de deux langages
— celui qui reconnait un signe facultatif
— celui qui reconnait une suite de chiffres.

Application : faire un automate qui reconnait les nombres écrits en
notation scientifique, comme par exemple —3.14F + 23. lls comportent
une mantisse et éventuellement un exposant (commencant par E). La
mantisse a éventuellement un signe, peut étre entiére ou décimale (mais
si il y a un point décimal, il y a au moins un chiffre a gauche ou a droite).
L’exposant peut aussi étre signé

4.6 Etoile

Et de méme I'étoile d'un langage s'obtient, par exemple

— en ajoutant un état supplémentaire a I'automate, qui sera le seul
état initial et final.

— en ajoutant des e-transitions de cet état vers les (anciens) états
initiaux, et depuis les (anciens) états finaux

4.7 Elimination des e-transitions

Pour tout automate avec e-transitions, on peut construire un auto-
mate équivalent qui n’en a pas. Méthode

— pour chaque état ¢, on détermine I'ensemble S(q) de ses succes-

seurs, qui peuvent étre atteints par une ou plusieurs e-transitions.

— pour chaque transition “normale” qui méne 3 ¢, on ajoute une

transition similaire (méme origine, méme lettre), vers tous les

états de S(q)
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Exercices : donnez des grammaires, si possible non-ambigiies, pour
les les langages suivants

1. {a"b™,n > 0}

2. mots qui ont autant de a que de b
w.m<m$3mmgmnm3:§mmmm
>

expression arithmétique

Remarques

— |l existe des langages non-algébriques, comme {a"b"c™,n > 0}

— il existe des langages algébriques intrinséquement ambigus, c’est-
a-dire qui reconnus par des grammaires qui sont toutes ambigiies.
Exemple {a"0™c?,n = m ou m = p}

Une idée de la preuve pour le premier résultat :

1. on peut transformer toute grammaire en une grammaire équiva-
lente dont I'axiome n'apparait jamais en partie droite d'une régle
(il suffit de définir dont dérive I'ancien axiome) et dont aucun
non-terminal, sauf éventuellement I'axiome, ne produit le mot
vide (on les remplace).

2. si on prend un mot a"b"c" assez long, son arbre de dériva-
tion aura une branche de taille supérieure au nombre de non-
terminaux, et il y aura donc un non-terminal N qui apparait deux
fois sur une branche. De I'axiome S dérive dont un mot uNv (u
et v suite de terminaux, qui ne sont pas tous les deux vides),
d'ou dérive encore uu' Nv'v qui produit wu’wv’v qui appartient
au langage.

3. on peut donc construire un autre mot dérivé en répétant la se-
conde étape, c’est uu'u'wv'v'v, dont il est facile de voir qu'il
n'appartient pas au langage : si v’ (ou v’) contient deux types de
lettres, u/u’ contient une alternance de lettres. si u’ et v’ sont des
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Exercice : montrer que le "langage des parenthéses" n’est pas ra-
tionnel. Exemple de mot de ce langage : "(O O) O (CO)". En tout
il y a autant d'ouvrantes que de fermantes, et dans un préfixe il ne peut
y avoir moins de fermantes que d'ouvrantes.

4.9 Quelques autres propriétés

Une application du théoréme de Kleene, c’est que pour prouver une
propriété des langages rationnels, on peut se ramener a des opérations
sur les automates qui les reconnaissent.

Exemples :

— Le miroir w d'un mot wiws...w, s'obtient en inversant les
lettres : w = wy, ... wow;. Comment montrer que le miroir d'un
langage rationnel est lui-méme rationnel 7

— Appelons 7, (w) le mot obtenu en effacant de w toutes les appari-
tions de la lettre x. Par exemple ~y,aabcabbac = bebbe. Comment
montrer que pour tout langage rationnel L et pour toute lettre
x, v, (L) est rationnel ?

Application : on considére les expressions arithmétiques bien paren-
thésées, du genre "3%(x-5)+1/(y*(z-3)". Est-ce un langage ration-
nel 7

4.10 Cas pratiques

1. Comment analyser des fichiers de configuration qui ressemblent

a ceci :

; config

[database]

name = "mabase"

type = "mysql"

port = 2134

login = toto ; a changer
[images]

directory = "/usr/local/images"
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Troisiéme partie

Langages algébriques
6 Grammaires algébriques

6.1 Définitions

Une grammaire algébrique (ou context-free, hors-contexte, etc)
G est la donnée

— d'un ensemble fini Vi de symboles terminaux (similaire & I'alpha-
bet),

— d'un ensemble fini Viy de symboles non-terminaux (notés par des
majuscules), dont on distingue un élément particulier, I'axiome
S

— d'un ensemble de régles de production, qui sont des paires for-
mées d'un non-terminal et et d'une suite de terminaux et de
non-terminaux.

Exemple

NN®n®n
Lidd
S

Dérivation directe. On dit qu'un mot (sur Vr U Vy, donc une suite
de symboles terminaux ou pas) dérive directement d'un autre si on
peut |'obtenir en remplacant un de ses non-terminaux par la partie
droite d'une de ses régles de production. Par exemple aaaSbb dérive
directement de aaSh.

Plus généralement, on parle de dérivation quand on peut obtenir un
mot aprés une suite de dérivations directes.

Le langage reconnu par G est I'ensemble des mots qui dérivent de
I'axiome.

Exemple : montrez que aaccbb € L(G)

Solution : S — aSSb — aaSSbSh — ...
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5 Expressions réguliéres

5.1 Notion

Un exemple : ab(c*) + (a + b)*c

Les expressions réguliéres sont un moyen de noter des langages
en partant

— de singletons comme a, b, ¢ et du mot vide;

— de I'étoile, du produit et de I'union (notée +) de langages.
. Les parenthéses servent a désambiguer. Comme vous le savez, ces
opérations suffisent pour noter tous les langages rationnels.

Les expressions réguliéres sont aussi utilisées comme outil de pro-
grammation (bibliothéque regex) pour valider des chaines de caractéres,
ou les découper en morceaux.

5.2 De I'expression a I'automate

La construction d’'un automate (non déterministe) a partir de 'ex-
pression réguliére ne pose pas de difficulté.

Exercice : application a I'exemple.
Elle peut d'ailleurs facilement étre automatisée.

5.3 De I'automate a I'expression réguliére

Beaucoup plus amusant : & partir d'un automate, on peut construire
une expression du langage, en utilisant le lemme d’Arden (voir plus
loin).

Rappelons que le langage reconnu par un automate, ce sont les
mots qui ménent d’'un état initial & un état final.

A chaque état g; (on suppose qu'ils sont numérotés), on associe le
langage L; des mots qui ménent de I'état ¢; 3 un état final. L’automate
reconnait donc l'union des L;, pour les ¢; € Qp.

Observons les chemins qui partent d'un état ¢;

— si g; est final, alors € € L;

- si il y a une transition « de ¢; a g;, alors L; O xL; : parmi les

chemins qui vont de ¢; a un état terminal, il y a ceux qui partent
de g;, aprés un premier pas z.
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Plus précisement on a une équation pour chaque état final
.N&. = C HNG. U ﬁmw
(qi,,q;)€A
et pour chaque état non final
h&. = C _\hhm
(g:,7,q;)€EA

Ceci permet de traduire un automate non-déterministe en systéme
d'équations portant sur les langages
Exercice : de quel automate viennent ces équations ?

L= .N\H = AQ + NVVN\H + @N\w
Ly = bly+e

Pour résoudre ce systéme, on applique les bonnes vieilles méthodes
de susbstitution et d’'élimination.

Intuitivement (et en regardant I'automate), Ly est une suite, éven-
tuellement vide de b. Autrement dit Lo = b*.

Donc en substituant :

Ly =(a+b)L; +bb*

et 13 encore, intuitivement, L; est une répétition de a ou de b suivie
par une répétition d’au moins un b.

Ly =(a+b)" +bb*

pour ce faire nous avons utilisé un petit résultat : le lemme d’Arden

5.4 Reésultat : le lemme d’'Arden

Lemme : soient B et C' deux langages rationnels : la plus petite
solution de I'équation
X=BX+C

est le langage X = B*A. Et c’est I'unique solution si ¢ € B.

Remarque. Que se passe-t-il quand € € B, par exemple le cas par-
ticulier de I'équation X = X + C' 7 Alors dans ce cas il n'y a pas une
seule solution : tout ensemble est solution si et seulement si il contient
C. A partir du moment ot € € B, I'ensemble A* de tous les mots est
également solution. En mathématiques, dans ce type de situation, on

recherche - si c’est possible - la plus petite (ou la plus grande) solution.
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