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de la permutation o si o7--- 01, = 0.
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Si les oy sont des transpositions, on parle de factorisation en
transpositions.

(on omet souvent les points fixes dans la notation cyclique des
permutations)
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Un ensemble de permutations S = o1,...,0m de &, agit
transitivement si n’importe quel élément peut étre envoyé sur
n’'importe quel autre par 1’application d’une suite de
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De maniére équivalente un ensemble de permutations S agit
transitivement si le graphe obtenu en superposant les graphes
de toutes les permutations de S est connexe.

Une factorisation est transitive si I’ensemble des facteurs agit
transitivement.
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Une factorisation en m transpositions d’une permutation o est
dite minimale si elle utilise le moins de transpositions possible :
si 0 € G, a { cycles on vérifie qu’il en faut r(o) =n —{.

Une factorisation en m transpositions d’une permutation o est
dite minimale transitive elle est transitive et elle utilise le moins
de transpositions possible : on peut vérifier qu’il faut prendre
m =n + { — 2 transpositions.

Plus généralement une factorisation oy --- oy, = o est dite
minimale transitive si elle est transitive et si la somme ) r(oj)
est la plus petite possible. On peut vérifier qu’il faut prendre
> r(oy) =n+L—2.
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Pour A = 1", le nombre de factorisations transitives minimales
de ’identité en produit de transpositions est n*3(2n — 2)!.
Pour A = n, le nombre de factorisations transitives minimales
de n-cycles en produit de transpositions est n™%(n — 1)!.
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Théoréme (Bousquet-Mélou—Schaeffer 2000)

Soit A =142% . n" une partition de n, { = > .
Le nombre de factorisations (o1,...,0n) transitives
minimales de permutations de type cyclique A\ est :

™ im T —e+2'H<<m_]>> .

La condition de minimalité dit que } ", r(0;) =n+(—2.
Sir(o;)) =Tpouri=1,...,nalors m=n-+{— 2, on retrouve
des factorisations en transpositions.

Par inclusion/exclusion, en considérant m = n + { — 2, on peut
en déduire la formule d’Hurwitz.
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® Identification des cartes m-euleriennes associées aux
factorisations en transpositions.

® Caractérisations des arbres équilibrés associés, appelés
arbres d’Hurwitz.

e Enumération des arbres d’Hurwitz en utilisant une
variation du code de Priifer.
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Définition

Une m-constellation enraciné avec n faces noires est une carte
planaire enraciné bicoloriée, telle que :

® Chaque aréte sépare une face blanche et une face noire.

® Les faces noires ont degré m, les blanches multiple de m

Une m-constellation enracinée est
indexée si en plus les faces noires
sont étiquetés de 1 & n, avec la
condition que la face racine noire
prend étiquette n.

0,
On colorie les sommets de 1 & m en sens anti-horaire autour des
faces, en donnant la couleur m au sommet racine.
On obtient une constellation colorée indexée.



LE TYPE D'UNE CONSTELLATION

Le type d’une constellation est la partition A = 19 ...n", ou
{; = nombre de faces blanches de degrée mi.

dans ’exemple on a :
3 faces de degré m =3 et
2 faces de degré 2Zm =6

= A=132?
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byection avec les factorisations transitives minimales en m
facteurs de permutations de type cyclique A.

Etant donnée une constellation, on pose o;(p) = q si p suit q en
tournant en sens anti-horaire autour d’un sommet de couleur i
o1(1)=4, 01(4)=2, 01(2)=1,
01(3)=3, 01(5)=5, 01(6)=7, 01(7)=6.
o1 =(1,4,2)(3)(5)(6,7)

02 = (1,7)(2,6)(3,4)(5)

03 = (])3)(2) 7)5)(4) 6)

Degré des sommets de couleur i

© — type cyclique de o;

Le produit : o7 - 0703 = (1) (2,5
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Les m-constellations coloriées indexées de type A sont en
byection avec les factorisations transitives minimales en m
facteurs de permutations de type cyclique A.

Etant donnée une constellation, on pose o;(p) = q si p suit q en
tournant en sens anti-horaire autour d’un sommet de couleur i
o1(1)=4, 01(4)=2, 01(2)=1,
01(3)=3, 01(5)=5, 01(6)=7, 01(7)=6.
o1 =(1,4,2)(3)(5)(6,7)

02 = (1,7)(2,6)(3,4)(5)

03 = (])3)(2) 7)5)(4) 6)

Degré des sommets de couleur i

© — type cyclique de o;

Le produit : o7 - 0703 = (1) (2,5




FACTORISATIONS ET CONSTELLATIONS

Théoréme (Zvonkin)

Les m-constellations coloriées indexées de type A sont en
byection avec les factorisations transitives minimales en m
facteurs de permutations de type cyclique A.

Etant donnée une constellation, on pose o;(p) = q si p suit q en
tournant en sens anti-horaire autour d’un sommet de couleur i
o1(1)=4, 01(4)=2, 01(2)=1,
01(3)=3, 01(5)=5, 01(6)=7, 01(7)=6.
o1 =(1,4,2)(3)(5)(6,7)

02 = (1,7)(2,6)(3,4)(5)

03 = (])3)(2) 7)5)(4) 6)

Degré des sommets de couleur i

© — type cyclique de o;

Le produit : o7 - 0303 = (1) (2,5)




FACTORISATIONS ET CONSTELLATIONS

Théoréme (Zvonkin)

Les m-constellations coloriées indexées de type A sont en
byection avec les factorisations transitives minimales en m
facteurs de permutations de type cyclique A.

Etant donnée une constellation, on pose o;(p) = q si p suit q en
tournant en sens anti-horaire autour d’un sommet de couleur i
o1(1)=4, 01(4)=2, 01(2)=1,
01(3)=3, 01(5)=5, 01(6)=7, 01(7)=6.
o1 = (1,4,2)(3)(5)(6,7)

o2 = (1,7)(2,6)(3,4)(5)

03 = (])3)(2) 7)5)(4) 6)

Degré des sommets de couleur i

© — type cyclique de o;
Le produit : o702 - 03 = (1) (2,5) (3,6)(4)(7)




FACTORISATIONS ET CONSTELLATIONS

Théoréme (Zvonkin)

Les m-constellations coloriées indexées de type A sont en
byection avec les factorisations transitives minimales en m
facteurs de permutations de type cyclique A.

Etant donnée une constellation, on pose o;(p) = q si p suit q en
tournant en sens anti-horaire autour d’un sommet de couleur i
o1(1)=4, 01(4)=2, 01(2)=1,
01(3)=3, 01(5)=5, 01(6)=7, 01(7)=6.
o1 =(1,4,2)(3)(5)(6,7)

02 =(1,7)(2,6)(3,4)(5)

03 = (] ) 3)(2) 7) 5)(4) 6)

Degré des sommets de couleur i

© — type cyclique de o;

Le produit : o7 - 0303 = (1) (2,5) (3,6)(4)(7)
transitif et minimal car la constellation est connexe et planaire




La bijection de Bouttier, Di Francesco, Guitter dans le cas des
constellations et une simplification des mobiles
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longueur d'un plus court chemin
depuis le sommet marqué
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Une bijection entre constellations et mobiles

On oriente chaque aréte avec la
face noire a sa gauche, et on
étiquette les sommets selon la
longueur d'un plus court chemin
depuis le sommet marqué

Modulo m ces étiquettes sont égales aux couleurs précédentes.
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Une bijection entre constellations et mobiles

On oriente chaque aréte avec la
face noire a sa gauche, et on
étiquette les sommets selon la
longueur d'un plus court chemin
depuis le sommet marqué

Modulo m ces étiquettes sont égales aux couleurs précédentes.
Autour de chaque face noire, en partant du sommet de distance
minimale on a successivement :

® m — 1 arétes de la forme d — d + 1, appelée géodésiques

® puis 1 aréted - d—m+ 1.
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chaque face noire, qu'on étiquette
par le minimum de la face et un
sommet blanc dans chaque face
blanche
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Une bijection entre constellations et mobiles

On introduit un sommet noir dans
chaque face noire, qu'on étiquette
par le minimum de la face et un
sommet blanc dans chaque face
blanche

Puis
® pour chaque aréte géodesique relier le
sommet blanc adjacent a son extrémité

O
® pour chacune autre aréte relier le sommet ~-
blanc adjacent et le sommet noir associé. O



BouTTIiER-DI FRANCESCO- GUITTER

Une bijection entre constellations et mobiles

On introduit un sommet noir dans
chaque face noire, qu'on étiquette
par le minimum de la face et un
sommet blanc dans chaque face
blanche

Puis
® pour chaque aréte géodesique relier le
sommet blanc adjacent a son extrémité o
® pour chacune autre aréte relier le sommet ~-
blanc adjacent et le sommet noir associé. O

On obtient un arbre, appellé BDFG-mobile



LEs BDFG-MOBILES

Un mobile est un arbre plan a 3 types de vertex : ©, [ et o
® Les arétes sont de la forme ®—o ou [H-o.

® Les L sont des feuilles, les o ont degré multiple de m.
® Autour d’un o en sens horaire :

® Chaque [ est précédé par un sommet étiqueté i +m — 1.
® Chaque O est precedé par un sommet d’étiquette i — 1.

© = sommet hérité
[ = sommet noir

o = sommet blanc
Chaque o de degré mk
porte k feuilles [.




LEs BDFG-MOBILES

Un mobile est un arbre plan a 3 types de vertex : ©, [ et o
® Les arétes sont de la forme ®—o ou [H-o.

® Les L sont des feuilles, les o ont degré multiple de m.
® Autour d’un o en sens horaire :

® Chaque [ est précédé par un sommet étiqueté i +m — 1.
® Chaque O est precedé par un sommet d’étiquette i — 1.

© = sommet hérité
[ = sommet noir

o = sommet blanc
Chaque o de degré mk

porte k feuilles [.
Les mobiles de la bijection ont I'index n sur une feuille 0.
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Si on enléve toutes les étiquettes on sait les retrouver

Construire le
chemin associé
aux variations
données par les
régles du mobile

N8 0

® Le minimum du chemin est forcément sur une feuille .



PREMIERE SIMPLIFICATION : MOBILES NUS

Si on enléve toutes les étiquettes on sait les retrouver

Construire le
chemin associé
aux variations
données par les
régles du mobile

N8 0

® Le minimum du chemin est forcément sur une feuille .

® On retrouve ainsi les O puis les autres étiquettes.
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DEUXIEME SIMPLIFICATION : MOBILES REDUITS

On voudrait enlever les feuilles ©.

Avant de supprimer
on regroupe les voisins
des o par groupes de
m, et on les numérote
delam:

3 3 3
Q? R o ©
Q. e} &
6 — O~ — T’
4,
090 00

= On sait ainsi replacer les feuilles © manquantes.




DEUXIEME SIMPLIFICATION : MOBILES REDUITS

On voudrait enlever les feuilles ©. .
Avant de supprimer

on regroupe les voisins
des o par groupes de
m, et on les numérote
delam:

= On sait ainsi replacer les feuilles © manquantes.

Pour chaque mobile nu : m fagons de diviser en groupe
#{mobiles nus de type A} = %#{mobiles réduits de type A}



Le cas des factorisations en transpositions



FACTORISATIONS EN TRANSPOSITIONS ET
CONSTELLATIONS SIMPLES

Une constellation est simple si pour tout i=1,...,m,
exactement un sommet de couleur 1 est incident a 2 faces noires
et les n — 2 autres sont incidents a une seule face noire.

m=5n=4

o1 = (3,4), 02 = (2,3), 03 = (1,4),
o4 = (1,2), o5 = (1,4).
01-02-03-04-05=(1)(2,3)(4)
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CONSTELLATION SIMPLE ¢ MOBILE

Dans le BDGF-mobile associé on aura :
® sommet marqué = 1 ou 2 feuilles

® sommet non marqué incident a 2 faces noires
= (sommet © de degré 2) ou (feuille © + feuille [).

® sommet non marqué incident & 1 face noire = feuille ©.




CONSTELLATION SIMPLE ¢ MOBILE

Dans le BDGF-mobile associé on aura :
® sommet marqué = 1 ou 2 feuilles

® sommet non marqué incident a 2 faces noires
= (sommet © de degré 2) ou (feuille © + feuille [).

® sommet non marqué incident & 1 face noire = feuille ©.

Dans le mobile réduit les feuilles © disparaissent.
On obtient 1 sommet © ou 1 feuille [ par couleur
d’origine, donc les étiquettes sont différentes, sauf si
le sommet marqué produit 2 feuilles [.




CONSTELLATION SIMPLE ¢ MOBILE

Dans le BDGF-mobile associé on aura :
® sommet marqué = 1 ou 2 feuilles

® sommet non marqué incident a 2 faces noires
= (sommet © de degré 2) ou (feuille © + feuille [).

® sommet non marqué incident & 1 face noire = feuille ©.

Dans le mobile réduit les feuilles © disparaissent.
On obtient 1 sommet © ou 1 feuille [ par couleur
d’origine, donc les étiquettes sont différentes, sauf si
le sommet marqué produit 2 feuilles [.

Ce cas particulier complique I’énumération...




UNE COULEUR SUPPLEMENTAIRE

Pour éviter le probléme du sommet racine on utilise une
astuce : ajouter un facteur identité

m=5n=4

o1 = (3,4), 02 = (2,3), 03 = (1,4),
0'4:(],2), (75:(],4).
01-02-03-04-05=(1)(2,3)(4)

m+1l=6n=4

o1 = (3)4)) 02 = (2)3): 03 = (])4))
0y = (1,2), 05 = (1,4), 0¢ = 1d4.
01-02-03-04-05-1ds = (1)(2,3)(4)

On se raméne ainsi & des (m+1)-constellations indexées avec
n-1 sommets de couleur 1 <i<m et n de couleur m+1.



UNE COULEUR SUPPLEMENTAIRE

Pour éviter le probléme du sommet racine on utilise une
astuce : ajouter un facteur identité

m=5n=4

o1 = (3,4), 02 = (2,3), 03 = (1,4),
0'4:(],2), 05:(],4).
01-02-03-04-05=(1)(2,3)(4)

m+1l=6n=4

o1 = (3)4)) 02 = (2)3): 03 = (])4))
0y = (1,2), 05 = (1,4), 0¢ = 1d4.
01-02-03-04-05-1ds = (1)(2,3)(4)

On se raméne ainsi & des (m+1)-constellations indexées avec
n-1 sommets de couleur 1 <i<m et n de couleur m+1.
L'origine sera ainsi toujours incidente a une seule face noire.



UNE COULEUR SUPPLEMENTAIRE

Dans les mobiles réduits associés on a maintenant
e un sommet O de degré 2, ou une feuille [ provenant de

chaque sommet incident a 2 faces noires
e une feuille [ d’index n provenant du sommet marqusé.
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Les étiquettes des m 4 1 sommets obtenues sont distinctes.
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UNE COULEUR SUPPLEMENTAIRE

Dans les mobiles réduits associés on a maintenant
e un sommet O de degré 2, ou une feuille [ provenant de
chaque sommet incident a 2 faces noires
e une feuille [ d’index n provenant du sommet marqusé.

On transfére ces étiquettes aux arétes
pour obtenir un mobile d’Hurwitz. ,

2
Comme les étiquettes des arétes sont croissantes autour de
chaque noeud, on peut oublier le plongement et voir ces cactus
comme des arbres non nloncés (de tvpe arbre de Cavlev)



LES MOBILES D'HURWITZ

Un mobile d’Hurwitz de type A est un cactus avec { polygons
dont ¢; i-gons, n feuilles [ et m + 1 =n+ € — 1 arétes tel que :

® les arétes portent les étiquettes {1,...,m + 1}
® les feuilles [ portent les indices {1,...,n}.

® chaque i-gone est incident a i feuilles [.




LES MOBILES D'HURWITZ

Un mobile d’Hurwitz de type A est un cactus avec { polygons
dont ¢; i-gons, n feuilles [ et m + 1 =n+ € — 1 arétes tel que :

® les arétes portent les étiquettes {1,...,m + 1}
® les feuilles [ portent les indices {1,...,n}.

® chaque i-gone est incident a i feuilles [.

On doit les compter!



Enumeération des mobiles d’Hurwitz



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :
04

Etiqueter ji,...,j; les noeuds
du polygone numéro j en sens
anti-horaire en partant du plus
proche du noeud marqué.
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grande étiquette et son aréte incidente, et noter 1'étiquette du
noeud auquel elle était attachée.
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1
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w= 29
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Etiqueter ji,...,j; les noeuds
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On commence par compter des cactus : le code de Priifer

s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :
4y

Etiqueter ji,...,j; les noeuds
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w= 2211, 31

A= {11,21,25,23,31,41,51,61, 71,81, 82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus
grande étiquette et son aréte incidente, et noter 1'étiquette du
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PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer

s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :
4y

Etiqueter ji,...,j; les noeuds
du polygone numéro j en sens
anti-horaire en partant du plus

85 ,
roche du noeud marqué.
w= 2211, 31 p !

A ={11,21,29,23,31,41,51,61,71,81,82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter 1'étiquette du
noeud auquel elle était attachée.




PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

Etiqueter ji,...,j; les noeuds
du polygone numéro j en sens
anti-horaire en partant du plus

8y ;
roche du noeud marqué.
w = 22 21 11 81 31 p q

A ={11,21,29,23,31,41,51,61,71,81,82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter 1'étiquette du
noeud auquel elle était attachée.




PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :
2 Etiqueter ji,...,j; les noeuds
2 du polygone numéro j en sens
anti-horaire en partant du plus
proche du noeud marqué.

11

82
w= 22111 8 31
A= {11,21,25,23,31,41,51,61, 71,81, 82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter 1'étiquette du
noeud auquel elle était attachée.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

2 Etiqueter ji,...,j; les noeuds
2 du polygone numéro j en sens
anti-horaire en partant du plus
proche du noeud marqué.

82
w= 221 82
A= {11,21,25,23,31,41,51,61, 71,81, 82}

A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter 1'étiquette du
noeud auquel elle était attachée.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

2 Etiqueter ji,...,j; les noeuds
2 du polygone numéro j en sens
1 anti-horaire en partant du plus

8y ;
roche du noeud marqué.
w = 22 21 11 81 22 p q

A ={11,21,29,23,31,41,51,61,71,81,82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter 1'étiquette du
noeud auquel elle était attachée.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :
2 Etiqueter ji,...,j; les noeuds
2 du polygone numéro j en sens
anti-horaire en partant du plus

8y ;
roche du noeud marqué.
w = 22 21 11 81 22 81 p q

A ={11,21,29,23,31,41,51,61,71,81,82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter 1'étiquette du
noeud auquel elle était attachée.




PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

2 Etiqueter ji,...,j; les noeuds
2 du polygone numéro j en sens
1 anti-horaire en partant du plus

8y ;
roche du noeud marqué.
w = 22 21 11 81 22 81 p q

A ={11,21,29,23,31,41,51,61,71,81,82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter 1'étiquette du
noeud auquel elle était attachée.
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PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

2 Etiqueter ji,...,j; les noeuds
2 du polygone numéro j en sens
1 anti-horaire en partant du plus

83 ;
roche du noeud marqué.
w = 22 21 11 81 22 81 21 p q

A ={11,21,29,23,31,41,51,61,71,81,82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter 1'étiquette du
noeud auquel elle était attachée.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

2 Etiqueter ji,...,j; les noeuds
@22 du polygone numéro j en sens
1 anti-horaire en partant du plus

roche du noeud marqué.
w = 22 2111 8122 81 21 p q

A ={11,21,29,23,31,41,51,61,71,81,82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter 1'étiquette du
noeud auquel elle était attachée.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :
4y

o 23 Etiqueter ji,...,j; les noeuds

o " Q @22 du polygone numéro j en sens
51 ol71] . .

ﬂ 1 anti-horaire en partant du plus

o .
8 61 03, proche du noeud marqué.

w = 21 11 81 22 81 21

{1: {11,21,22,23,31,41,51,61,71,81,82}

A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus
grande étiquette et son aréte incidente, et noter ’étiquette du
noeud auquel elle était attachée.

Pour revenir en arriére on utilise I’alphabet A pour reconstruire
les polygones, puis on les raccroche en lisant le mot.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

4y
o
° 23 Etiqueter j1,...,)’} 1e§ noeuds
5o1 ﬂ @@_ﬁ du Polygc?ne numeéro j en sens
1 anti-horaire en partant du plus
82 6, 03, proche du noeud marqué.

w = 21 11 81 22 81 21

{1: {11,21,22,23,31,41,51,61,71,81,82}

A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus
grande étiquette et son aréte incidente, et noter ’étiquette du
noeud auquel elle était attachée.

Pour revenir en arriére on utilise I’alphabet A pour reconstruire
les polygones, puis on les raccroche en lisant le mot.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :
4y

o 23 Etiqueter ji,...,j; les noeuds
o L & @22;0 du polygone numéro j en sens
51 . .
ﬂ 1 anti-horaire en partant du plus
f: proche du noeud marqué.

f
w = -11 81 22 81 21 031

A= {11,21,29,23,31,41,51,61,71,81, 82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter ’étiquette du
noeud auquel elle était attachée.

Pour revenir en arriére on utilise I’alphabet A pour reconstruire
les polygones, puis on les raccroche en lisant le mot.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

4y
o
° 23 Etiqueter j1,...,)’} 1e§ noeuds
5o1 2, du Polygc?ne numeéro j en sens
1 anti-horaire en partant du plus
Y 11 52, 21 03, proche du noeud marqué.

{1: {11,21,22,23,31,41,51,61,71,81,82}

A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus
grande étiquette et son aréte incidente, et noter ’étiquette du
noeud auquel elle était attachée.

Pour revenir en arriére on utilise I’alphabet A pour reconstruire
les polygones, puis on les raccroche en lisant le mot.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

4y
o
° 23 Etiqueter ji,...,j; 1e§ noeuds
2, du Polygc?ne numeéro j en sens
1 anti-horaire en partant du plus
Y 81 % 21 03, proche du noeud marqué.

A=1{11,21,22,23,31,41,51,61,71,81,82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter ’étiquette du

noeud auquel elle était attachée.
Pour revenir en arriére on utilise I’alphabet A pour reconstruire

les polygones, puis on les raccroche en lisant le mot.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

4y
(0]

23 Etiqueter ji,...,j; les noeuds
du polygone numeéro j en sens
anti-horaire en partant du plus
21 03, proche du noeud marqué.

2

ﬂ
1
82
w = 8129

{1: {11,21,22,23,31,41,51,61,71,81,82}

A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus
grande étiquette et son aréte incidente, et noter ’étiquette du
noeud auquel elle était attachée.

Pour revenir en arriére on utilise I’alphabet A pour reconstruire
les polygones, puis on les raccroche en lisant le mot.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :
23 Etiqueter ji,...,j; les noeuds
du polygone numéro j en sens
anti-horaire en partant du plus

proche du noeud marqué.

2

0
1
5, f
w= 282  Oh

{1: {11,21,22,23,31,41,51,61,71,81,82}

A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus
grande étiquette et son aréte incidente, et noter ’étiquette du
noeud auquel elle était attachée.

Pour revenir en arriére on utilise I’alphabet A pour reconstruire
les polygones, puis on les raccroche en lisant le mot.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

23 Etiqueter ji,...,j; les noeuds

2, du polygone numéro j en sens
1

: 1 anti-horaire en partant du plus

Y 22 21 03, proche du noeud marqué.

{1: {11,21,22,23,31,41,51,61,71,81,82}

A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus
grande étiquette et son aréte incidente, et noter ’étiquette du
noeud auquel elle était attachée.

Pour revenir en arriére on utilise I’alphabet A pour reconstruire

les polygones, puis on les raccroche en lisant le mot.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

23 Etiqueter ji,...,j; les noeuds

2, du polygone numéro j en sens
1

: 1 anti-horaire en partant du plus

Y 21 o] proche du noeud marqué.

{1: {11,21,22,23,31,41,51,61,71,81,82}

A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus
grande étiquette et son aréte incidente, et noter ’étiquette du
noeud auquel elle était attachée.

Pour revenir en arriére on utilise I’alphabet A pour reconstruire

les polygones, puis on les raccroche en lisant le mot.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

Etiqueter ji,...,j; les noeuds
du polygone numéro j en sens
anti-horaire en partant du plus
proche du noeud marqué.

8 (
w= 81 2

A=1{11,21,22,23,31,41,51,61,71,81,82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter ’étiquette du
noeud auquel elle était attachée.

Pour revenir en arriére on utilise I’alphabet A pour reconstruire
les polygones, puis on les raccroche en lisant le mot.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

Etiqueter ji,...,j; les noeuds
du polygone numeéro j en sens
anti-horaire en partant du plus

82 - roche du noeud marqué.
w= % P 1

{1: {11,21,22,23,31,41,51,61,71,81,82}

A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus
grande étiquette et son aréte incidente, et noter ’étiquette du
noeud auquel elle était attachée.

Pour revenir en arriére on utilise I’alphabet A pour reconstruire
les polygones, puis on les raccroche en lisant le mot.




PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

Etiqueter ji,...,j; les noeuds
du polygone numeéro j en sens
anti-horaire en partant du plus

82 - roche du noeud marqué.
w= % P 1

A=1{11,21,22,23,31,41,51,61,71,81,82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter ’étiquette du
noeud auquel elle était attachée.

Pour revenir en arriére on utilise I’alphabet A pour reconstruire
les polygones, puis on les raccroche en lisant le mot.




PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

Etiqueter ji,...,j; les noeuds
du polygone numéro j en sens
anti-horaire en partant du plus
proche du noeud marqué.

A=1{11,21,22,23,31,41,51,61,71,81,82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter ’étiquette du
noeud auquel elle était attachée.

Pour revenir en arriére on utilise I’alphabet A pour reconstruire
les polygones, puis on les raccroche en lisant le mot.



PRUFER POUR LES CACTUS POINTES

On commence par compter des cactus : le code de Priifer
s'étend aux cactus pointés dont les polygones sont étiquetés :

Etiqueter ji,...,j; les noeuds
du polygone numéro j en sens
anti-horaire en partant du plus
proche du noeud marqué.

A=1{11,21,22,23,31,41,51,61,71,81,82}
A chaque étape, enlever le polygone feuille non marqué de plus

grande étiquette et son aréte incidente, et noter ’étiquette du
noeud auquel elle était attachée.

Pour revenir en arriére on utilise I’alphabet A pour reconstruire
les polygones, puis on les raccroche en lisant le mot.



CACTUS POINTES

Le nombre des cactus pointés polygone-étiquetés de type A

avec 1 nodes et { polygons est ntl (111 e en)-




CACTUS POINTES

Corollaire

Le nombre des cactus pointés polygone-étiquetés de type A

avec 1 nodes et { polygons est ntl (h e en)-

Le nb de cactus polygone-étiquetés non pointés est n'~2 (e1 e Zn)



CACTUS POINTES

Le nombre des cactus pointés polygone-étiquetés de type A

avec 1 nodes et { polygons est ntl (g] e En)'

Corollaire

" , P 20 ¢

Le nb de cactus polygone-étiquetés non pointés est n (h,...,fn)
= nb de cactus aréte-étiquetés avec un polygone marqué
(marquer le polygone de plus grande étiquette et transférer les

étiquettes aux arétes vers le polygone marqué).



CACTUS POINTES

Le nombre des cactus pointés polygone-étiquetés de type A

avec 1 nodes et { polygons est ntl (g] e En)'

" , P 20 ¢

Le nb de cactus polygone-étiquetés non pointés est n (€1,...,2n)
= nb de cactus aréte-étiquetés avec un polygone marqué
(marquer le polygone de plus grande étiquette et transférer les
étiquettes aux arétes vers le polygone marqué).

Corollaire
Le nombre des cactus aréte-étiquetés de type A avec n nodes
et { polygons est %ne_z(e] N )



COMPTAGE DES CACTUS D'HURWITZ

On part d'un cactus arétes-étiqueté :




COMPTAGE DES CACTUS D'HURWITZ

On part d'un cactus arétes-étiqueté :

LS i n+e—1
l Gyt )\ =1

® On choisit un sous-ensemble {j; < ... <j¢ 1} et on
remplace chaque étiquette i par j;.



COMPTAGE DES CACTUS D'HURWITZ

On part d'un cactus arétes-étiqueté :

1ng,2 ¢ n+0—1 n!
{ O, -1 Hi(il)ei

® On choisit un sous-ensemble {j; < ... <j¢ 1} et on
remplace chaque étiquette i par j;.

® On distribue les autres étiquettes aux polygones, chaque
i-gone regoit i-étiquettes.



COMPTAGE DES CACTUS D'HURWITZ

On part d'un cactus arétes-étiqueté :

1ng,2 ¢ n+0—1 n!
¢ T -1 I @

® On choisit un sous-ensemble {j; < ... <j¢ 1} et on
remplace chaque étiquette i par j;.

® On distribue les autres étiquettes aux polygones, chaque
i-gone regoit i-étiquettes.

® On attache ces i étiquettes comme feuilles sur leur i-gone.



COMPTAGE DES CACTUS D'HURWITZ

On part d'un cactus arétes-étiqueté :

1ng2< 4 ><n+€—1> n! (
4 Gy ln (-1 Hi(u)ei :

® On choisit un sous-ensemble {j; < ... <j¢ 1} et on
remplace chaque étiquette i par j;.

® On distribue les autres étiquettes aux polygones, chaque
i-gone regoit i-étiquettes.

® On attache ces i étiquettes comme feuilles sur leur i-gone.

® On met des indices aux n feuilles noires (en mettant n a la
feuille qui aura distance 0).



COMPTAGE DES CACTUS D'HURWITZ

|
’,

Théoréme

Le nombre de mobiles d’Hurwitz de type A est

n2. 4+ -1 (m—1) He'{‘]

Par ailleurs on a vu que
{ factorisations minimales transitives en transpositions }

des permutations de type A
= m+1 #{ mobiles d’Hurwitz de type A}

¢

Corollaire (Hurwitz)

On retrouve le résultat d’Hurwitz.
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