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1 I n t r o d u c t i o n  

A.Grothendieck a observ@, dans son m~moire [4], que pour toute carte combi- 
natoire, il existe une surface de Riemann compacte de m@me genre, sur laquelle 
la carte peut @tre dessin~e de fa~on canonique ( ~ u n  automorphisme de cette 
surface pros): c'est la Lh@orie des dessins d'eufauts. 

Cette th@orie implique, comme cas particulier, que tout arbre plan poss~de 
un dessin canonique, h une similitude directe pr@s; de plus, elle fait apparaitre 
une relation de conjugaison entre arbres plans, qui ne se r~duit s aucune autre 
relation connue aujourd'hui, et une action du groupe de Galois sur ces arbres, 
avec pour orbites les classes de conjugaison. 

Le calcul effectif des dessins, des classes de conjugaison, et des groupes de 
Galois associ@s, n'est pas facile, m@me pour de petits arbres, ce qui g@ne la 
formulation et le test de conjectures. Le premier catalogue exhaustif pour les 
arbres avec au plus 8 ar@tes, a @t4 r~alis~, ~ notre connaissance, par les auteurs 
au printemps 1992 [3]; son volume interdit de le reproduire ici; cet article pr~sente 
les m~thodes employees pour sa r~alisation, illustr~es sur le cas des arbres s 6 
ar@tes. 

La section 2 donne les d~finitions et th~or~mes fondamentaux de la th~orie 
des dessins d'enfants appliqu@e aux arbres. La section 3 expose les principes des 
calculs, illustr@s section 4; les Figs. 3 et 4 donnent les dessins canoniques des 14 
arbres s 6 ar@tes. La section finale r@sume l'~tat de l 'art et les perspectives dans 
ce domaine de recherche. 

Note sur les logiciels employds: nous avons utilis~ Maple pour les calculs eux- 
m6mes. I1 est vite apparu impossible, dans notre cas, d e  r4aliser des dessins de 
qualit~ ~ partir  des r~sultats produits par Maple, en utilisant les ontils de dessin 
standard, comme la fonction p l o t ;  nous avons donc crY@ un logiciel de dessin 
sp~cialis~ pour r@aliser les dessins sous X-Windows, ~ Faide de la bolte ?~ outils 
Xview, pour OpenLook; les fichiers produits par Maple sont d 'abord trait6s par 
un analyseur lexicographique simple, dcrit en lex .  

2 A r b r e s  e t  D e s s i n s  d ' e n f a n t s  

2.1 A r b r e s  P l a n s  

Dans cet article, un arbre d~signera un graphe connexe sans circuit, un arbre 
plan un arbre dessin~ (plong~) clans le plan. Le dessin d'un arbre plan d@finit, 
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pour chaque sommet de l'arbre, une permutation circulaire sur les sommets adja- 
cents; un isomorphisme d'arbres plans est un isomorphisme d'arbres qui conserve 
ces permutations circulaires, et done l'orientation; une classe d'isomorphisme 
d'arbres plans est appel~e arbre plan combinatoire. 

Pour fixer les idles, la Fig.1 pr~sente les trois plus petits arbres (6 arfites) 
poss~dant chacun deux dessins (num~rot~s a et b) non isomorphes. 

�9 A A A A V A w I v ~" w v v ~" 

I 1.b 

1.a 

\ / 

2.a 2.b 

3.a 3.b 

Fig. 1. Arbres plans non isomorphes 

Les arbres plans combinatoires ont ~tfi ~num~r~s dans [5], en utilisant le 
th~or6me de Pdlya; la sfirie ~num~ratrice selon le nombre d'ar~tes dSbute par: 

1 + x + x 2 + 2x 3 + 3x 4 + 6x 5 + 14x 6 + 34x 7 +  95x s + 280x 9 + 854x 10. . .  

comparer avec celle des arbres: 

1 +  x + x 2 + 2x 3 + 3x 4 + 6x 5 + l l x  6 + 23x 7 +  47x s + 106x 9 + 235x 1~ 

2.2 P o l y n 6 m e s  de  S h a b a t  

Consid~rons maintenant un polyn6me s coefficients complexes A(z), et soit a 
une racine (complexe) de A; l'image r~ciproque par A du segment rdel [0 e], 
pour e petit, a l 'aspect suivant: 
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avec un hombre de brins 6gal ~ la multiplicitd de la racine a (ici 3). De m6me, 
soit b tel qua A(b) = 1; l 'image r4ciproque par A du segment [1 - e, 1] a un 
aspect similaire, avec un hombre de brins 6gal k la multiplicit6 de la racine b 
pour le polyn6me B(z)  = A(z)  - 1. 

Un point u tel qua A'(u) = 0 est appel6 point critique; v = A(u) est une 
valeur critique, et l 'ordre du point critique u est 6gal par d6finition s son ordre 
de multiplicit6 en taut qua racine du polyn6me A - v; l 'ordre de u est aussi la 
plus petite valeur de l'entier k tel qua la d6riv6e k ame A(k)(u) soit non nulle. 
Notons F l 'image r6ciproque par A du segment [0 1]: 

J" = A- l ( [0  1]) . 

Si l 'on suppose maintenant qua les seules valeurs critiques de A sont 0 et 1 
(autrement dit: tout  point critique est racine de A ou de A -  1), F est constitu6 
d'une collection de segments (conrbes en g6n6ral) qui reliant les racines de A aux 
racines de A - 1, sans se couper (car deux segments ne peuvent se couper qu'en 
un point critique). F est done le dessin d'un graphe planaire, dont les sommets 
sont alternativement racines de A et de A - 1, avec pour degr6s les ordres de 
multiplicit6 de ces racines. On prouvera section 3 qua F est en fair nn arbre plan. 

Dans la suite on appellera uoirs (rasp. blancs) les sommets correspondant 
aux racines de A (rasp. A - 1). La th6orie des dessins d'enfants, appliqu6e aux 
arbres, fournit la r6eiproque suivante: 

T h 6 o r ~ m e  1. Pour tout arbre plan F, il existe un polyn6me A(z),  admettant 
pour valeurs critiques au plus 0 et 1, et tel qua l'image rdciproque du segment 
[0 1] par A soit isomorphe ~ F; de plus A est unique, aux deux transformations 
suivantes pros: 

(i) changer z en az q- b (similitude directe) 
5i)  changer A en 1 - A (~change des eouleurs des sommets). 

Nous ne connaissons pas de preuve 616mentaire de ce th6or6me. Suite aux 
travaux de G.Shabat [1, 6], nous appellerons dans la suite polyn6me de Shabat 
d'un arbre plan F,  tout  polyn6me A satisfaisant aux conditions du Th6or6me 1; 
l ' image r6ciproque du segment [0 1] par A est appel@e dessin canonique de F. La 
Fig.2 montre ce dessin pour l 'arbre 2.a de la Fig.l;  les sections 3 et 4 expliquent 
comment obtenir ce clessin. Le polyn6me de Shabat et le dessin canonique de F 
sont u niques s similitude directe, et 6change des couleurs, pr6s. 

Note: Les seuls polyn6mes admettant  pour unique valeur critique 0 ou 1 
sont z ~ et z ~ - 1; tous les  autres dans cat article admettent done deux valeurs 
critiques, et deux seulement. 

2.3 Arbres Conjugu6s et Act ion du Groupe de Galois 

Le ealcul des coefficients d 'un polyn6me de Shabat se ram&he, comma on le verra 
sections 3 et 4, & la r6solution d'nn syst&me d'6quations alg6briques s coefficients 
antlers; les coefficients d 'un polynbme de Shabat peuvent done 6tre choisis dans 
un corps de hombres algdbriques K.  Comma un polynSme de Shabat est d6fini 
au changement de variable z --+ az + b pr6s, K n'est pas unique; mais on a: 
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T h ~ o r 6 m e  2. Soit 1" un arbre plan; il existe un corps algdbrique minimal K de 
ddfinition des coefficients d'un polyn6me de Shabat associ( ~ F. 

Le corps K d4fini par ce th4or~me est appel~ corps de ddfinition de 1"; il 
est impossible de donner dans cet article une preuve rigoureuse du Th4or~me 2, 
mats dans les calculs de la section 4, le corps de d4finition du dessin apparait 
tr~s naturellement. 

Si K est le corps des rationnels Q, c'est s dire si 1" poss~de un polyn6me de 
Shabat s coefficients rationnels, l 'arbre F lui-mSme sera dit rat ionnel-  le risque 
de confusion avec ]'emploi de ce mot dans le contexte de la th4orie des langages 
d'arbres, semble minime. 

Si le corps de d4finition est une extension alg4brique propre de Q, le calcul du 
polyn6me de Shabat fait apparai t re  une famille de dessins conjuguds, attaches 
aux diverses solutions de la m~me 4quation alg~brique; et le groupe de GaIois, 
qui agit sur ces solutions, agit done sur ces dessins. 

La th4orie des dessins d'enfants associe aussi un corps de d4finition ~ toute 
carte combinatoire, bien que l'analogue du Th6or~me 2 ne soit plus valable sous 
la mSme forme dans le cas g4n~ral. G.Belyi a d4montr4 dans [2] que, pour tout 
corps de nombres K,  il existe une carte dont K est le corps de d4finition; on 
ignore actuellement s'il en est de m~me en se restreignant aux arbres. 

3 C a l c u l  d u  P o l y n 6 m e  d e  S h a b a t  

3.1 P o l y n 6 m e s  avec D e u x  Valeurs Critiques 

Donnons d 'abord la preuve, annonc4e section 2.2, de la proposition dont le Th4o- 
r~me 1 constitue la rdciproque: 

P r o p o s i t i o n  1. Soit A u n  polynSme non constant admettant pour seules valeurs 
critiques 0 et 1; autrement dit: 

A ' ( z )  = 0 implique A(z)  = 0 ou A(z)  = 1 . 

Alors 1" = A- l ( [0  1]) est un arbre plan. 

Preuve: F ne peut comporter de circuit, car la partie imaginaire d'une fonc- 
tion polynomiale est harmonique, et ne peut done ~tre nulle sur un circuit sans 
~tre nulle dans toute la r4gion born4e par ee circuit, ce qui est impossible pour 
un polynSme non constant. Done/1 est un arbre ou une for~t; pour prouver que 
F est connexe, il suffit de compter ar~tes et sommets. 

Soit n le degr4 de A: c'est aussi le hombre d'ar~tes de F; soit p (resp. q) 
le hombre de racines distinctes de A (resp. A -  1), et a l ,  a 2 , . . . , a p  (resp. 
/31,/32,...,/3e) leurs multiplicit4s. On a 4videmment: 

p q 

i=l j----i 
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Si ai > 1, la racine correspondante est aussi racine d'ordre ai - 1 de A'; idem 
pour les fl/; comme par hypoth~se toutes les racines de A' sont des racines de A 
ou A -  1, on a: 

p q 

~ ( o ~ i  - 1 )  + ~ ( f l j  - 1 )  = n - 1 .  
i=1 j = l  

Soit: 
2 n - ( p + q ) = n - l o u e n c o r e p ~ - q - - n + l  . [] 

3.2 A s s o r t i m e n t  des  Degrds  d~un A r b r e  Bicolor id  

Tout arbre aune  structure naturelle de graphe bipartite: on peut colorier alterna- 
t ivement les sommet,; en noir et blanc. Supposons choisi l 'un des deux coloriages 
possibles; soit n le nombre d'ar@tes de l'arbre, et soit c~ -- ~1, c~2,... ,~p (resp. 
t~ = f l l , ~ 2 , . . . , f l q )  la suite des degr~s (ou valences) des sommets noirs (resp. 
blancs), ordonn~e dans le sens ddcroissant. Comme route ar@te joint un sommet 
blanc et un sommet noir, on a: 

P q 
. 

i : 1  j = l  

D'autre part  l 'arbre comporte p sommets noirs, et q sommets blancs, done p+q : 
n + 1. On appellera assori iment  de degrds d'un arbre bicolori4 le couple (~,/3), 
et pour abrdger on dira que l 'arbre est de type < ~1, a 2 , . . . ,  ap;/31, f12,.. . ,  flq >; 
par exemple l 'arbre de la Fig.2 est de type < 3 2 1; 3 1 1 1 >. R6ciproquement: 

P r o p o s i t i o n 2 .  Soient  deux parti t ions de l 'ent ier  n, avec respectivement p e t  
q parts, telles que p + q : n + 1; il existe alors au moths  un arbre bicolori4 
admet tant  ces parti t ions pour assort iment  de degrds. 

Preuve (par rdcurrence): on v4rifie facilement que les hypotheses impliquent 
que, pour n > 2, on a forc4ment ~1 > 1 et ~q = 1 (ou l'inverse); par hypoth~se 
de r4currence, il existe un arbre de type < c~1 - 1, ~2 , . . . ,  %;  ill, f12,.. . ,  ~q-1 >, 
et il suffit de relier 1r sommet de degr4 (~1 - 1 ~ une nouvelle feuille blanche pour 
obtenir un arbre du type souhait6. 

3.3 S y s t h m e  Associ4  h u n  A s s o r t i m e n t  de  Degr4s  

Le calcul du polyn6me de Shabat associ~ s un arbre plan de type 

< OL1,O~2 , . . . ,O~p; /~ l , /~2 , . . . , /~q  > 

revient s trouver les valeurs des complexes: 

A, al,  a2, �9 . . ,  ap, bl, b2, �9 . . ,  bq 

telles que l 'on ait simultandment: 

d ( z )  : ~(z  -- al)~l  . . . ( z  - ap) ap 
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et: 

A(z)  - 1 = A ( z -  bl)~, .. ( z -  ~ ) ~  

En outre les valeurs des ai et des bj doivent &tre toutes distinctes. De fa~on 
~quivalente, on cherche des polyn6mes unitaires: 

p q 

A(z )  : l - I ( z - a i )  ~ ,  B(z )  = 1 - I ( z - b j ) Z J  
i = 1  j : l  

tels que les polynSmes d~riv~s v~rifient A f -- B/; en effet on a alors, pour tout z: 
A(z )  = B( z )  - % et il suffit de multiplier A et B par A = 1/7. 

L'~quation A t -- B ~ fournit n - 1 relations alg~briques entre les p + q = n + 1 
inconnues, ce qui est coherent avec le Th~or&me 1, qui affirme que le dessin est 
unique d&s qu'on en a fixd deux points. Dans les calculs, il faut cependant veiller 
& ne pas fixer un sommet  "ambigfi", c'est s dire non unique parmi  les sommets  
de m~me couleur et de m~me degr~: sinon le hombre de solutions trouv~es est 
multipli~ par le nombre de choix possibles pour lever l'ambigu~t~. Cette ques- 
tion est plus d~lieate qu'il n 'y  parait ,  et nous appellerons cdlibataire un sommet  
unique parmi  les sommets  de m~me eoulenr et de m~me degr~. 

L'~quation A ~ = B ~ peut se simplifier selon une m~thode qui nous a dt~ 
sugg~r~e par It.Cohen, et qui se traduit  en quelques lignes de Maple; il existe 
d 'autres  fa~ons de proc~der (voir [3]). On consid~re les polyn6mes R et S qui 
admet ten t  les m~mes racines que A et B, mais avec une multiplicit~ diminu~e 
de 1: 

p q 

R ( z )  = 1 - [ ( z - a i )  , S ( z )  = . (1)  
i.=l j = l  

R n'est  autre que le P G C D  de A et X ,  done A ~ = RT;  de m~me B ~ = SU, et 
l 'gquation A ~ = B ~ devient: R T  = SU; R et S sont premiers entre eux, car tous 
les sommets  de l 'arbre sont distincts; done R divise U et S divise T; l 'examen 
des degr~s et des termes de plus haut  degr~ montre qu'en fait: 

T = n S ,  U = n R  (2) 

ce qui r~duit le degr~ des ~quations. 
Le corps de d~finition d 'un dessin contient les coefficients d 'un polyn6me de 

Shabat,  et non ses racines; on regroupe done, au d~but du calcul, les sommets  
de m~me degr~, ce qui revient s ~crire: 

A : 1-[ A i ,  " :  (3) 

off chaque Ak n ' admet  que des racines simples (autrement dit est sans carte'), et 
a pour degrd le hombre de sommets  noirs de valence k; le produit porte sur les 
indices k tels qu'il existe au moins un tel sommet; idem mutat is  mutandis pour 
les Bt. 
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4 Exemples 

Cet te  section mont re  le d4roulement  des calculs pour  des arbres avec 6 ar@tes; 

les sessions Maple  ont  ~t~ 4dit@es pour  5tre plus lisibles. Les inconnues sont 

les coefficients des polynSmes Ak et B1 d~finis par (3); leurs noms commencent  

par  a ,  b o u  c, b ien  qu'elles ne correspondent  pas en g4n@ral aux racines des 

po lyn6mes  A et B, cont ra i rement  aux no ta t ions  de la section 3. Les polyn6mes  

dSriv4s A ' et B ~ sont  notes  dA e t  riB. 

4 .1  T y p e  < 4 1 1 ; 3 1 1 1 > 

On v4rifie faci lement  qu ' i l  existe u n s e u l  arbre p lan  combinatoi re  pour  cet as- 

so r t imen t  de degr4s; d ' au t r e  par t  le sommet  noir de degr4 4 et le sommet  blanc 

de degr4 3 sont  c41ibataires: on peut  donc les placer a rb i t ra i rement  en 0 et 1 
respect ivement ,  et le ,:alcul fourni ra  une seule solut ion,  d'apr&s le Th4or&me 1. 

>A; 

> B ;  

> dA; 

4 2 

z (z + a l  z + a 0 )  

3 3 2 
(z - 1) (z + b2 z + b l  z + b0) 

3 2 4 
4 z (z + a l  z + a0) + z (2 z + a i )  

>d.B; 

3 2 
= z (6  z + 5 a l  z + 4 a 0 )  

2 3 2 3 2 
3 (z - 1) (z + b2 z + b l  z + b0) + (z - 1) (3 z + 2 b2 z + b l )  

2 3 2 
= ( z  - 1)  ( 6  z + ( -  3 + 5 b 2 )  z + ( -  2 b2  + 4 b l )  z - b l  + 3 b 0 )  

Les factor isat ions  ci-dessus de A' et B '  sont les factorisat ions A'  = R T  et 
B' = SU de la section 3; on a donc les 4quat ions (2) T = 6S et U = 6R qui, 
d4velopp6es par  Maple,  donnent :  

> equations (); 
4 a 0 = 6  

5 a l  = -12 

- b l + 3 b O = O  

- 2 b2 + 4 b l  = 0 

- 3 + 5 b 2 = 0  
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C o m m e  prdvu la so lu t ion  est unique,  et du coup ra t ionnel le ;  apr~s r4solution:  

>h; 

> simplify (A-B); 

4 2 

z (z - 1 2 / 5  z + 3 / 2 )  

1/iO 

Il fau t  donc mul t ip l i e r  A pa r  10 pour  ob ten i r  un po lyn6me  uyunt pou r  valeurs  
cr i t iques  0 et 1, ce qui donne  

z 4 ( 1 0 2  - 24z + 15) 

pour  p o l y n 6 m e  de Shaba t ;  l ' a rb r e  est ra t ionnel ,  et son dessin canonique por te  le 

numdro  5 sur  la  Fig.3.  

4.2 Type < 4 1 1 ; 2 2 1 1 > 

I1 exis te  deux a rbres  p lans  combina to i res  pour  cet ussor t iment  de degr4s: ce sont  
les a rbres  num~rot4s  1.a et 1.b snr la  F i g . l ,  uvec le sommet  centra l  colori5 en 
noir;  c 'es t  le seul s o m m e t  c41ibataire: on le place en 0. Voici un ex t r a i t  de la  

session Maple :  

> A ;  

>B; 

> equations (); 

4 2 
z (z + aJ. z + aO) 

2 2 2 
(z + b l  z + bO) (z + c1 z + cO) 

4 aO = 6 bO 

5 al = 6 bl 

2 b l  cO + bO c l  = 0 

3 b l  c l  + 4 cO + 2 bO = 0 

5 cl + 4 bl = 0 

On calcule cl et co en fonct ion de bl et bo (2 derni~res 4quat ions)  puis  b~ et 
b0 en fonc t ion  de as et a0 (2 premieres  6quat ions) ;  il reste l ' 4qua t ion  du mil ieu,  
not6e x2 = 0 duns la  session Maple:  

> primpart (x2) ; 

3 

25  a l  - 36  a l  aO 

L '4qua t ion  x2 = 0 se d6compose 6v idemment :  
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1. a l  = O: le mi l ieu  des feuilles noires  est confondu avec le sommet  d ' o rd re  4; 

il res te  le choix d ' u n  pa ram~t re ,  pa r  exemple  a0 = 1. 
2. a l  # O: on peu t  alors choisir  a l ,  et calculer  a0; pa r  exemple  a l  = 6 en t ra ine  

a0 = 25. 

Les a rb res  4tudi4s sont  donc s nouveau  ra t ionnels ;  la  Fig .3  donne leurs dessins 
canoniques  ( a s so r t imen t  de degr4s num4ro 6). 

4.3 Type < 3 2 1 ; 2 2 1 1 > 

II existe trois arbres plans combinatoires pour cet assortiment de degr4s, parmi 
]esquels ]es arbres num4rot4s 3.a et 3.b sur ]a Fig.l. On place respectivement en 
0 et I les sommets noirs c~libataires de degr4s 3 et 2: 

> A; 

> B ;  

> equations (); 

3 2 

z (z - 1) (z - a) 

2 2 2 
(z + b l  z + b0) (z + c l  z + cO) 

3 a = 6 b 0  

- 4 - S a = 6 b l  

2 b l  c0 + b0 c l  = 0 

3 b l  c l  + 4 c0 + 2 bO = 0 

5 c l  + 4 b l  = -6 

On  calcule Cl et co en fonet ion  de bl et b0 (2 derni~res 4quat ions)  puis  bl et  
b0 en fonc t ion  de a (2 premieres  4quat ions) ;  il reste l ' 4qua t ion  du mil ieu,  not6e 

nouveau  x2 = 0: 

> primpart (x2) ; 
2 3 

16 + 24 a + 12 a - 25 a 

On  v4rifie que ce dernier  p o l y n 6 m e  est i r r4duct ible;  les t rois  arbres  p lans  
combina to i r e s  de cet te  classe sont  donc conjugu~s: chacun cor respond s une 

rac ine  de ce po lyn6me .  Les arbres  p lans  3.a et 3.b de la  F i g . l ,  sym4tr iques  l ' un  

de l ' au t r e ,  co r responden t  aux  deux racines  complexes  conjugu4es; la  racine r4elle 
co r re spond  au  p remie r  a rb re  p l an  de la  colonne dro i te  sur la  Fig.4; les graphes  
sous- jacen ts  aux  deux derniers  dessins de cet te  colonne sont  i somorphes ,  pas  le 

p remier .  
Les rac ines  du  p o l y n 6 m e  16 + 24a + 12a 2 - 25a 3 s ' expr imen t  en fonct ion de 

~/2, et  son g roupe  de GMois est fac i lement  calculable:  c 'es t  $3 (groupe sym4tr ique  
d ' o rd r e  3), comme c 'es t  le cas le plus  souvent  pour  un po lyn6me  de degr~ 3. 
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La Fig.4 montre les deux orbites d'arbres plans conjuguds avec 6 ar@tes; la 
premiere orbite, de taille 2, correspond aux arbres 2.a et 2.b de la Fig.l; les 
Figs. 3 et 4 fournissent donc la liste complete des dessins canoniques d'arbres 
avec 6 ar@tes. Notons que dans le cas d'arbres conjuguds, les positions mutuelles 
sont elles aussi canoniques. 

5 P e r s p e c t i v e s  

Les calculs deviennent vite plus difficiles: pour certaines classes d'arbres g 7 ou 
8 ar@tes, le calcul produit plusieurs ~quations alg~briques, et il faut employer 
les bases de GrSbner, ou une autre mdthode sophistiqude, pour les r@soudre. 
Au-delg, les calculs deviennent souvent impraticables, ce que l 'argument suivant 
explique: les sdries dnumdratriees des arbres plans et des partitions sont bien 
connues; en les comparant, on constate que le nombre moyen d'arbres plans, 
pour un assortiment de degr4s donnd, croit tr~s rapidement: pour 24 ar~tes, on 
pent s 'at tendre g ce que les coefficients du polynSme de Shabat soient racines 
d'@quations de degrd sup@rieur au million! 

Les questions principales de cette thdorie concernent le corps de ddfinition 
d 'un arbre, qu'on aimerait relier aux propri@t@s combinatoires de l'arbre; par 
exemple; 

1. Comment caractdriser les arbres rationnels? 
2. Comment caract~riser les arbres dont le corps de ddfinition est quadratique? 
3. Quand et comment une classe d'arbres, pour un assortiment de degrds donn@, 

se scinde-t-elle en plusieurs classes de conjugaison? 
4. Comment caract@riser les arbres dont le corps de ddfinition est cubique, 

et dont le groupe de Galois est le groupe cyclique C3 (au lieu du groupe 
sym4trique Sa)? 

On a les  r@ponses partielles suivantes: 

P r o p o s i t i o n  3. Soit (~,/3) un assortiment de degr& pour lequel il existe un seul 
arbre plan combinatoire F; alors F est ralionnel. 

L'exemple 4.1 donne une id@e de la preuve; des diffieultds suppldmentaires 
surgissent si le dessin ne poss~de pas de sommet .c~libataire; une preuve rigou- 
reuse se trouve dans [1]. 

La r4ciproque est fausse, comme le prouve l'exemple 4.2. Nonobstant, N.Adri- 
anov a r@alis@ une classification exhaustive des assortiments de degrds pour les- 
quels il existe un seul arbre plan combinatoire. Les cas les plus simples sont: 

1. < n; 1 1 . . .  1 >: ce cas est celui du polyn6me z ~, et le dessin correspondant 
poss~de comme sommets blancs les racines n ~rnes de l'unitd, relides ~ l'origine 
(sommet noir de degr~ n); voir dessin numdro 1, Fig.3. 

2. < 2 2 . . . 2 ; 2  2 . . . 2  1 1 > ou < 2 2 . . . 2  1;2 2 . . . 2  1 > selon la parit@ du 
nombre d'ar@tes; l 'arbre est une chaine, et son polynSme de Shabat vaut: 
(T~ + 1)/2 off T~ d4signe le polyn6me de Tchebycheff de degr@ n, dont on 
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suit qu'il admet pour seules valeurs critiques - 1  et 1, valeurs entre lesquelles 
il oscille s la mani~re d'une sinuso'/de; voir dessin num6ro 8, Fig.3. 

La classification d'Adrianov comporte six classes d'arbres; v6rifier que pour 
chaque cas il existe un seul dessin plan, s isomorphisme pros, est assez direct; 
prouver que la classification est exhaustive est beaucoup plus difficile. 

N.Adrianov et G.Shabat ont aussi montr6 d'une mani~re constructive: 

P r o p o s i t i o n 4 .  Tout corps quadratique est le corps de ddfinition d'un arbre 
plan. 

La proposition suivante r6pond partiellement k la question 3 ci-dessus: 

P r o p o s i t i o n 5 .  Deux arbres conjuguds out mgme groupe d'automorphismes (en 
taut qu' arbres plans). 

Cette proposition explique que les deux arbres de l'exemple 4.2 ne soient 
pus conjugu@s, car l 'un est invariant par rotation d'un demi-tour, et pus l 'autre. 
Mais notre catalogue fournit l 'exemple de la classe de l 'assortiment de degr6s 
< 4 2 1 ; 2 2 1 1 1 >, qui comporte 4 arbres plans combinatoires; aucun n'ad- 
met d 'automorphisme non trivial, et pourtant cette classe se scinde en deux 
classes de conjugaison d'ordre 2. 

[8] contient un th6or&me d'existence en relation avec la question 4: 

P r o p o s i t i o n  6. Il existe une classe de trois arbres conjuguds admettant Ca pour 
groupe de Galois. 

Terminons en signalant une question ouverte de ddnombrement: quel est le 
nombre d'arbres plans combinatoires bicolori6s, connaissant leur assortiment de 
degr6s? I1 existe des r6pouses partielles duns [1, 7]. I1 serait intdressant d'ajouter 
comme param~tre de l '6num6ration l 'ordre de symdtrie de l'arbre, ~ cause de la 
Prop.5. 
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Fig. 3. Arbre8 rationnels ~vec 6 ~[~tes 
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Fig. 4. Arbres conjugu6s avec 6 ar6tes 


