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La ombinatoire énumérative : l'art de ompterCOMPTER [κ õ t e ℄. I. V. tr. 1. Déterminer (une quantité) par le alul ;spéialt. Établir le nombre de ⇒ hi�rer, dénombrer, nombrer. Compter lesmoutons.
Problème générique

A ensemble des moutons
An ensemble des moutons à n pattesQuestionévaluer, estimer, aratériser le nombre

an = |An|.



La ombinatoire énumérative : l'art de ompterCOMPTER [κ õ t e ℄. I. V. tr. 1. Déterminer (une quantité) par le alul ;spéialt. Établir le nombre de ⇒ hi�rer, dénombrer, nombrer. Compter lesmoutons.
Problème générique

A ensemble des moutons
An,p ensemble des moutons à n pattes et p ornesQuestionévaluer, estimer, aratériser le nombre

an,p = |An,p|.



Le oe�ient binomialou la ombinatoire de Monsieur Jourdain

C
p
n = nombre de sous-ensembles de {1,2, . . . , n} ayant p éléments= (n

p

)

=
n!

p!(n − p)!
=

n(n − 1) · · · (n − p + 1)

p!



Génération aléatoireTrouver une proédure (rapide) qui tire au hasard de façon uniforme un objetde taille n �xée.

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 0  1000  2000  3000  4000  5000  6000  7000  8000

Appliations : tests, expérimentations



Plan

• Compter quoi, et pour quoi ?
• Comment ompter ?
• Quelques questions �simples�



I. Pourquoi ompter ?

• Analyse d'algorithmes : énumération des entrées selon la taille et le oût detraitement → analyse de la omplexité de l'algorithme (en moyenne, voire endistribution).



Stokage d'une liste : les arbres binaires de reherhe

56 6 64 9 40 30 75 12 38
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Arbres binaires de reherhe
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Arbres binaires de reherhe

56 6 64 9 40 30 75 12 38

Combien faut-il faire de omparaisons, en moyenne, pour onstruire l'arbreassoié à une liste de n entrées ?Soit C(n) e nombre. Alors :
C(n) = n − 1 +

2

n

n−1
∑

i=0

C(i),dont on déduit que, pour n grand,
C(n) ∼ 2n logn.



Pourquoi ompter ?

• Analyse d'algorithmes : énumération des entrées selon la taille et le oût detraitement → omplexité de l'algorithme

• Physique statistique : modèles disrets dérivant les interations entre om-posants mirosopiques → prédition du omportement marosopique



Un modèle de ristal ferromagnétique [Lenz℄ : le modèle d'IsingÀ une éhelle mirosopique...
N atomes

But : Caluler la somme suivante, portant sur tous les oloriages possibles dessommets :

Z(N) =
∑onf. x•−•,où x est un nombre dépendant de la température et du matériau.



Pourquoi ompter ?

• Analyse d'algorithmes : énumération des entrées selon la taille et le oût detraitement → omplexité de l'algorithme

• Physique statistique : modèles disrets dérivant les interations entre om-posants mirosopiques → prédition du omportement marosopique

• Probabilités : les probas disrètes sont (en grande partie...) de la ombinatoireénumérative !Possibilité d'approher des phénomènes ontinus par des modèles disrets.



Pourquoi ompter ?

• Analyse d'algorithmes : énumération des entrées selon la taille et le oût detraitement → analyse de l'algorithme

• Physique statistique : modèles disrets dérivant les interations entre om-posants mirosopiques → prédition du omportement marosopique

• Probabilités : les probas disrètes sont (en grande partie...) de la ombinatoireénumérative !Possibilité d'approher des phénomènes ontinus par des modèles disrets.

• Bioinformatique, Algèbre, et.
• Pour éluider la struture des objets



II. Comment ompter ?

des objets de grande taille

• Compter les objets • Génération aléatoire

• Codage

Objets aléatoires

plusieurs paramètres

(ompat, e�ae)Thème Graphes

• Dénombrement selon

• Prédire les propriétés statistiques
d'objets disretsComprendre la struture

Résultats asymptotiques



Exemple : les arbres plans



Les arbres plans : struture

= +



Les arbres plans : omptage (♯ arêtes)

• Série génératrie :

A(t) =
∑

n>0

antn

⇒ A(t) = 1 + tA(t)2

=

n − m − 1

+

an =
n−1
∑

m=0

aman−m−1

m



Les arbres plans : omptage (♯ arêtes)

an =
1

n + 1

(2n

n

)

A(t) =
1 −

√
1 − 4t

2t

• Comptage

• Série génératrie :

A(t) =
∑

n>0

antn

⇒ A(t) = 1 + tA(t)2

=

n − m − 1

+

an =
n−1
∑
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aman−m−1
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Les arbres plans : odage
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Les arbres plans : génération aléatoire
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La hauteur des (grands) arbres plans
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Aj(t) = A(t)
1 − Q(t)j+1

1 − Q(t)j

• Arbres de hauteur au plus j

ave Q(t) = A(t) − 1



La hauteur des (grands) arbres plans
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• Codage

Aj(t) = A(t)
1 − Q(t)j+1

1 − Q(t)j

• Arbres de hauteur au plus j

ave Q(t) = A(t) − 1

ave F(x) =
∑

k∈Z e−k2x2
(1 − 2k2x2)

• La hauteur des grands arbres
E(Hn) ∼ √

π
√

n

P
(

Hn 6 x
√

n
) → F(x)



Une struture peut en aher une autre !

= +

m n − m − 1

2(2n + 1)a(n) = (n + 2)a(n + 1)

a(n) =
∑n−1

m=0 a(m)a(n − 1 − m)

Arbre binaireTaille n :

n + 1 sommets internes



III. Une petite question : Chemins dans un plan inisé

i
j

a(i, j, n)

n pas

• Soit a(i, j;n) le nombre de hemins de longueur n issus de (0,0), �nissant en

(i, j), et évitant la demi-droite rouge.
• Pourquoi a-t-on

a(1,0; 2n + 1) = C2n+1, a(0,1; 2n + 1) = 4nCn, a(−1,1; 2n) = C2n . . .ave Cn =
1

n + 1

(2n

n

)

= nème nombre de Catalan



... et une autre : Chemins dans un seteur

2n pas

a(n)

• Soit a(n) le nombre de hemins de longueur 2n partant et �nissant en (0,0),on�nés dans les 3/8èmes du plan.
• Pourquoi a-t-on

a(n) = 4n 5 · 11 · · · (6n − 1)

5 · 8 · · · (3n + 2)

1 · 3 · · · (2n − 1)

1 · 2 · · · (n + 1)
???


