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La combinatoire énumeérative : I'art de compter

COMPTER [k 0t e]. I. V. tr. 1. Déterminer (une quantité) par le calcul ;
spécialt. Etablir le nombre de = chiffrer, dénombrer, nombrer. Compter les
moutons.

Probleme générique

A ensemble des moutons

A, ensemble des moutons a n pattes

Question

évaluer, estimer, caractériser le nombre



La combinatoire énumeérative : I'art de compter

COMPTER [k 0t e]. I. V. tr. 1. Déterminer (une quantité) par le calcul ;
spécialt. Etablir le nombre de = chiffrer, dénombrer, nombrer. Compter les
moutons.

Probleme générique

A ensemble des moutons

An.p ensemble des moutons a n pattes et p cornes

Question

évaluer, estimer, caractériser le nombre

a'nap — |A’I’L,p| )



Le coefficient binomial
ou la combinatoire de Monsieur Jourdain

nombre de sous-ensembles de {1,2,...,n} ayant p éléments
(TL)_ n! _n(n—-1)---(n—p+1)
p’  p!(n—p)! p!



Génération aléatoire

Trouver une procédure (rapide) qui tire au hasard de facon uniforme un objet
de taille n fixée.
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Applications : tests, expérimentations



Plan

e Compter quoi, et pour quoi 7

e Comment compter 7

e Quelques questions ‘'simples”



I. Pourquoi compter ?

e Analyse d'algorithmes : énumération des entrées selon la taille et le colt de
traitement — analyse de la complexité de I'algorithme (en moyenne, voire en
distribution).



Stockage d’une liste :

les arbres binaires de recherche
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Arbres binaires de recherche

56 6 64 9




Arbres binaires de recherche

Combien faut-il faire de comparaisons, en moyenne, pour construire l'arbre
aSSOCié a une liste de n entrées 7

Soit C'(n) ce nombre. Alors :

271—1
C(n)zn—l—l—g Z C(1),
1=0

dont on déduit que, pour n grand,

C(n) ~



Pourquoi compter ?

e Analyse d'algorithmes : énumération des entrées selon la taille et le colt de
traitement — complexité de I'algorithme

e Physique statistique : modéeles discrets décrivant les interactions entre com-
posants microscopiques — prédiction du comportement macroscopique



Un modéle de cristal ferromagnétique [Lenz] : le modéle d’Ising

A une échelle microscopique...

N atomes

But : Calculer la somme suivante, portant sur tous les coloriages possibles des
sommets :
Z(N)= > z*¢,
conf.
ou x est un nombre dépendant de la température et du matériau.



Pourquoi compter ?

e Analyse d'algorithmes : énumération des entrées selon la taille et le colt de
traitement — complexité de I'algorithme

e Physique statistique : modéeles discrets décrivant les interactions entre com-
posants microscopiques — prédiction du comportement macroscopique

e Probabilités : les probas discrétes sont (en grande partie...) de la combinatoire
énumeérative !
Possibilité d'approcher des phénomeénes continus par des modéeles discrets.



Pourquoi compter ?

e Analyse d'algorithmes : énumération des entrées selon la taille et le colt de
traitement — analyse de ['algorithme

e Physique statistique : modéeles discrets décrivant les interactions entre com-
posants microscopiques — prédiction du comportement macroscopique

e Probabilités : les probas discrétes sont (en grande partie...) de la combinatoire
énumeérative !
Possibilité d'approcher des phénomeénes continus par des modéeles discrets.

e Bioinformatique, Algébre, etc.

e Pour élucider la structure des objets



II. Comment compter ?

e Compter les objets e (Génération aléatoire

N

Comprendre la structure
A d’objects discrets

~_

e Dénombrement selon
plusieurs parametres

e Prédire les propriétés statistiques e Codage
des objets de grande taille (compact, efficace)
Objets aléatoires Théme Graphes

Résultats asymptotiques



Exemple : les arbres plans



Les arbres plans : structure




Les arbres plans : comptage (# arétes)

m n—m-—1

e Série génératrice :

A(t) = ) ant”

n>0

= A(t) = 1+ tA(t)?



Les arbres plans : comptage (# arétes)

e Comptage

A(ﬂ_l—\/l—
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e Série génératrice :

A(t) = ) ant”

n>0

= A(t) = 1+ tA(t)?



Les arbres plans : codage

e Comptage

A(ﬂ_l—\/l—

an —
n




Les arbres plans :

e Comptage

génération aléatoire

e Génération aléatoire

=
=

[

I

i

u/
1\\

’\

i
| i

120 T T T T T T T
( t ) 100 | Wl 1
— TN Ae
Ot
80 ) ¥ -
g I\
1 2 n ) Ml
An — *[ : - ]
n il \ %‘.
+ 1 —
S
20 u B
i — —
— -
° 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000




La hauteur des (grands) arbres plans

e Comptage e (Génération aléatoire
1 — \/1—7 S
A(t) = ‘
An — i 1
Tu Qt |
= = b

e Arbres de hauteur au plus j
1—Q()*!

1 —Q(t)
avec Q(t) = A(t) — 1
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La hauteur des (grands) arbres plans

e Comptage e (Génération aléatoire
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e Arbres de hauteur au plus j
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e La hauteur des grands arbres e Codage

P(Hyp < zy/n) — F(z)
avec F(z) = Y,z e 7% (1 — 2k2z?)




Une structure peut en cacher une autre !

n—1

a(n) = Yty a(m)a(n — 1 —m)

Arbre binaire

Taille n :
n + 1 sommets internes

22n+ 1Da(n) = (n+2)a(n+ 1)



III. Une petite question : Chemins dans un plan incisé

RS — a(f,aj,sm

e Soit a(7,7;n) le nombre de chemins de longueur n issus de (0,0), finissant en
(4,7), et évitant la demi-droite rouge.

e Pourquoi a-t-on

a(1,0;2n+1) = Cop41, a(0,1;2n+1) =4"Cp, a(—1,1;2n) =Cyhy,...
1
n-+1

avec (), =

2 <
( n) = n®M€ hombre de Catalan
T



. et une autre : Chemins dans un secteur

NeEET 4
e

e Soit a(n) le nombre de chemins de longueur 2n partant et finissant en (0,0),
confinés dans les 3/8%M€S qu plan.

e Pourquoi a-t-on

o 5.11---(6n—1) 1-3---(2n—1)

777
5.8.--(3n+2) 1:-2---(n+1)

a(n) =4



