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J�erômeBaril

ChristopheSchlick - Tamy Boubekeur



Table des mati �eres

1 In tro duction 1

2 Param �etrisation 3
2.1 Pr�esentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.1.1 D�e�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.1.2 Param�etrisation et Infographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.1.3 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2 Conceptset Fondements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2.1 Un peu de g�eom�etrie di� �erentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2.2 Tenseursm�etriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.3 M�ethodes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.3.1 Surfacede topologie simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.3.2 Surfacede topologie arbitraire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3.3 Analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.4 ImagesG�eom�etriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3 Surfaces �a base de poin ts 30
3.1 Pr�esentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.1.1 Probl�ematique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.1.2 Rendu et multi-r �esolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.1.3 Acquisition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2 Reconstruction de surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4 Images G�eom�etriques pour des surfaces �a base de poin ts 37
4.1 Objectif et containtes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.2 Echantillonnage d'une surface�a basede points . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.3 Param�etrisation d'un nuagede points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.3.1 Param�etrisation par reconstruction de surface . . . . . . . . . . . . 39
4.3.2 Param�etrisation sanstopologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.4 M�ethode directe de param�etrisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.4.1 Aper�cu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.4.2 Les champs vectoriels ~K et ~K ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.4.3 Minimisation de la fonction objective . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

1



4.4.4 R�esultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.5 G�en�eration de l'image g�eom�etrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.6 Am�eliorations futures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5 Conclusion 56
]

2



Remerciemen ts

Avant de d�etailler le contenu de ce stage, je tiens �a remercier PascalGuitton, pour
m'avoir ouvert lesportesdesonlaboratoire et accueilli au seindeson�equipederecherche.
Je tiens aussi �a exprimer toute ma gratitude �a Christophe Schlick et Tamy Boubekeur,
mesresponsablesde stage,pour m'avoir permis de r�ealisercette �etude. Un grand merci
�a Tamy qui a toujours �et�e disponible pour r�epondre �a mes questionsainsi que pour la
gentillesse et l'atten tion dont il a fait preuve durant toute la dur�eedu stage.Je remercie
�egalement toute l' �equipe de mod�elisation et synth�esed'image du LaBRI pour m'avoir
consid�er�e commeun desleurs depuis le d�ebut.

Une attention tout particuli �erepour Bruno L�evy de la LORIA pour sadisponibilit �eet
sonaide pour l'adaptation de sesoutils techniques �a mesbesoins.Dans la même�equipe,
je remercie tout particuli �erement Nicolas Ray pour cespr�ecieux conseils,sa patience et
sesencouragements.

En�n, d'un point de vue plus personnel, je remercie Yasmine et Thomas pour leur
compagnieagr�eable tout au long de ce stage, Zara pour la touche de folie et toute ma
famille et mesamis qui m'ont aid�e durant cesquelquesmois.

3



R�esum�e

Ce m�emoire de recherche se concentre sur le rapprochement entre les m�ethodes de
param�etrisation de surfacesmaill�eeset les surfaces�a basede points. R�ecemment, plu-
sieurs travaux se basent sur des techniques de param�etrisation. Ce besoin se justi�e
pour plusieurs raisons : calculs g�eom�etriques moins couteux, compressionde surface
3D, application de texture, ... Ainsi, les imagesg�eom�etriques utilisent ce princip e dans
leur m�ecanismede construction. L'id �ee consiste �a repr�esenter une surface 3D �a l'aide
d'une image dont les valeurs colorim�etriques correspondent aux coordonn�eesdespoints
de la surface.Cette encapsulationd�e�nie une m�ethode de stockagede la surfaceacces-
sible directement par le mat�eriel graphique. En parall�ele, les surfacesd�e�nies �a basede
points sont devenues depuis quelquesann�eesl'un des paradigmes les plus utils�es pour
la mod�elisation d'objet 3D. Ce m�emoire a donc pour but d'�etablir une classi�cation des
techniquesde param�etrisation existantes en vue de proposerune solution d'adaption des
imagesg�eom�etriques aux surfaces�a basede points.
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Chapitre 1

In tro duction

Avec un mat�eriel graphique de plus en plus performant et acc�essible �a tous, les
activit �esde recherche en infographie sont 
orissantes. Le le•�t-motiv de cestravaux r�eside
dans le recherche d'un niveau de d�etail su�san t pour coller au mieux �a la r�ealit�e. Cet
aspect seretrouve dans bon nombre de domaine tels que l'imagerie m�edicale,les images
de synth�eseou la r�ealit�e virtuelle. Ce soucisde r�ealit�e oblige �a extraire lescaract�erisques
naturelles d'un objet pour les reproduire dans un environnement virtuel. Ces attributs
sont d'une part visuels (couleurs, absorbtion et propagation da la lumi�ere, ombrage,
...) et d'autre part physiques (forme, positionnement, d�eplacement, d�eformation, ...).
Cette analyse fait partie du domaine de comp�etence de la synth�esed'image et de la
mod�elisation g�eom�etrique. Nous nous placerons, ici, dans le cadre de la mod�elisation
g�eom�etrique �a travers destravaux de manipulations de surfaces3D.

La param�etrisation desurfaces3D consiste�a exprimer lescaract�erisquesg�eom�etriques
et topologiquesd'une surfacedans un domaine param�etrique plus apte �a accueillir cer-
taines actions. L'exemple le plus repr�esentatif de ce domaine est l'application de tex-
ture : il s'agit de mettre en correspondanceune texture d�e�nie g�eom�etriquement dans
R 2 avec une surface qui elle est plac�ee dans R 3. Les applications sont nombreusesde
part la facult�e d'adaption du domaine param�etrique aux contrain tes d'un probl�eme.La
repr�esentation d'un surface3D et de sesinformations param�etriques passesouvent par
desstructures de donn�eeslourdes �a stocker et complexes�a manipuler. R�ecemment, plu-
sieurs travaux ont �et�e d�evelopp�es sur le th�eme des images g�eom�etriques. Ce support
a pour but de contenir l'ensemble des informatons g�eom�etriques et topologiquesd'une
surface3D approxim�ee par un maillage polygonal. Ce proc�ed�e est r�ealis�e en identi�an t
chaque pixel d'une image comme un point de la surface.On pro�te alors de toutes les
techniquesexistantes en compression,multi-r �esolution et traitement d'image 2D mais en
les appliquant, par cet interm�edaire, sur un objet 3D. De plus, la gestionde cette image
peut être prise en charge directement par le mat�eriel graphique, capable de manipuler
les imagessousforme de texture.

Les cartes graphiques peuvent a�c her des objets 3D �a condition que ces derniers
soient explicitement d�e�nies par un maillage. Cependant, cesderni�eresann�ees,les sur-
faces d�e�nies �a base de points sont devenues un des outils les plus utilis �es pour la
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mod�elisation d'objets 3D. Cet engouement se justi�e par l'utilisation grandissante des
scanners 3D qui fournissent directement un nuage de points. Ainsi, dans une telle
d�e�nition de surface,aucune information d'adjacenceentre les points est explicitement
stock�ee. Ce model fournit uniquement les informations g�eom�etriques de la surfacesans
retenir les crit �eres topologiques.Les surfaces�a base de points r�ev�elent des avantages
pour les transmissionsprogressivesou l'adaption aux repr�esentations multi- �echelles.

Le but de ce m�emoire est donc d'�etudier la possibilit�e de fusionner les domaines
pr�ecedemment �evoqu�es. Le travail s'organiseraautour d'une �etude bibliographique ap-
profondie desdi� �erentes m�ethodes de param�etrisation existantes. Une pr�esentation des
surfaces�a basepoints seraensuite r�ealis�ee.La derni�erepartie traitera d'une proposition
d'adaption d'une m�ethodes de param�etrisation, d�edi�ee �a l'origine aux maillages poly-
gonaux, sur le surface �a basede points. L'ob jectif de cette adaptation est de guider la
construction d'une image g�eom�etrique, pour une sufarce d�e�nie par des points, par la
param�etrisation.
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Chapitre 2

Param �etrisation

Ces derni�eres ann�ees,de nombreux travaux de recherche se sont focalis�eessur des
m�ethodesde param�etrisation. Nousallons illustrer danslessectionssuivantes en quoi ces
recherchespr�esentent un int�er̂et grandissant pour l'infographie, en expliquer lesprincip es
et les di�cult �es et en�n d�etailler les m�ethodes les plus repr�esentativ es dans le cadre de
notre projet. Nous terminerons par une pr�esentation des images g�eom�etriques dont la
construction est guid�eepar la param�etrisation.

2.1 Pr �esentation

2.1.1 D�e�nition

Une param�etrisation d�e�nit une correspondance entre une surface et un domaine
param�etrique. Une telle repr�esentation revient �a d�eplier la surfacesur la repr�esentation
g�eom�etrique du domaine de param�etrisation. Le plus souvent, ce d�eploiement s'e�ectue
sur un carr�e unitaire, un cercle trigonom�etrique ou une sph�ere. Nous nous interesserons
ici particuli �erement aux domainesparam�etriques planaires qui correspondent le plus �a
nos contrain tes. Une repr�esentation bien connue de ce proc�ed�e est une planisph�ere. La

Fig. 2.1 { Planisph�ere

3



longitude et la latitude d�e�nissent une param�etrisation triviale. En observant en d�etail
l'illustration de la planisph�ere, on peut d�ej�a mesurer les di�cult �es pour construire une
fonction de param�etrisation. En e�et, on peut constater imm�ediatement que les pôles
sont surd�e�nis. Ce probl�emeest une pr�eoccupation majeure dans la construction d'une
fonction de param�etrisation visant �a minimiser les distorsions g�eom�etriques.

2.1.2 Param �etrisation et Infographie

En infographie, une surface est approxim�ee par un ensemble de polygones,le plus
souvent destriangles. Concr�etement, celarevient �a exprimer chaquepoint decoordonn�ees
(x; y; z) du maillage par un point de coordonn�ees(u; v) dans le domaineparam�etrique. Il
s'agit donc de trouver une fonction � lin�eaire par morceaux(i.e. pour chaquepolygone)
telle que :

� : D � R 2 ! S � R 3

(u; v) 7! (x; y; z)

Le plus souvent, cette fonction est bijective et sa description analytique d�epend du
type de param�etrisation que nous souhaitonse�ectuer :

{ Isom�etrique : conserve les distances,
{ Conforme : pr�eserve les angles,
{ Authalique : respecte les aires.

Th �eor �eme 1 Toute param�etrisation isom�etrique est conforme et authalique, et toute
param�etrisation conforme et authalique est isom�etrique.

isom�etrique , conforme + authalique

Une param�etrisation isom�etrique est envisageableuniquement avecdessurfacesdites
d�eveloppables (un cylindre par exemple).Or, en infographie, ce type de surfaceest rare
du fait de la complexit�e topologiquegrandissante desobjets visant �a coller �a la r�ealit�e.
C'est pourquoi, en pratique, nous avons trois typesde param�etrisation :

{ conforme,
{ authalique,
{ un compromis entre conforme et authalique.

La di�cult �e pour construire une fonction de param�etrisation r�esidedonc dans la mi-
nimisation desd�eformations angulaireset du changement desaires. Les m�ethodesstan-
dards permettent de minimiser cesdistorsions pour desobjets topologiquement simples
(disqueou sph�ere).Construire une \b onne" param�etrisation pour desobjets de topologie
arbitraire reste un probl�emeouvert.

2.1.3 Applications

Les termes d'une param�etrisation �etant �x �e, nous pouvons nous demander main-
tenant dans quels buts nous e�ectuons cette d�emarche. De nombreusesapplications
d�ecoulent de tels travaux.
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Tout d'abord, certaines surfacessont d�e�nies par leur coordonn�eesparam�etriques
(surfacesiso-param�etriques telles que les surfacessplines ou NURBS). Dans ce cas l�a,
la param�etrisation permet de reconstruire la surface dans un environnement en trois
dimensionsen l'approximant par une surfacetriangul �ee.

Une application plus courante est l'application de texture sur la surface.Une texture
est d�ecrite en deux dimensions. Or, une surface est d�ecrite le plus souvent en trois
dimensions (mis �a part les surfacesd�ecrites pr�ecedemment). De ce fait, il faut �etablir
une correspondanceentre lesdeux domainesde mani�ere �a pouvoir plaquer la texture sur
la surface.

Un autre domaine de comp�etenceconsiste �a e�ectuer des calculs g�eom�etriques. En
e�et, les calculs g�eom�etriques sont moins couteux lorsque l'on travaille en dimension
inf�erieure. Par exemple, le morphing et la re-g�en�eration du maillage entrent dans ce
crit �ere.

Il est donc di�cile de �xer les limites applicativesdesm�ethodesde param�etrisation.
Nous avons cit�e ici les applications les plus courantes. Le domaine de comp�etencesreste
encoreouvert dans la mesureou de nouvellesapplications apparaissent fr�equement dans
la litt �erature.

2.2 Concepts et Fondemen ts

Apr �esun rappel sur les th�eoriesmath�ematiques,nous illustrerons les indicesmises�a
notre disposition pour quali�er une param�etrisation.

2.2.1 Un peu de g�eom�etrie di� �erentielle

Consid�erons,commevu pr�ec�edemment, la param�etrisation d'une surfaceS. Une fonc-
tion deparam�etrisation estunerelation du domaineparam�etrique D � R 2 versla surface
S � R 3 telle que :

�( u; v) = (x(u; v); y(u; v); z(u; v)) ; 8 (u; v) 2 D

et on notera 	 la fonction inverse.
Une telle repr�esentation estdite r�eguli�ere lorsquelesfonctionsx, y, et z sont di� �erentiables

(i.e. existenced'une d�eriv�ee) et que les vecteurs

~� u =
@�
@u

; ~� v =
@�
@v

sont lin�eairement ind�ependants en tout point. Nous nous placeronsdans ce cas.

Notons,
J =

�
� u � v

�

la matrice Jacobienne de la fonction �. La matrice J d�etermine toutes les propri �et�es
induites par la premi�ere forme fondamentale. Cette derni�ere, qui d�etermine la longueur
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d'un arc sur la surfaceS, est donn�eeexplicitement par :

ds2 = E(u; v)du2 + 2F (u; v)dudv + G(u; v)dv2

avec
E(u; v) = � u � � u ; F (u; v) = � u � � v et G(u; v) = � v � � v :

En d�e�nissant la matrice I comme

I = J T J =
�

E F
F G

�

On remarque que la matrice I contient toutes les informations de la premi�ere forme
fondamentale. Alors, I est consid�er�e comme un tenseur m�etrique. Nous allons voir par
la suite comment interpr�eter cesr�esultats.

Les param�etrisations conformes ont la propri �et�e de pouvoir être exprim�eescomme
une fonction complexe. Consid�erons un domaine param�etrique planaire. Une telle pa-
ram�etrisation peut être interpr�et�eecommeune fonction de variable complexe, w = 	( z).
Une fonction 	 de param�etrisation conforme qui satisfait l' �equation de Cauchy-Riemann
est d�ecrite par

@u
@x

=
@v
@y

;
@u
@y

=
@v
@x

avec z = x + i y et w = u + i v.
On peut �ecrire cette �equation avec l'op�erateur de Laplace :

r u = 0; r v = 0 avec r =
@2

@x2 +
@2

@y2 :

Une fonction de param�erisation qui respecte ces deux �equations est appel�ee une
fonction harmonique.

Th �eor �eme 2 Si 	 : S ! D � R 2 estharmoniqueet lesfronti�eresdeS sont hom�eomorphes
�a celles de D alors 	 est bijective.

De part le th�eor̂eme sur les d�eriv�ees des fonctions inverses,on peut construire le
même raisonnement pour la fonction �. Nous nous reporterons tout au long de cette
�etude �a cette caract�eristique.

2.2.2 Tenseurs m�etriques

Lestenseursm�etriques nousdonnent lesinformations sur lesdistorsionsg�eom�etriques
engendr�eespar une fonction de param�etrisation. Nous aborderonsici les indices les plus
souvent rencontr �esdans la litt �erature.
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Energie de Dirichlet

L' �energiede Dirichlet est une quantit �e bien connue en g�eom�etrie di� �erentielle. Elle
part de l'in terpr�etation d'une premi�ere constatation :

Air eS =
1
2

Z

S
j� u � � v j dudv

�
1
2

Z

S
j� u jj � v j dudv

�
1
4

Z

S
(E + G) dudv = Energie de Dirichlet

On peut v�eri�er que la premi�ere in�egalit�e devient une �egalit�e si � u � � v = 0 sur toute la
surfaceet la seconde,si j� u j = j� v j. Le minimum de cette �energieest l'aire de la surface
et cette optimisation est atteinte pour une param�etrisation conforme.

Energie Chi

Desbrun et al. introduisent dans [12] l' �energieChi. En quali�an t les param�etres in-
trins�equesd'une surface, Desbrun d�etermine les conditions optimales pour illustrer la
pr�eservation desaires.Le but de sad�emarche est d'assurer l'identit �e descaract�eristiques
de la secondeforme fondamentale (i.e. la courbure ) en minimisant l'energie E � , dont la
formulation discr�ete est :

E � =
X

j 2N (i )

(cot 
 ij + cot � ij )
jx i � x j j2

(ui � uj )2

o�u N (i ) correspond au voisinaged'un point Pi . Les angle sont not�esconform�ement �a la
�gure 2.2. Un param�etrisation minimisant cette �energieseraquali� �eed'authalique.

Fig. 2.2 { Voisinaged'un point Pi [12]

Norme L 2 et L 1

Sanderet al. introduisent dans[51] deuxnouvellesnormesquali� �eesd'indices d'�etirement
g�eom�etrique. Consid�erons la matrice J �enonc�ee pr�ecedemment. Notons, � et 
 , respec-
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tiv ement, la plus grande et la plus petite valeurs singuli�eres de J . On les obtient par

�( u; v) = max

 r
1
2

�
(E + G) +

p
(E � G)2 + 4 � F 2

�
!

; 8(u; v) 2 D


 (u; v) = min

 r
1
2

�
(E + G) +

p
(E � G)2 + 4 � F 2

�
!

; 8(u; v) 2 D

Concr�etement, cesvaleurs repr�esentent la plus grande et la plus petite longueur de
l'image d'un vecteur unitaire par la fonction �. De l�a, on peut d�eduire deux normesdont
l'une (L 2) repr�esentera l' �etirement moyen et l'autre (L 1 ) correspondra au pire �etirement
g�eom�etrique. Ainsi, pour un triangle T ,

L 2(T ) =

r
� 2 + 
 2

2
=

r
E + G

2
; L 1 (T ) = � :

repr�esentent les �etirements g�eom�etriques dans toutes les directions du domaine pa-
ram�etrique.

Par la suite, la même �equipe compl�emente les normes L 2 et L 1 [50]. En e�et, ils
ne tiennent plus seuleument compte de la g�eom�etrie de l'ob jet mais aussi du signal �a
param�etriser (couleurs, normales, : : :).

2.3 M �etho des

De nombreusesm�ethodes sont disponibles dans la litt �erature. Une classi�cation est
n�ecessairepour d�eterminer les domaines de comp�etence de chaque publication. C'est
pourquoi, nous allons pr�esenter dans un premier temps les m�ethodes pour les objets
de topologie simple. Nous nous attarderons ensuite sur une g�en�eralisation de la pa-
ram�etrisation pour de objets de topologie arbitraire.

2.3.1 Surface de top ologie simple

La notion detopologiesimplecorrespond dansnotre casaux maillageshom�eomorphes
�a un disqueou une sph�ere. Une analysedesparam�etrisations sph�eriquesest �etudi�eepar
Gotsman dans[21]. Nousnouslimitons aux param�etrisations planaires.Une pr�esentation
exhaustive de ce type de param�etrisation a �et�e r�ealis�eedans [17]. Les m�ethodesdecrites
par la suite sont cellesqui nous semblent les plus repr�esentativ es dans le cadre de notre
projet. Nous exposeronsdans un premier temps les m�ethodeso�u les fronti �eressont sous
contrain tes puis, cellesautorisant desfronti �ereslibres.

Param �etrisation avec fron ti �eres �xes

Les m�ethodes courantes de param�etrisation avec fronti �eres �xes d�ecoulent des tra-
vaux de Tutte [63]. Par une correspondanceentre un maillage polygonal et un graphe
planaire, chaque noeud (i.e. point du maillage) est interpr�et�e comme une combinaison
barycentrique par rapport �a sesvoisins.
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Th �eorie des graphes : Dans un premier temps, Tutte �etablit une correspondance
entre la topologie de l'ob jet et un graphe planaire. Ainsi, pour une surface triangul �ee
S = S(G; X ) o�u,

{ X = x i 2 R 3 : i = 1; : : : ; N ,
{ G est un graphe planaire triangul �e G = G(V; E; F ) avec V = i : i = 1; : : : ; N

identi�an t X , E est l'ensemble desarêtes rectilignes connectant les Vi (i.e. x i ), et
F contient les facesfronti �eres;

une param�etrisation est une triangulation planaire P isomorphe1 �a G.

Co ordonn �ees barycen triques : La deuxi�eme notion importante de cestravaux
r�eside dans l'expression d'un point du maillage par rapport �a ses voisins. Ajoutons
une pr�ecisionsuppl�ementaire sur les notations pr�ec�edentes. Consid�erons la surfaceS =
S(G; X ) commepr�ecedemment, on notera lesx1; : : : ; xn lespoints int�erieurset xn+1 ; : : : ; xN

les points de la fronti �ereset en�n K = N � n. La d�emarche de Tutte consiste�a choisir

un+1 ; : : : ; uN ;

commelespoints d'un polygoneconvexe�a K cot�esD � R 2 organis�esdans le senstrigo-
nom�etrique. Ainsi, il d�e�nit les u1; : : : ; un comme les solutions du syst�eme d'�equations
lin�eairestelles que,

ui =
NX

j =1

� i;j uj ; i = 1; : : : ; n: (2.1)

avec,

� i;j = 0 (i; j ) =2 E; � i;j > 0 (i; j ) 2 E ;
NX

j =1

� i;j = 1:

De ce fait, chaque noeud int�erieur est exprim�e comme une combinaison convexe
lin�eaire de sesvoisins. Il utilise le casparticulier � i;j = 1=di o�u di repr�esente la valence
du noeud i . Il prouve danscette con�guration qu'il existe une unique solution P lorsque
les fronti �eres sont organis�eesautour d'un polygone convexe. La �gure 2.3 r�esumeles
travaux de Tutte.

Michael Floater �etudie dans [18] une extensionde cesr�esultats en vue d'obtenir des
coe�cien ts de pond�eration procurant moins de distorsions. Ainsi, il met en place trois
typesde param�etrisation :

{ uniform : les � i;j sont constants2,
{ weighted least squares : les � i;j sont proportionnels �a la longueur desarêtes(i; j ),
{ shape preserving : les � i;j sont calcul�es par un quotient desaires destriangles.

Les deux premi�eres m�ethodes engendrent de fortes distorsions sur la surface pa-
ram�etris�ee.La param�etrisation quali� �eede shape preserving pr�esente desr�esultats plus
fonctionnels.Cette repr�esentation param�etrique donneune carte quasi-conforme de l'ob-
jet. Elle est r�ealis�ee en deux �etapes.

1existance d'une bijection
2voir Tutte
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Fig. 2.3 { Un graphe, une surfacetriangul �eeet une param�etrisation

P1

P2

P3

P

P3 P2

P1

P6

P4
P5

P

(A) (B)

Fig. 2.4 { Repr�esentation polaire g�eod�esiqued'un point et son voisinage(A) di = 3 (B)
di = 6

La premi�ere�etapeconsiste�a exprimer un point et sonvoisinagepar unerepr�esentation
polaire g�eod�esique, qui pr�eserve la longueur des arcs dans toutes les directions. Cette
transposition permet de mettre en place la deuxi�eme�etape en pond�erant chaque point
du voisinage.Deux cassont �a prendre en consid�eration :

,! di = 3 : Dans ce cas,il existe une unique �ecriture de P en fonction dessesvoisins
(voir �gure 2.4 (A)) :

� i;j 1 =
air e(P; P2; P3)
air e(P1; P2; P3)

; � i;j 2 =
air e(P1; P; P3)
air e(P1; P2; P3)

; � i;j 3 =
air e(P1; P2; P)
air e(P1; P2; P3)

:

,! di � 3 : Plusieurschoix sont possibles.Floater a choisi de faire commeillustrer sur
la �gure 2.4 (B). En tra�cant la droite (P; P1), on remarquequ'elle intersectele polygone
en un unique segment : [P3; P4] dans l'exemple. Il existe donc, en ne tenant compte que
despoints voisins P1; P3; et P4, une unique �ecriture barycentrique (cas di = 3).

Lee et al. dans [32] appronfondissent l'id �eede Floater [18]. Leur �etude sebasesur le
fait que la repr�esentation polaire g�eod�esiqueintroduit des distorsions locales.En e�et,
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suivant la courbure de la surfaceS en un point Pi , lesarêtesreliant lesPi;j ; j = 1; : : : ; di

voisins de Pi peuvent ne pas être rectilignes.

Fig. 2.5 { Distorsion dans une repr�esentation polaire g�eod�esique

Ainsi, commeon peut le remarquer sur la �gure 2.5, lorsque la courbure gaussienne
est n�egative (i.e. un creux sur la surface), les arêtessont, dans la repr�esentation polaire
g�eod�esique,convexes.Le casest identique avecunecourbure gaussiennepositive (i.e. une
bossesur la surface) : les arêtes sont concaves. Donc, la pond�eration faite par Floater
[18] est valide seulement dans l'espaced�eform�e.

C'est pourquoi, Lees'abstient decette repr�esention. Elle d�eterminela distance g�eod�esique3

du segment [Pj ; Pj 0], propri �et�e intrins�equede la surface.Grâce�a cecalcul, elle d�e�nit les
poids � i;j desPi;j commeun ratio de distances.

Plus r�ecemment, Floater g�en�eralise dans [19] le Th�eor�eme desvaleurs moyennesen
trois dimensions.Ce th�eor�emeest un moyen d'expressiond'un point dans le noyau d'un
polygoneconvexecommeune combinaison despoints du polygone.Ainsi, conform�ement
�a la �gure 2.6, chaque � i;j ; j = 1; : : : ; n = di est d�e�ni par

� i;j = wi =
nX

j =1

wj ; wi =
1
r i

�
tan

� i

2
+ tan

� i � 1

2

�
:

Cette m�ethode, contrairement �a [18], s'applique directement sur la surfacetriangul �ee.
Desbrun et al. dans [12] exposent un nouveau calcul de param�etrisation authalique.

En quali�an t les propri �et�es intrins�eques d'une surface, ils d�eterminent les crit �eres �a
conserver lors d'une param�etrisation et d�e�nie les �energies�a minimiser lors du change-
ment de dimension (Dirichlet EA et Chi E � voir section 2.2.2). Deux param�etrisations
sont donc misesen place o�u,

� A
i;j = cot(� i;j ) + cot(� i;j ) ! coe�cien ts conformes

� �
i;j = (cot(
 i;j ) + cot(� i;j )) =jpi � pj j2 ! coe�cien ts authaliques

3distance calcul�ee directement sur la surface
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Pi

Pi +1

Pi � 1

P

� i � 1

� i

r i

Fig. 2.6 { Notation desangles� i [19]

conform�ement �a la �gure 2.2. La solution optimale est trouv�eepar combinaison lin�eaire
de cesdi� �erents coe�cien ts telle que :

8
><

>:

� Opt
i;j = � 0� A

i;j + (1 � � 0)� �
i;j

8� 2 [0;1]; E(� 0) � E (� )

E(� ) = �E A + (1 � � )E �

De plus, Desbrun inaugure de nouveaux degr�es de lib ert�e dans le placement des
fronti �eres. Pour cela, il utilise un proc�ed�e bien connu dans les exp�erimentations phy-
siques: le calcul d'une r�eponse impulsionnelle. Cette m�ethode consiste�a construire une
base dans le domaine param�etrique. Un changement de position d'un point fronti �ere
engendreraun calcul descoordonn�eesde chaque point param�etr�e dans la nouvelle base
d�eform�ee.Le placement \naturel" desfronti �eresy estaussiexpos�epour lesparam�etrisation
conformes. Cet article introduit donc,enplus d'une nouvelleexpressiond'une param�etrisation
authalique, de nombreux degr�esde lib ert�e �a explorer.

Param �etrisation avec fron ti �eres libres

Les param�etrisations conformes (ou quasi-conforme) sont les plus �etudi�ees dans
la mesure ou elles conservent au mieux la g�eom�etrie de la surface param�etris�ee. Ces
m�ethodessont localement isotropiques: un cercleunitaire dans le domaineparam�etrique
est un cercle unitaire sur la surface. Une fonction � est quali� �ee de param�etrisation
conforme si, pour tout (u; v) :

~N �
@�
@u

=
@�
@v

(2.2)

o�u ~N d�esignela normale �a la surface. Il est possibled'�ecrire l' �equation 2.2 en utilisant
les op�erateurs di� �erentiels, Laplace-Beltrami dans [64]. Cette �ecriture nous donne une
pond�eration par la cotangente (voir Desbrun et al. [12] pr�ecedemment) et n�ecessiteune
combinaison barycentrique convexe (th �eor�eme 2).
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L�evy et al. dans[8] ne discr�etisent pasl' �equation 2.2 sur l'ensemble de la surfacemais
consid�erent la condition de conformalit �e sur chaque triangle. Le th�eor�eme de Riemann
prouve l'existenced'une param�etrisation si l' �equation 2.2est respect�ee.De plus, lesarêtes
de la param�etrisation doivent être rectilignes. Avec cette contrain te suppl�ementaire, il
n'est pasforc�ement possiblede satisfaire l' �equation 2.2. C'est pourquoi, L�evy et al. quan-
ti�en t la violation de la condition de Riemann et la minimisent au sensdes moindres
carr�es pour former les Least Squares Conformal Maps (LSCM ). Cette �energieest ex-
prim�eegrâceaux nombres complexescommed�ecrit dans la section 2.2.1 sur un triangle
T :

C(T ) =
Z

T

�
�
�
�
@	
@x

+ i
@	
@y

�
�
�
�

2

dA =

�
�
�
�
@	
@x

+ i
@	
@y

�
�
�
�

2

AT ;

o�u AT est l'aire du triangle. On peut associer �a chaquesommetdu maillage, un nombre
complexe�a l'aide du gradient d�e�nit sur sestriangles adjacents. De plus, il est prouv�e
que la r�esolution du syst�eme �a minimiser est unique, que la fonction 	 est invariante
suivant la r�esolution du maillage (voir �gure 2.7) et que les triangles ne changent pas
d'orientation 4. Les r�esultats obtenus procurent peu de distorsions. Les temps de calculs
restent tout de même�elev�es par rapport aux m�ethodespr�ec�edentes.

Fig. 2.7 { Invariance par la r�esolution [8]

C'est pourquoi, NicolasRay et Bruno L�evy ajoutent dans[39] un concepthi�erarchique
�a la m�ethode pr�ec�edente. En e�et, les LSCM pr�esentent desavantagesparticuli �erement
attrayants dans ce casdu fait de l'in variance de la param�etrisation suivant le niveau de
d�etail (le changement entre deux niveaux de d�etail ne doit pas être trop brutal). A�n de
mettre en placeune telle hi�erarchie, Ray utilise lesmail lagesprogressifs [25]. La m�ethode
originelle consiste�a e�ectuer desop�erations topologiquessur le maillage,supprimer arête
et dupliquer point . Ainsi, la transition versun niveauvoisin correspondra �a un ensemble
d'op�erations topologiques.Par la suite, d'autres approchesont �et�e exploit�ees[28, 34].

Grâce �a cela, une premi�ere param�etrisation est e�ectu �ee au niveau de d�etail le plus
grossier. En r�epercutant ces r�esultats au niveau param�etrique suivant, grâce �a l'in va-
riance par la r�esolution desLSCM, la solution est trouv�eebeaucoupplus rapidement et

4un casparticulier : http ://www.loria.fr/ ~levy/php/article. php ?pub=../publications/pap ers/2002/lscm
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cela jusqu'au niveau de d�etail voulu. La contribution de cette publication r�esidedonc
dansla minimisation destemps decalcul qui jumel�eeaux qualit �esd�ecritespr�ecedemment
constitut une m�ethode robuste.

Alors que la m�ethode pr�ec�edente [8] est bas�eesur la minimisation d'une �energiesur
un triangle, She�er et al. dans[57] minimise une �energiebas�eesur lesanglesdestriangles
param�etris�es.

Notons � i les anglesdu maillageset � i sesalter-egosdans le domaine param�etrique.
Pour un point p 2 S, de�nissons � (p) =

P
i � i ; i = 1; � � � ; di . Pour un point int�erieur,

� (p) =
P

i � i = 2� 6= � (p). Cette d�eformation est in�evitable. Toutefois, un angleoptimal
est d�etermin�e � i = � i s(p) o�u s(p) est d�e�nie par :

s(p) =

(
2� =� (p); p point int�erieur

1; p point fronti �ere

Ainsi, lesanglesoptimaux par la param�etrisation sont trouv�esenminimisant l' �energie:

E(� ) =
X

i

(� i =� 1 � 1)2:

L' �energie E(� ) poss�ede une borne inf�erieure et le minimum est atteint pour une
surfaced�eveloppable o�u � i = � i = � i pour tout i . Jusqu'�a pr�esent, un syst�eme lineaire
est �a r�esoudrepour d�e�nir les � i optimaux. Cependant, pour garantir la validit �e de la
solution, desoptimisations non lin�eairessont misesen place.

Du fait des optimisations non-lin�eaires, les temps de calcul sont importants. Une
am�elioration est apport�ee dans [56] grâce �a une collaboration avec Bruno L�evy. Cette
optimisation est r�ealis�ee d'une part par des transformations alg�ebriques du syst�eme �a
r�esoudreet est agr�ement�eed'autre part par une approche hi�erarchique du maillage. Ces
di� �erentes optimisations permettent de diminuer les temps de calcul d'un facteur 100!
De plus, les r�esultats qualitatifs sont e�caces dans la mesureo�u cette m�ethode est celle
qui pr�esente les moins de distorsions parmis desm�ethodesvues jusqu'�a pr�esent.

2.3.2 Surface de top ologie arbitraire

Les m�ethodes que nous avons vu jusqu'�a pr�esent sont utilisables pour des surfaces
hom�eomorphes�a un disque. Cependant, la plupart des surfacesque nous rencontrons
en infographie ne correspondent pas �a ce cas. L'instauration de nouveaux crit �eres de
param�etrisation est donc indispensablepour g�en�eraliser les m�ethodes pr�ec�edentes aux
surfacesde topologie arbitraire. De nombreusestechniques abondent dans ce sens.Le
princip e le plus courant consiste�a diviser la surfaceen sommede surfacesd�eveloppables.
Tout comme pr�ec�edemment, nous pouvons faire l'analogie avec la cartographie. Ima-
ginons un atlas o�u chaque pays serait repr�esent�e individuellement. Reconstruire une
planisph�ere consisterait �a regrouper tous les pays cartographi�es dans un espaced�e�ni.
La probl�ematique est donc, d'une part, comment construire cet atlas et d'autre part,
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comment regrouper les di� �erentes r�egions de mani�ere optimale. Nous nous attarde-
rons ici plus particuli �erement sur cesdeux probl�ematiques.Nous ne d�etaillerons la pa-
ram�etrisation que si les m�ethodesn'ont pas �et�e d�ecrites dans la section pr�ec�edente.

Ainsi, Maillot et al. [38] furent lespionniers dans le domaine.Leur m�ethode consiste
�a diviser le maillage suivant la courbure �a la surface �a partir d'une Carte de Gauss.
Chaque r�egion est param�etris�ee par une m�ethode d'optimisation bas�ee sur la premi�ere
forme fondamentale; la pr�eservation deslongueursest donc l' �el�ement pr�epond�erant pour
chaque entit �e de l' atlas. Cette publication pr�esente des r�esultats int�eressants. Elle pose
les fondements d'une param�etrisation par atlas.

Dans la mêmeid�ee,L�evy et al [8] pr�esentent unenouvellem�ethodedeparam�etrisation
par atlas. Les contributions sont nombreusesavec de nouvelles m�ethodes pour la pa-
ram�etrisation (voir section 2.3.1, LSCM ), la cr�eation d'un atlas et l'agencement des
r�egionsde la surface.La cr�eation d'un atlas sefait ainsi :

1. D�etection desarêteso�u la d�eviation desnormalesaux sommetsadjacents est maxi-
male (courbure au del�a d'une valeur seuil),

2. Choisir des faces\racines" et �etendre la zone jusqu'�a ce que les arêtes d�etect�ees
pr�ecedemment soient les arêtes fronti �eresd'une zone,

3. Valider les zonesform�eesen v�eri�an t leur int�egrit�e (pas de chevauchement, repect
d'une courbure maximale) sinon diviser la r�egion.

Chaque zonede l' atlas correspond maintenant �a une surfacequasi-d�eveloppable qui
peut être param�etris�eepar la m�ethodequasi-conforme quecette �equipea mis enplace.La
derni�ere�etape consistemaintenant �a regrouper le tout dansun mêmeespace.En d'autres
termes, comment regouper un ensemble de polygonesnon-convexesdans un espacele
plus petit possible? Ce probl�emeest un probl�emeNP-complet. Toutefois, L�evy propose
d'organiser les r�egionde mani�ere d�ecroissante par rapport �a leur diam�etres maximum et
�a les positionner suivant un algorithme \tetris" (voir �gure 2.8).

Fig. 2.8 { D�ecoupe de la surface,regroupement des fragments param�etris�es et r�esultat
�nal [8]
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Cette publication apporte donc une contribution importante dans le domaine qua-
litatif et quantitatif de la param�etrisation. D'une part, la m�ethode de param�etrisation
multi-r �esolutions converge rapidement vers une solution (voir section 2.3.1). D'autre
part, la d�ecoupe en atlas permet de limiter au maximum les distorsions g�eom�etriques.
Les HABF++ [56] suivent la même approche. Une comparaisonest repr�esent�ee sur la
�gure 2.9.

Fig. 2.9 { ComparaisonHLSCM et HABF++

Les techniques multi-r �esolutions sont un moyen e�cace pour r�eduire les temps de
calcul. Ellessont souvent employ�eesaussipour cr�eerun atlas. Eck et al. dans[16] innovent
dans la mise en place des niveaux de d�etail (NDD). La vulgarisation topologique est
utilis �ee pour param�etriser le maillage grossier sur une carte harmonique pour ensuite
reconstruire la surfaceoriginale par destechniquesde subdivision. La miseen placed'un
diagramme de Voronoi [3] permet de partitionner une triangulation densed'une r�egion
plane en un nombre restreint de triangles plus larges.Par la suite, Eck met en placeune
triangulation de Delaunay5 �a partir des sommetscorrespondant �a chaque zone d�e�nie
par Voronoi. La �gure 2.10 r�esumela m�ethode.

Leeet al. gardent l'approche multi-r �esolutionspour param�etriser une surface[31]. Le
parcours dans les NDD est e�ectu �e depuis la maillage original vers le maillage gros-
sier. Des propri �et�es sont communes avec le mail lage progressif [25] dans la mesure
o�u une transition vers un NDD correspond aussi �a un ensemble d'op�erations topolo-
giques. Le passaged'un NDD n �a un NDD n � 1 consiste �a supprimer les points les
plus \ind �ependants" g�eom�etriquement et topologiquement. La r�esultante de la �n du
processusforme le domaine de base, l'ensemble des zonesdu maillage hom�eomorphes
�a un disque. La param�etrisation initiale encapsulele maillage original. Descendredans

5dual du Voronoi
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Fig. 2.10{ Le maillage d'origine, le diagrammede Voronoi, la triangulation de delaunay
et le maillage grossier[16]

la hi�erarchie permet de mettre en place une bijection de la param�etrisation � n vers le
NDD inf�erieur � n� 1 en exprimant lespoints supprim�esde l' �etape n commecoordonn�ees
barycentriques despoints �a l' �etape n � 1. A l' �etape 0, chaquepoint est exprim�e �a partir
despoints du domaine de base.

Dans [50, 60], lesauteurs utilisent la mêmeapproche queSanderet al. dans[51] pour
cr�eer un atlas. La cr�eation desr�egionsde la surfaceest r�ealis�ee commesuit :

1. chaque face du maillage est consid�er�eecommeune r�egion;

2. une op�eration de fusion, dont le côut est calcul�e en fonction de la taille desr�egions
�a fusionner ainsi que de la courbure globalede la r�egionqui en d�ecoule,est r�ealis�ee
sur les r�egionsadjacentes qui repr�esente le côut minimum ;

3. la claused'arr êt estatteinte lorsquequele côut desop�erations d�epassent un certain
seuil.

Ce partitionnement constitue les donn�ees d'une param�etrisation initiale. Chaque
r�egion est param�etris�ee sur un disque unitaire en minimisant la norme L 2 (voir section
2.2.2). Par la suite, les fragments 2D de la surface sont redimensionn�es proportionnel-
lement �a leur aire en 3D en gardant la norme L 2 constante. La s�equenced'un mail lage
progressif peut ainsi être mis en placeen veillant �a garder lespoints \piv ots" 6 invariants
tout au long du processus.L'optimisation de la param�erisation initiale consiste�a mini-
miser une fonction objective pour tous les NDD du maillage. Cette fonction prend en
compte l' �etirement g�eometriqueL 2 ainsi que la d�eviation de la texture entre deux NDD.
Le processuss'arrête quand les r�esultats convergent pour tous les NDD. L'agencement
desfragments sefait dans une texture rectangulaire par un algorithme \tetris".

6adjacent �a au moins trois fragments
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Les m�ethodesvues jusqu'�a pr�esent o�ren t desr�esultats th�eoriquessatisfaisants dans
la mesureo�u les distorsions g�eom�etriques sont moindres. Cependant, visuellement, les
r�esultats ne sont pas aussi convainquants. En e�et, le fait de fractionner la surface en
sommede surfacesd�eveloppablesengendrent desdiscontinuit �es entre les fragments. Ces
art�efacts sont dus �a une param�etrisation individuelle de chaque fragment sans avoir
d'informations sur sesvoisins. C'est pourquoi, de nouvellesm�ethodesvoient le jour dans
lesquellesle le•�t-motiv est d'assurer une continuit �e sur l'ensemble de la surface.

Plusieurs choix sont possiblespour �eradiquer ces discontinuit �es. Une premi�ere ap-
proche consiste�a \cacher" les zonesdisjointes. Ainsi, cette classede m�ethode �etablit un
d�ecoupagediscret de la surfacepour r�eduire lesdistorsionsmais aussipour estomper les
discontinuit �e. Ce coupageest souvent utilis �e pour minimiser les�etirement g�eom�etriques;
le princip e consiste�a �etendre (ou cr�eer) la boucle fronti �ere d�ecrite dans la section 2.3.1
vers les zones�a forte courbure pour deux raisons:

{ obtenir une fronti �ere \arti�cielle" d'un maillage ferm�e,
{ limiter les �etirements en pla�cant les zones�a forte courbure (i.e. distorsion) sur la

fronti �ere avec les m�ethodesde la section 2.3.1.
Gu et al. utilisent dans [22] ce proc�ed�e. Une premi�ere param�etrisation est mise en

place �a partir de la \ shape preserving parameterization" de Floater (section 2.3.1).
Les fronti �eres du domaine param�etrique correspondent soit aux fronti �eres naturelles
du maillage soit d�ecoulent du fruit d'un algorithme d'extraction de fronti �eres pseudo-
naturelles. A partir de l�a, une d�ecoupe de maillage est e�ectu �ee dans les zones pa-
ram�etriques �a fortes distorsions :

{ recherche de la zoneayant la plus grande norme L 2 (voir section 2.2.2),
{ calcul du plus court chemin depuis la fronti �ere existante vers la zone\distordue",
{ re-param�etrisation avec les nouvelles fronti �eres.
Les d�ecoupes sont donc pr�esentes dans les zonesde la surfaceo�u la courbure est la

plus forte. La m�ethodes de Gu permet donc de minimiser les �etirements sur la surface
tout en camou
ant les chemins de coupe. Toutefois, cette d�ecoupe reste visible. She�er
et Hart [58] ajoutent donc un crit �ere de visibilit �e. Chaque face est pond�er�eed'un poids
correspondant �a son d�egr�e de visibilit �e dans toute les directions. Le calcul de ce poids
s'e�ectue grâce �a une technique dont les r�esultats seraient similaires au lanc�e de rayon.
Le but de l'algorithme est ensuite de trouver une coupe du maillage passant par les
zonespr�epond�erantes aux distorsions et de visibilit �e minimale. Cette m�ethode pr�esente
desr�esultats encourageants mais les discontinuit �es,bien que cach�ees,restent !

Un autre courant de pens�ee s'impose pour supprimer les discontinuit �es. Piponi et
Borshukov dans [44] commencent la marche en proposant une m�ethode de \m �elange"
sur la texture aux zonesfronti �eres.Sander et al. utilisent un princip e de couture pour
refermer lesdiscontinuit �esinduites par leur atlas [49]. Grâce�a cesproc�ed�es,lesdisconti-
nuit �essont clairement supprim�ees.Cependant, il apparait un e�et de 
ou dans leszones
trait �ees.

C'est pourquoi, r�ecemment, un nouveau type de param�etrisation voit le jour sousle
terme de \ globally smooth parameterization". Une d�e�nition de cette nouvelle m�ethode
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est donn�ee par Khodakovsky et al. dans [27]. Le princip e consiste �a cr�eer un atlas
et d'assurer une transition douce entre chaque fragment de la surface. Concr�etement,
chaque fragment � i est param�etris�e dans une r�egion D � i � R 2 par une fonction de pa-
ram�etrisation 	 � i : � i ! D � i . Chaque 	 � i est une bijection et on note � � i la fonction
inverse.Une fonction de transition � ij : D � i � j ! R 2 est d�e�nie sur l'in tersection � i et � j

o�u D � i � j = 	( � i \ � j ). La douceurde la transition inter-fragments d�epend de la douceur
de la fonction de transition. Deux classesde m�ethodes utilisent ce proc�ed�e. Soit l'atlas
est cr�e�e dans une premi�ere �etape puis param�etris�e; une proc�edure de post-relaxation
est ensuite appliqu�ee pour gommer les discontinuit �es entre les fragments. Soit la pa-
ram�etrisation est construite par une formulation globaleprenant en compte la topologie
de l'ob jet.

De nombreux auteurs utilisent la post-relaxation comme crit �ere de continuit �e dans
la param�etrisation [30, 52]. Cependant, certains typesde param�etrisation sont en dehors
du cadre de notre �etude. Par contre, Khodakovsky et al. [27] pr�esentent une proc�edure
correspondant �a notre probl�ematique. La param�etrisation sefait en deux �etapes:

{ la cr�eation de l' atlas,
{ la param�etrisation de chaque fragment de surface.
La g�en�eration du domaine de base(i.e. l' atlas) se d�eroule de la même mani�ere que

MAPS [31]. Le princip e consiste donc �a construire une hi�erarchie sur le maillage �a
l'aide de l'op�eration topologique supprimer point. Ensuite, une re-triangulation locale
est e�ectu �ee pour reconstruire le maillage au voisinage du point supprim�e. A�n, de
d�eterminer de quel point la surfaceseraamput�ee,une �energieest calcul�eepour juger de
la qualit �e du choix de la suppression.Cette �energieprend en compte plusieurs crit �eres:

{ la qualit �e du triangle : elle mesurela qualit �e de la segmentation lorsque l'on sup-
prime un point ; on notera � les distorsions g�eom�etriques et � les changements
d'aire ;

{ lesdistorsionsm�etriques : elle estime l'incidence de la suppressiond'un point dans
la fonction de param�etrisation locale; on notera � cette estimation.

Ainsi, le côut de suppressionest exprim�e par une combinaison lin�eaire des facteurs
pr�ec�edemment �evoqu�es. Elle est calcul�ee pour tous les triangles issusde la retriangula-
risation induite par la suppressiond'un point p :


( p) =
X

T 2R

A(T ) � (
 � (T )2 + �� (T )2 + � (T )2)

o�u A(T) correspond �a l'aire du triangle.
A la �n de ce processus,tous les points de la surface ont des coordonn�eesbary-

centriques associ�ees�a chaque zone triangulaire formant le domaine de base. Mais ces
informations ne sont pas su�san tes pour d�eterminer quelle zone est travers�ee par une
arête donn�ee. En e�et, une arête peut avoir cespoints terminaux dans des fragments
de surface di� �erents. Or, il est important de connaitre l'association d'un point d'une
arête �a une zonedu domaine de basepour d�eterminer les fonctions de transitions inter-
fragments. Pour cela, une classi�cation des arêtes est constitu�ee lors de la cr�eation du
maillage progressif.Seuleslesinformations topologiquessont �a garder (i.e. liste deszones
travers�eespar un arête).
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Pour construire la param�etrisation, Khodakovsky et al. utilisent lesvaleursmoyennes
de Floater [19]. Comme nous l'avons vu dans les section pr�ec�edentes, cette m�ethode
exprime un point commeun barycentre de son voisinage:

(ui ; vi ) =
X

j

� ij � (uj ; vj ); i = 1; : : : ; di :

Ici, nousdevonsprendre en compte le fait que lesvoisinsde Pi ne sont pas forc�ement
dans le mêmedomaine. Ainsi, l'expressionbarycentrique doit contenir cesparam�etres :

(ui ; vi ; � i ) =
X

j

� ij � � ij (uj ; vj ; � j ); i = 1; : : : ; di :

o�u les � i sont les identi�an ts du domaine o�u setrouve Pi . Pour toute arête allant de Pi

�a Pj on a :
{ � ij est l'identit �e si � i = � j ,
{ � ij exprime les (uj ; vj ) dans le domaine � i si � i 6= � j (r�ecursivement si l'ar ête

traverseplusieurs domaines).
Le syst�eme lin�eaire peut ensuite être r�esolu. Les r�esultats peuvent être m�ediocres

car les points d�e�nissant chaque fragment de surface doivent avoir des coordonn�ees
param�etriques �x �ees pour r�esoudre le syst�eme. Il se peut donc que ces coordonn�ees
ne soient pas optimales. De ce fait, un syst�eme de relaxation a �et�e mis en place pour
r�eassignerlescoordonn�eesdespoints cl�esde chaquedomainede mani�ereoptimale. Ainsi,
comme on peut le voir sur la �gure 2.11, les r�esultats visuels sont tr �es satisfaisants.
Cependant, une telle qualit �e de param�etrisation �a un côut : le temps de calcul.

Fig. 2.11 { Param�etrisation non continue (�a gauche) [24] ; Globally Smooth Parameteri-
zation (�a droite) [27]

Tarini et al., via les PolyCube-Maps [59], utilisent une approche similaire. Les Cube-
Maps sont destextures particuli �eresqui �echantillonent la surfaced'un cube.G�en�eralement
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utilis �es pour le texturage environnemental 7, les Cube-Maps ont pour fonctionnalit �e, ici,
de texturer unesurface.L'inconv�enient r�esidedansle fait queceproc�ed�e ne peut �etre uti-
lis�e quepour lessurfaceshom�eomorphes�a un cube. Ainsi, Tarini et al. g�en�eralisent cette
m�ethode �a desobjets de formesarbitraires. Pour cela, ils utilisent un ensemble de Cube-
Maps coll�es les uns aux autres par une face pour former un PolyCube-Maps. Ainsi, le
PolyCube est une approximation de la forme de la surface�a param�etriser. Cette approxi-
mation forme le domaine param�etrique. La m�ethode pour construire un PolyCube-Map
est semi-automatique. Elle consiste dans un premier temps �a construire un PolyCube
approximant la surface. Il faut ensuite d�eformer le PolyCube le long de la surface.Les
points du maillage sont projet�es (suivant leur normales) sur le PolyCube d�eform�e qui
est reform�e sous sa forme originelle. A cette �etape, une premi�ere param�etrisation im-
plicite est r�ealis�ee. En e�et, �a chaque point de la surface,on a associ�e descoordonn�ees
param�etriques (2 R 3) par rapport au PolyCube. Cette param�etrisation ne d�e�nit pas
une bonne param�etrisation car de fortes distorsions sont r�ef�erenc�eeset la fonction de
param�etrisation n'est pas bijective. C'est pourquoi, la derni�ere �etapes consiste �a opti-
miser le placements despoints de la surfacesur le PolyCube. Pour chaque point et son
voisinage, le gradient de la fonction de param�etrisation est calcul�e et le placement est
optimis�e le long de la ligne d�e�nie par ce gradient. Cette ensemble d'optimisation lo-
cale fait que la param�etrisation est globalement uniforme (�gure 2.12. Le r�esultat est
ensuite encapsul�e dans une texture pour utiliser cette m�ethode directement depuis la
carte graphique. Les avantagesde ce proc�ed�e sont nombreux : param�etrisation continue
sur toute la surface,pas de segmentation, peu de distorsion et elle n'est pas d�ependante
du maillage. Cependant, elle poss�edequelquesinconv�enients dont le plus signi�catif est
d'obtenir descoordonn�eesparam�etriques en 3D.

Une deuxi�eme classede m�ethodes est comprise dans les \globally smooth parame-
terizations", bas�ee sur des crit �eres intrins�equesde la surface. La mise en place di� �ere
desm�ethodespr�ec�edentes par une formulation globale (i.e sur l'ensemble de la surface)
de param�etres �a respecter. Nous avons vu jusqu'�a pr�esent des m�ethodes \lo calement"
conformespour desobjectsdegenre0. La solution pour globaliserle processusest r�ealis�ee
�a l'aide d'atlas. Une param�etrisation globalepour dessurfacesferm�eesdegenrearbitraire
reste un probl�eme ouvert. C'est pourquoi, Gu et al. dans [23] proposent une nouvelle
m�ethode globalede param�etrisation conforme pour dessurfacesde topologieet de genre
arbitraires. Du fait du caract�ere global de la m�ethode, la param�etrisation est continue
sur l'ensemble de la surface (sauf sur des points particuliers). Cette m�ethode s'appuie
sur une relation entre la structure topologique (homologie/cohomologie), la structure
conforme (fonctions holomorphiques) et la structure euclidienne (premi�ere et seconde
forme fondamentale). Pour de faire, Gu et al. calculent les champsde gradients d'une
param�etrisation conforme. Chaquechamp est une paire de champs de vecteurstangents
�a la surface qui ont la particularit �e de former un espacelin�eaire. Ainsi, pour chaque
espace,Gu construit une base.Il est donc possiblepar la suite d'obtenir un champ de
gradient en combinant lin�eairement cesbases.Par int�egration du champ de gradient, on

7Environment mapping
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Fig. 2.12 { PolyCubes-Maps[59]

obtient donc une param�etrisation globaleconforme. Commeon peut le voir sur la �gure
2.13, l'ob jet r�epr�esent�e comporte deux bases(a-b). La param�etrisation globaleest obte-
nue en combinant cesdeux bases(c). Ainsi, commepr�esent�e dans la publication, cette
m�ethode est particuli �erement bien adapt�ee aux imagesg�eom�etriques [22]. La construc-
tion est r�ealis�e par un atlas : un fragment par base.Cette atlas permet l'encapsulation.
Nous n'avons pas d'informations sur le temps de calcul ou les �etirements g�eom�etriques
mais visuellement le r�esultat est \conforme" �a la th�eorie.

Tout comme Gu et al. [23], Ray et al. [46] ont d�evelopp�e une m�ethode globale de
param�etrisation. Cette m�ethode ne demande pas de segmentation ni de d�ecoupe de
la surfaceen pr�e-traitement. L' atlas et la param�etrisation sont construits conjointement
durant un calcul global de minimisation d'�energie.Cette m�ethode entre dansle cadredes
\globally smooth parameterizations". Cependant, lescoordonn�eesparam�etriquessont ici
p�eriodiques.Danscecas,une param�etrisation globalep�eriodique correspond �a une classe
de fonctions bivari�eesf f g = f (� ; � )g transformant chaque fragment de surface 
 � S
en un sous espacede R 2; f (
). Cette classede fonctions est caract�eris�ee par le fait
que pour deux fonctions f 1 et f 2 pour lesquellesl'in tersection 
 1 \ 
 2 est hom�eomorphe
�a un disque, il est possiblede trouver une rotation R et une translation T exprimant
f 2(
 1 \ 
 2) en fonction de f 1(
 1 \ 
 2) :

8p 2 
 1 \ 
 2; f 2(p) = Rf 1(p) + T:

Le but de cette publication est de fournir une param�etrisation globale p�eriodique
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Fig. 2.13 { Global Conformal Parameterization [23]

align�ee�a la direction de la courbure principale de la surface.Pour cela,deux champs de
vecteursorthogonaux sont fournis, ~K et ~K ? . Ainsi, pour satisfaire cescrit �eres,la classe
de fonctions f f g doit être telle que pour chaque fonction f i ,

r � = ! ~K r � = ! ~K ? ; ! 2 R:

La probl�ematique r�esidedans le fait que l' �equation pr�ec�edente �a une solution si et
seulement si le rotationnel8 de ~K et ~K ? est nul. Or, cecasn'arriv e quetr �esrarement sur
lessurfacescomplexes.Pour palier �a ceprobl�eme,une�energied'invarianceest intro duite :

F =
X

T

(kr � � ! ~K T k2 + kr � � ! ~K ?
T k2)AT :

De plus, commele travail s'e�ectue dans le domaineparam�etrique, cette �energiedoit
être invariante par translation et rotation duesaux fonctions de transfert. Le processus
est ensuite agr�ement�e par des optimisations sur des points singuliers ĝenants et en
lissant leschampsde vecteurs.Le r�esultat obtenu est pr�esent�e sur la �gure 2.14; on peut
remarquer que la param�etrisation est uniforme sur l'ensemble de la surface alors que
l'ob jet est de genre�elev�e. Cette param�etrisation convient bien pour la reconstruction du
maillage ainsi que pour l'in terpolation par desTNURSS [54]. Les temps de calcul sont
toutefois un peu long et aucuneam�elioration n'a �et�e encoreapport�ee(invariancesuivant
la r�esolution, donc approche hi�erarchique possible!).

2.3.3 Analyse

Surface de top ologie simple

Lesm�ethodespr�esent�eesdansla section2.3.1sont rapideset e�caces pour desobjets
topologiquement simples. Elles ne constituent pas un ensemble de m�ethodes valides
pour une g�en�eralisation �a un objet quelconque. De plus, il est di�cile d'�etablir une
comparaison tant les r�esultats �naux sont proches; Desbrun prouve9 que sa m�ethode

8exprime la tendance qu'�a un champ de vecteurs �a tourner autour d'un axe
9http ://www-grail.usc.edu/pubs.h tml
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Fig. 2.14 { Param�erisation p�eriodique d'un objet complexe[46]

[12] est �equivalente �a celle de Bruno L�evy [8].
Cependant, une comparaison peut se porter sur la mise en place logiciel de ces

di� �erentes techniques.En e�et, les approchesbarycentriques sont nettement plus faciles
�a impl�ementer que lesm�ethodesbas�eessur une minimisation d'�energie.Les descendants
de Tutte ont �a initialiser une matrice, �xer les coordonn�eesparam�etriques des points
fronti �ereset r�esoudreun syst�eme lin�eaire. Les m�ethodes \ �energ�etiques" sont apparem-
ment tout aussi simples �a mettre en oeuvre : d�e�nir l' �energieanalytiquement, �xer les
coordonn�eesparam�etriques d'un point et r�esoudrele syst�emepour les autres points par
la m�ethode des gradients conjugu�es. Contrairement, aux m�ethodes barycentriques, ces
calculs sont longs. De ce fait, il faut mettre en place une approche hi�erarchique pour
obtenir des r�esultats dans des temps raisonnables.Ce pr�e-traitement p�enalisedonc la
mise en place de telles m�ethodes.

Le choix d'une m�ethode d�epend aussi du type d'utilisation que nous souhaitons en
faire. Par exemple,si cestechniques de param�etrisation sont sollicit�eespour �etablir une
correspondance2D desfragments d'une d�ecoupepar atlas, lesparam�etrisations disposant
de fronti �ereslibres seront pr�ef�erables.

Surface de top ologie arbitraire

La section 2.3.2 pr�esente des m�ethodes plus diversi� �eestant dans l'impl �ementation
que dans les r�esultats. Les crit �eres de s�election d�ependent fortement des contrain tes
temporelleset du type d'application que l'on souhaite r�ealiser.
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Pour l'application de texture par exemple,l'utilisateur doit tenir compte de la qua-
lit �e visuelle qu'il souhaite obtenir : l'ob jet est-il un �el�ement central, au quel casune pa-
ram�etrisation globale sera souhaitable, ou l'ob jet est-il un �el�ement d'un environnement
3D o�u les discontinuit �es �a la surface seraient moins ĝenantes. Pour les modeleurs, les
contrain tes sont encoreplus fortes : il n'est pas envisageablede faire patienter quelques
minutes (voire quelquesheures!) l'utilisateur pour qu'il obtienne une param�etrisation du
maillage qu'il vient de cr�eer. Pour l'approximation par des courbes iso-param�etriques,
il est pr�ef�erable d'obtenir une param�etrisation globale et uniforme pour construire au
mieux cette surface.

Ainsi, nous avons mis en place le tableau ci-dessouspour permettre au lecteur de
faire un choix dans les m�ethodes suivant sesbesoins.Nous avons tenu compte de trois
crit �eres:

{ la facilit �e d'impl �ementation : ce crit �ere est guid�e par le nombre et de nombre de
m�ethodes�a mettre en place(par exemple,certainestechniquesdemandent la mise
en place d'un maillage progressif alors que d'autres s'appliquent directement sur
la surface). La di�cult �e de l'impl �ementation est aussi prise en compte. Ainsi, on
notera ? les m�ethodesdemandant un gros travail d'impl �ementation ; les m�ethodes
triviales recevront la note maximale ? ? ?;

{ le temps de calcul : pour r�epondre aux contrain tes de temps, une m�ethode quali� �ee
de ? repr�esentera un traitement lent alors que les ? ? ? sont les plus rapides;

{ la qualit �e : elle d�epend d'une part des distorsions engendr�eespar la m�ethode et
d'autre part de la qualit �e visuelle. Une qualit �e optimale seramarqu�eepar ? ? ?.

Impl �ementation Tempsde calcul Qualit �e
Floater [18] ?? ? ? ? ?
Lee et al. [32] ?? ? ? ? ?
Desbrun et al. [12] ? ? ? ? ? ? ?
Floater [19] ? ? ? ? ? ? ?

Maillot et al. [38] ? nc ??
Ray et al. [39] ? ?? ??
She�er et al. [56] ?? ?? ??
Eck et al. [16] ? nc ??
Lee et al. [31] ? ?? ??
Sanderet al. [50] ? ? ??
Gu et al. [22] ?? ? ??
She�er et al. [58] ? ?? ??
Sanderet al. [49] ?? ? ??
Khodakovsky et al. [27] ?? ? ? ? ?
Tarini et al. [59] ?? nc ? ? ?
Gu et al. [23] ? nc ? ? ?
Ray et al. [46] ? ? ? ? ?
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2.4 Images G�eom�etriques

Lesm�ethodesdeparam�etrisation vuesdansla section2.3sont destechniquese�caces
pour l'application de texture, la reg�en�eration du maillage ou le morphing. Cependant,
pour ne pas recommencerle travail �a chaque besoin, la n�ecessit�e d'un support de sto-
ckagepour garder une connaissancedescoordonn�eesparam�etriquesest indispensable.La
plupart des �c hiers d�ecrivant dessurfacespermettent un tel stockage. Les coordonn�ees
param�etriques vont de paires avec les informations topologiques et g�eom�etriques du
maillage. Cette encapsulationest n�eanmoinsun surcôut pour les maillagesdenses.

Depuisquelquesann�ees,le progr�esdestechnologiesgraphiquesfait quenousavonsde
plus grandsdegr�esde lib ert�esdansla programmation. En e�et, il est maintenant possible
d'in tervenir directement dans le processusgraphique en travaillant sur des processeurs
programmablesde la carte graphique. Cesprocesseursd�edi�es o�ren t la possibilit�e d'in-
teragir avant (vertex shader) et apr�es(fragementshader) la phasede rasterization (voir
�gure 2.15).

Fig. 2.15 { Pipeline Graphique

Comme nous pouvons le remarquer sur le sch�ema 2.15, issu du site Internet de nvi-
dia10, chaque processeurprogrammable a acc�es au contenu des textures (texture unit ).
Sp�ecialement, depuis la version 3.0 desshaders, cesinformations sont accessiblesdepuis
le vertex shader. Nous reviendrons par la suite sur l'imp ortance de cette sp�eci�cation.

De l�a, Gu et al. [22] ont imagin�e un moyen de stockaged'informations interrogeable
depuis lesdi� �erents shaders. Ce support, quali� �e d' image g�eom�etrique (IG ), sepr�esente
sousla forme d'une image (i.e texture) contenant toutes les informations topologiques,
g�eom�etriques et param�etriques n�ecessairespour un travail sur le maillage. La �gure 2.16
permet de comprendre l'agencement de cesdi� �erentes valeurs. Ainsi, on y trouve :

{ les informations g�eom�etriques : chaque pixel �a une couleur c. Cette couleur est
cod�ee sous3 cannaux (rouge cr , vert cv et bleu cb). A chaque canal, on y associe
une coordonn�ee spaciale. Ainsi, conform�ement au sch�ema, nous avons cr = x,
cv = y et cb = z.

{ les informations topologiques : elles sont retrouv�eesen interpr�etant l'image par
paquet de 2� 2 pixels. Ce carr�e permet de retrouver deux triangles en s�eparant ce

10 http ://dev eloper.nvidia.com
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quadrilat �ere le long de la plus courte diagonale.
{ les informations param�etriques : ellessont cod�eesimplicitement. Consid�eronsune

imagede n � n pixels. A pixel (i.e point), on associe sescoordonn�eesparam�etriques
conform�ement �a saposition sur l'image. Ainsi, pour un pixel plac�e en i �eme position
le long de l'axe des u et en j �eme position le long de l'axe des v, sescoordonn�ees
param�etriques seront (i=n; j =n).

Fig. 2.16 { Image G�eom�etrique

Les maillages fournis par une IG est dit r�egulier. En e�et, dû au caract�ere même
d'une image (ensemble de pixels accol�es les uns aux autres) chaque point a la même
valence. Cette avantage est aussi un inconv�enient car cette image ne peut encapsuler
que des surfaces2-vari�et�es. Un autre d�esavantage de la m�ethode de Gu r�esidedans la
param�etrisation (voir section 2.3.2). Le fait de d�eformer une surface dans son entier
sansatlas peut engendrerde fortes distorsions. Cependant, les IG sont une innovation
int�eressante pour e�ectuer le rendu du maillagetextur �e directement depuisle GPU 11. De
plus, avec un tel support, il est possiblede capturer n'imp orte quel signal de la surface.
Le plus int�eressant est la carte desnormales12. Cet outil permet de simpli�er la topologie
de l'ob jet sansperdre en qualit �e visuelle. En e�et, grâceaux techniquesd'�eclairagelocal
pr�esentes dansla plupart desbiblioth �equesgraphiques,l'ombragedu maillage est calcul�e
�a partir des normales �a la surface.G�en�eralement, on disposed'une carte des normales
plus densesque le nombre de points du maillage. De ce fait, visuellement, la surface
simpli� �ee va être \liss�ee" sur chaque normale �a la surface qui par une surd�e�nition,
procure un rendu identique �a celui r�ealis�e avec la surface d'origine. L'emploi de cette

11 Graphical Processing Unit par analogie au Central Processing Unit (CPU )
12 Normal Map
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technique de rendu est donc facilit �e avec ce support car l' image g�eom�etrique et la carte
desnormalessuivront la mêmefonction de param�etrisation. De plus, le rendu par niveau
de d�etail est facilit �e dans la mesureo�u il su�t de prendre uniquement certains pixels
(i.e. points) de l'image (i.e. du maillage).

Un exemple de reconstruction est donn�e sur la �gure 2.17. Ce processuss'e�ectue
grâce �a une IG de 257x257pixels et agr�ement�e par une carte de normales de 512x512
pixels. Le r�esultat donne le lapin bien connu en infographie.

Fig. 2.17 { Exemple de rendu

Comme nous avons pu le voir au cours de cette �etude, il existe plusieurs type d'IG.
Nous avonsabord�e dans la section2.3.2 la m�ethode de Sanderet al. [49]. Cette m�ethode
apporte un plus en terme de param�etrisation car elle minimise de mani�ere plus e�cace
les distorsions g�eom�etriques. Cependant, on a pu remarquer que la param�etrisation par
atlas procurait ici, non pas une discontinuit �e sur la surface,mais un e�et de 
ou du �a
l'algorithme de recollement de surface mis en oeuvre. De plus, la technique de rendu
GPU est plus di�cile car nous n'avons pas une param�etrisation globale.

La m�ethode de Praun et Hoppe [45] consiste �a param�etriser une surface ferm�ee de
genre 0 en se servant comme support des IG. La technique employ�ee pour le passage
en coordonn�eesparam�etriques est une m�ethode de param�etrisation sph�erique. Nous ne
parlerons pas des d�etails ici car ce proc�ed�e est en dehors des limites de notre �etude.
Cependant, on peut tout de mêmesouligner l'ig�eniosit�e de la m�ethode qui consistedans
une premier temps �a construire une param�etrisation sph�erique,puis la transposersur un
octhah�edrequi est d�epli�e pour cr�eer l' IG. La m�ethode de Sanderet la m�ethode de Praun
o�ren t des r�esultats satisfaisants en terme de qualit �e de param�etrisation ; Le principal
d�efaut de cestechniquesr�esidedans le temps de calcul qui avoisine lesdeux heurespour
les objets les plus courants (le lapin par exemple).

La derni�ere publication sur les IG est r�edig�eepar Losassoet al. [36]. Cette cat�egorie
d'IG permet l'approximation de la surfaceparam�etris�eepar unesurfacespline bicubique.
La premi�ere�etape consiste�a construire l' IG par la m�ethode de Praun [45]. Le traitement
suivant utilise cette repr�esentation 2D pour approximer la surfacepar descourbessplines.
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Les points de contr ôle issusde cette approximation sont stock�essur l' IG. A ce r�esultat,
on applique des masquesde subdivision via le GPU. Ce processuspermet de cr�eer des
niveaux de d�etails �a partir d'une IG basser�esolution. Il est possible aussi de sous-
�echantillonner la surface, non pas par le syst�eme vu pr�ec�edemment avec les IG, mais
par dessubdivisions dites \n �egatives". Le goulet d'�etranglement de ce type d'IG est la
param�etrisation initiale par la m�ethode de Praun ; Les subdivisions quant �a elles sont
nettement plus performantes qu'une impl�ementation CPU classique.
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Chapitre 3

Surfaces �a base de poin ts

Ces derni�eres ann�ees,les nuagesde points se sont impos�es comme une alternative
int�eressante pour la repr�esentation de surface. Nous pr�esenterons dans cette partie les
avantagesque procure une telle repr�esentation. De plus, nousaborderonsbri�evement les
techniques de de reconstruction de surfacestriangul �ees.Notre travail s'appuyant prin-
cipalement sur les techniques de param�etrisation, nous ne d�etaillerons pas les m�ethodes
en profondeur mais nous t âcheronsde familiariser le lecteur avec cesproc�ed�es.Pour une
�etude compl�ete de ces m�ethodes, de nombreux documents sont disponibles aussi bien
dansune cadreg�en�eral [29] que pour les techniquesde rendu [48] ou pour la reconstruc-
tion de surface[6].

3.1 Pr �esentation

3.1.1 Probl �ematique

Lesmaillagestriangulaires sont lesrepr�esentations lesplus utilis �eespour approxim�ee
une surface.Une desraisonsde cette supr�ematie vient du fait que le pipeline graphique
travaille directement avec ce type de primitiv e. Les performancessont devenues telles,
queplusieursmillions detriangles peuvent être a�c h�espar secondesur lesderni�erestech-
nologiesgraphiques.Cependant, un paradoxe de cette �evolution est que la r�esolution des
�ecrans reste quasi �g �ee. De ce fait, lorsque le nombre de triangles est sup�erieur aux
nombres de pixels de l' �ecran, certains triangles ont une d�e�nition en dessousdu pixel.
La phasede rast�erization est alors e�ectu �ee �a tort.

Parallement �a cela, de nombreux algorithmes travaillant sur les maillages triangu-
laires requi�erent des propri �et�es topologiques restrictiv es, souvent limit �es aux surfaces
2-vari�et�es. Or, cette restriction n'est que rarement prise en compte dans la cr�eation de
maillage et par cons�equent, un travail suppl�ementaire est n�ecessairepour correspondre
aux exigeancesalgorithmiques.

Ainsi, les repr�esentations �a basede points semblent être une solution int�eressante
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Fig. 3.1 { Projet Michel Angelo [33] : 480 millions de polygones

pour pallier aux probl�emespr�ec�edemment �evoqu�es.En e�et, les�echantillons de points ne
poss�edent pasd'informations topologiques.Chaquepoint est une individualit �e autonome
qui contient des informations propres (couleur, normale, . . . ) mais aucune information
sur les points adjacents ; on utilise le plus souvent la notion de k-voisinagepour obtenir
les relations de voisinage�a la vol�ee (voir [29] pour plus de d�etails). Pour cela, les PBS
(Point-Based Surfaces) sont plus 
exibles et moinscouteuxquelesmaillagespolygonaux.

3.1.2 Rendu et multi-r �esolution

Du fait de l'emploi grandissant des PBS, un nouveau pipeline graphique est sou-
haitable. Les �evolutions tardant �a venir, il faut donc cr�eer un nouveau type de rendu
logiciel. La densit�e d'un nuage de points �etant plus au moins importante, on ne peut
pas simplement envoyer le 
ux de points vers le p�eriph�erique d'a�c hageau risque d'en-
gendrer des zonesnon d�e�nies sur la surface(i.e. des trous). Une revue des principales
techniques de rendu a �et�e r�ealis�ee par Sainz et Pajarola [48]. Le rendu d'un surfacevi-
suellement continue demeurela probl�ematique. Le princip e consistea donner une taille
(i.e. un rayon) aux points pour combler les trous. Le travail de Sainz et Pajarola met
aussi en avant les avantages des PBS pour la mise en place de niveaux de d�etail (voir
�gure 3.2). La multi-r �esolution entraine forc�ement un re-�echantillonage de la surface.
Les niveaux couleurs mis en place sur la �gure 3.2 d�enotent de la quantit �e de points
supprim�es�a chaque�etape. Un regroupement adaptatif est donc pr�ef�erable. Pauly et al.
proposent plusieurs m�ethodespour (sur/sous)-�echantilloner un nuagede points [41, 42].
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Fig. 3.2 { Bouddha �a di� �erents niveaux de d�etail [10]

3.1.3 Acquisition

Le d�eveloppement des scannerslaser 3D constitue une motivation suppl�ementaire
dans l'utilisation des PBS. En e�et, une acquisition g�en�erant une maillage triangul �e
serait impossible dûe d'une part aux temps de calcul et d'autre part �a la di�cult �e
induite par cette repr�esentation. De ce fait, la primitiv e d'acquisition est le point. Une
pr�esentation compl�ete de ce type de p�eriph�erique est disponible dans [43]. Grâce�a cela,
on peut capturer des objets r�e�els pour les placer dans un environnement vituel. Le
projet Digital Michel Angelo [33] entre dans ce cas de �gure. La di�cult �e r�esidedans
l'estimation des normalesen chaque point et l'acquisition des param�etres n�ecessaires�a
l' �eclairage (transparence, r�e
ectance, . . . ). Le proc�ed�e peut tout aussi bien s'e�ectuer
sur desobjets synth�etiques. Le but de cette d�emarche consiste�a visualiser dessurfaces
complexescomme des arbres ou des plantes de mani�ere e�cace. Une illustration est
donn�eesur la �gure 3.3 sur laquelle nous pouvons remarquer la �nesse desd�etails.

Fig. 3.3 { Plantes scann�ees[13]

32



3.2 Reconstruction de surface

Les techniques de reconstruction de surfacespermettent de reconstruire la topologie
d'un nuagedepoints en l'approximant par un maillage triangul �e. Noust âcheronsici d'in-
troduire des m�ethodes les plus repr�esentativ es du domaine. Une analyseplus compl�ete
est e�ectu �ee dans [6]. Les m�ethodes seront pr�esent�ees suivant quatre cat�egories : les
m�ethodes implicites, les surfacesexplicites, les m�ethodes dynamiques et les approches
param�etriques.

Appro che implicite

Cette approche d�ecouledes travaux de Jim Blinn qui d�e�nit la notion de surfaces
implicites ; cetype de surface(ou volume) est dirig�e par une fonction telle que,8x 2 D f :

{ f (x) = 0 si x est un point de la surface;
{ f (x) < 0 si x est un point int�erieur de l'ob jet ;
{ f (x) > 0 si x est un point ext�erieur de l'ob jet ;
De l�a, on peut envisager l'in terpolation d'un nuage de points par une fonction im-

plicite o�u pour tout point p du nuage f (p) = 0. Pour autant, les travaux initiaux ne
permettent pas de cr�eer un telle fonction. Plus r�ecemment, Turk et O'Brien ont deve-
lopp�e les surfacesimplicites interpolantes [62]. Cette m�ethode permet, via les fonctions
�a baseradiale (RBF), d'approximer un ensemble de points.

D'autres m�ethodespermettent de g�en�erer dessurfacesimplicites en sebasant sur la
partition de l'unit �e. L'id �ee qui se cache d�eri�ere la partition de l'unit �e se r�esumeici en
trois �etapes :

{ s�eparer le nuagede points en di� �erents morceaux;
{ approximer la surfacedans chaque sous-domaine;
{ m�elanger les approximations locales pond�er�ees pour former une approximation

globale �a l'aide d'une fonction de poids.
Ce syst�emede m�elangeest une propri �et�e intrins�equedesfonctions implicites, con�cues

�a la basepour mod�eliser des�equation de chaleur.
On peut retenir notamment la m�ethode de Ohtake et al. [40]. Le princip e consiste

�a partitionner le nuage de points et �a chaque �etape minimiser une erreur entre une
quadrique et les points, jusqu'�a obtenir localement une erreur d'approximation de la
surfaceinf�erieure �a un certain seuil.

Les travaux de Tobor et al. [61] pr�esentent des similarit �es �a la di� �erenceque les
fonctions sont de RBF et non desquadriquespour repr�esenter chaque partition.

Les surfacesimplicites n'�etant pasdessurfacestriangul �ees,le processusde rendu est
ind�ependant de la m�ethode employ�ee. Plusieurs choix sont possiblespour g�en�erer un
maillage. Le plus souvent, les auteurs utilisent desvariantes du marching cube [35].
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Appro che explicite

Les m�ethodes permettant une approximation d'un nuage de points par une fonc-
tion implicite ne g�en�erent pas un maillage, du moins pas directement. A l'in verse, les
m�ethodesdites explicites fournissent en sortie une triangulation.

Le princip e tourne autour de deux id�eesessentielles : le diagramme de Voronoi et
la triangulation de Delaunay. Comme nous avons pu le voir dans la section 2.3.2, le
diagramme de Voronoi permet de partitionner un ensemble (de points ou de triangles)
en sous-ensembles regroupant desentit �es ayant despropri �et�es g�eom�etriques communes.
A partir de l�a, on peut e�ectuer une triangulation de Delaunay, qui consiste�a calculer
le dual du diagramme de Voronoi.

Ainsi, Amenta et al. proposent le PowerCrust [2]. Le principal outil qui se cache
d�eri�ere cette m�ethode est le diagramme de Voronoi agr�ement�e d'un power diagram, une
diagramme pond�er�e du diagramme de Voronoi. L'algorithme consistedonc �a construire
un diagramme de Voronoi sur le nuagede points en entr �ee; D�e�nir des pôles,point le
plus eloign�e d'un point du nuage dans sa cellule de Voronoi se trouvant �a l'ext �erieur
(i.e. int�erieur) de la surface ferm�ee; Construire un power diagram �a partir des pôles,
\b oules" centr �ee aux pôles dont le rayon est proportionnel �a la distance pôle/surface;
en plus de la surface triangul �ee, le PowerCrust fournit �a partir de ces \b oules" une
approximation de l'axe m�edian �a la surface.La �gure 3.4 illustre le r�esultat �nal �a partir
d'un nuage de points issu d'un scanner laser. Le compl�exit�e de cet algorithme reste
toutefois �el�ev�ee. Dans un soucisde performance,d'autres m�ethodes ont vu le jour soit
par des optimisations sur la g�en�eration de surface [14] soit en d�e�nissant le probl�eme
global commeun ensemble de probl�emeslocaux [5].

Fig. 3.4 { Un nuagede point, la surfacepolygonale reconstruite et l'axe m�edian [2]
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Appro che dynamique

Ce type de m�ethode est quali� �ee de dynamiques dûe �a une adaptation progressive
d'un objet de d�epart �a certainescontrain tes, ici �epouserla g�eom�erie d'une surfaced�e�nie
par un ensemble de points. L'adaptation peut être plus ou moins complexesuivant la
topologie induite de la PBS.

Une premi�ereapproche est d�ecrite pasBardinet et al. dans[4]. Cette m�ethode, visant
�a approximer la surface d'un organe, consiste �a adapter dans un premier temps une
surfaceparam�etrique au nuagede points. Le recollement quasi-parfait est ensuite r�ealis�e
�a l'aide de d�eformation de formes libres (FFD) [53]. Dans la mêmeid�ee,on retrouve les
travaux de Algorri et Schmitt [1] qui adapte un maillage grossierreconstruit �a partir des
points du nuagepar desd�eformations particuli �eres.

L'approche de Duan et Qin [15] di� �ere despr�ec�edentes. Le princip e de leur m�ethode
consiste �a enfermer une \graine" �a l'in t�erieur de la surface. Une \graine"est un objet
topologiquement simple, unesph�erepar exemple.Cette \graine" poussepar la suite pour
�epouserau mieux la surfaced�e�nie par le nuage.

Appro che param �etrique

Du fait de l'angouement grandissant destechniquesde param�etrisation (voir section
2), certains acteursdu domaineont eu l'id �eed'essayer de reconstruire une surfacedepuis
le domaine param�etrique. Cette approche est int�eressante dans la mesureo�u le domaine
param�etrique est en 2D ; de ce fait, la complexit�e desalgorithmes devrait être moindre.

Ainsi, Floater et Reimers ouvrent la marche [20] en proposant une m�ethode de pa-
ram�etrisation pour les PBS qui permet par le suite d'e�ectuer une triangulation de la
surfacedans le domaine param�etrique. Ils proposent trois m�ethodesde param�etrisation
issuesde [18]. Pour chacune, les contrain tes sur le voisinage sont di� �erentes. Notam-
ment, pour la m�ethode quali� �ee de Shape Preserving Parameterization, les contrain tes
sur le voisinagesont fortes. Par cons�equent, lesauteurs reconstruisent une triangulation
locale pour a�ecter les poids �a chaque voisin. La parametrisation �etant en place, une
triangulation de delaunay est mise en place dans le domaine param�etrique. La fonction
de param�etrisation �etant bijective, on retrouve la triangulation dans l'espaceeuclidien
R 3.

Le m�ethode de Floater et Reimersmarche sur desobjets hom�eomorphes�a un disque.
De ce fait, il faut avoir une connaissancedesfronti �eresde la surface.La di�cult �e r�eside
dans le fait quenousappliquonscette m�ethode sur desPBS. C'est pourquoi, Volodine et
al. [65] compl�ementent lestravaux deFloater et Reimersen proposant unem�ethode d'ex-
traction de fonti �eresdepuis un nuagede points. Pour se faire, ils utilisent une m�ethode
bas�eesur les angles.Ainsi, un point fronti �ere serad�etermin�e commetel si son angle ou-
vert est sup�erieur �a un certain seuil (ici, 160 degr�es). A partir de l�a, la param�etrisation
peut sefaire en consid�erant commepoints fronti �eresdu domaineparam�etrique, lespoints
issusde la phased'extraction.
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Analyse

Les m�ethodes de reconstruction de surfacespr�esent�ees dans cette partie parte de
basesdiverses.Les techniques \implicites" g�en�erent des surfaces2-vari�et�es r�ev�elant la
plupart desqualit �es requisesdans diversesapplications (2-vari�et�es, continuit �e, . . . ). Les
surfaces\explicites" n'assurent pas les mêmespropri �et�es mais les temps de calcul sont
nettement moins importants. Lesapprochesdynamiquessont couteuseset certainespro-
pri �et�es topologiquescommele genrede la surfacesont di�ciles �a retrouver. On notera
l'apparition d'un nouveau domaine de comp�etencedans la param�etrisation avec Floater
commeinitiateur. Les �etudesdans ce domainesont encorerares et couteusesmais laisse
pr�esagerdeschampsd'action int�eressants par desm�ethodesglobalesde param�etrisation.
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Chapitre 4

Images G�eom�etriques pour des
surfaces �a base de poin ts

Les sectionspr�ec�edentes ont permis de cibler lesdi� �erents domainesassoci�es �a notre
sujet. Les imagesg�eom�etriques r�ev�elent des qualit �es int�eressantes pour la mod�elisation
g�eom�etrique dans la mesure o�u elles pro�ten t de l'ensemble des techniques existantes
en traitement d'images tout en proposant une solution �el�egante dans la gestion des
objets 3D. En parall�ele, les surfaces�a basede points sont devenues en quelquesann�ees
l'un des paradigmesles plus utilis �es pour la mod�elisation d'objet 3D. Dans le cadre de
l'utilisation d'images g�eom�etrique pour la repr�esentation d'objets complexesissuesde
points, on se propose d'�etudier comment r�ealiser rapidement l' �etape essentielle d'une
image g�eom�etrique : la param�etrisation du nuage.

4.1 Ob jectif et contain tes

Notre objectif est de fournir un syst�eme de param�etrisation autonome capable de
g�en�erer une image g�eom�etrique �a partir d'un nuagede points. Les di�cult �esauxquelles
nous avons �a faire facepour la mise en place de notre projet r�esident donc dans :

{ Le choix de poin ts : lesPBS sont r�epresent�eespar desmilliers voire desmillions
de points. Il n'est donc pas util de pasprendre en compte l'ensemble de cespoints
durant nos traitements.

{ L'absence de top ologie : ce crit �ere ne nous permet pas d'appliquer directement
les m�ethodesde param�etrisation existantes.

{ Construction de l' image g�eom�etrique : l'oganisation de la param�etrisation
sous forme de grille implique un remplissageint�egral de chaque pixel de l' image
g�eom�etrique.

On peut d�ej�a remarquer que le facteur limitan t de notre �etude vient de l'absencede
topologie.En e�et, lors deschapitres pr�ec�edents, dessolutions ont d�ej�a �et�e avanc�eespour
l' �echantillonage du nuagede points et pour combler lescarencesde l' image g�eom�etrique.
Nous nous attarderons donc plus sur l' �etape de param�etrisation. Le reste du chapitre
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s'organiseraautour destrois �etapescl�es : l' �echantillonage de la PBS, la param�etrisation
d'un nuagede points et la construction de l' image g�eom�etrique.

4.2 Echantillonnage d'une surface �a base de poin ts

Dans la section3, nousavons abord�e les travaux de Mark Pauly sur la simpli�cation
(sous ou sur-�echantillonage) des PBS [42]. Cet article propose di� �erentes approches :
regroupement par cellule ou syst�eme�a particules. La seconde�etant trop couteuse,nous
retiendrons le proc�ed�e de regroupement de points par cellule dont les outils principaux
sont un octree ou un arbre partitionnan t l'espace(BSP). Plus r�ecemment, Tamy Bou-
bekeur utilise dans [7] un partitionnement d'un nuagede point par l'in term�ediaire d'un
octree. Sa contribution r�eside dans des crti �eres de partionnement rapide suivant : la
d�eviation desnormales, les informations g�eom�etriques et le cardinal de chaque cellule.

C'est donc cette derni�ere approche que nous avons retenu. Elle se justi�e pour plu-
sieurs raisons:

{ un parcours simple et rapide de l'ensemble descellules;
{ une approche multi-r �esolution suivant la profondeur de l'octree;
{ une notion de voisinage;
{ une complexit�e faible.

Un exempled'utilisation de cet otree est pr�esent�e sur la �gure 4.1. La premi�ere �gure
montre la surfaceoriginale avoisinant les 400000points. La deuxi�emeillustration est un
sous-�echantillonage de la surface avec une densit�e de 2 dans chaque cellule (environ
200000points). Le troisi�eme exemplemontre la surfaceobtenue par une densit�e de 10
dans chaque cellule de l'octree (40000points environs).

L'utilisation d'une telle structure de donn�eesnous permet d'e�ectuer une selection
des points de la surfacepour l' �etape de param�etrisation. Ce choix est simple mais suf-
�sant pour les simpli�cations que nous avons �a e�ectuer sur le nuage. De plus, il sera
possibled'e�ectuer une approche hierarchique dansla param�etrisation, commele montre
l'exemple, �a condition de respecter lescrit �eresde conformalit�e. Nous disposonsdonc des
informations g�eom�etriques n�ecessairespour l' �etape de param�etrisation agr�ement�eesd'in-
formations topologiquespar le voisinaged'un point. Cependant, ces informations sont
n�ecessairesmais pas su�san tes pour utiliser les m�ethodes de param�etrisation d�edi�ees
aux maillages.

4.3 Param �etrisation d'un nuage de poin ts

La plupart desm�ethodesde param�etrisation (section 2.3) s'applique sur un maillage,
le plus souvent triangulaire. Quelques approches sont toutefois d�evelopp�ees pour les
PBS dans [20, 65]. Cesm�ethodes,d�edi�ees�a la reconstruction de surface,pr�esentent des
avantagesdansleur domainede comp�etencemais ne constituent pasen soit une m�ethode
de param�etrisation robuste. On peut citer �egalement la participation de Zwicker et al.
via PointShop 3D [67] qui ont mis en place un syst�emede placagede texture interactif
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Fig. 4.1 { Sous-�echantillonage d'un surface

d�edi�e aux PBS, d�eriv�e d'une technique d�evelopp�eepar Bruno L�evy [37]. La participation
de l'utilisateur dans cette m�ethode in
ue sur la qualit �e de la param�etrisation.

Dansle cadredenotre projet, nousn'acceptonsni l'approximation d'une param�etrisation
ni l'in tervention de l'utilisateur. Le but estd'obtenir uneparam�etrisation quasi-conforme
de mani�ere�a ne passerestreindre �a un domained'application particulier. Pour cela,nous
proposonsdeux typesd'approche. Une premi�ereapproche consiste�a param�etriser l'ob jet
en passant au pr�ealable par un algorithme de reconstruction de surface. La deuxi�eme
approche, plus directe, param�etrise directement le nuagede points.

4.3.1 Param �etrisation par reconstruction de surface

Fig. 4.2 { Param�etrisation par reconstruction de surface
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A�n d'utiliser directement les techniques de param�etrisation existantes, il nous faut
reconstruire la topologie du nuagede points. Le sch�ema 4.2 pr�esente le d�eroulement du
processusdans ce casde �gure.

Le choix de l'algorithme de reconstruction de surface (section 3) est guid�e par nos
contrain tes. Il est pr�ef�erabled'otenir une surface2-vari�et�e et quecette g�en�eration s'e�ec-
tue en un minimum de temps. Les approchesdynamiquessont donc excluestout comme
les approchesparam�etriques limit �eesaux objets hom�eomorphes�a un disque.Nous nous
sommesdonc orient�esvers les approchesimplicites via MPU [40] et les approchesexpli-
cites avec PowerCrust [2]. La surfaceainsi reconstruite, nous pouvons appliquer toutes
les m�ethodes de param�etrisation vues dans les sectionspr�ec�edentes. Une restriction est
tout de même�a e�ectuer suivant le type de maillage auquel nous faisonsface: maillage
ouvert, hom�eomorphe�a un disque, . . .

La m�ethode pr�esent�ee ici comporte certaines limites. D'une part, les algorithmes
du PowerCrust ou de MPU ne g�en�erent que des surfaces2-vari�et�es ferm�ees.Ainsi, une
restriction est �a faire quant au choix du nuagedepoints. Ensuite, le probl�emedel'absence
de topologie n'est pas r�esolumais simplement contourn�e ce qui implique une surcharge
de notre processus.Les temps de calculs peuvent donc être particuli �erement longs si le
nuage echantillonn �e reste dense.L'avantage de cette solution r�esideseulement dans la
facilit �e d'adaptation desm�ethodesde param�etrisation.

Bien que pr�esentant des r�esultats qualitatifs int�eressants, la complexit�e des calculs
et les restrictions sur le nuagede points ne permettent pas de consid�erer cette solution
commeutilisable. Une simpli�cation du processusestdonc �a e�ectuer enadaptant l' �etape
de param�etrisation �a nos contrain tes.

4.3.2 Param �etrisation sans top ologie

La param�etrisation d'un nuage de points reste un probl�eme ouvert. L'absence de
topologie limite les informations n�ecessairesfournies normalement par un maillage tri-
angulaire. Cependant, certaines m�ethodes pr�esentent des caract�eristiques th�eoriques
int�eressantes si l'on omet la topologiede l'ob jet. De cefait, nousdevonsdansun premier
temps d�e�nir quellessont les m�ethodesqui semblent s'adapter au mieux aux nuagesde
points de part leur d�e�nition sur un maillage. Cette premi�ere classi�cation nous per-
mettra de cibler les contrain tes �a exprimer pour une adaptation aux surfaces�a basede
points. Nous verrons par la suite comment sont g�er�eescescontrain tes. Le sch�ema 4.3
pr�esente la simpli�cation du processusde cr�eation d'une image g�eom�etrique.

Comme nous l'avons vu dans la section 2.3, la litt �erature o�re un choix abondant
de m�ethodes de param�etrisation. Cette richessepermet d'�etablir une classi�cation par
contrain te exploitable quelquesoit le type de surface. Les PBS connaissent un succ�es
grandissant grâce,notamment, �a uneadaption optimale aux d�etails desobjets complexes.
De ce fait, par analogieavec les surfacestriangul �ees,la contrain tes topologiquesne sont
pas triviales : les PBS ne sont que rarement hom�eomorphes�a un disque.

On peut tout de mêmee�ectuer un premier crit �erede s�election �a partir desm�ethodes
con�cues pour les objets topologiquement simples. En e�et, de nombreux articles ont
d�emontr �e qu'il �etait possiblede segmenter une surfacecomplexeen sommede surfaces
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Fig. 4.3 { Param�etrisation sanstopologie

hom�eomophes�a un disque. Par cons�equent, nous devons faire un choix entre les ap-
proches barycentriques o�u chaque point est pond�er�e par son voisinageet les approches
de minimisation d'�energiebas�eessur descrit �eresth�eoriques�a respecter. L'expressiondu
voisinaged'un point sur les PBS est facilement calculable par l'in term�ediaire de notre
structure de simpli�cation. Bien qu'apparement plus facile �a adapter, les m�ethodes de
pond�eration n�ecessitent d'e�ectuer des restrictions quant au voisinage d'un point : la
notion de k-voisinagesur les PBS n'implique pas un cercle de voisins convexe. Il en va
de même pour les fronti �eresde l'ob jet. C'est pourquoi, a�n de garder un maximum de
degr�esde lib ert�e, la minimisation d'une fonction objective est pr�ef�erable.

Dansunevision plus globalede la param�etrisation, uneg�en�eralisation aux surfacesde
topologie arbitraire est n�ecessaire.Ainsi, le choix s'e�ectue entre une d�ecoupe de la sur-
face,unesegmentation par atlas ou un formulation globale.D�ecouper la surfacedemande
de mettre en place un algorithme de plus court chemin. Sur un maillage, le plus court
chemin suit lesarêtes.De plus, la valenced'un point est connu �a l'avancecequi facilite le
choix d'une direction �a partir d'un point. Sur les nuagesde points, nous ne connaissons
pas la connectivit�e entre chaque point. Elle est induite par la notion de k-voisinagequi
est d�etermin�eesoit par une distance maximale entre chaque point soit atteinte pour un
nombre de voisins su�san t. L'utilisation de l'octree pourrait faciliter la mise en place
mais deserreurs topologiquespeuvent apparaitre sur les surfaces�nes ou les \ar êtesvi-
ves"(en r�ef�erenceaux maillages). De ce fait, il est di�cile, voire laborieux, d'�etablir une
telle d�ecoupe. Une segmentation par atlas parait donc plus envisageablessuivant le type
de partitionnement. Une premi�ere approche bas�ee sur un diagramme de Voronoi est �a
exclure car trop couteusesuivant la densit�e du nuagede points. Les approchesprogres-
sivessont ellesaussi�a exclurecar il estdi�cile de r�ealiserdesop�erations topologiquessur
un nuagede points ! Les techniques de \r �egionsgrandissantes" peuvent être envisag�ees
�a partir de l'octree : on regroupe les cellulesvoisinesjusqu'�a une variation desnormales
maximales o�u un taille de r�egion seuille. Cependant, a�n de suivre au mieux le courant
de pens�eeactuel, l'orientation choisiepour notre m�ethode de param�etrisation entre dans
le cadredes\globally smooth parameterizations". Par cons�equent, une d�ecoupe par atlas
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implique la mise en place de fonctions de transition inter-fragment. Or, cesfonctions de
transitions sont construites �a partir desarêtesplac�eessur un ou plusieurs fragments. Si
l'on se basesur un k-voisinage,de nombreux points peuvent avoir des voisins dans un
fragment sansqu'il y est une r�eelle relation topologique.Ces fonctions de transition se-
raient donc di�ciles �a mettre en place. Une m�ethode globale de param�etrisation semble
plus envisageable.On disposed'une formulation globale de crit �eres�a respecter sur l'en-
semble de la surface. Le travail en pr�e-traitement est moindre et tout le processusse
concentre sur la mise en place de la fonction objective.

D'apr�esla classi�cation r�ealis�eedansla section2.3et lescontrain tesd�ecritespr�ec�edemment,
deux m�ethodesrestent encoreexploitables :

{ Global Conformal Surface Parameterization, Gu et Yau [23],
{ Global Parameterization with Periodic Coordinates, Ray et al. [46].
Cesdeux m�ethodesutilisent deschamps de vecteurspour guider la param�etrisation.

Similaire sur de nombreux points, la m�ethode de Ray et al. est mieux adapt�ee �a notre
probl�ematique. En e�et, elle proposede nombreux degr�esde lib ert�e qui nouspermettent
d'une part de restreindre les informations topologiques et d'autre part de guider la
param�etrisation suivant les crit �eresfacilement modi�ables. Nous allons voir maintenant
lesaspectsth�eoriqueset techniquesdecette m�ethodeainsi quesonadaptation aux nuages
de points.

4.4 M �etho de directe de param �etrisation

Apr �esun rappel global de la m�ethode, chaquepoint cl�e seraanalys�e. Une adaptation
de chaque�etape aux PBS serapropos�ee.Les r�esultats seront pr�esent�esen �n de section
par le biais d'une impl�ementation mise en place �a partir despropositions �evoqu�ees.

4.4.1 Ap er�cu

Une pr�esentation succinte de cette m�ethode est e�ectu �esdans la section 2.3. Rappe-
lons quecette m�ethode globalede param�etrisation a pour but de fournir descoordonn�ees
param�etriques allign�eesavec la direction principale de la courbure �a la surface.De part
la p�eriodicit �e de la fonction de param�etrisation, une segmentation de la surfaceet une
param�etrisation quasi-isom�etrique sont cr�eespar la minimisation d'une fonction objec-
tiv e. Ce processusest guid�e suivant deschamps de vecteurs ~K et ~K ? o�u ~K repr�esentera
la direction de la courbure principale en tout point et ~K ? , le champ perpendiculaire
dans le plan tangent �a la surface.

4.4.2 Les champs vectoriels ~K et ~K ?

Le concept de champs de vecteurs est issu des th�eories de la physique. En e�et,
les champs de vecteurs ont �et�e initi �es pour caract�eriser la gravitation ou la m�ecanique
de 
uides. Un champ de vecteurs poss�ede des caract�erisquesqui expriment son com-
portement dans un milieu. Ces caract�eristiques peuvent se formuler par un ensemble
d'op�erateurs di� �erentiels.
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Div ergence : la divergenced'un champ de vecteursexprime sa tendance�a provenir
ou �a converger vers certains points. D'un point de vue math�ematique, cette tendance
peut s'exprimer �a l'aide de l'op�erateur nabla :

div( ~K ) = r : ~K

La divergences'applique sur un champ de vecteurs et le transforme en un champ de
scalaires.

Rotationnel : le rotationnel exprime la tendance qu'�a un champ �a tourner autour
d'un point. On peut citer pour illustrer cette caract�eristique un cyclone : le vent peut
être repr�esent�e par un champ de vecteurs de direction le sensdu vent et de norme la
forcedu vent ; dansun cyclone,le champ de vecteursassoci�e au vent aura un rotationnel
non nul et il sera dirig�e vers l'oeil du cyclone. La �gure 4.4 pr�esente ce cas de �gure.
D'un point de vue di� �erentielle, le rotationnel s'exprime par :

r ot( ~K ) = r ^ ~K

o�u ^ correspond au produit vectoriel. Le rotationnel d'un champ de vecteurs est un
champ de vecteurs.

Fig. 4.4 { Champ de vecteurs

Dans notre application, nous cherchons un champ de vecteurs orient�e suivant la
courbure principale de l'ob jet. Ray et al [46] proposent d'utiliser la th�eorie desNormal
Circles. Cette m�ethode consiste �a consid�erer un point et deux cerclesde voisins pour
calculer un champ de tenseur (champ de vecteur non orient�e) estimant la courbure
principale en ce point. Cette m�ethode est fortement li�ee au maillage de l'ob jet. De ce
fait, nous devons trouver un paliatif pour calculer une estimation de la courbure.

La solution retenue est une analysedes composantes principales. Il a �et�e d�emontr �e
(dans [26] et [55]) que l'analyse d'un matrice de covariance d�e�nie par un point et ses
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voisins permet d'estimer les propri �etes localesde la surface. Dans R 3, une matrice de
covariance est une matrice carr�e de dimension 3 donn�ee,en un point Pi , par :

C =

2

4
Pi 1 � �P

� � �
Pi n � �P

3

5

T

:

2

4
Pi 1 � �P

� � �
Pi n � �P

3

5 ; Pi j voisin de Pi

o�u �P est le centro•�de desPi j . C est sym�etrique et semi-d�e�nie positive. Ainsi, lesvaleurs
propres � i sont des r�eelset les vecteurs propres ~Vi forment une baseorthonorm�ee. On
aura :

{ � 0 mesurela variation le long du vecteur ~V0 o�u ~V0 est une estimation de la normale
en Pi ;

{ idem pour � 1 et ~V1 o�u ~V1 est l'estimation de la direction de la courbure principale ;
{ idem pour � 2 et ~V2 avec ~V2 = ~V0 ^ ~V1.

On peut donc remarquer que cette estimation est ind�ependante du type de surface
auquel on l'applique (PBS ou maillage). La �gure 4.5 d�emontre desr�esultats obtenus.

Fig. 4.5 { Champ de vecteurscalcul�e par la covariance (direction : rouge ! vert)

Quelquesoit le type de m�ethode retenu pour l'estimation de la courbure principale,
certainesvaleurs du champ sont erron�ees.En e�et, le casle plus �evident est le casd'une
sph�ere (�gure 4.6). Les valeurs du champ n'ont aucune signi�cation mis �a part le fait
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d'être perpendiculaire �a la normale. D'un point g�en�eral, cecas�gure est localis�e dans les
zonesisotropiques o�u (kmax=kmin � 1) = 0, avec kmax courbure principale et kmin la
courbure minimale. Pour cette raison, Ray et al. pr�econisede lisser le champ de vecteurs.
Cette m�ethode a pour but d'�etendre les directions depuis les zonesanisotropiquesvers
les zonesisotropiques.Ce proc�ed�e s'applique th�eoriquement sur un maillage.

Fig. 4.6 { Erreur du champ de vecteurscalcul�e par la covariance

Le traitement consistedonc �a estimer un angle� i d�e�ni commel'angle entre la valeur
du champ au point Pi , not�ee ~K i , et une direction de r�ef�erence, ~H i , plac�eeal�eatoirement
dans le plan tangent au point Pi . Ainsi, le lissagedu champ de vecteur est repr�esent�e
par une �energiequartique �a minimiser :

R = (1 � p)
X

i

jkmax i =kmin i j



 � i � � 0

i




 2

+ p
X

T

RT

Le premier terme de l' �equation correspond au terme d'harmonisation alors que le
secondindenti�e la contrain te de lissaged�e�nie sur chaque triangle comme:
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X
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avec cos� i = ~H i
L

1: ~H i
L

2 et sin � i =
�

~H i
L

1 ^ ~H i
L

2

�
:NT . Ici, le coe�cien t � i cor-

respond �a un poids calcul�e par une int�egration de l' �energie sur le triangle T visant �a
stabiliser l' �energiedans les zonesanisotropiques.La valeur p est un d�egr�e de lib ert�e vi-
sant �a lisser plus ou moins le champ. L'op�erateur

L
correspond �a une addition modulo

3. La �gure 4.7 permet de clari�er les notations sur un triangle.
Le fait de travailler sansmaillage nous oblige �a reconsid�erer l' �energiesur l'ensemble

de la surface plut ôt que sur chaque triangle. Ainsi, de mani�ere empirique, nous avons
constat�e que cette �energiepouvait être minimis�e sur les PBS par :

R = (1 � p)
X

i

jkmax i =kmin i j



 � i � � 0

i




 2

+ p
X

E

RE
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P3

P1

~e1

~e2

~e3
P2

Fig. 4.7 { Notation sur les triangles

o�u E est l'ensemble des\ar êtes" tel que E =
n� � � !

Pi Pi j

o
; avec j = 0; : : : ; k c'est �a dire que

nous consid�eronscomme\ar ête" l'ensemble deschemins d'un point Pi �a sesvoisins Pi j .
D'un point de vue pratique, cette �energiequartique peut être r�eduite par une �energie
quadratique. En e�et, on peut omettre le terme d'harmonisation en e�ectuant plusieurs
lissage(entre 1 et 5 g�en�eralement) par l' �equation :

R = p
X

e2 E

Re

Cette solution nous permet d'utiliser des techniques de r�esolution lin�eaire telles que
la m�ethode des gradients conjugu�es. La �gure 4.8 permet de se rendre compte des
r�esultats sur un maillage. L'exemple illustre le proc�ed�e avant et apr�es lissage. Pour
chaque exemple, deux passesont �et�e e�ectu �ees.Les champs sont recalcul�es �a chaque
passepar ~K i = cos� i ~H i + sin � i ( ~H i ^ ~N i ) et ~K ?

i = ~N i ^ ~K i .
Nouspouvonsappliqu�ecette algorithme sur un nuagedepoints. La �gure 4.9pr�esente

deux exemplesde lissage.Le premier correspond �a une estimation de la courbure et son
lissageavec un voisinage de cinq voisins. Le deuxi�eme exemple correspond au même
processusmais en prenant cette fois-ci dix voisins par points. Les r�esultats sont proches
de ceuxobtenus avecun maillage. Toutefois,on peut serendre compte que le choix du k-
voisinagepour l'estimation de la courbure n'in
ue passur la convergencede l'algorithme
de lissage.

Cette solution nouspermet d'�eliminer lespoints singulierso�u la courbureest ind�e�nie.
Cependant, commeles exemplespr�ec�edents l'ont montr �e, elle en introduit de nouveaux.
Sur la sph�ere,cespoints singulierssont identi� �eessur lespôles.Cette localisation est dûe
au fait que l' �egalit�e des � i est consid�er�ee modulo 2� (periodicit �e des fonctions cosinus
et sinus). Il est possiblede consid�erer les � i modulo � ou � =2. Dans la pratique, cela
revient �a diviser les � i et les � i par 2, pour un champ modulo � , et par 4 pour un champ
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Fig. 4.8 { Lissagedu champ de vecteurssur un maillage

Fig. 4.9 { Lissagedu champ de vecteurssur une PBS (k=5 et k=10)
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modulo � =2. Ainsi, d�e�nir un champs modulo 2� engendreun champ de vecteurs. Un
champ modulo � est quali� �e de champs de tenseurs(il n'y a pas de senspriviligi �e dans
la direction de la courbure). Et en�n un champ modulo � =2 permet de �xer la direction
des lignes iso-param�etriques. L'exemple 4.10 exposeun champ modulo � et un champ
modulo � =2. On remarque que le nombre de points singuliers augmentent. Ainsi, un
champ modulo � a 4 points singuliers (demi-pôles) et un champ modulo � =2 en a 8
(quart-pôles). Cesdi� �erentes d�e�nitions nous permettront de guider la param�etrisation
de mani�ere di� �erente.

Fig. 4.10 { Lissagedu champ de vecteurs(modulo � et � =2)

4.4.3 Minimisation de la fonction ob jectiv e

Nous disposonsde champs de vecteurs ~K et ~K ? qui suivent les variations de la
surface. Le but maintenant est de trouver une energie quali�an t la fonction de pa-
ram�etrisation telle que le gradient de la fonction soit allign�e avecceschamps.Le gradient
peut être repr�esent�e commeun op�erateur di� �erentiel qui s'applique sur un champ de sca-
laires et le transforme en champ de vecteurs.Il indique la direction de de la plus grande
variation du champ de scalairesainsi que son intensit�e. L'op�erateur nabla nous permet
de retrouver la valeur du gradient sur une fonction.

A partir de l�a, Ray et al. [46] d�e�nissent la fonction de param�etrisation commeune
classede fonctions bivari�eesf f g = f (� ; � )g de la surfacevers le domaine param�etrique
telle que chaque fonction f soit exprim�eecomme:

r � = w ~K ; r � = w ~K ? (4.1)

Dans un soucisde garder la param�etrisation quasi-isom�etrique, leschamps sont nor-
malis�es et un scalaire w et introduit comme d�egr�e de lib ert�e visant �a personnaliser
l'in tensit�e du champs en tout point.

Rappelonsque cette m�ethode s'inscrit dans le cadredes\globally smooth paramete-
rizations". De ce fait, les fonctions de transitions assurant une harmonisation entre les
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di� �erents fragments de la surfacesont d�e�nies pour chaque fonction (f i ; f j ) de la classe
f f g. Ainsi, si l'on consid�ere deux fonctions f 1 et f 2 2 f f g respectivement associ�eesaux
domaines
 1 et 
 2 � S alors, on peut trouver une rotation R et une translation T telles
que :

8p 2 
 1 \ 
 2; f 2(p) = Rf 1(p) + T

Ici, les translations sont restreintes aux multiples de 2� a�n d'utiliser la p�eriodicit �e
des fonctions cosinus et sinus. De plus, les rotations sont �x �eesaux multiples de � =2
pour faciliter l'allignement avec les champs de vecteurs.

La di�cult �esr�esident doncdansla miseenforme de l'expression4.1 ind�ependamment
desrotations et translations introduites pr�ecedemment. La formulation propos�eepar Ray
et al. est donc une fonction objective d�e�nie comme une sommed'�energiesur chaque
arête d'un triangle telle que :
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Lesnotations sont identiques �a cellesvuespour leschampsde vecteurs.Cette �energie
est ensuite int�egr�ee sur chaque triangle. Tout comme pr�ec�edemment, plut ôt que de
consid�erer F comme une sommed'�energiessur chaque triangle, nous consid�ereronsF ,
pour l'adaptation aux PBS, comme la somme d'�energie sur chaque \ar ête" de E (E
d�e�ni pour les champs de vecteurs). Ainsi,

F =
X

e2 E

Fe

F est donc une�energiequadratique dont la r�esolution peut s'e�ectuer par la m�ethode
desgradients conjugu�es.Cependant, a�n que la norme desnombrescomplexes� i et � i ne
d�ecroit pastrop rapidement loin descontrain tes, une p�enalit�e est introduite de mani�ere�a
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garder la norme �egale�a 1 qui rend l' �energiequartique. De ce fait, nousgardonsla même
approche que pour la m�ethode de lissagedes champs de vecteurs : plusieurs passages
avec l' �energiequadratique.

Apr �es la r�esolution du syst�emede minimisation, nous obtenonsdescoordonn�eespa-
ram�etriques relatives au rep�ere de frenet local d�e�ni par les champs de vecteurs. Ces
coordonn�eesde r�ef�erencesnous permettent de retrouver les coordonn�eesparam�etriques
globales suivant chaque sous domaine 
 f de la surface associ�e �a la fonction de pa-
ram�etrisation f 2 f f g. Pour cela, il faut retrouver les rotations et translations e�ectu �ees
dans le domaine param�etriques pour chaque point de telle sorte que :
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D'apr�esla d�e�nition de F , une relation entre lespoints est �etablie suivant les\ar êtes"
virtuelles qui relient chaquepoint avec cesvoisins. De ce fait, �a partir d'un point racine,
nous propageonsles coordonn�eesparam�etriques suivant cesarêtes. Le princip e consite
�a e�ectuer la même d�emarche que pour la construction du syst�eme de minimisation de
F :

1. prendre un voisin Pi j de Pi

2. alligner ~K i j avec ~K i (! r f
i j

)

3. appliquer r f
i j

rotation de � =2 sur les coordonn�eesde r�ef�erencede Pi j

4. d�eterminer les translations par :

sf
i j

= argmin sj�
f
i � (� =w) ~e:( ~K i j + ~K i ) � � f

i j
+ 2s� j

t f
i j

= argmin t j�
f
i � (� =w) ~e:( ~K ?

i j
+ ~K ?

i ) � � f
i j

+ 2t� j

4.4.4 R�esultats

Nous avons test�e l'adaptation de la m�ethode de Ray et al [46]. Pour des raisons
pratiques (rapidit �e d'impl �ementation et visualisation classique),nousavonsmis en place
cette param�etrisation sur un maillageengardant lesrestrictions �evoqu�eespr�ec�edemment.
Pour chaque objet, nous avons compar�e nos r�esultats avec ceux de la m�ethode ini-
tiale. Ainsi, pour des objets topologiquement simples, les r�esultats sont proches. La
�gure 4.11 pr�esente une param�etrisation r�ealis�ee �a l'aide d'un champ de vecteurs mo-
dulo � =2. La pr�emi�ere image (�a gauche) correspond au r�esultat obtenu par nos res-
trictions. La deuxi�eme repr�esente la m�ethode originelle. On remarque que sur les deux
m�ethodes, la param�etrisation pr�esente des distorsions au niveau des points singuliers.
Ces d�eformations sont �a imputer au champ de vecteurs qui n'a pas r�eellement de sens
au niveau des points singuliers. En e�et, cespoints sont introduits lors de la phasede
lissagedu champ. Lors de ce processus,les points singuliers sont r�epartis sur la surface
conform�ement �a la p�eriodicit �e du champ choisi. Une �etude plus approfondie du champ
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de vecteur est n�ecessairepour �eliminer tous les points singuliers. Toutefois, une solu-
tion consiste�a reparam�etriser les fragments de surfacecontenant un point singulier en
s'assurant de placer cette singularit�e sur les fronti �eres.

Fig. 4.11 { Exemple de param�etrisation sur un objet simple

Sur des objets plus complexes,les di� �erencessont plus visibles. En e�et, la �gure
4.12montre l'exemple d'un maillage comportant 10000points et 20000faces.On voit ap-
paraitre dans notre proc�ed�e (�a gauche) des\T-p oints" (�a la basedu coup par exemple).
Cette particularit �e est introduite par la fonction de param�etrisation. Le probl�eme est
r�egl�e dans la m�ethode de Ray en multiplian t le champ de vecteur en ces points par
un scalaire. Ce scalaire a pour but de stabiliser la divergencedu champ de vecteurs.
Le calcul de cette correction demandant des informations sur les triangles du maillage,
nous n'avons pas pu adapter cette am�elioration �a nos contrain tes. Plusieurs minimi-
sations de F permettent d'en �eliminer quelquesuns. De plus, on remarquera quelques
d�eformations par notre proc�ed�e dû au fait que nous utilisons une �energiebas�ee sur les
arêtescontrairement �a la m�ethode initiale o�u l' �energieest bas�eesur les triangles.

Le r�esultat de la �gure 4.13montre comment la fonction de param�etrisation secom-
porte avec un objet de genre�elev�e. On remarque les mêmesd�efauts que pr�ec�edemment
avec la m�ethode adapt�ee,�a gauche, et l'originale �a droite. Lesd�efauts li�es�a la divergence
du champ de vecteur sont visibles sur le pied de la chaiseen premier plan. On peut tout
de même appr�ecier le respect de l'isom�etrie sur de telles objets et cela dans les deux
m�ethodes.

4.5 G�en�eration de l'image g�eom�etrique

Nous disposons �a pr�esent de l' �etape essentielle pour la construction d'une image
g�eometrique. Le princip e consiste �a organiser la param�etrisation sous la forme d'une
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Fig. 4.12 { Exemple de param�etrisation sur un objet complexe

Fig. 4.13 { Exemple de param�etrisation sur un objet de genre�elev�e
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grille de pixels (i.e. une image). La construction de l'image g�eom�etrique est consid�er�ee
termin�e lorsque toutes les casesde la grille sont pleines.

De cette d�e�nition, on en deduit qu'�a tout point u; v 2 D , domaine param�etrique,
doit correspondre un point de la surface. De plus, les coordonn�eesparam�etriques sont
impos�ees : sur une image de d�e�nition 256x256,chaque coordonn�eesen u (i.e. en v)
est un multiple de 1/256. Pour cela, nous devons fournir un syst�eme multi-r �esolution
permettant de r�e-injecter despoints dans la param�etrisation. De plus, nousdevonsnous
assurerd'un certain d�egr�e d'erreur dans le choix de nos points tel que :

8(u; v); u%(1=256)+ v%(1=256) < E

o�u % repr�esente l'op�erateur modulo.
La solution retenue consiste donc, une fois la param�etrisation initiale e�ectu �ee, �a

s'assurerquele nombre depoints obtenusestsu�san t. Dansle cascontraire, on augmente
la profondeur de l'octree. Cette action nous permet de r�e-injecter des points dans la
param�etrisation. Cette op�eration est r�ealis�ee en plusieurs �etapes :

1. Calculer un nouveau champ de vecteur �a partir despoints pr�ec�edents et desnou-
veaux points ;

2. Reconstruire le syst�emede minimisation de F ;

3. Extraire les nouvellescoordonn�eesparam�etriques.

Ces actions sont r�ealisablesgrâce �a l'in variance param�etrique de notre fonction de
param�etrisation. Plusieurs donn�eessont �a conserver. Cependant, l'in tro duction de nou-
veauxpoints et donc,de nouveauxvoisinspour lespoints initiaux, nousoblige �a r�esoudre
�a nouveau l' �equation F = 0. A chaque�etape, le proc�ed�e varie l�eg�erement par rapport �a
la m�ethode initiale. Ainsi, lors du calcul du champ de vecteurs,seulela courbure princi-
pale desnouveaux points est calcul�ee.Lors de la phasede lissage,on s'assurede garder
la valeur du champ pour les points pr�ec�edents invariante. On obtient donc un champ
liss�e par rapport aux anciennesdonn�ees.Cette lib ert�e est autoris�ee dans la mesureo�u
les points choisis initialement sont consid�er�escommerepr�esentatifs de la surface.Par la
suite, le syst�emede minimisation de F est intialis�e avec le nouvel ensemble d'arêtes.Les
coordonn�eesparam�etriques des points initiaux sont fournis au processusde r�esolution
de mani�ere �a converger rapidement vers une solution.

Ce m�ecanismeest r�ep�et�e jusqu'�a, d'une part, l'obtention d'un nombre de points
su�san t et d'autre part, jusqu'�a une erreur dans l'encapsulation de la param�etrisation
inf�erieure �a une certain seuil.

La g�en�eration d'une Normal Map suit l'agencement despixels associ�es�a la g�eom�etrie
despoints. Consid�eronsune imageg�eom�etrique de 256x256pixels encapsulant lespoints
dela surfaceet uneimageg�eom�etrique de512x512capturant lesnormales.Pour construire
cette deuxi�emeimage,le mêmefonction de param�etrisation est employ�ee.Si lesnormales
sont fournis avec le nuagede points on associe la valeur de la normale �a la couleur du
pixel courant. En casde non information sur lesnormales,une approximation est donn�ee
lors du calcul de la courbure par la matrice de covariance. Comme la Normal Map est
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plus d�e�nie que l'image g�eom�etrique classique,les trous sont combl�es en interpolant la
valeur manquante par rapport �a sesvoisins. Le même proc�ed�e peut être envisag�e pour
d'autres signaux (la couleur par exemple).

La construction de l'image g�eom�etrique donneuned�e�nition forte du nuagedepoints.
En e�et, en plus de fournir les informations d�ej�a pr�esentes initialement, une relation
d'adjacenceentre lespoints est cr�e�ee.De cefait, une surface�a basede points repr�esent�ee
par une image g�eom�etrique comporte despropri �et�esutilisables directement telles que le
voisinageou n cerclesde voisins. De plus, une approximation de la surfacemaill�ee est
donn�eeen utilisant la m�ethode de reconstruction pr�esent�eedans la m�ethode initiale [22].
Toutes lespropri �et�esd�ecritesdans la m�ethode de Gu et al. restent utilisables (niveaude
d�etail, compression).

4.6 Am �eliorations futures

Champ de vecteurs

Dans un premier temps, les am�eliorations possiblessont cibl�ees sur le champ de
vecteurs.En e�et, les points singuliers r�epartis sur la surfacelors de la phasede lissage
ĝenent la param�etrisation. Une analysetopologiquedu champ de vecteurs(d�etection des
points d�eg�en�er�es commeles trisectors ou les wedges) permettrait de prendre en compte
les singularit�es du champ de vecteursdans la param�etrisation. Des �etudestraiten t d�ej�a
de la d�etection de cesvaleurs particuli �eres[11].

Reconstruction de surface

La m�ethode de param�etrisation employ�ee [46] d�e�nie les �el�ements d'une recons-
truction implicite du maillage. Le princip e consiste �a extraire de la fonction de pa-
ram�etrisation les lignes iso-� et iso-� facilement extractibles par la construction de
l'image g�eom�etrique. Cependant, cetraitement est r�ealisablesur la param�etrisation d'un
maillage mais di�cilemen t exploitable sur la param�etrisation du nuagede points. La seg-
mentation de surfacer�ealis�ee par cette fonction de param�etrisation permet l'extraction
de fragments de la surface le long des points dont la p�eriode est �egale �a 2k� . Cette
caract�eristique facilite la mise en place d'approximation de la surface par des courbes
iso-param�etriques telles que les T-SPLINES [54], comme avanc�e par Ray et al., pour
pallier au probl�emedes\T-P oints". On peut aussiimaginer l'utilisation d'un autre type
d'image g�eom�etrique [36].

Fonction ob jectiv e

La fonction objective adapt�eeici �a nos contrain tes restent trop d�ependante de la to-
pologiede l'ob jet, particuli �erement pour l'am�elioration dessingularit�eslocales.L'emploi
des fonctions cosinus et sinus r�ev�elent des qualit �es int�eressantes pour la d�ecoupe de la
surface.Cependant, il est pr�ef�erable de d�e�nir cette �energiesur les triangles plut ôt que
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sur les arêtes. Le probl�eme est en partie r�esoluedans notre processuspar une struc-
ture de partitionnement r�eguli�ere. Toutefois, l'utilisation de fonctions non p�eriodique
pourrait am�eliorer la param�etrisation en d�e�nissant de nouveaux crit �eressur le domaine
param�etrique plus stable par une d�e�nition sur les arêtes.

55



Chapitre 5

Conclusion

Les travaux r�ealis�es dans ce m�emoire sont, dans un premier temps, une classi�ca-
tion desdi� �erentes m�ethodesde param�etrisation de maillagespolygonaux. Cette a pour
but de d�e�nir plusieurs crit �eres de choix suivant les besoins.Dans un secondtemps,
une pr�esentation des surfacesde points est r�ealis�ee. Cette partie souligne les avantages
d'une telle repr�esentation. Un aper�cu de di� �erentes m�ethodesde reconstruction de sur-
face y est aussi pr�esent�e. Le troisi�eme exposeles cl�e de l'adaptation d'une m�ethode de
param�etrisation existante sur les surfaces�a base de point. Des exemplesargumentifs
justi�en t une telle adaptation tout en y quali�an t les limites. La �nalit �e de ce projet
de permettre la construction d'une image g�eom�etrique pour cette d�e�nition de surface.
Cette construction laisseentrevoir de nombreux avantages avec notamment un acc�es �a
certaines informations topologiquesmanquantes dans la d�e�nition des surfaces�a base
de points mais n�ecessairespour la plupart destraitements. Ainsi, un tel support de sto-
ckage permet une repr�esentation compl�ete d'une PBS tout en disposant des avantages
h�erit�esde la m�ethode initiale. Ce m�emoiremet donc en avant la n�ecessit�e de fournir des
m�ethodesde param�etrisation robustespour lessurfaces�a basede points a�n de pro�ter
desavantagesde la param�etrisation dans les traitements et la repr�esentation.
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