
Université de Bordeaux I
Laboratoire Bordelais de Recherche en Informatique
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3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.2 Unification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.2.1 Demi Θ6-graphe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2.2 Plongement géodésique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2.3 Triangulation de TD-Delaunay . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.3 Unification des concepts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.4 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.4.1 Spanner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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Introduction

Ce document retrace une partie de mes activités de recherches réalisées après l’obtention de mon doc-
torat en décembre 2002. Ces recherches ont été menées au sein de l’équipe Combinatoire et Algorithmique
du LaBRI. Depuis 2007 ces recherches se font également au sein de l’équipe projet Inria CEPAGE.

En regardant en arrière je m’aperçois qu’une partie importante de mes recherches a consisté à conce-
voir des algorithmes qui, partant d’un graphe, calculent un nuage de points ou bien partant d’un nuage
de points calculent un graphe. Cette formulation simpliste dissimule en réalité une grande diversité des
problèmes traités et des techniques utilisées. Comme nous allons le voir par la suite ce “passe-temps” m’a
permis d’apporter des contributions en combinatoire bijective (Chapitre 1), en tracé de graphes (Cha-
pitre 2), en géométrie algorithmique (Chapitre 3) et en complexité (Chapitre 4). La suite du document
est organisée comme indiqué ci-dessous.

Dans le Chapitre 1, nous nous intéressons aux orientations bipolaires planes (qui sont des cartes pla-
naires décorées d’une orientation particulière) et aux nuages de points correspondants aux diagrammes
de permutations de Baxter. Nous présentons une bijection (ainsi que son inverse) transformant les orien-
tations bipolaires planes (à n arêtes) en permutations de Baxter (de taille n). La bijection présentée
a la propriété recherchée d’envoyer de nombreux paramètres classiques sur les permutations vers des
paramètres tout aussi naturels sur les cartes planaires.

Dans le Chapitre 2, nous présentons un algorithme qui, partant d’une carte planaire 3-connexe, plonge
les sommets de cette carte sur une grille (de petite taille) de sorte que le dessin en ligne droite du graphe
induit par ce plongement soit sans croisement convexe (i.e. les faces sont représentées par des polygones
convexes).

Dans le Chapitre 3, nous effectuons le voyage inverse : partant d’un nuage de points du plan, nous
cherchons à calculer un spanner, c’est à dire graphe planaire s’appuyant sur ces points de sorte que
l’étirement du graphe (i.e. le rapport entre la distance dans ce graphe et la distance Eulérienne) soit
petit. Nous montrons en particulier que les graphes Θ6 ont un étirement d’au plus 2 (on ignorait avant
si leur étirement était borné) et qu’il est possible de construire des spanners planaires de degré 6 et
d’étirement au plus 6, améliorant ainsi significativement la meilleur borne connue sur le degré pour un
spanner planaire (anciennement 11).

Enfin, dans le Chapitre 4, nous nous intéressons à des problèmes d’agrégation de ressources : partant
d’un nuage de points pondérés, nous cherchons à construire sur ces points des cliques disjointes de
diamètre borné. Dans le premier problème que nous regardons (bin covering avec contrainte de distance)
chaque clique doit avoir un poids d’au moins un. Dans le deuxième problème (bin packing avec contrainte
de distance) chaque point doit appartenir à exactement une clique et chaque clique doit avoir un poids
inférieur à 1. Pour ces 2 problèmes, nous montrons qu’il n’existe pas d’algorithme d’approximation (même
en relâchant légèrement la contrainte sur le diamètre des cliques), sauf si P = NP . Par ailleurs, nous
proposons des algorithmes d’approximation en relâchant raisonnablement la contrainte sur le diamètre
des cliques. Les résultats présentés dans ce chapitre correspondent à une partie importante des travaux
de thèse d’Hubert Larchevêque.
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Chapitre 1

Combinatoire Bijective : Orientations bipolaires
et permutations de Baxter

Figure 1.1 – La permutation de Baxter π = 5 3 4 9 7 8 10 6 1 2, le diagramme de Hasse de φ(π) et l’orien-
tation bipolaire plane Φ(π).

Les cartes, les arbres, les permutations et les mots sont parmi les objets favoris de la combinatoire. Ils
le sont à double titre : d’abord parce qu’ils ont de nombreuses propriétés remarquables et ensuite parce
qu’ils apparaissent de manière récurrente dans de nombreux domaines scientifiques (physique statistique,
algèbre, algorithmique, bio-informatique). Un des buts de la combinatoire bijective est d’établir des
bijections entre différentes familles d’objets. Ces bijections permettent de transposer les résultats connus
dans chaque famille vers l’autre enrichissant ainsi chacune des familles de nouvelles propriétés.

Par exemple, le travail que nous avons réalisé en collaboration avec Cyril Gavoille et Nicolas Ha-
nusse [BGH05] illustre bien ce propos. Nous avons proposé une bijection entre d’un côté les cartes
planaires extérieures (i.e. dont tous les sommets sont sur la face extérieure) à n sommets et m arêtes et
de l’autre les arbres bicoloriés à n sommets et m−n sommets noirs (non situés sur la dernière branche).
Cette bijection se spécialise également aux cartes planaires extérieures 2-connexes. De cette bijection
nous en déduisons 3 résultats sur les cartes planaires extérieures :

– une formule d’énumération avec une asymptotique en 3nO(logn) ;
– une structure de données de taille asymptotiquement optimale (3n bits), calculée en temps linéaire

(en outre cette structure de données permet de renvoyer l’adjacence entre 2 noeuds en temps
constant et de déterminer les voisins d’un sommet de degré d en O(d)) ;

– un algorithme de génération aléatoire uniforme dont la complexité moyenne est linéaire.

Ce chapitre présente une bijection élégante (ainsi que ses implications) entre les permutations de
Baxter de taille n et les orientations bipolaires planes à n arêtes. Ce travail a été réalisé en collaboration

3



4CHAPITRE 1. COMBINATOIRE BIJECTIVE : ORIENTATIONS BIPOLAIRES ET PERMUTATIONS DE BAXTER

avec Mireille Bousquet-Mélou et Éric Fusy (LIX - Palaiseau) [BBMF10]. Le travail présenté dans la
Section 1.5 a été réalisé en collaboration avec Olivier Bernardi [BB09].

1.1 Introduction

Nous nous intéressons ici à une famille de permutation introduite par Glen Baxter en 1964 et qui
porte son nom [Bax64]. Une permutation π est de Baxter s’il n’existe pas d’indices i < j < k tels que
π(j + 1) < π(i) < π(k) < π(j) ou π(j) < π(k) < π(i) < π(j + 1). Ces permutations ont été énumérées
pour la première fois dans les années 80 [CGHK78, Mal79, Vie84, CDV86]. Plus récemment, elles ont
été étudiées dans le contexte plus général des permutations à motifs exclus [BM03, DG96, Gir93, GL00].
En particulier le nombre de permutations de Baxter de Sn ayant m montées, i maxima à gauche 1, j
maxima à droite est [Mal79] :

ij

n(n+ 1)

(
n+ 1

m+ 1

)[(
n− i− 1

n−m− 2

)(
n− j − 1

m− 1

)
−
(
n− i− 1

n−m− 1

)(
n− j − 1

m

)]
. (1.1)

Quelques années plus tard, un autre Baxter, Rodney Baxter, étudia la somme du polynôme de Tutte
TM (x, y) sur l’ensemble des cartes planaires non-séparables M ayant une taille fixée [Bax01]. Il a montré
que le coefficient de x1y0 dans TM (x, y), sommé sur toutes les cartes planaires non-séparables enracinées
M ayant n + 1 arêtes, m + 2 sommets, dont le degré de la face racine est i + 1 et dont le degré du
sommet racine est j+ 1, était donné par la même formule (1.1). En fait, le coefficient x1y0 dans TM (x, y)
correspond au nombre d’orientations bipolaires de M [GZ83, GS00].

Mireille Bousquet-Mélou [BM03] fut la première à remarquer que ces deux Baxter étudiaient des
objets énumérés de la même manière.

Dans ce chapitre nous allons présenter une bijection directe entre les permutations de Baxter et les
orientations bipolaire planes. Cette bijection montre clairement pourquoi les objets introduits par les
deux Baxter sont énumérés par les mêmes nombres. Un des attraits de notre bijection est qu’elle est non-
récursive, simple à implémenter et qu’elle a beaucoup de structure : elle traduit plusieurs statistiques
naturelles des permutations sur les cartes. De plus elle se comporte bien vis-à-vis des symétries. Par
ailleurs, lorsqu’on applique cette bijection aux permutations de Baxter évitant le motif 2413, cette bijec-
tion se spécialise en une bijection entre ces permutations et les cartes planaires enracinées non-séparables.
Cette dernière bijection est étroitement liée à la description récursive de ces cartes introduite par Dulucq
et al. [DGW96].

Les preuves de cette bijection reposent sur l’existence de deux arbres de générations isomorphes pour
les permutations de Baxter et pour les orientations bipolaires planes.

Notons qu’il existe d’autres objets énumérés par les nombres de Baxter. Citons par exemple les
floorplan [ABP06], les paires d’arbres jumeaux [DG96] ainsi qu’une famille de triplés de chemins ne se
coupant pas [FPS09]. D’autres bijections sont présentées dans [FFNO]. Toutefois la bijection présen-
tée ici ne peut s’exprimer comme la composition de bijections existantes et offre certaines propriétés
intéressantes (comme les symétries, les spécialisations, ...).

A l’instar des objets comptés par les nombres de Catalan, les liens entre les objets comptés par les
nombres de Baxter commencent à être mieux compris.

La suite de ce chapitre est organisée comme suit : après l’introduction de quelques définitions et
notations dans la section 1.2, nous présentons dans la section 1.3 la bijection Φ, son inverse Φ−1, ainsi
que certaines propriétés de symétrie de Φ. La Section 1.4 présente des spécialisations de cette bijection
aux cartes non-séparables et aux cartes séries-parallèles. La Section 1.5 développe quelques digressions
sur l’intérêt de considérer des cartes enrichies pour découvrir de nouvelles bijections. Enfin une dernière
section conclut et présente quelques perspectives.

1. On dit que i est une montée (resp. une descente) de π si π(i) < π(i+ 1) (resp. π(i) > π(i+ 1)). i est un maximum à
gauche (resp. à droite) si pour tout j < i (resp. j > i) π(i) > π(j).
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Figure 1.2 – Les symétries du carré agissant sur les permutations de Baxter.

1.2 Préliminaires

1.2.1 Permutations de Baxter

Une permutation π = π(1) . . . π(n) est une application bijective qui va de l’ensemble {1, 2, . . . , n}
dans lui-même. On note Sn l’ensemble des permutations de taille n. Une permutation π = π(1) · · ·π(n)
sera représenté par son diagramme, c’est à dire par l’ensemble de points (i, π(i)). Ainsi, le groupe des
symétries du carré (d’ordre 8) agit sur les permutations de Sn. Ce groupe peut être généré par les 2
involutions suivantes :

– l’inversion π 7→ π−1, qui revient à faire une symétrie par rapport à la première diagonale,
– le retournement de permutation qui envoie π = π(1) · · ·π(n) sur rev(π) = π(n) · · ·π(1).

D’après la définition que nous avons donnée dans l’introduction des permutations de Baxter, il appa-
râıt clairement que les opérations d’inversion et de retournement laissent l’ensemble Bn des permutations
de Baxter de taille n inchangé. Cela implique que les 8 symétries du carré (Figure 1.2) laissent également
inchangé l’ensemble Bn.

Les permutations de Baxter peuvent également être définies en termes de motifs barrés [Gir93], comme
nous allons le faire maintenant.

Étant donné 2 permutations π et τ = τ1 · · · τk, une occurrence du motif τ dans π est une sous-séquence
π(i1), . . . , π(ik), avec i1 < · · · < ik, tel que pour tout couple (j, l), π(ij) < π(il) si et seulement si τj < τl.
Si π ne contient aucune occurrence de τ , on dit que π évite le motif τ . On dit que π évite le motif barré
τ = τ1 · · · τi−1τiτi+1 · · · τk si toute occurrence de τ1 · · · τi−1τi+1 · · · τk dans π est une sous-séquence d’une
occurrence de τ1 · · · τi−1τiτi+1 · · · τk. Avec ces définitions, les permutations de Baxter sont exactement
les permutations qui évitent les motifs 253̄14 et 413̄52.

Nous équipons maintenant R2 de l’ordre suivant : v 6 w si x(v) ≤ x(w) et y(v) ≤ y(w). Cet ordre
correspond à “w est au nord-est de v”. On dit que pour 2 éléments v et w d’un ensemble partiellement
ordonné P, w couvre v si v < w et qu’il n’existe pas de élément u tel que v < u < w. Le diagramme
de Hasse de P est le graphe orienté dont P est l’ensemble des sommets et les relations de couvertures
correspondent aux arcs. Nous orientons les arcs du plus petit au plus grand.

Étant donnée une permutation π, on dit que i est une montée (resp. une descente) si π(i+ 1) > π(i)
(resp. π(i + 1) < π(i)). Un maximum à gauche (ou lr-maximum pour “left to right” maximum) est une
valeur π(i) tel que π(i) > π(j) pour tout j < i. On définit de manière analogue rl-maximum, lr-minimum,
rl-minimum.



6CHAPITRE 1. COMBINATOIRE BIJECTIVE : ORIENTATIONS BIPOLAIRES ET PERMUTATIONS DE BAXTER

1.2.2 Orientations bipolaires planes

Une carte planaire est un graphe connexe plongé sur la sphère sans croisement d’arêtes, considéré
à déformation continue près. Une carte est composée de sommets, d’arêtes ainsi que de faces qui sont
les composantes connexes de R2 après suppression des arêtes. On appelle degré d’une face le nombre de
sommets qui bordent cette face. La face externe est non bornée et les faces internes sont bornées. Une
carte est dite séparable, s’il existe un sommet séparateur, c’est-à-dire que sa suppression déconnecte le
graphe. Une orientation bipolaire plane O est une orientation acyclique d’une carte planaire M avec une
unique source s (sommet sans arc entrant) et un unique puits t (sommet sans arc sortant), tous deux
situés sur la face externe (Figure 1.3). Les pôles de O sont les sommets s et t. Un des chemins allant de
la source au puits a la face externe à sa droite : ce chemin est le bord droit de O et sa longueur est appelé
degré sortant droit de O. Le degré sortant gauche est défini de manière similaire.

t

O∗

right vertex
f

source

right face
v

O

s

Figure 1.3 – A gauche, une orientation bipolaire plane ayant un degré sortant droit (gauche) de 2 (3)
ainsi que son dual. A droite, une illustration des propriétés locales des orientations bipolaires planes.

On peut voir qu’autour de chaque sommet non-polaire v d’une orientation bipolaire plane, les arcs
sont organisés en 2 blocs, un bloc d’arcs entrants et un bloc d’arcs sortants : en tournant autour de v on
parcourt le bloc d’arcs entrants, puis le bloc d’arcs sortants et puis c’est tout (Figure 1.3, à droite). La
face qui est incidente au dernier arc sortant et au premier arc entrant (dans le sens horaire) est appelée
face droite de v. De manière similaire, la face droite de v est incidente au dernier arc entrant et au
premier arc sortant.

De manière duale, le bord de chaque face interne f contient exactement 2 chemins dirigés maximaux
(Figure 1.3, à droite), formant une petite orientation bipolaire. Sa source (resp. puits) est appelé source
(resp. puits) de f . Les autres sommets de la face sont respectivement appelés sommets droits, sommets
gauches de f : si v est un sommet droit de f , alors f est la face gauche de v.

Une carte M est enracinée, si une des arêtes adjacentes à la face externe est orientée de sorte que
la face externe se trouve à droite. Dans le cas des orientations bipolaires de M , la source s et le puits t
doivent être les extrémités de l’arc racine. Comme rappelé dans l’introduction de ce chapitre, le nombre
d’orientations bipolaires de M est égal au coefficient de x1y0 dans le polynôme de Tutte TM (x, y). Ce
nombre est non nul si et seulement si M est non séparable [LEC67].

Une carte est bipolaire, si 2 de ses sommets de la face externe et respectivement appelés source (s) et
destination (t) sont distingués. Dans ce cas, une orientation bipolaire de M doit avoir s comme source
et t comme puits. Par la suite si M est enracinée, M̌ est la carte bipolaire obtenue par suppression de
l’arc racine. Si M est bipolaire, M̂ est la carte obtenue par ajout de l’arc racine. Dans ce cas, M admet
une orientation bipolaire si et seulement si M̂ est non-séparable.

Deux transformations naturelles agissent sur l’ensemble On des orientations bipolaires planes (non
enracinées) ayant n arcs. Pour une orientation bipolaire O, nous définissons mir(O) l’image miroir de
O, c’est-à-dire l’orientation obtenue en retournant O par rapport à une droite quelconque (Figure 1.4).
Clairement l’opération mir est une involution.

L’autre transformation est la dualité. Le dual d’une orientation plane O∗ de O est construit comme
indiqué dans la Figure 1.3. Il y a un sommet de O∗ pour chaque face interne de O et 2 sommets de O∗ (ses
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pôles) pour la face externe de O. Il y a un arc dans O∗ connectant les sommets correspondants à deux
faces de O partageant un arc commun et orienté en utilisant la convention présenté dans la Figure 1.3 :
de la face située à droite de l’arc vers la face située à gauche de l’arc. Remarquons, que le dual du dual
de O est obtenu à partir de O en retournant tous les arcs. La transformation duale est donc d’ordre
4. Les transformations mir et O 7→ O∗ engendrent un groupe d’ordre 8 (Figure 1.4). Nous allons voir
que notre bijection Φ nous permet de superposer les Figures 1.2 et 1.4. C’est à dire, si Φ(π) = O, alors
Φ(π−1) = mir(O) et Φ(rev(π)) = mir(O∗).

mir

mir

mir

mir

Figure 1.4 – Un groupe d’ordre 8 agissant sur les orientations bipolaires planes. Les arcs en pointillés
indiquent le passage d’une orientation à son orientation duale, les autres arcs indiquent l’application de
l’opération miroir.

1.3 Présentation de la bijection

1.3.1 Des permutations de Baxter aux orientations bipolaires planes

Soit π une permutation de Baxter. Construisons d’abord un graphe orienté plongé biparti φ(π) avec
segments de droites pour arêtes. Les sommets noirs sont les points bi = (i, π(i)). Les sommets blancs
correspondent aux montées de π. Plus précisément, pour chaque montée a (i.e., π(a) < π(a+ 1)), notons
`a = max{π(i) : i < a + 1 et π(i) < π(a + 1)}. La propriété Baxter implique que pour tout i > a
tel que π(i) > π(a), on a π(i) > `a (voir Figure 1.5). Le sommet blanc associé à la montée a est wa =
(a+1/2, `a+1/2). Finalement, nous ajoutons 2 sommets blancs w0 = (1/2, 1/2) et wn = (n+1/2, n+1/2).
(En d’autres termes on considère que π(0) = 0 et π(n+ 1) = n+ 1.) Nous définissons le graphe orienté
plongé φ(π) comme étant le diagramme de Hasse de l’ensemble des points noirs et blancs pour l’ordre
“est au nord-est de” défini sur R2 dont les arcs sont représentés par des segments de droites (Figure 1.1,
centre).

Proposition 1.1. Pour chaque permutation de Baxter π, le graphe plongé φ(π) est planaire, bicolore
(les extrémités de chaque arêtes sont de couleurs différentes) et le degré sortant et entrant de chaque
sommet noir est de 1.

Ces propriétés peuvent être observées sur l’exemple de la Figure 1.1.

En supprimant les sommets noirs, nous obtenons une orientation bipolaire plane ayant pour source
w0 et pour puits wn. C’est ceci que nous appelons Φ(π) (voir Figure 1.1, à droite).

Observez que chaque point de la permutation donne lieu à un arc de Φ(π) : nous dirons alors que le
point correspond à l’arc et vice-versa.

Théorème 1.1. L’application Φ est une bijection entre les permutations de Baxter et les orientations
bipolaires planes qui agit sur les paramètres standards de la manière suivante :
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`a+1
∅

wa

π(a)

π(a+ 1)

`a

a a+1

∅

Figure 1.5 – L’insertion d’un sommet blanc à la place d’une montée.

taille ↔ # arcs, # montées ↔ # sommets non-polaires,
# lr-maxima ↔ degré sortant gauche, # rl-minima ↔ degré sortant droit,
# rl-maxima ↔ degré du puits, # lr-minima ↔ degré de la source.

Par la formule d’Euler, le nombre de faces internes de Φ(π) est égal au nombre de descentes de
π. Le Théorème 1.1 montre pourquoi les nombres (1.1) apparaissent aussi bien dans l’énumération des
permutations de Baxter [Mal79] que dans l’énumération des orientations bipolaires planes [Bax01].

1.3.2 La bijection inverse

Soit O une orientation bipolaire plane dont les sommets sont coloriés en blanc.

Soit O′ la carte planaire orienté bicolore obtenue à partir de O en subdivisant chaque arc en 2 arcs
avec un sommet noir au milieu (Figure 1.6). Il faut se souvenir comment les arcs entrants et sortants
sont répartis atour des sommets de O (Figure 1.3, à droite).

Soit Tx la sous-carte de O′ obtenue en gardant pour chaque sommet blanc le premier arc entrant dans
le sens horaire (pour le puits, nous gardons seulement l’arc entrant du bord droit). Chaque sommet de
Tx, à l’exception de la source de O, a degré entrant 1 et peut atteindre la source. Donc Tx est un arbre
plan enraciné sur la source de O.

De manière similaire Ty est obtenu à partir de O′ en ne gardant que le dernier arc entrant de chaque
sommet blanc (pour le puits, nous ne gardons que l’arc entrant appartenant au bord gauche). Ty est
aussi un arbre plan enraciné sur la source de O.

Maintenant étiquetons les sommets noirs de Tx dans l’ordre préfixe en tournant autour de l’arbre Tx
dans le sens horaire. De manière similaire les sommets noirs de Ty sont étiquetés dans l’ordre préfixe
mais cette fois-ci en tournant autour de l’arbre dans le sens anti-horaire. Pour chaque sommet noir v de
O′, on crée alors un point de coordonnées (x(v), y(v)), où x(v) et y(v) sont les étiquettes de v dans les
arbres Tx et Ty respectivement. Soit Ψ(O) la collection des points ainsi obtenus (un par arête de O).

Théorème 1.2. Pour chaque orientation bipolaire plane O, l’ensemble de points Ψ(O) est le diagramme
de la permutation de Baxter de Φ−1(O).

On peut vérifier ce résultat sur les exemples des Figures 1.1 et 1.6. La construction Ψ est très proche
de l’algorithme de dessin de graphes présenté dans [DBTT92].

1.3.3 Symétries de la bijection

Nous allons maintenant décrire comment les symétries du carré, qui agissent naturellement sur les
permutations de Baxter, sont transformées via notre bijection.
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Figure 1.6 – Une orientation bipolaire O, et les arbres Tx et Ty utilisés pour calculer les coordonnées
des points de Ψ(O).

ρ(π)

π−1

Figure 1.7 – Le diagramme de Hasse et l’orientation bipolaire associée à π−1 et ρ(π), où π =
5 3 4 9 7 8 10 6 1 2 est la permutation de Baxter de la Figure 1.1.

Proposition 1.2. Soit π une permutation de Baxter et O = Φ(π). Alors

Φ(π−1) = mir(O) et Φ(rev(π)) = mir(O∗).

En combinant ces 2 propriétés, cela implique

O∗ = Φ(ρ(π)),

où ρ est la rotation de 90 degrés dans les sens horaire.

De plus, si le point p = (i, π(i)) de π correspond (via la bijection Φ) à l’arc e de O, alors le point
(π(i), i) de π−1 correspond à l’arc mir(e) dans mir(O) et le point ρ(p) dans ρ(π) correspond à l’arc dual
de e dans O∗.

Les propriétés de symétrie faisant intervenir l’inverse et la rotation sont illustrées dans la Figure 1.7.
La première se prouve facilement à partir des définitions de φ et Φ. En fait, il est clair en voyant la
Figure 1.5 que π a une montée a si et seulement si π−1 a une montée `a et que les points blancs du
graphe plongé φ(π−1) sont les images miroir des points blancs de φ(π) par rapport à la première diagonale.
Bien sûr cela est également vrai pour les points noirs. Donc le diagramme de Hasse de φ(π−1) est obtenu
en flippant le diagramme de φ(π) par rapport à la première diagonale. La première propriété s’en suit
tout comme la correspondance entre le point (π(i), i) et l’arc mir(e).
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1.4 Spécialisations

Comme rappelé dans la section 1.2, une carte bipolaire M admet une orientation bipolaire si et
seulement si M̂ est non-séparable.

Prenons une permutation de Baxter π et l’orientation bipolaire Φ(π), avec comme pôles s et t. Soit

M la carte bipolaire sous-jacente et définissons Φ̂(π) la carte enracinée non-séparable M̂ . Nous appelons
toujours s et t la source et le puits de la carte enracinée. Il est facile de voir que différentes permutations
de Baxter peuvent donner la même carte. Cependant la proposition suivante est vraie :

Proposition 1.3. La restriction de Φ̂ aux permutations de Baxter évitant le motif 2413 (c’est-à-dire
les permutations évitant les motifs 2413 et 413̄52) est une bijection entre ces permutations et les cartes

non-séparables planaires enracinées. De plus Φ̂ agit sur les paramètres standards de la manière suivante :
– si π est de taille n, avec m montées, i lr-maxima, j rl-maxima, k lr-minima et ` rl-minima,
– alors Φ̂(π) a n + 1 arcs , m sommets non-polaires, un puits de degré j + 1, une source de degré
k + 1 et la face à droite (resp. gauche) de l’arête racine est de degré i+ 1 (resp. `+ 1).

Notons que le fait que les permutations qui évitent les motifs 2413 et 413̄52 sont énumérées comme
les cartes planaires non-séparables était déjà prouvé dans [DGW96]. Ce résultat était obtenu en exhibant
deux arbres de génération isomorphes, un pour chaque classe d’objets. Cet isomorphisme peut être
utilisé pour décrire récursivement une bijection entre les permutations et les cartes. Il apparâıt que via
une simple symétrie, notre bijection est équivalente à celle implicite de [DGW96].

Observons que si π est une permutation de Baxter qui évite le motif 2413, alors π−1 est une permuta-
tion de Baxter qui évite le motif 3142. Comme Φ(π−1) = mir(Φ(π)), la restriction de Φ̂ aux permutations
de Baxter qui évitent 3142 est aussi une bijection avec les cartes planaires non-séparables. Nous décri-
vons maintenant ce qui se passe quand on restreint Φ̂ aux permutations qui évitent 2413 et 3142 (ces
permutations sont toujours de Baxter car elles évitent forcément les motifs 253̄14 et 413̄52).

Proposition 1.4. La restriction de Φ̂ aux permutations qui évitent 2413 et 3142 est une bijection entre
ces permutations et les cartes série-parallèles enracinées. De plus les paramètres standards de ces objets
sont transformés comme indiqué dans la Proposition 1.3.

On dit qu’une carte enracinée M est série-parallèle si elle ne contient pas K4 comme mineur. Cette
terminologie peut induire en erreur : la carte qui peut être construite récursivement en utilisant les
constructions classiques série et parallèle (Figure 1.10) n’est pas la carte M elle-même, mais une carte
bipolaire M̌ .

Il est facile d’énumérer les cartes série-parallèles en utilisant leur description récursive (on se trouve
ici dans le cadre simple des structures décomposables [FS09]). Le nombre de permutations de taille n qui
évitent les motifs 2413 et 3142 est le n-ème nombre de Schröder :

n∑
k=0

(n+ k)!

k!(k + 1)!(n− k)!
.

Ce résultat a été prouvé ici [Wes95]. Une preuve bijective de ce résultat est également proposée [Gir93].

1.4.1 Permutations de Baxter évitant le motif 2413 et les cartes enracinées non-
séparables

Le but de cette sous-section est de prouver la Proposition 1.3 : si on considère la restriction de Φ aux
permutations de Baxter qui évitent 2413, qu’on ajoute un arc racine de la source au puits et qu’on oublie
l’orientation des arcs (sauf celle de l’arc racine), on obtient une bijection avec les cartes planaires non-
séparables enracinées. De plus cette bijection envoie les paramètres standards des permutations sur des
paramètres standards des cartes. Notre objectif premier sera de décrire les orientations correspondantes,
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via Φ aux permutations de Baxter qui évitent 2413. Tout d’abord rappelons-nous que chaque face d’une
orientation bipolaire plane possède un sommet gauche et un sommet droit (Figure 1.3). Les définitions
suivantes sont illustrées dans la Figure 1.8(a).

Définition 1.1. Étant donnée une orientation bipolaire plane O, une pièce orientée à droite (ROP, pour
right-oriented-piece) est le quadruplet (v1, v2, f1, f2) formé de 2 sommets v1, v2 et de 2 faces internes f1,
f2 de O tel que :

– v1 est la source de f1 et un sommet gauche de f2,
– v2 est le puits de f2 et un sommet droit de f1.

Une pièce orientée à gauche (LOP pour left-oriented-piece) est définie de manière similaire en inversant
le rôle de “gauche” et “droite” dans la définition de ROP. Clairement une ROP dans O devient une LOP
dans mir(O) et vice-versa.

π(i1)

π(i2)

i1

π(i4)

π(i3)
i3i2 i4

f1
f1

v1

f2

f1

v1

f2

e2

v2 v2

f2

v1

v2

e4

e3

e1

(b)(a) (c)

Figure 1.8 – (a) Une pièce orientée à droite (ROP) d’une orientation bipolaire plane. (b) Les 4 arcs
distingués d’une ROP. (c) Le motif minimal 2413 dans une permutation de Baxter se traduisant par une
ROP dans l’orientation bipolaire plane associée. Les arêtes en pointillés viennent de φ(ρ(π)).

Proposition 1.5 ([OdM94]). Chaque carte planaire bipolaire admet une unique orientation bipolaire
sans ROP et une unique orientation bipolaire sans LOP.

L’ensemble des orientations bipolaires d’une carte bipolaire fixée peut être équipée d’une structure de
treillis distributif. Le minimum (resp. maximum) de ce treillis est l’unique orientation sans ROP (resp.
LOP) [OdM94].

Nous pouvons maintenant caractériser l’image par Φ des permutations de Baxter évitant le motif
2413.

Proposition 1.6. Une permutation de Baxter π contient le motif 2413 si et seulement si l’orientation
bipolaire O = Φ(π) contient une ROP. De manière analogue, π contient le motif 3142 si et seulement si
O contient une LOP.

Les permutations π = 25314 et π = 41352 fournissent des exemples simples. Les orientations corres-
pondantes (avec l’ajout de l’arc racine) sont celles de la Figure 1.9.

Figure 1.9 – Les 2 orientations bipolaires de K4. La première contient une ROP et la seconde une LOP.
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Preuve de la Proposition 1.3. La restriction de Φ aux permutations de Baxter qui évitent 2413 est
une bijection entre ces permutations et les orientations bipolaires planes sans ROP. Par la proposi-
tion 1.5, les orientations sans ROP sont en bijection avec les cartes planaires non-séparables (cette
bijection consiste en l’ajout d’un arc racine entre la source et le puits et l’oubli de l’orientation
des arcs à l’exception de l’arc racine). Cette bijection incrémente le nombre d’arêtes, le degré de
la source et du puits de 1. De plus elle transforme les degrés extérieurs droite et gauche de l’orien-
tation en les degrés des faces à gauche et à droite de l’arc racine moins 1. La proposition 1.3 en découle. 2

1.4.2 Permutations évitant les motifs 2413 et 3142 et les cartes série-parallèles

Nous allons maintenant prouver la Proposition 1.4. Une carte planaire non-séparable M est série-
parallèle si elle ne contient pas K4 comme mineur. Soit M̌ la carte bipolaire correspondante. Nous
dirons que M̌ est elle-même série-parallèle. En adaptant le preuve sur les graphes de [BGKN07], on peut
facilement voir qu’une carte bipolaire M̌ est série-parallèle si et seulement si elle peut être construite
récursivement en partant d’une carte réduite à simple arc et en appliquant une séquence de compositions
séries et parallèles :

– la composition série de 2 cartes bipolaires série-parallèles M̌1 et M̌2 est obtenue en identifiant le
puits de M̌1 avec la source de M̌2 (Figure 1.10 (b)),

– la composition parallèle de 2 cartes bipolaires série-parallèles M̌1 et M̌2 est obtenue en plaçant M̌2

à droite de M̌1 puis en identifiant les sources de M̌1 et de M̌2 et en identifiant également leur puits
(Figure 1.10 (c)).

(a)

M̌1

(b) (c)

t

s

s

s

t

t

M̌2

M̌1

M̌2

Figure 1.10 – Les opérations permettant de construire des cartes bipolaires série-parallèles : (a) prendre
un arc, (b) la composition série, (c) la composition parallèle.

Par la proposition 1.6, une permutation de Baxter évite les 2 motifs 2413 et 3142 si et seulement si
l’orientation bipolaire plane correspondante ne possède ni ROP ni LOP. Nous avons vu dans la Proposi-
tion 1.5 qu’une carte bipolaire M̌ admet une unique orientation sans ROP et une unique orientation sans
LOP, qui sont respectivement les éléments maximal et minimal du treillis des orientations de M̌ . Donc
M̌ admet une orientation sans ROP et sans LOP si et seulement si M̌ admet une unique orientation
bipolaire. Donc pour montrer la Proposition 1.4, il suffit de montrer le lemme suivant.

Lemme 1.1. Une carte bipolaire M̌ admet une unique orientation bipolaire si et seulement si elle est
série-parallèle.

Preuve A l’aide de la construction récursive des cartes bipolaires série-parallèles il est facile de vérifier
que ces cartes admettent une unique orientation bipolaire (voir aussi [dFOdMR95, Remark 6.2]).

Réciproquement, supposons que M̌ n’est pas série-parallèle. Cela signifie que la carte enracinée
sous-jacente M contient K4 comme mineur. On peut observer que K4 admet exactement 2 orientations
bipolaires comme le montre la Figure 1.9. D’après le Lemme d’extension de [dFOdMR95], ces 2 orien-
tations bipolaires de K4 peuvent être étendues à 2 orientations bipolaires distinctes de M et donc de M̌ . 2

Ceci conclut la preuve de la Proposition 1.4.
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1.5 Digression sur les spécialisations

Avant de conclure ce chapitre, je souhaiterais revenir sur le fait que les spécialisations de la bijection
Φ en dévoilent sa richesse et qu’avec Olivier Bernardi nous avons appliqué cette même démarche pour
une autre bijection.

Dans le cas décrit dans ce chapitre, nous sommes en présence d’une famille de cartes (les cartes
bipolaires planaires non-séparables) munies d’une orientation contrainte (les orientations bipolaires).
L’ensemble des orientations d’une carte bipolaire fixée forme un treillis distributif, ainsi chaque carte
possède un unique élément maximal (sans ROP) et un unique élément minimal (sans LOP). De plus il
existe une sous famille de cartes admettant une unique orientation bipolaire (donc sans ROP ni LOP).
La bijection Φ se comporte très bien vis-à-vis de cette structure de treillis distributif des orientations
bipolaires. Cette bijection se spécialise 2 fois : une fois en considérant les orientations sans LOP (par
exemple) et une deuxième fois en considérant les orientations sans LOP ni ROP.

Comme nous l’avons montré dans [BB09], les 3-orientations définies sur les triangulations du plan se
trouvent dans le même cas de figure. Une 3-orientation d’une triangulation est une orientation des arêtes
internes telle que chaque sommet interne soit de degré sortant 3. L’ensemble des 3-orientations d’une
triangulation du plan a une structure de treillis distributif [OdM94, Pro93]. L’élément maximal (resp.
minimal) de ce treillis est la 3-orientation ne contenant pas de circuit tournant dans le sens horaire (resp.
anti-horaire). Les bois de Schnyder (que nous définirons formellement Section 2.2) qui sont en bijection
avec les 3-orientations : il s’agit d’une coloration canonique des arcs de la 3- orientation de sorte que :
chaque sommet interne ait un arc sortant de chaque couleur (0,1,2) et que les arcs entrants situés entre
l’arc situés entre les arcs sortant colorié i et i+ 1 dans le sens anti-horaire sont entrants et coloriés i− 1
(nous supposons qu’il y a un ordre cyclique sur les couleurs 0, 1, 2 de sorte que i+1 et i−1 soient toujours
définis). La Figure 1.11 montre un exemple de bois de Schnyder.

L’application présentée dans [Bon05] (et décrite de manière simplifiée dans [BB09]) envoie les 3-
orientations des triangulations ayant n sommets internes sur des couples de chemins de Dyck de taille
n.

a3

a1

a2

Figure 1.11 – Illustration de la bijection entre les bois de Schnyder et intervalles de Stanley. Le chemin
du bas (bleu) code l’arbre bleu et la longeur des descentes du chemin du haut (rouge) code degré entrant
rouge de chaque sommet. A partir de ces 2 information on peut retrouver de manière unique les arbres
bleu et rouge entremélés. Puis il y a une unique manière d’y ajouter l’arbre vert.

Un chemin de Dyck P de taille n est un chemin composé de n pas nord-est (noté N) et de n pas
sud-est (noté S) partant du point (0, 0) arrivant au point (2n, 0) et restant dans le quart de plan positif.

Étant donné une relation d’ordre 6 sur les chemins de Dyck de taille n, un intervalle est une paire de
chemins P,Q tels que P 6 Q. La famille des objets de Catalan (et donc l’ensemble des chemins de Dyck
qui fait partie de cette grande famille) est équipé de trois relations d’ordre remarquables formant des
treillis : le treillis de Stanley , le treillis de Tamari ainsi que le treillis de Kreweras. Le treillis de Stanley
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est une extension du treillis de Tamari, lui-même est une extension du Treillis de Kreweras. Ces 3 treillis
peuvent être définis simplement par leurs relations de couverture :

– Q couvre P dans le treillis de Stanley, si Q peut-être obtenu à partir de P en remplaçant un
sous-mot SN par un NS.

– Q couvre P dans le treillis de Tamari, si Q peut-être obtenu à partir de P en déplaçant un pas S
après le sous-mot premier (s’il existe) qui le suit directement. Rappelons qu’un sous-mot est dit
premier s’il contient autant de pas N que de pas S et que tout préfixe non trivial de ce sous-mot
contient strictement plus de pas N que de pas S.

– Q couvre P dans le treillis de Kreweras, si Q peut-être obtenu à partir de P en déplaçant un pas S
après un sous-mot de Dyck (s’il existe) qui le suit directement. Rappelons qu’un sous-mot est dit
de Dyck s’il contient autant de pas N que de pas S et que tout préfixe de ce sous-mot contient au
moins autant de pas N que de pas S.

La bijection que nous avons étudiée se comporte remarquablement bien vis-à-vis de l’inclusion de ces
trois treillis. En effet :

– les 3-orientations en bijection avec les intervalles de Stanley
– les 3-orientations minimales en bijection avec les intervalles de Tamari.
– les 3-orientations minimales et maximales sont en bijection avec les intervalles de Kreweras.

(b) (c)(a)

Figure 1.12 – Diagramme de Hasse des treillis de Catalan sur l’ensemble des chemins de Dyck de taille
3. (a) Treillis de Stanley. (b) Treillis de Tamari. (c) Treillis de Kreweras.

Les 3-orientations minimales sont trivialement en bijection avec les cartes sous-jacentes, à savoir les
triangulations du plan. Ceci permet de montrer bijectivement un résultat d’énumération sur les intervalles
de Tamari découvert par Chapoton [Cha06]. Nous montrons également que les triangulations admettant
une unique 3-orientation sont exactement les triangulations 3-dégénérées (ou stack triangulations) c’est à
dire qui peuvent être récursivement épluchées par suppression des sommets de degré 3. Ces triangulations
sont connues pour être en bijection avec les arbres ternaires. On retrouve ainsi des résultats connus, mais
dans un cadre unifié.

1.6 Conclusion et perspectives

Au regard de ces 2 exemples de spécialisation, on se rend compte que l’enrichissement des cartes par
une structure de treillis distributif (ici des orientations contraintes) apporte un éclairage sur les bijections
existantes sur les cartes (par exemple entre les cartes planaires non-séparables et les permutations à motifs
exclus) ou permet même de découvrir de nouvelles bijections (par exemple entre les triangulations du
plan et les intervalles de Tamari).

Parmi les treillis distributifs que l’on peut définir sur les cartes, citons par exemple les modèles de tas
de sable [GLM+04] qui regroupent entre autre les “jeux par retournement de puits” (edge firing game en
anglais) [LM02], les arbres couvrants, les orientations Eulériennes (i.e. pour chaque sommet son degré
entrant est égal à son degré sortant). Le cas de cartes équipées d’un arbre couvrant a déjà été étudié
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avec succès par Bernardi [Ber07]. On peut espérer des résultats similaires pour d’autres familles de cartes
supportant d’autres treillis distributifs.

Prenons un premier exemple concret pour illustrer cela. Récemment, Fusy [Fus10] a étendu la bijection
présentée dans ce chapitre pour montrer que les involutions de Baxter sans point fixe de taille 2n sont
en bijection avec les orientations planaires à n arêtes ayant une unique source et un ou plusieurs puits,
tous situés sur la face externe. Ceci montrant bijectivement que ces permutations sont énumérées par :

3.2n−1

(n+ 1)(n+ 2)

(
2n

n

)
.

De manière surprenante, ces nombres énumèrent également deux autres familles de cartes et une autre
famille de permutations. Il s’agit des cartes Eulériennes à n arêtes, des cartes bicubiques (i.e. cartes
biparties dont tous les sommets sont de degré 3) à 3n arêtes et des permutations indécomposables (qui
ne peut pas être découpées en deux parties telles que toute la partie avant la coupe est supérieure à
la partie après la coupe) évitant le motif 1342. Une preuve bijective de l’énumération de ces 2 familles
de cartes a été proposée par Cori, Jacquard et Schaeffer [CJSJ97] en utilisant les arbres de description.
Bóna [B9́7] a ensuite proposé une bijection entre les cartes bicubiques et les permutations indécomposables
évitant le motif 1342. Cette bijection se base sur les arbres de description. Dans ce contexte, l’étude
des orientations Eulériennes planes pourrait éclairer ces résultats et idéalement permettrait de faire
apparâıtre une bijection entre les orientations Eulériennes et une famille de permutations incluant soit
les permutations indécomposables évitant le motif 1342, soit les involutions de Baxter sans point fixe.
Cette bijection plus générale pourrait alors se spécialiser pour retrouver le résultat de Bóna ou faire un
pont avec les involutions de Baxter sans point fixe.

De manière plus prospective, les cartes de genre supérieur sont un terrain de jeux très prometteur.
Les travaux de Chapuy [Cha11] montrent que ces cartes semblent nettement plus complexes à étudier
que les cartes planaires. On peut espérer que certaines familles de cartes de genre supérieur (par exemple
les cartes unicellulaires ou les triangulations) enrichies de la bonne structure de treillis distributif soient
plus abordables. Deux généralisations des bois de Schnyder ont été proposées : une première pour les
triangulations toriques [AFL09] et une seconde pour les triangulations de genre supérieur [GL12]. L’étude
de la structure de ces objets pourrait éclairer l’étude des cartes de genre supérieur.
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Chapitre 2

Dessin de graphes : Dessin convexe de cartes
planaires 3-connexes

Figure 2.1 – Exemple de dessin de graphe 3-connexe obtenu pour à l’aide de notre algorithme. Ce graphe
possède 26 sommets, 57 arêtes et 33 faces. Il est dessiné sur une grille de taille 21× 21.

Dans ce chapitre nous nous intéressons au dessin de graphes. Il existe une très grande diversité dans
les modèles de représentation de graphes. Par exemple dans les dessins de visibilité, les sommets sont
représentés par des segments horizontaux et les arêtes par des segments verticaux, dans les dessins de
2-visibilité les sommets sont représentés par des rectangles et les arêtes par des segments horizontaux ou
verticaux, dans le modèle dessin par contact les sommets sont représentés par des formes géométriques
(des cercles, des triangles, ...) et les arêtes sont symbolisées par des contacts entre ces formes. Ici nous
nous intéressons au modèle de représentation le plus simple : dessin en lignes droites ou dessin de
Fary (straight-line drawing en anglais). Dans ce modèle les sommets sont représentés par des points à
coordonnées entières et les arêtes par des segments de droite joignant ces points. Dessiner un graphe
revient donc à calculer les coordonnées de chaque sommet. Bien évidemment dans les cas de graphes
planaires, ces segments ne peuvent s’intersecter qu’à leurs extrémités.

17
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Ce chapitre présente un algorithme permettant d’obtenir pour des graphes planaires 3-connexes des
dessins compact de Fary où les faces sont convexes. Ce travail a été réalisé en collaboration avec Stefan
Felsner (TU Berlin) et Mohamed Mosbah [BFM07]. L’étude en moyenne de la taille des dessins obtenus
sur les triangulations est une conséquence des travaux que nous avons menés avec Cyril Gavoille, Nicolas
Hanusse, Dominique Poulalhon (LIX - Palaiseau) et Gilles Schaeffer(LIX - Palaiseau) [BGH+06].

2.1 Introduction

Depuis 1948 [Far48] on sait que tout graphe planaire admet un dessin en lignes droites. Rosenstiehl et
Tarjan [RT86] ont soulevé la question de savoir s’il était possible d’obtenir de tels dessins sur des grilles de
taille polynomiale. La première réponse positive a été donnée par de Fraysseix, Pach et Pollack [FPP88],
[FPP90]. L’algorithme qu’ils ont proposé produit des dessins de taille (2n−4)×(n−2) en temps O(n log n).
De manière indépendante, Schnyder [Sch89] a proposé un algorithme (algorithme par comptage de faces)
linéaire produisant des dessins de taille (2n − 5) × (2n − 5). Par la suite Schnyder [Sch90] a proposé
un algorithme produisant des dessins de taille (n − 2) × (n − 2). Récemment, Zhang et He [ZH03] en
utilisant les bois de Schnyder minimaux (objet que nous n’allons pas tarder à définir), ont montré que

toute triangulation peut être dessinée sur des grilles de taille (n− 1−∆ )× (n− 1−∆ ), où ∆ est
un paramètre positif du bois de Schnyder minimal de la triangulation.

Comme l’a montré Tutte [Tut60], les graphes planaires 3-connexes (i.e. graphes qui restent connexes
lorsqu’on supprime 2 sommets) admettent un dessin convexe, c’est à dire tel que les arêtes bordant une
face forment un polygone convexe. Kant [Kan96] a étendu l’approche de de Fraysseix et al [FPP88] pour
construire des dessins convexes de taille (2n−4)× (n−2). Plus tard, Chrobak et Kant [CK97] ont réussi
à réduire la taille des dessins à (n− 2)× (n− 2). De manière indépendante Di Battista et al. [BTV99] et
Felsner [Fel01] ont proposé une extension aux graphes 3-connexes de l’algorithme par comptage de faces
de Schnyder [Sch89] produisant des dessins de taille (f − 1) × (f − 1) où f est le nombre de faces du
graphe.

Il est important de distinguer les dessins convexes des dessins strictement convexes. Dans un dessin
strictement convexe, chaque angle intérieur doit être strictement inférieur à π et chaque angle extérieur
doit être strictement supérieur à π. Les dessins strictement convexes ont été étudiés par Rote [Rot05]. Il
a montré qu’il était possible de dessiner des graphes planaires 3-connexes de manière strictement convexe
sur des grilles de taille O(n7/3)×O(n7/3).

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux dessins convexes. Nous proposons une extension de
l’algorithme par comptage de faces qui produit des dessins convexes de taille (n− 1−∆)× (n− 1−∆)
, où ∆ > max{0, n− f} est un paramètre du bois de Schnyder minimal du graphe 3-connexe.

La suite de ce chapitre est organisée de la manière suivante. Dans la Section 2.2, nous introduisons
la notion de bois de Schnyder et nous montrons comment cette structure combinatoire est utilisée par
l’algorithme de dessin par comptage de faces. Nous présentons également la structure de treillis distributif
des bois de Schnyder d’un graphe et nous présentons une nouvelle opération appelée fusion qui transforme
à la fois le bois de Schnyder et le graphe sous-jacent.

La Section 2.3 présente notre algorithme de dessin convexe qui utilise les fusions pour réduire la taille
du dessin. La Section 2.4 présente quelques idées qui permettent de réduire encore un peu la taille des
dessins. Nous présentons également quelques résultats expérimentaux qui montrent que les dessins que
nous obtenons sont en moyenne significativement plus compacts que ceux des algorithmes précédents.

2.2 Bois de Schnyder et algorithme par comptage de faces

2.2.1 Définitions

Schnyder a défini une coloration et une orientation spéciale des arêtes internes d’une triangulation.
Dans [Sch89] et [Sch90] il a utilisé ces objets pour caractériser les graphes planaires en termes de dimension
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d’ordre puis pour dessiner ces graphes sur des petites grilles. Nous décrivons ici une généralisation de ces
bois de Schnyder aux cartes planaires 3-connexes. Cette généralisation a été présentée dans [BTV99] et
[Fel01]. Nous utilisons ici les notations introduites dans [Fel04a].

Les cartes que nous allons considérer dans ce chapitre sont simples (i.e. sans boucle ni arête multiple).

Une suspension Mσ d’une carte M est obtenue en distinguant 3 sommets a1, a2 et a3, ces sommets de
la face externe appelés sommets de suspension ; ces 3 sommets apparaissent dans cet ordre, lorsqu’on fait
le tour de la face externe dans le sens horaire. De plus nous attachons à chaque sommet de suspension
une demi-arête dans la face externe.

Dans la suite les indices 1,2 et 3 seront associés respectivement avec les couleurs bleu, rouge et vert.

Définition 2.1. Soit Mσ une carte suspendue. Un bois de Schnyder ( Schnyder wood 1 en anglais)
est une orientation et une coloration des arêtes de Mσ avec 3 couleurs 1, 2 et 3 qui vérifie les règles
suivantes :

(W1) Chaque arête e est simplement orientée ou orientée dans les 2 directions opposées. Si l’arête est
simplement orientée alors elle est coloriée d’une seule couleur, sinon (elle est doublement orientée)
elle est coloriée avec 2 couleurs.

(W2) Chaque demi arête de ai est sortante de ai est coloriée i.

(W3) Chaque sommet v a un degré sortant de 1 dans chaque couleur. De plus les arêtes e1, e2, e3 sortant
de v sont coloriés 1,2 et 3 dans le sens horaire. Chaque arête entrante de v coloriée i se trouve entre
l’arête ei−1 et ei+1 dans le sens horaire. Voir Figure 2.2.

(W4) Il n’y a pas de face interne possédant un circuit orienté d’une seule couleur.

Remarque : lorsque la carte considérée est une triangulation, toutes les arêtes internes sont simplement
orientées et les 3 arêtes externes sont doublement orientées. A l’exception des 3 arêtes externes qui sont
orientées et coloriées de manière canonique, la définition des bois de Schnyder ci-dessus cöıncide avec la
définition proposée par Schnyder [Sch89] pour les triangulations.

1

2

3

Figure 2.2 – Coloration et orientation des arêtes autour d’un sommet.

Une carte est internement 3-connexe si l’ajout du sommet v∞ connecté à tous les sommets de la
face externe donne une carte planaire 3-connexe. Une suspension est internement 3-connexe si l’ajout
d’un sommet v∞ connectés aux sommets de suspension par les 3 demi-arêtes donne une carte planaire
3-connexe.

Fait 1. (cf. Théorème 5.1 de [Mil02]) Il existe un bois de Schnyder pour Mσ, si et seulement si Mσ

est une suspension internement 3-connexe.

Étant donné un bois de Schnyder d’une suspension Mσ, on note Ti l’ensemble des arêtes coloriées i.

Fait 2. Ti est un arbre couvrant de Mσ. De plus si on enracine cet arbre en ai, les arêtes sont orientées
des enfants vers leur parent.

On note Pi(v) le chemin de v à ai dans Ti.

1. Dans la littérature on retrouve ces objets sous le nom de realizer, Schnyder trees ou Schnyder labeling. Le terme
Schnyder wood introduit par Felsner [Fel04b] semble le plus approprié car il permet de mettre en évidence qu’il s’agit d’un
ensemble d’arbres (un bois) partageant le même ensemble de sommets, contrairement à une forêt, où les différents arbres
composant la forêt ont des ensembles de sommets disjoints.
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2.2.2 Dessin convexe par comptage de faces

Cette approche a été décrite dans [BTV99] et [Fel01]. Elle peut être vue comme une extension aux
cartes internement 3-connexe de l’algorithme initial de Schnyder [Sch89] sur les triangulations.

A partir de la condition (W3) on a que pour i 6= j les chemins Pi(v) et Pj(v) n’ont qu’un seul sommet
en commun, le sommet v. Donc les chemins P1(v), P2(v), P3(v) divise M en 3 régions R1(v), R2(v) et
R3(v), où Ri(v) est la région bornée par les chemins Pi−1(v), Pi+1(v) et Pi+1(ai−1) 2, voir Figure 2.3.

v

Figure 2.3 – Un bois de Schnyder et les régions de v.

Fait 3. (a) Ri(u) ⊆ Ri(v) si et seulement u ∈ Ri(v).

(b) Ri(u) = Ri(v) si et seulement si il y a un chemin composé d’arêtes bicolores i− 1, i+ 1 connectant
u à v.

(c) Pour tout u, v il existe i et j tels que Ri(u) ⊂ Ri(v) et Rj(v) ⊂ Rj(u).

Le comptage de faces du sommet v est le vecteur (v1, v2, v3), où vi est défini par :

vi = Nombre de faces de M dans la région Ri(v).

La propriété d’inclusion des trois régions d’un sommet implique :

Fait 4. (a) Si une arête (u, v) est simplement orientée et coloriée i alors : ui < vi, ui−1 > vi−1 et
ui+1 > vi+1.

(b) Si la demi-arête (u, v) est coloriée i + 1 et la demi-arête (v, u) est coloriée i − 1 alors ui = vi,
ui+1 > vi+1 et ui−1 < vi−1.

Clairement, pour chaque sommet v, v1 +v2 +v3 = f −1 où f est le nombre de faces de M . Ainsi nous
avons une application qui envoie les sommets de M sur le plan Tf = {(x1, x2, x3) : x1 +x2 +x3 = f − 1}
de IR3. En reliant les sommets adjacents par des segments de droite on obtient un dessin µ(M) de M
dans le plan Tf .

La couleur et l’orientation des arêtes sont codées de manière élégante dans le dessin : Soit v un sommet
tel que µ(v) = (v1, v2, v3). Les 3 lignes x1 = v1, x2 = v2 et x3 = v3 partitionnent le plan Tf en 6 secteurs
de sommet µ(v). D’après le Fait 4, la couleur et l’orientation des arêtes sont déterminées par le cône qui
les contient (voir Figure 2.4). En particulier, les arêtes bicolores sont sur les bords des cônes.

Théorème 2.1. Le dessin µ(M) est un dessin convexe de la carte M dans le plan Tf . En oubliant la
troisième coordonnée, on obtient un dessin convexe de M sur la grille (f − 1)× (f − 1).

Preuve (schéma)

• µ(M) est un dessin planaire. Ceci se montre en remarquant que l’algorithme de dessin par comptage
de faces produit un plongement barycentrique faible défini par Schnyder [Sch90]).

2. Remarque : Pi+1(ai−1) = Pi−1(ai+1)
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x3 = v3

x1 = v1

x2 = v2

v

Figure 2.4 – Cônes et arêtes autour d’un sommet v dans le plan Tf .

• Les arêtes sortantes atour de chaque sommet (voir Figure 2.4) garantissent que tous les angles internes
de µ(M) sont plus petits que π, et donc que le plongement est convexe.

• La planarité et la convexité sont préservées par projection du plan Tf sur le plan x3 = 0. 2

2.2.3 Treillis des bois de Schnyder

En général une suspension Mσ d’une carte internement 3-connexe admet plusieurs bois de Schnyder.
Felsner [Fel04a] a montré que l’ensemble des bois de Schnyder d’une carte internement 3-connexe avait
une structure de treillis distributif. Nous allons présenter ici ce résultat.

Pour faire apparâıtre cette structure il est préférable de considérer conjointement le bois de Schnyder
d’une suspension Mσ ainsi que celle de la suspension duale.

La suspension duale Mσ
∗

de Mσ est définie de la manière suivante : partant de la suspension Mσ, la
carte Mσ+ est obtenue en ajoutant un sommet v∞ relié aux sommets de suspension. Soit b1, b2, b3 les 3
nouvelles faces internes ainsi formées. La suspension Mσ

∗
est obtenue à partir de la carte duale de Mσ+

en supprimant le sommet correspondant à la face infinie de Mσ+ et en prenant b1, b2, b3 comme sommets
de suspension. Pour terminer la construction de Mσ

∗
nous attachons une demi-arête par sommet de

suspension dans la face infinie. La Figure 2.5 illustre cette définition.

Remarque : le terme dual est impropre car le dual d’une suspension duale n’est pas la suspension
primale. En particulier Mσ∗∗ possède 3 sommets de plus que Mσ.

a1

a3a2

b1

b3
b2

Figure 2.5 – La suspension duale de l’exemple de la Figure 2.3.

La suspension complétée M̃σ d’une suspension Mσ est une carte obtenue en superposant Mσ avec
sa suspension duale Mσ

∗
et en subdivisant chaque arête e de Mσ et sa duale e∗ à l’aide d’un sommet

commun. Ces nouveaux sommets sont appelés sommets-arêtes (représentés par des carrés blancs). Les
sommets de Mσ sont dits primaux (représentés par des points noirs) et les sommets de Mσ

∗
sont dits

duaux (représentés par des points blancs). Pour être tout à fait rigoureux, on ajoute des sommets dits
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infini (non représentés) à l’extrémité des six demi-arêtes connectées aux sommets de suspension de Mσ

et Mσ
∗
. Le plongement de M̃σ se déduit naturellement du plongement de Mσ (et de Mσ

∗
).

Une suspension complétée est planaire. Chaque sommet-arête est de degré 4.

Une 3-orientation d’une suspension complète M̃σ de Mσ est une orientation des arêtes de M̃σ telle
que :

(O1) outdeg(v) = 3 pour les sommets primaux et duaux.

(O2) indeg(ve) = 3 for chaque sommet-arête ve (donc outdeg(ve) = 1).

(O3) Les sommets infinis ont degré sortant 0.

Théorème 2.2. Soit Mσ une suspension d’une carte planaire internement 3-connexe M . Les structures
suivantes sont en bijection :

(1) les bois de Schnyder Mσ.

(2) les bois de Schnyder de la suspension duale Mσ
∗
.

(3) les 3-orientations de la suspension complétée M̃σ.

Ces bijections sont illustrées dans la Figure 2.6. La preuve de ce théorème se trouve dans [Fel04a].

La preuve du Lemme 2.2 montre comment colorier les arêtes de Mσ à partir de la 3-orientation de M̃σ.

b1

b3b2

a1

a2a3

Figure 2.6 – Les bijections du Théorème 2.2

La structure de treillis des bois de Schnyder se comprend mieux sur les 3-orientations : soit X une
3-orientation de M̃σ et soit C un circuit de X. En retournant tous les arcs du circuit C on obtient un
nouveau bois de Schnyder XC . Si C est un circuit simple, alors soit il est orienté dans le sens anti-horaire,
soit il est orienté dans le sens horaire. On définit la relation X � XC si C est un circuit horaire de X.
La clôture transitive �∗ définit une relation d’ordre sur les 3-orientations de M̃σ.

Théorème 2.3. La relation �∗ est la relation d’ordre d’un treillis distributif sur l’ensemble des 3-
orientations de la suspension complétée M̃σ. L’unique 3-orientation minimale de M̃σ est celle qui ne
contient aucun circuit horaire.

Au vu du Théorème 2.2, une suspension Mσ admet un unique bois de Schnyder minimal SMin. La
Figure 2.7 montre les 2 sous-structures interdites dans SMin :

• Une arête simplement orientée entrante en v et coloriée i − 1 telle que l’arête suivante dans le sens
anti-horaire soit doublement orientée, sortante de v avec la couleur i+ 1 et entrante avec la couleur
i.

• Un triangle anti-horaire simplement orienté, utilisant les couleurs 1,2 et 3 dans le sens anti-horaire.

Un algorithme linéaire pour calculer SMin a été décrit et analysé par Fusy et al. [FSP08] :
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Théorème 2.4. [FSP08]

Soit Mσ une suspension. Le bois de Schnyder minimal SMin de Mσ peut-être calculé en temps linéaire.

Figure 2.7 – Les 2 types de circuits absents des 3-orientations minimales ainsi que leurs équivalents
pour les bois de Schnyder.

2.2.4 Fusion et Division

Les opérations de fusion et division introduites dans cette section opèrent sur les bois de Schnyder
ainsi que sur leur carte sous-jacente. Ces opérations sont en fait l’inverse l’une de l’autre et correspondent
à des suppressions ou des insertions d’arêtes dans la carte sous-jacente.

Un angle est un couple d’arêtes apparaissant successivement (dans le sens horaire) autour d’un même

sommet. Étant donné un bois de Schnyder, un genou au sommet v est un angle de v tel qu’une des arêtes
est entrante pour v et l’autre est sortante.

Un genou peut être de 2 types : si l’arête entrante du genou est après l’arête sortante dans le sens
anti-horaire on parle de genou-cw sinon on parle de genou-ccw .

Soit (u, v), (v, w) un genou en v. Supposons que l’arête (v, w) soit de couleur i ; d’après la condition
(W3) la couleur de (u, v) doit être i + 1 s’il s’agit d’un genou-cw et i − 1 s’il s’agit d’un genou-ccw.
La fusion du genou consiste à supprimer l’arête sortante (v, w) et de rendre l’arête (u, v) doublement
orientée, la demi-arête sortante de v devenant coloriée comme l’était l’arête (v, w). Selon le type de genou
on parle de fusion anti-horaire ou fusion horaire. La Figure 2.8 illustre cette définition.

v

u
v

w

u

w
fusion-ccwfusion-cw

division-ccwdivision-cw

Figure 2.8 – Fusion et division anti-horaire et horaire.

Lemme 2.1. Soit S un bois de Schnyder, la coloration et l’orientation des arêtes après la fusion d’un
genou est encore un bois de Schnyder.

Preuve Les conditions (W1), (W2) et (W3) des bois de Schnyder restent vraies après l’opération de fusion.
Au lieu de montrer la condition (W4) nous utilisons la bijection avec les 3-orientations (Théorème 2.2).
La fusion d’un genou correspond à la suppression d’un sommet-arête comme le montre la Figure 2.9. Le
résultat de la fusion est encore une 3-orientation. 2

Une division d’une arête double est l’opération inverse d’une fusion. Cependant, une division n’est
pas déterminée par le choix d’une arête double. Une arête double peut être divisée dans une et une
seule de ses faces adjacentes (cette face est celle pointée par la demi-arête sortante du sommet arête
dans la 3-orientation). Cela correspond à déterminer si la division est l’inverse d’une fusion-cw ou d’une
fusion-ccw, c’est à dire d’une division-cw ou d’une division-ccw . Ce choix détermine la couleur des arêtes
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Figure 2.9 – Une fusion horaire dans une 3-orientation.

résultantes. Toutefois même si ce choix est fait, il reste encore à déterminer l’extrémité de l’arête créée
par la division.

Dans notre contexte nous allons simplement considérer une version spécifique des divisions. Une
division-cw courte est l’inverse d’une fusion-cw avec la condition supplémentaire que (u,w) soit une
arête, i.e., que u, v, w forme un triangle.

2.3 L’algorithme de dessin convexe compact

Soit Mσ une carte 3-connexe avec n sommets et f faces. L’algorithme de dessin ce décompose en 5
étapes :

(A1) Choisir 3 sommets de la face externe pour obtenir une suspension Mσ.

(A2) Calculer le bois de Schnyder minimal SMin de Mσ. Soit S0 = SMin.

(A3) Calculer une séquence maximale de fusion-cw S0 → S1 → . . . Sk de bois de Schnyder, i.e. Si+1 est
obtenu à partir de Si par une fusion-cw de Si et Sk ne contient pas de genou-cw.

(A4) Appliquer l’algorithme de dessin par comptage de faces sur Sk. Celui produit un dessin convexe sur
une grille (f − k − 1)× (f − k − 1).

(A5) Insérer les arêtes supprimées pendant les opérations de fusion dans le dessin produit à l’étape
précédente.

Figure 2.10 – Sur la gauche, le bois de Schnyder S0, les genoux-cw sont indiqués par des petites flèches.
Sur la droite Sk, le dernier bois de Schnyder de la séquence.

La Figure 2.10 illustre l’étape (A3) de l’algorithme.

Notez que le bois de Schnyder obtenu peut devenir internement 3-connexe.

Le triangle gris de la partie gauche de la Figure 2.10 contient un genou-ccw qui disparâıt lors d’une
fusion-cw (cf. partie droite de la figure). Une propriété importante pour l’analyse de l’algorithme est
qu’une fusion-cw ne fait jamais disparâıtre de genou-cw.
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2.3.1 Le dessin est convexe

Théorème 2.5. L’insertion des arêtes supprimées lors de la séquence de fusions-cw dans le dessin de
Sk obtenu à l’étape (A4) laisse le dessin planaire et convexe.

Les étapes (A4) et (A5) de l’algorithme sont illustrées dans la Figure 2.11. Les définitions et le lemme
suivant sont essentiels pour la preuve de ce Théorème.

Figure 2.11 – Un exemple de graphe avec n = f = 9 dessiné sur une grille 6× 6.

Figure 2.12 – La structure générique d’une face telle que décrite dans le Lemme 2.2 ainsi que de exemples
concrets.

Soit f une face. Le type d’une arête par rapport à f est :

– i-j si elle est bicoloriée et que la couleur i apparait avant la couleur j lorsqu’on fait le tour de la
face dans le sens horaire.

– i-cw (resp. i-ccw) si elle est simplement orientée dans le sens horaire (resp. anti-horaire) et de couleur
i.

Lemme 2.2. Étant donnés un bois de Schnyder d’une suspension Mσ et F une face interne de Mσ.
L’orientation et la coloration des arêtes autour de F dans le sens horaire suivent le motif suivant (voir
Figure 2.12) : Une arête de l’un de ces types {1-cw, 3-ccw, 1-3}, puis des (potentiellement 0) arêtes 2-3,
puis une arête de type {2-cw, 1-ccw, 2-1}, puis des (potentiellement 0) arêtes 3-1 puis une arête de type
{3-cw, 2-ccw, 3-2}, puis des (potentiellement 0) arêtes 1-2.

Preuve Il y a une bijection entre les bois de Schnyder de Mσ et ceux du dual Mσ
∗

(Théorème 2.2). Cette
bijection peut être définie localement à l’aide des règles de la Figure 2.13.

31

3

12

3

2
2 1

Figure 2.13 – Règles d’orientation et de coloration des arêtes duales.

A partir de cette règle, l’énoncé du lemme est équivalent à la condition (W3) sur le sommet vF
correspondant à la face F dans Mσ

∗
. 2
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Dans la Figure 2.12 les faces sont dessinées avec un triangle englobant. C’est l’une des propriétés des
dessins par comptage de faces décrit dans la sous-section 2.2.2 : tous les sommets d’une face sont situés
sur un tel triangle. La planarité du dessin nous garantit qu’il n’y a pas de sommets à l’intérieur de la
face. En fait, il n’y a pas de sommets à l’intérieur du triangle englobant la face.

Lemme 2.3. Soit S un bois de Schnyder d’une suspension Mσ.

Soit µ(M) le dessin de M par comptage de faces dans le plan x1 + x2 + x3 = f − 1 et F une face
interne de M . Les sommets de F sont placés sur le bord d’un triangle dont les côtés sont x1 = c1, x2 = c2
et x3 = c3 pour certaines valeurs de c1, c2, c3 (voir Figure 2.12).

Preuve Le Lemme 2.2 indique la couleur et l’orientation des arêtes autour de F . Le fait 4 et la Figure 2.4
indiquent comment les arêtes sont plongées autour d’un sommet en fonction de leur couleur et leur
orientation. La preuve du lemme découle directement de la combinaison de ces deux observations. 2

Preuve du Théorème 2.5. Considérons une opération de funsion effectuée à l’étape (A3) de l’algorithme.
L’arête doublement orientée e obtenue par l’opération de fusion est une arête de Sk. Supposons sans
perte de généralité que l’arête e = (u, v) était initialement coloriée 3 et que la fusion était une fusion-cw
en v. Cela signifie que l’arête e′ = (v, w) qui a été fusionnée dans e était coloriée 1 (c’est exactement la
situation décrite à gauche dans la Figure 2.8).

Dans le dessin de Sk considérons la face F qui est à gauche de l’arête e et considérons ∇ le triangle
circonsrit de F (Lemme 2.3). A partir des couleurs de l’arête e, on a, grâce au Lemme 2.3, que v et u
sont sur le bord du triangle ∇ d’équation x2 = c2. De plus, u1 > v1. Le sommet w appartient aussi à
F . L’arête e′ supprimée par l’opération de fusion était entrante en w entre l’arête sortante 2 et l’arête
sortante 3 dans le sens horaire. Donc, F est contenu dans la région R1(w).

Supposons que la surface de F est dans la région R1(w) par rapport au bois de Schnyder final Sk
obetnu par la séquence de fusions. Dans ce cas, le sommet w est placé sur le bord de ∇ d’équation
x1 = c1. La position de v et w dans le triangle ∇ implique que le segment correspondant à l’arête (v, w)
peut être ajouté au dessin sans générer de croisements.

Supposons maintenant que F ne reste pas dans la région R1(w) par rapport au bois de Schnyder final
Sk. Ceci peut se produire uniquement si lors d’une fusion ultérieure d’un genou de w porté par face F .
Comme il s’agit d’une fusion-cw, cette opération fusionne une arête coloriée 2 sortante de w avec une
arête entrante 1. Les autres fusions ne changent rien à la situation. Dans ce cas, le sommet w est placé
sur le bord de ∇ d’équation x3 = c3. A partir des positions de v et de w sur le triangle ∇, nous pouvons
de nouveau conclure que le segment (v, w) peut-être ajouté au dessin sans générer de croisements.

Une face F d’un dessin Sk peut également être le siège de plusieurs réinsertions d’arêtes fusionnées.
Nous prétendons que toutes ces réinsertions peuvent se faire sans conflit : la bordure de F est un cycle C
de la carte M . Les arêtes qui ont disparu lors de la transformation de S0 en Sk sont des cordes du cycle
C. Dans M , toutes ces cordes peuvent être dessinées sans croisement à l’intérieur de C. Dans le dessin de
Sk, le cycle C est convexe. Donc toutes ces cordes peuvent être réinsérées sans générer de croisements.

Il reste juste à remarquer que l’ajout d’une corde à une face convexe engendre deux faces convexes.
Le dessin final est donc lui aussi convexe. 2

2.3.2 Nombre de fusions

La taille de la grille utilisée par notre algorithme de dessin dépend de la longueur k de la séquence
de fusions de l’étape (A3). Dans cette sous-section nous allons donner une borne inférieure pour k.
Cette borne dépend d’un paramètre naturel sur le bois de Schnyder minimal calculé à l’étape (A2) de
l’algorithme.

Pour s’échauffer considérons le cas ou M est une triangulation et S est le bois de Schnyder minimal
de M . Considérons les (2n− 4)− 4 faces contenant que des arêtes simplement orientées (seules les arêtes
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externes sont doublement orientées). Ces triangles peuvent être partitionnés en 2 classes : ceux ayant au
moins 2 arêtes dans le sens horaire (en faisant le tour de la face) et ceux ayant au moins 2 arêtes dans
le sens anti-horaire. Soit C1 et C2 le nombre de faces dans chacune de ces classes.

Supposons qu’il y a plus de triangles dans la première classe que dans la deuxième : C1 > n−4 > C2.
Dans un triangle T de la première classe, il y a un genou fait de 2 arêtes horaires consécutives de T .
Ce genou est un candidat pour une fusion horaire. Comme une arête n’est horaire que dans un seul
de ses triangles adjacents, ces C1 fusions peuvent être faites indépendamment. Partant de S, il existe
une séquence de fusion de longueur k > C1 > n − 4. Grâce à cette estimation on peut dessiner une
triangulation sur une grille de taille au plus (f − (n− 4)− 1)× (f − (n− 4)− 1) = (n− 1)× (n− 1).

Considérons à nouveau une triangulation M d’un bois de Schnyder S et essayons de donner
une estimation plus précise du nombre de fusions applicables à S. Considérons un genou-cw en
v. soit i la couleur de l’arête entrante (u, v) du genou. L’arête (u, v) montre que v est un noeud
interne de l’arbre Ti. Le nombre de genoux-cw est

∑
i inner(Ti). Si une arête simplement orien-

tée (v1, v2) participe à 2 genoux-cw différents, alors v1 et v2 sont tous les deux des sommets de
genoux-cw. Cela implique que le triangle à droite de l’arête (v1, v2) est un triangle horaire. Un tri-

angle horaire contribue à 3 genoux-cw qui sont deux à deux incompatibles. Si ∆S est le nombre
de triangles horaires de S alors le nombre de fusions horaires qui peuvent être faites simultané-

ment sur S est au moins
∑
i inner(Ti) − 2∆S . De plus nous avons prouvé dans [BLM02] 3 que∑

i inner(Ti) = n− 4 + ∆S + ∆S

Cela nous amène à la Proposition 2.1.

Proposition 2.1. Soit S un bois de Schnyder. Soit ∆S (resp. ∆S ) le nombre de triangles horaires
(resp. anti-horaires) de S.

Le nombre de fusions horaires applicables dans une séquence de fusions partant de S est au moins

n− 4−∆S + ∆S .

En combinant le Théorème 2.5 et la Proposition 2.1 on trouve qu’une triangulation ayant un bois de

Schnyder s peut être dessinée sur une grille (n− 1 + ∆S −∆S )× (n− 1 + ∆S −∆S ). Il est intéressant
de remarquer qu’un cas spécial de cette borne (Corollaire 2.1) a été obtenu par Zhang et He [ZH03] avec
une technique différente.

Corollaire 2.1. Une triangulation M à n sommets admet un dessin en lignes droites sur une grille de

taille (n− 1−∆SMin
)× (n− 1−∆SMin

). où SMin est le bois de Schnyder Minimal de M .

Intéressons-nous maintenant au cas plus général des bois de Schnyder 3-connexes. Pour un tel bois S
nous introduisons 2 paramètres :

• ∆S le nombre de faces, avec une arête anti-horaire pour chacune des 3 couleurs (ces arêtes n’étant
pas forcément simplement orientées).

• ∆S le nombre de triangles horaires constitués d’arêtes simplement orientées plus le motif suivant :
une arête simplement orientée entrante en v de couleur i − 1 telle que l’arête suivante dans le sens
anti-horaire autour de v est doublement orientée, sortante en v de couleur i+1 et entrante de couleur
i : cf. Figure 2.14.

Théorème 2.6. Soit S le bois de Schnyder d’une suspension. Le nombre de fusions-cw qui peuvent être

appliquées à S est d’au moins f − n+ ∆ (S)−∆S .

Preuve Dans un premier temps nous allons considérer le cas plus simple où la face externe est un triangle.

La borne obtenue de la manière suivante à partir de borne de la Proposition 2.1 : partant d’un bois
de Schnyder S on construit un bois de Schnyder S′ d’une triangulation tel que S est obtenue à partir

3. Une preuve plus simple a ensuite été proposée dans [LLS04].
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v

w

u

Figure 2.14 – Les 2 motifs qui comptent pour ∆ .

de S′ par une séquence de k fusions-cw. La Proposition 2.1 nous donne une borne k′ sur le nombre
de fusions-cw applicables à S′. La différence k′ − k nous donne la borne sur le nombre de fusions-cw
applicables à S.

Considérons une face interne F de S. Sur la bordure de F il y a 3 arêtes spéciales, qui sont les duales
des arêtes sortantes du sommet dual vF . Ces arêtes spéciales sont séparées par des chemins doublement
orientés (voir Lemme 2.2). Les arêtes des chemins doublement orientés de F de couleurs i, i + 1 sont
divisées de sorte que l’arête coloriée i − 1 ait pour destination le dernier point du chemin doublement
orienté colorié i+ 1, i. Ceci peut être obtenu par une séquence de divisions-cw (voir Figure 2.15).

Figure 2.15 – Quatre exemples de triangulations d’une face.

En appliquant cette construction à toutes les faces internes de S on obtient un bois de Schnyder S′

d’une triangulation.

Les observations suivantee sont cruciales :

• Le nombre de fusions-cw applicables à S′ est k′ > n− 4 + ∆S′ −∆S′ (Proposition 2.1).

• Le bois de Schnyder original S peut-être obtenu à partir de S′ par une séquence de k fusions-cw.

• Chaque fusion réduit le nombre de faces de 1 et donc k = (2n− 4)− f .

• ∆S′ = ∆S et ∆S′ = ∆S (c.f. Figure 2.15).

Ainsi le nombre de fusions-cw applicables à S est k′ − k > f − n+ ∆S −∆S .

a3 a2 a3a2

division-ext

fusion-ext

Figure 2.16 – Fusion et division externes.
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Maintenant supposons que la face externe contienne plus de 3 sommets. Partant de S nous produisons
un bois de Schnyder S∗ avec une face externe triangulaire. Ceci peut être fait à l’aide de divisions externes,
comme le montre la Figure 2.16. Le nombre de divisions externes pour passer de S à S∗ est t ∈ {0, 1, 2, 3}.

Nous savons déjà que S∗ admet k∗ > f∗ − n+ ∆S∗ −∆S∗ fusions-cw.

En comptant la variation du nombre de faces et de genoux-cw entre S et S∗ on montre que là encore

S admet au moins f − n+ ∆S −∆S fusions-cw. 2

Étant donné un bois de Schnyder arbitraire, la contribution ∆ −∆ peut-être négative. Cependant
en prenant S = SMin nous sommes certains que cette contribution est positive. Nous pouvons résumer
cette section par le Théorème suivant :

Théorème 2.7. Toute carte planaire 3-connexe M à n sommets admet un dessin convexe sur une grille

de taille (n−1−∆SMin
)× (n−1−∆SMin

), où ∆SMin
> 0 est le nombre de faces ayant une arête anti-horaire

dans chaque couleur dans SMin. Un tel dessin peut-être obtenu en temps linéaire.

2.4 Améliorations et Limitations

Notre ambition était de concevoir un algorithme de dessin convexe pour les cartes 3-connexes qui
améliore les meilleurs algorithmes pour cette tâche dans tous les cas. Or il existe des triangulations pour

lesquelles le paramètre ∆SMin
= 0. Ce sont les triangulations piles (celles qui peuvent être épluchées par

suppression récursive des sommets de degré 3). La Figure 2.17 montre un exemple d’une telle triangu-
lation. Pour ces triangulations notre algorithme nécessite une grille de taille (n− 1)× (n− 1) alors que
l’algorithme de Schnyder utilise une grille de taille (n− 2)× (n− 2).

(b)

a1

a2
(a)

a2a3

a3

a1

Figure 2.17 – (a) Une triangulation pile sur une grille (n − 1) × (n − 1). (b) La même carte dessinée
avec la méthode améliorée.

Dans l’algorithme standard par comptage de faces, le sommet a1 est en position (f − k − 1, 0, 0), a2

est en position (0, f−k−1, 0) et a3 est en position (0, 0, f−k−1). Dans le cas où a1, a2 et a3 sont choisis
de sorte que a1 soit voisin de a2 et a3, il est possible de placer ces 3 sommets aux positions suivantes en
gardant un dessin planaire et convexe : a1 → (f−k−2, 0, 1), a2 → (1, f−k−2, 0) et a3 → (0, 1, f−k−2).

En faisant ainsi on diminue d’une unité la largeur et la hauteur de la gille.

Ceci nous amène au résultat suivant :

Théorème 2.8. Toute carte planaire 3-connexe M à n sommets admet un dessin convexe sur une grille

de taille (n−2−∆SMin
)× (n−2−∆SMin

), où ∆SMin
> 0 est le nombre de faces ayant une arête anti-horaire

dans chaque couleur dans le bois de Schnyder minimal SMin.

Nous concluons cette section avec une application du Théorème 2.8 aux cartes internement 3-connexes.

Une carte M est internement 3-connexe si l’ajout d’un sommet v+ relié à tous les sommets de la
face externe donne une carte M+ 3-connexe. Thomassen [Tho80] a prouvé que M possède un dessin
(strictement) convexe si et seulement si M est internement 3-connexe.
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Un dessin est dit internement convexe si toutes les faces internes sont convexes. Chrobak et
Kant [CK97] ont adapté leur algorithme pour dessiner de manière convexe les graphes internement
3-connexe sur des grilles de taille (n − 1) × (n − 2). Avec notre approche nous pouvons réduire cette
borne.

Soit M une carte internement 3-connexe à n sommets. Soit M+ la carte obtenue à partir de M
en ajoutant un sommet v+ comme décrit ci-dessus. Soit S = SMin le bois de Schnyder minimal de la
suspension M+ avec v+ = a1. Comme M+ possède n + 1 sommets, le Théorème 2.8 nous garantit un

dessin de M+ sur la grille (n− 1−∆S )× (n− 1−∆S ). Comme la face externe de M+ est un triangle,
a1 est le seul sommet sur la dernière ligne et la première colonne de la grille. Donc en supprimant a1 du
dessin on obtient :

Corollaire 2.2. Une carte internement 3-connexe M à n sommets peut être dessinée de manière inter-

nement convexe sur une grille (n− 2−∆S )× (n− 2−∆S ), Où S est le bois de Schnyder minimal de
M+.

2.4.1 Etude en moyenne

Nous avons vu que dans le pire des cas, notre algorithme fait aussi bien que l’algorithme de Schnyder
et dans le pire des cas on atteint la même borne que Schnyder (n − 2) × (n − 2) (dans le cas des
triangulations piles, dont un exemple est donné dans la Figure 2.17)

Dans le cas des triangulations nous pouvons compléter ce résultat (dans le pire des cas) par un résultat
en moyenne :

Théorème 2.9. [BGH+06] L’algorithme du Théorème 2.8 produit des dessins convexes sur des grilles
de taille (7n/8 + o(n))× (7n/8 + o(n)) en moyenne pour une triangulation à n sommets.

Preuve Pour montrer cela, nous utilisons la bijection présentée dans [PS03] entre les bois de Schnyder
minimaux à n sommets et une famille d’arbres dit équilibrés. Grâce à cette bijection nous pouvons estimer
que le nombre moyen de feuilles li dans chacun des 3 arbres Ti est 5n/8 + o(n). De plus le paramètre

∆S vérifie la relation suivante [BLM02] pour tout bois de Schnyder S à n sommets :

∆S + l1 + l2 + l3 = 2n− 5.

On en déduit que ∆S = n/8 + o(n). 2

A l’autre extrême on trouve les cartes cubiques. Pour une carte cubique, toutes les arêtes sauf 3 sont
doublement orientées. Il n’est donc pas possible d’effectuer des fusions et notre algorithme donne des
dessins de même taille que l’algorithme classique par comptage de faces.

Entre ces 2 cas extrêmes se trouvent les cartes planaires 3-connexes. Nous nous sommes intéressés
aux cartes planaires aléatoires à m arêtes. Pour générer aléatoirement ces cartes nous avons utilisé
le générateur aléatoire de Schaeffer [Sch99]. Les résultats obtenus en faisant varier la valeur de m sont
présentés dans la Figure 2.18. Remarquons tout d’abord que pour ces cartes, le nombre moyen de sommets
et le nombre moyen de faces sont tous les deux égaux à (m − 2)/2 pour des raisons de dualité. La
Figure 2.18 montre une forte concentration autour de cette valeur moyenne. On observe également que

la valeur moyenne du paramètre ∆SMin
est proche de m/8. Par conséquent, la taille moyenne des grilles

utilisées pour ces cartes est autour de 3n/4×3n/4 contre n×n pour l’algorithme classique par comptage
de faces.

2.5 Conclusion et Perspectives

Nous venons de voir comment les bois de Schnyder 3-connexe permettaient d’avoir des dessins de
graphes convexes et compacts. Nous avons implémenté cet algorithme et il est maintenant intégré dans
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Figure 2.18 – Résultats expérimentaux sur des cartes 3-connexes aléatoires uniformes à m arêtes, pour
des valeurs différentes de m.

la bibliothèque de dessin de graphes PIGALE 4 développée par Hubert de Fraysseix et Patrice Ossona
de Mendez.

Malgré cette avancée en terme de taille de grille pour la plupart des graphes, il n’existe pas d’al-
gorithme pouvant dessiner tous les graphes planaires à n sommets sur des grilles plus petites que
(n − 2) × (n − 2). On sait qu’il existe des cartes qui nécessitent des grilles de taille (2n/3) × (2n/3)
(cartes formées de triangles imbriqués). Depuis 1989, l’écart entre ces 2 bornes n’a pas évolué. L’utilisa-
tion des bois de Schnyder pour la conception d’algorithmes (ou de contre exemples) pour rapprocher ces
bornes est loin d’être évidente. Il faudrait explorer des pistes plus exotiques, c’est à dire qui ne soit pas
basée sur les bois de Schnyder ou sur les ordres canoniques.

Une perspective plus évidente de travaux présentés dans ce chapitre serait l’énumération des bois de
Schnyder 3-connexes. Alors que l’énumération des bois de Schnyder des cartes triangulées est maintenant
établi [Bon05], l’énumération des bois de Schnyder 3-connexes reste ouverte. Une piste pour obtenir cette
énumération serait de déterminer pour chaque bois de Schnyder maximum, combien de bois de Schnyder
3-connexes peuvent être obtenus à l’aide de fusions-cw.

Récemment, des généralisations des bois de Schnyder ont été proposées pour les cartes de genre
supérieur. La première généralisation a été proposée par Castelli-Aleardi, Fusy et Lewiner [CAFL08].
Elle a l’avantage de fonctionner pour les cartes de genre arbitraire mais l’un des arbres et certaines arêtes
jouent des rôles particuliers. La deuxième généralisation proposée par Gonçalves et Lévêque [GL12]
(cf. Figure 2.19) quant à elle ne fonctionne que pour le genre 1, mais tous les sommets vérifient la
condition locale. Les opérations de fusions et de divisions semblent s’étendre naturellement à ces objets.
Ces opérations pourraient s’avérer être un outil précieux pour montrer de nouvelles propriétés de ces
bois de Schnyder de genre 1.

4. http://pigale.sourceforge.net

http://pigale.sourceforge.net
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Figure 2.19 – Bois de Schnyder torique.



Chapitre 3

Graphes couvrants géométriques

Figure 3.1 – Exemple de 6-spanner planaire de degré maximal 6.

Dans le chapitre précédent, nous avons vu comment, plonger une carte planaire dans le plan sans
croisement et de sorte que les faces internes soit convexes. En d’autres termes : étant donné un ensemble
d’arêtes, le problème est de déterminer les coordonnées des sommets pour obtenir un plongement ayant
de bonnes propriétés. Dans ce chapitre nous allons nous intéresser au problème dual dans un certain
sens : étant donné un nuage de points S dans le plan, trouver l’ensemble des arêtes formant un graphe
connexe couvrant tous les sommets tel que pour toute paire de points, la distance dans le graphe soit
au plus t fois la distance dans le plan. On dit que le graphe ainsi construit est un t-spanner. Toute la
difficulté consiste à utiliser le moins d’arêtes possible mais aussi à tenir compte d’autres contraintes selon
le contexte. Par exemple : minimiser le nombre d’arêtes ou la somme des longueurs des arêtes, minimiser
le degré maximum du graphe, interdire les croisements d’arêtes, minimiser la longueur maximale des
arêtes utilisées... Le lecteur pourra se reporter à l’ouvrage de Narasimhan et Smid [NS07] pour mesurer
l’étendue du domaine.

Les contributions au domaine présentées ici sont le fruit de collaborations avec Ljubomir Perković
(de Paul University - Chicago), Nicolas Hanusse, David Ilcinkas et Cyril Gavoille [BGHI10a, BGHP10].
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3.1 Introduction

Un graphe géométrique est un graphe valué dont l’ensemble des sommets S est un ensemble de points
du plan (ou plus généralement des points d’un espace métrique quelconque) et où les arêtes sont des
segments joignant ces sommets. Le poids d’une arête est donné par la distance Euclidienne entre ses
extrémités.

Les graphes géométriques modélisent naturellement de nombreux problèmes pratiques intervenant
dans différents domaines de l’informatique allant des réseaux (réseaux maillés, réseaux ad hoc) à la
géométrie algorithmique. Parmi les graphes géométriques célèbres on peut citer les triangulations de
Delaunay, les graphes de Yao, les graphes de Grabriel [GO97]. Un des paramètre essentiel d’un graphe

géométrique qui fait l’objet d’un nombre considérable de travaux est l’étirement. Étant donné un sous
graphe H de G, L’étirement de H est

max
(u,v)∈S2

dH(u, v)

dG(u, v)
.

On dit qu’un graphe est un t-spanner si son étirement est au plus t. Dans le cas des graphes géométriques,
le graphe que l’on souhaite le plus souvent approximer est le graphe complet (Euclidien) (noté E).

Parmi les spanners géométriques les plus populaires on peut citer les Θk-graphes [Cla87, Kei88]. Ces
graphes sont définis de la manière suivante : autour de chaque point p de S on partitionne l’espace en
k > 2 cônes réguliers de sommet p ; un point q 6= p d’un cône C est adjacent à p si et seulement si q est
le point le plus “proche” de p dans C, c’est à dire le point de C ayant le plus proche projeté orthogonal
sur la bissectrice de C.

Les Θk-graphes sont connus pour être de bons spanners [RS91] : pour k > 6, Θk est un 1
(1−2 sin(π/k)) -

spanner. Par exemple Θ7 est un 7.562-spanner. De plus ces graphes ont deux propriétés supplémentaires
intéressantes : ils ont peu d’arêtes (au plus kn) et ils peuvent être construits de manière distribuée.

Lorsqu’on travaille avec des graphes géométriques, la planarité est également une propriété naturelle
et importante. Dans le cas de réseau ad hoc, certains algorithmes de routage [BMSU01] se basent sur la
planarité du graphe sous-jacent.

Chew [Che86] fut le premier à montrer qu’il existait un t-spanner planaire, c’est à dire sans croisement
d’arêtes, pour une certaine valeur de t. Plus précisément, il montra que les triangulations de L1-Delaunay
(i.e. triangulations de Delaunay définies en utilisant la distance L1 à la place de la distance Euclidienne)
étaient des

√
10-spanners. Plus tard [Che89] il améliora ce résultat en montrant qu’il existait des 2-

spanners planaires.

Rapidement la question de l’étirement des triangulations de Delaunay s’est posée. La première borne
supérieure sera établie par Dobkin et al. [DFS90], en montrant que les triangulations de Delaunay sont
des 5.08-spanners. Puis cette borne descendit à 2.41 [KG92]. Très récemment cette borne a été améliorée à
1.998 [Xia11], faisant ainsi des triangulations de Delaunay les meilleurs spanners planaires connus. Côté
borne inférieure, il est facile de construire une triangulation de Delaunay d’étirement arbitrairement
proche de π/2. Ce contre-exemple s’obtient en plaçant les points de S quasiment sur un cercle de sorte
qu’il existe une paire de points diamétralement opposés dont le plus court chemin s’approche d’un demi-
cercle. Longtemps les gens ont pensé que les triangulations de Delaunay étaient des π/2-spanners. Mais
depuis, Bose et al.[BDL+11] ont montré que π/2 n’était pas la bonne borne en construisant des contre-
exemples d’étirement 1.5846 (π/2 ≈ 1.5707). La meilleure borne inférieure connue est actuellement de
1.5932 [XZ11].

Dans le contexte des réseaux ad hoc, où les noeuds ont des ressources limitées, borner le nombre de
liens de communication que doit maintenir chaque noeud devient essentiel. C’est pourquoi la construc-
tion de spanners (planaires) de degré borné est rapidement apparue comme une question importante.
Pour illustrer cela, considérons les réseaux scatternets [LSW04] basés sur la technologie Bluetooth. Un
scatternet est la superposition de réseaux Bluetooth (également appelés piconets) constitués d’un mâıtre
et d’au plus 7 esclaves. Chaque noeud peut appartenir à plusieurs piconets, mais il ne peut pas être
simultanément mâıtre de plusieurs piconets. Choisir quels sont les sommets qui doivent être des mâıtres



3.1. INTRODUCTION 35

papier ∆ étirement

Dobkin et al. [ADDJ90] ∞ π(1+
√

5)
2 ≈ 5.08

Keil & Gutwin [KG92] ∞ 4π
√

3
9 ≈ 2.42

Xia [Xia11] ∞ C0 ≈ 1.998
Chew [Che89] ∞ 2

Bose et al. [BGS05] 27 (π + 1)C0

Li & Wang [LW04] 23 (1 + π sin π
4 )C0

Bose et al. [BSX09] 17 (2 + 2
√

3 + 3π
2 + 2π sin( π12 ))C0

Kanj & Perković [KP08] 14 (1 + 2π
14 cos( π14 ) )C0

Kanj & Xia [KX12] 11 < 7

Bose, Carmi & Chaitman-Yerushalmi [BCCY12] 7 (1 +
√

2)2C0

Bose, Carmi & Chaitman-Yerushalmi [BCCY12] 6 1
1−tan(π/7))(1+1/ cos(π/14))C0

Section 3.6 9 6
Section 3.7 6 6

Table 3.1 – Résultats sur les spanners planaires. C0 désigne la meilleure borne connue sur l’étirement
des triangulations de Delaunay.

devient problématique si on part d’un réseau de degré non borné ou borné par une valeur supérieure à 7.
En revanche lorsqu’on part d’un réseau (un spanner) de degré au plus 7, il suffit de prendre comme en-
semble de mâıtres n’importe quel ensemble dominant (par exemple un ensemble indépendant maximal).
Pour cette dernière opération il existe de nombreux algorithmes distribués efficaces [Lub85a].

Bose et al. [BGS05] furent les premiers à proposer un spanner planaire de degré borné. Le degré
maximal et l’étirement qu’ils ont obtenu fut amélioré par Li et Wang [LW04], Bose et al. [BSX09], puis
par Kanj et Perković [KP08] (Voir le tableau 3.1 pour toutes ces bornes).

Contributions Notre première contribution [BGHI10a] est une unification de 3 concepts : les triangula-
tions de TD-Delaunay étudiées par Chew [Che86], les plongements géodésiques coplanaires [Mil02, FZ08]
(structures en lien étroit avec les bois de Schnyder) et les demi Θ6-graphes (graphes définis en ne consi-
dérant qu’un cône sur deux dans la construction du Θ6-graphe). Plus précisément, étant donné un nuage
de points S en position générale 1, la triangulation de TD-Delaunay de S, le plongement géodésique de
S et le demi Θ6-graphe de S sont égaux.

De cette de unification nous en déduisons 2 résultats secondaires :

1. Θ6 est l’union disjointe de deux triangulations de TD-Delaunay, et donc Θ6 est un 2-spanner.
Rappelons qu’on ignorait si Θ6 était un spanner ou non.

2. Toute triangulation est TD-Delaunay réalisable. Cela signifie que pour toute carte planaire maxi-
male G, il existe un nuage de points S tel que la triangulation de TD-Delaunay de S soit G.
Rappelons que décider si une triangulation (vue comme une carte combinatoire) est Delaunay
réalisable est un problème qui est resté longtemps ouvert [Dil90] et qu’il existe maintenant des al-
gorithmes polynomiaux pour ce problème [HMS00], mais il n’existe toujours pas de caractérisation
simple de ces graphes.

Notre deuxième contribution [BGHP10] est de montrer qu’il existe des 6-spanners planaires de degré
maximum 6, améliorant ainsi une longue série d’articles sur les spanners planaires de degré maximal
borné. Les précédents résultats avaient tous comme première étape le calcul d’une triangulation de
Delaunay. La construction que nous avons proposée est quant à elle basée sur les triangulations de TD-
Delaunay et l’analyse de cette construction s’appuie très fortement sur la coloration et l’orientation des
arêtes de la triangulation de TD-Delaunay.

1. il n’y a pas de paire de points de S définissant une pente de 0, π/3 ou −π/3.
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3.2 Unification

3.2.1 Demi Θ6-graphe

Un cône est une région du plan comprise entre 2 rayons partant d’un même point appelé apex . Pour
chaque cône C, on note `C la bissectrice du cône, et pour chaque point p, soit Cp= {x+ p : x ∈ C}.

Considérons les rayons obtenus par une rotation horaire de la partie positive de l’axe des x par un
angle 2iπ/k pour chaque entier i < k. Chaque paire de rayons consécutifs 2(i − 1)π/k et 2iπ/k définie
un cône, dénoté par Ai, dont l’apex est l’origine. Soit Ak= {A1, . . . , Ak}.

Le Θk-graphe orienté d’un ensemble de point S ⊂ R2, dénoté par
−→
Θk(S) est défini de la manière

suivante :

1. l’ensemble des sommets de
−→
Θk(S) est S ; et

2. (p, r) est un arc de
−→
Θk(S) si et seulement si il y a un cône Ai ∈ Ak tel que r ∈ Api \ {p} le point de

S ∪Api \ {p} ayant le projeté orthogonal sur `pC est le plus proche de p.

Cette définition ne fait pas d’hypothèse particulière sur la position relative des points de S. En

particulier, il se peut que dans
−→
Θk(S) un cône contienne plusieurs arcs de même longueur (induisant un

degré sortant supérieur à k), ou bien qu’un arc soit situé sur le bord d’un cône. Nous considérons ici, que
les points de S sont en position générale, c’est à dire qu’il n’existe pas de paire de points de S alignés
avec un des axes des cônes. La notion de “position générale” est discutée plus en détail dans [BGHI10a].

Nous introduisons maintenant un nouveau graphe, appelé demi-Θk-graphe, défini de la manière sui-
vante :

Définition 3.1. Le graphe orienté demi-Θk-graphe d’un nuage de points SR2, noté 1
2

−→
Θk(S), est le graphe

orienté induit par tous les arcs (p, r) de
−→
Θk(S) tels que r ∈ Ap2i pour un nombre i ∈ {1, 2, 3}. On notera

parenti(p) = r.

Quand k ≡ 2 (mod 4), nous dénotons par Ci le cône A2i, et par Ci le cône opposé de Ci, i.e., Ci =
A2i+k/2 mod 6 (observez que 2i+ k/2 est impair). Un arc (p, r) tel que r ∈ Cpi est dit colorié i.

Par la suite nous allons nous focaliser sur le graphe demi-Θ6. Ainsi, dans le sens anti-horaire en
partant de l’axe positif des x, les 6 cônes de A6 sont rencontrés dans l’ordre C2, C1, C3, C2, C1, C3 (voir
Figure 3.2(a)). Les cônes C1, C2, C3 sont dits positifs et les cônes C1, C2, C3 sont dits négatifs.

La Figure 3.2(b) montre un exemple de graphe demi-Θ6 orienté sur 8 points.

3.2.2 Plongement géodésique

Soit P le plan équipé de la base standard (ex, ey), et soit S un nuage de points fini de P.

Les définitions suivantes sont extraites de [Mil02]. Soit (e1, e2, e3) la base standard de R3. Le plan
P est maintenant plongé dans P ′ ⊂ R3 où P ′ est le plan contenant l’origine de R3 et ayant comme base
(e′x, e

′
y) où e′x = (0,−1/

√
2, 1/
√

2) et e′y = (
√

2/3,−1/
√

6,−1/
√

6). Observez que e1 + e2 + e3 est un
vecteur normal 2 de P ′. Chaque point p = (px, py) ∈ R2 est projeté sur p′ ∈ P ′ avec p′ = pxe

′
x + pye

′
y.

Considérons la relation de dominance sur R3 : p < q si et seulement si pi > qi pour chaque i ∈ {1, 2, 3}.
Notez que deux points de P ′ sont incomparables. Le filtre généré par un nuage de points S de P est
l’ensemble

〈S〉 =
{
α ∈ R3 : α < v pour un v ∈ S

}
.

La frontière SS de 〈S〉 est la surface orthogonale coplanaire engendrée par S. Notez que dans [Mil02,
FZ08], les auteurs considèrent les surfaces orthogonales, dans un cas plus général où les éléments de S
sont deux à deux incomparables, pas nécessairement dans le même plan de vecteur normal e1 + e2 + e3.
La Figure 3.3 montre un exemple de surface orthogonale coplanaire.

2. I.e., ∀p′ = (p′1, p
′
2, p
′
3) ∈ P ′, p′1e1 + p′2e2 + p′3e3 = 0.
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`C2

C2

C1

`C1

C3

`C3

C2
C3

C1

p1

p2
p3

p4

p5

p6

p8

p7

(a) (b)

Figure 3.2 – (a) Illustration des notations pour les graphes demi-Θ6.(b) Un exemple de graphe demi-Θ6

orienté.

e2

e1

e3

Figure 3.3 – Une surface orthogonale coplanaire avec son plongement géodésique.

Nous dénotons par p ∨ q le point (max{p1, q1},max{p2, q2},max{p3, q3}). Si p, q ∈ S et p ∨ q ∈ SS ,
alors SS contient l’union des 2 segments de droites joignant p et q à p ∨ q. Ces segments sont appelés
coude géodésique de SS .

L’arc orthogonal de p ∈ S dans la direction du vecteur standard ei est le bout de rayon p+λei, λ > 0,
qui suit un creux de SS . Si p ∨ q est égal à p + λei, pour un certain λ > 0, on dit qu’il s’agit d’un
coude de type i. Le coude géodésique correspondant est également de type i. Notez que p ∨ q partage
2 coordonnées (sur la base (e1, e2, e3)) avec au moins 1 (et peut-être les 2) p et q. On dit qu’un coude
géodésique est simplement orienté si son coude p ∨ q partage 2 de ses coordonnées avec p ou q pas les
deux.

Une surface orthogonale SS est simplement orientée si tous ces coudes géodésiques sont simplement
orientés.

Théorème 3.1. [Fel01] ... Soit SW un bois de Schnyder. L’algorithme de comptage de face produit une
surface géodésique SS. De plus les coudes géodésiques correspondent aux arêtes (orientation + coloration)
de SW .

Définition 3.2. Soit S un nuage de points de P tel que la surface orthogonale SS est simplement

orientée. Le plongement géodésique de S et les graphes orientés
−−→
Geo(S) définis de la manière suivante :
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– les sommets de
−−→
Geo(S) sont les points de S et

– il y a un arc de p à q colorié i si et seulement si p ∨ q est un coude de type i

3.2.3 Triangulation de TD-Delaunay

Nous rappelons ici la définition de triangulation de TD-Delaunay introduite dans [Che89]. Il s’agit
d’une variante des triangulations de Delaunay définie à partir d’une forme convexe [BCCS08].

Soit T (resp. T̃ ) le triangle équilatéral de côté 1, ayant comme centre de gravité l’origine et ayant 1 de
ses sommets sur l’axe positif(resp. négatif) des y. Une homothétie de T est obtenue par un agrandissement
de T suivie d’une translation : p+ λT = {p+ λz : z ∈ T}. La distance triangulaire entre 2 points p et q,
notée dT (p, q), est définie de la manière suivante :

dT (p, q) = min {λ : λ > 0 and q ∈ p+ λT}

Remarque : la distance triangulaire n’est pas à proprement parler une distance car ce n’est pas une
fonction symétrique. En général dT (p, q) 6= dT (q, p).

Soit S un nuage de points de P. Pour chaque point p ∈ S, VT (p) est la cellule de TD-Voronöı de p,
définie par

VT (p) = {x ∈ P : pour chaque q ∈ S, dT (p, x) 6 dT (q, x)} .

Le diagramme de TD-Voronöı associé à S est la décomposition de P en cellules de TD-Voronöı.

La Figure 3.4(a) montre un exemple de diagramme de TD-Voronöı. Observez que l’intersection de
2 cellules de TD-Voronöı n’est pas nécessairement de surface nulle. Par exemple si nous considérons
S =

{
u = (−

√
3, 1), v = (

√
3, 1)

}
(voir Figure 3.4(b)). L’intersection VT (u) ∩ VT (v) est égale à la partie

du plan P situé sous les lignes (o, u) et (o, v) où o = (0, 0).

u
v

w

λ3

λ1

λ2

Figure 3.4 – (a) Diagramme de TD-Voronöı. (b) λ1 < λ2 < λ3 représentent 3 distances triangulaires.
L’ensemble {u, v} est un ensemble de points généré. Le point w appartient aux cellules de TD-Voronöı
de u et de v.

Comme nous considérons ici que des nuages de points en position générale, l’intersection de 2 cellcules
de TD-Voronöı est toujours de surface nulle.

Définition 3.3. Soit S un nuage de points de P. La triangulation de TD-Delaunay de S, notée
TDDel(S), est définie de la manière suivante :

– l’ensemble des sommets de TDDel(S) est S ; et
– (p, q) est une arête de TDDel(S) si et seulement si VT (p) ∩ VT (q) 6= ∅.
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3.3 Unification des concepts

Théorème 3.2. Soit S un nuage de points en position générale du plan P. Soient Geo(S), resp. 1
2Θ6(S)

les graphes non-orientés et non-coloriés sous-jacents de Geo(S), resp. 1
2Θ6(S).

1

2
Θ6(S) = Geo(S) = TDDel(S) .

De plus,
−−→
Geo(S) =

1

2

−→
Θ6(S) .

Étant donnés deux points p et q ∈ Cpi , on note Ti(p, q) l’ensemble des points de P dans Cpi \ {p}
ayant un projeté orthogonal sur `Cpi strictement plus proche de p que le projeté orthogonal de q sur `Cpi .

Lemme 3.1. Soit S un nuage de points en position générale du plan P, p ∨ q est un coude de type i si
et seulement si q ∈ Cpi et Ti(p, q) ∩ S = ∅.

Preuve Soit S un nuage de points du plan P et soient p et q deux points distincts de S. Sans perte de
généralité, supposons que p est le point de coordonnées (0, 0, 0) et que (q1, q2, q3) sont les coordonnées de
q. Notons que le cône Cip peut être décrit comme l’ensemble des points r = (r1, r2, r3) tels que ri > 0 et

rj 6 0 pour j 6= i. De plus le point p est le seul point r de Cip tel que ri = 0, et que l’intérieur du cône Cip
est exactement l’ensemble des points r tels que ri > 0 et rj < 0 pour j 6= i. Ces remarques sont illustrées
par la Figure 3.5. Maintenant prouvons ce lemme pour i = 1 (les deux autres cas étant similaires).

r 3
<
0

r 3
>
0

r1 = 0
r1 < 0

r1 > 0

r
2
>
0

r
2
<
0

r
2
=
0

r 3
=
0

Figure 3.5 – Partition du plan P en fonction du signe des coordonnées d’un point r = (r1, r2, r3) de P.

Par définition, p ∨ q est un coude de type 1 si et seulement si

1. le point p ∨ q partage les 2 coordonnées d’indice 2 et 3 avec le point p et

2. p ∨ q est sur la surface orthogonale SS .

Supposons maintenant que q ∈ Cp1 , c’est-à-dire que p ∨ q = (q1, 0, 0). Le point p ∨ q est sur la surface
orthogonale SS si et seulement si il est sur la frontière du filtre généré par S, c’est-à-dire qu’il n’existe
pas de point r ∈ S tel que r1 < q1 et r2, r3 < 0. Comme l’ensemble des points r tels que r1 < q1 et
r2, r3 < 0 est exactement Ti(p, q), nous avons que p ∨ q est sur SS si et seulement si Ti(p, q) ∩ S = ∅.
Ceci termine notre preuve. 2

Preuve du Théorème 3.2

L’égalité
−−→
Geo(S) = 1

2

−→
Θ6(S) découle du Lemme 3.1 et de l’observation suivante :

Il y a un arc (p, q) de couleur i dans 1
2

−→
Θ6(S) si et seulement si q ∈ Cpi et Ti(p, q) ∩ S = ∅.

Pour montrer que Geo(S) = TDDel(S) il suffit de remarquer que :
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– Chaque arête e de 1
2Θ6(S) est contenue dans un triangle vide T , tel que une des extrémités de e

est un sommet de T .
– Pour chaque arête de e de TDDel(S) est contenue dans un triangle T , il existe un triangle T ′

inclus dans T tel qu’une des extrémité de e est un sommet de T ′.
2

3.4 Applications

3.4.1 Spanner

Dans [Che89] Chew montre que les triangulations de TD-Delaunay sont des 2-spanners. En utilisant
ce résultat, le Théorème 3.2 et en remarquant que le graphe Θ6 est l’union de 2 demi-Θ6 (l’un utilisant
les cônes pairs et l’autre les cônes impairs) on obtient directement le corollaire suivant :

Corollaire 3.1. Tout graphe demi-Θ6 (et aussi tout graphe Θ6) est un 2-spanner. De plus le graphe Θ6

est l’union de graphes planaires.

Observons que la borne de 2 sur l’étirement est la meilleure possible pour les graphes demi-Θ6. En
effet, si on prenant 3 points formant quasiment un triangle équilatéral pointant vers le bas on peut obtenir
un graphe demi-Θ6 d’étirement arbitrairement proche de 2.

3.4.2 Réalisabilité de Delaunay

En utilisant l’algorithme par comptage de faces (cf. Section 2.2.2), Felsner et Zickfeld [FZ08, Theorem
10] ont montré que pour toute triangulation du plan G, il existe un nuage de points S tel que Geo(S) = G.
De plus ce nuage de points peut être calculé en temps linéaire. En utilisant l’équivalence entre plongement
géodésique et triangulations de TD-Delaunay (Théorème 3.2) nous obtenons directement le résultat
suivant :

Corollaire 3.2. Toute triangulation du plan est TD-Delaunay réalisable.

3.4.3 Algorithme de construction

Les algorithmes qui calculent les graphes Θk, les plongements géodésiques et les triangulations de
TD-Delaunay ont été respectivement proposés dans [NS07, FZ08, CD85]. Ces algorithmes s’exécutent
en O(n log n) et reposent essentiellement sur l’algorithme de “plane-sweep”. L’unification des 3 concepts
n’apporte donc rien de nouveau sur les algorithmes de construction de ces graphes.

3.5 Spanner de degré borné

Dans cette section nous nous intéressons à la question suivante (Problème ouvert numéro 14 du
survey [BS])

Quel est le plus petit degré maximum qui puisse être atteint pour un spanner planaire ?

Comme nous l’avons évoqué dans l’introduction de ce chapitre la question a déjà fait l’objet de
nombreuses contributions (voir Tableau 3.1). Toutes les contributions précédentes se basent sur les tri-
angulations de Delaunay. Nous allons voir maintenant qu’en utilisant les triangulations de TD-Delaunay
(et la richesse de leur structure), il est possible d’obtenir des 6-spanners planaires de degré maximum au
plus 6 (la meilleure borne sur le degré qui prévalait était de 11).
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Nous allons dans un premier temps présenter un algorithme simple permettant de calculer une 6-
spanner de degré maximum au plus 9 (Section 3.6) puis nous allons voir comment descendre le degré
maximum jusqu’à 6 (Section 3.7).

3.6 Un 6-Spanner simple planaire de degré maximum 9

Dans cette section nous montrons comment construire H9 un sous-graphe de 1
2

−→
Θ6 de degré maximum

au plus 9.

Dans cette construction, pour chaque noeud u, certains voisins de u jouent un rôle important. Pour
i ∈ {1, 2, 3}, notons childreni(u) l’ensemble des noeuds v tels que u = parenti(v). Notez que childreni(u) ⊆
C
u

i . Dans childreni(u), on distingue 3 sommets particuliers :
– closesti(u) le sommet de childreni(u) ayant le plus proche projeté sur la bissectrice du cône C

u

i ;
– firsti(u) le premier sommet de childreni(u) dans le sens anti-horaire en partant de l’axe x.
– lasti(u) le dernier sommet de childreni(u) dans le sens anti-horaire en partant de l’axe des x.
Notons que ces noeuds ne sont pas définis lorsque le cône C

u

i est vide.

Soit (u, v) une arête telle que v = parenti(u). Un sommet t est i-pertinent par rapport à u si t ∈
C
v

i = C
parenti(u)

i ou t = firsti−1(u) 6= closesti−1(u) ou t = lasti+1(u) 6= closesti+1(u). Quand t est défini
comme firsti−1(u) ou lasti+1(u), on omettra le “par rapport à u” ou on dira également que l’arête ut est
i-pertinente. Par exemple, dans la Figure 3.6 (a), les sommets vl et vr sont i-pertinents par rapport à
w. Dans la Figure 3.6 (b) le sommet vr = lasti+1(w) n’est pas i-pertinent puisque il n’est pas dans C

u

i

et vl = firsti−1(w) n’est pas i-pertinent puisqu’il est aussi closesti−1(w).

La construction de H9 se décompose en 2 étapes qui peuvent facilement être effectuées de manière
distribuée :

Etape 1. Calculer 1
2

−→
Θ6 : pour chaque noeud v ∈ S, choisir parenti(u) dans chaque cône Cvi .

Etape 2. Soit H9 le graphe obtenu en choisissant des arêtes de 1
2

−→
Θ6 de la manière suivante : pour

chaque sommet u et chaque cône négatif C
u

i :
– ajouter l’arête (u, closesti(u)) si closesti(u) existe,
– ajouter l’arête (u,firsti(u)) si firsti(u) existe et si cette arête est (i+ 1)-pertinent,
– ajouter l’arête (u, lasti(u)) si lasti(u) existe et si cette arête est (i− 1)-pertinent.

Notez que qu’on peut tout de suite observer que H9 est de degré maximum au plus 12 : chaque
sommet a au plus 1 arête entrante par cône positif et 3 arêtes entrantes par cône négatif. Avec une
analyse un peu plus fine du degré on montre que

Théorème 3.3. Le graphe H9

– a degré maximum au plus 9,

– est un 3-spanner de 1
2

−→
Θ6, et est donc un 6-spanner.

La suite de cette section est dédiée à la preuve de ce résultat.

Charge d’un cône. Dans le but de borner le degré d’un noeud de H9, nous proposons un comptage des
arcs d’incidents à un sommet. Chaque arête incidente à un noeud charge un des cônes de ce noeud de la
manière suivante :

– chaque cône négatif C
u

i est chargé par l’arête (u, closesti(u)) si closesti(u) existe.
– chaque cône positif Cui est chargé par l’arête (u,parenti(u)) si cette arête est dans H9, par l’arête

(u,firsti−1(u)) si firsti−1(u) est i-pertinent et par l’arête (u, lasti+1(u)) si lasti+1(u) est i-pertinente.
Par exemple, dans la Figure 3.6 (a), le cône Cwi est chargé 2 fois : une fois par vlw et une fois par

vrw ; le cône Cwi est chargé une fois par l’arête la plus courte. Dans (b), le cône Cwi n’est pas chargé du
tout : l’arête vlw est la plus courte dans C

w

i−1. Dans (c), le cône Cwi est chargé une fois par l’arête vlw
et une fois par l’arête wu.
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Cwi+1

vr

(a)

Cwi−1 Cwi+1

vl

Cwi

Cui

u

w

(c)

vl

u

w

vr

(b)

vl

Cwi Cwi

Cui Cui

Cwi−1
Cwi−1

Cwi+1

u

w

Figure 3.6 – Dans chacun des 3 cas, l’arête wu est dans 1
2

−→
Θ6 mais w 6= closesti(u). Les arêtes en trait

plein sont les arêtes de H9. (a) Les arêtes wvl et wvr sont respectivement la première et la dernière (dans
le sens anti-horaire) dans le cône Cwi+1. De plus elles sont i-pertinentes par rapport à w. (b) L’arête wvr
n’est pas i-pertinente car wvr n’est pas dans C

u

i . L’arête wvl est dans H9 mais n’est pas i-pertinente car
elle est la plus courte dans C

w

i−1. (c) L’arête wvl est i-pertinente. Notez que l’arête wu est dans H9 car
elle est (i− 1)-pertinente par rapport à u.

Nous notons charge(C) la charge du cône C. Avec ce système de comptage, nous pouvons prouver
le lemme suivant qui implique directement la première partie du Théorème 3.3 puisque la somme des
charges des cônes autour d’un sommet est égale au degré de ce sommet dans H9.

Lemme 3.2. Chaque cône négatif est chargé par au plus 1 arête et chaque cône positif est chargé par
au plus 2 arêtes.

Preuve La charge d’un cône négatif est par construction clairement d’au plus 1. Pour prouver ce lemme,
il nous faut simplement montrer qu’un cône positif ne peut pas être chargé 3 fois. Soit Cwi un cône positif.

Soit u = parenti(w). Si l’arête (w, u) n’est pas dans H9 alors, clairement charge(Cwi ) 6 2. Dans le
cas contraire, considérons les 3 cas suivants :

Cas 1 : w = closesti(u). Tout point de R = C
u

i ∩{C
w

i−1 ∪C
w

i+1} est plus proche de u que de w. Comme

w est le plus proche voisin de u dans le cône C
u

i , les noeuds firsti−1(w) et lasti+1(w) ne peuvent
pas être i-pertinents. Donc les sommets firsti−1(w) et lasti+1(w) ne sont pas i-pertinents. Donc
charge(Cwi ) = 1.

Cas 2 : w = lasti(u) et w est (i− 1)-pertinent par rapport à u (voir Figure 3.6 (c)). Dans ce cas, w, u

et parenti−1(w) = parenti−1(u) forment un triangle vide dans 1
2

−→
Θ6. Par conséquent, C

u

i ∩C
w

i+1 est
vide. Donc lasti+1(w) n’est pas i-pertinent. Donc charge(Cwi ) 6 2.

Cas 3 : w = firsti(u) et w est (i+ 1)-pertinent. Par symétrie, ce cas se ramène au cas 2.

2

La preuve ci-dessus donne une information structurelle supplémentaire qui nous sera utile dans la
section suivante :

Corollaire 3.3. Soit u = parenti(w). Si charge(Cwi ) = 2 alors soit :

1. (w, u) n’est pas dans H9, et firsti−1(w) et lasti+1(w) sont i-pertinent (et sont donc des voisins de
w dans H9), ou bien

2. w = lasti(u) est (i − 1)-pertinent et firsti−1(w) est i-pertinent (et donc (w, u) et (firsti−1(w), w)
sont dans H9), ou bien

3. w = firsti(u) est (i + 1)-pertinent et lasti+1(w) est i-pertinent (et donc (w, u) et (lasti+1(w), w)
sont dans H9).

Dans le cas 1, notons que les sommets firsti−1(w), w, et lasti+1(w) sont dans C
u

i et que u est plus
proche de firsti−1(w) et de lasti+1(w) que de w. Quand le cas 1 se produit, on dit que w est i-distant .

Pour montrer que H9 est un 3-spanner de 1
2

−→
Θ6, nous allons montrer que pour chaque arête wu qui

est dans 1
2

−→
Θ6 mais pas dans H9, il y a un chemin dans H9 de u à w de longueur au plus 3|uw|. Soit wu
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une arête entrante de u dans 1
2

−→
Θ6. Comme wu 6∈ H9, l’arête entrante la plus courte de 1

2

−→
Θ6 dans le cône

C de u doit être dans H9 : appelons cette arête vu. Sans perte de généralité, nous supposons que vu est
avant uv dans cône C le sens anti-horaire autour de u.

Considérons toutes les arêtes de 1
2

−→
Θ6 incidentes à u qui sont dans le cône C

u

i entre les arêtes vu et

wu : vu = v0u, v1u, ..., vku = wu (toujours dans le sens anti-horaire). Comme 1
2

−→
Θ6 est une triangulation,

le chemin v0v1, v1v2, ..., vk−1vk est dans 1
2

−→
Θ6. Nous appelons ce chemin, le chemin canonique de w à a

(voir Figure 3.7).

u

v1
v2

v3

w

v0

m0
m1

m2 m4m3

l

w′

w′′

r

Figure 3.7 – Chemin Canonique.

Lemme 3.3. Soit (w, u = parenti(w)) une arête de 1
2

−→
Θ6 et v = closesti(u). Si w 6= v alors :

1. H9 contient l’arête vu et le chemin canonique de w à u,

2. |uv|+
∑k
i=1 |vi−1vi| 6 3|uw|.

La seconde partie du Théorème 3.3 se déduit directement du Lemme 3.3.

Preuve du Lemme 3.3

Soit e = (vj , vj+1) une arête du chemin canonique allant de w à u. Supposons dans un premier temps
que e est entrante en vj . Observons que vj+1 est le voisin de vj juste avant u dans l’ordre anti-horaire

autour de vj dans la triangulation 1
2

−→
Θ6. Donc vj+1 = lasti+1(vj). Comme vj+1 est dans C

u

i , vj+1 est
i-pertinent (par rapport à vj) ou bien vj+1 = closesti+1(vj). Dans les 2 cas, e est dans H9. Maintenant
supposons que e est entrante en vj+1. Nous montrons de manière similaire que vj = firsti−1(vj+1) et que
vj est i-pertinent (par rapport à vj+1) ou bien que vj = closesti−1(vj+1). Dans les 2 cas e est dans H9.
Ceci prouve la première partie du lemme.

Pour montrer la deuxième partie du lemme, nous notons C
vj
i le cône contenant u du sommet vj du

chemin canonique, pour j = 0, 1, ..., k. Notons rj et lj les rayons définissant les frontières du cône C
vj
i .

Soit r et l les rayons définissant les frontières du cône C
u

i . Soit mo le point d’intersection du rayon r avec
l0 et soit mj le point d’intersection des rayons rj−1 et lj pour chaque 1 6 j 6 k. Soit w′ l’intersection du
rayon r avec la ligne perpendiculaire à `C (C = Cwi ) passant par ww et soit w′′ le point d’intersection
de lk avec r (voir Figure 3.7).

Remarquons que |uv| = |uv0| 6 |um0|+ |m0v0|, et

|vj−1vj | 6 |vj−1mj |+ |mjvj |
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pour tout 1 6 j 6 k. De plus |uv0| > |um0|. Donc

|uv0|+
k∑
j=1

|vj−1vj | 6 |um0|+
k∑
j=0

|mjvj |+
k−1∑
j=0

|vjmj+1|

6 |um0|+ |ww′′|+ |w′′m0|
6 |uw′|+ |ww′|+ |w′′w′|
6 |uw′|+ 2|ww′|.

Observons que |uw| =
√

(|uw′| cosπ/6)2 + (|ww′| − |uw′|/2)2. Soit α = |ww′|/|uw′| ; remarquons que
0 6 α 6 1. On en déduit que

|uw′|+ 2|ww′|
|uw|

6
(1 + 2α)|uw′|√

(|uw′| cosπ/6)2 + ((α− 1/2)|uw′|)2

6
1 + 2α√

1− α+ α2

6 max
α∈[0..1]

{
1 + 2α√

1− α+ α2

}
6 3.

2

3.7 Un 6-Spanner planaire de degré maximum 6

Maintenant que nous avons montré que H9 était un 6-spanner de degré au plus 9, nous allons voir
comment en supprimant et en ajoutant quelques arêtes à ce graphe, on peut construire un 6-spanner de
degré maximum au plus 6. Nous effectuons cela en essayant de diminuer le nombre d’arêtes qui chargent
un cône positif jusqu’à 1. Nous ne pouvons pas faire cela directement, mais nous pouvons amortir les cônes
positifs chargés 2 à l’aide de cônes négatifs chargés 0. Grâce au Corollaire 3.3, nous avons simplement à
nous préoccuper des deux premiers cas (le 3ième étant symétrique au second).

Avant de présenter la construction finale, commençons par une propriété structurelle des cônes positifs
de H9 chargés 2. Pour mémoire, on dit qu’un sommet est i-distant s’il a 2 voisins i-pertinents dans H9 (ce
qui correspond au cas 1 du Corollaire 3.3). Par exemple, dans la Figure 3.7, le sommet v2 est i-distant.

Lemme 3.4 (Séquence de charge interdite). Si, dans H9, charge(Cwi ) = 2 et w n’est pas un sommet
i-distant :

– firsti−1(w) est i-pertinent, charge(Cwi−1) 6 1 et charge(C
w

i+1) = 0 ou

– lasti+1(w) est i-pertinent, charge(Cwi+1) 6 1 et charge(C
w

i−1) = 0.

Preuve Grâce au Corollaire 3.3, si w n’est pas un sommet i-distant , alors firsti−1(w) ou lasti+1(w) est
i-pertinent. Nous supposons le second cas (le premier suivra par symétrie).

Nous commençons par prouver l’existence d’un cône de charge 0. Si u = parenti(w), alors grâce au
Corollaire 3.3, w = lasti(u) et w est (i− 1)-pertinent (par rapport à u). Cela signifie que les sommets w,

u, et v = parenti−1(u) = parenti−1(w) forment un triangle vide dans 1
2

−→
Θ6 et donc il n’y pas d’arête qui

arrive dans C
w

i+1. Par conséquent charge(C
w

i+1) = 0.

Maintenant prouvons par l’absurde que charge(Cwi−1) 6 1. Supposons que charge(Cwi−1) = 2. Grâce

au Corollaire 3.3 il y a 3 cas à considérer. Nous venons de prouver qu’il n’y a pas d’arête dans C
w

i+1, et
donc il ne peut pas y avoir de sommet firsti+1(w) et les 2 premiers cas ne peuvent pas se produire. Le
cas 3 du Corollaire 3.3 implique que w = firsti−1(v), ce qui n’est pas possible car l’arête (u, v) est avant
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(w, u) dans le sens anti-horaire dans Ci−1(v). 2

Etape 3. On construit HS3 à partir H9 de la manière suivante : pour chaque entier 1 6 i 6 3 et pour
chaque sommet i-distant w :

– ajouter l’arête (firsti−1(w), lasti+1(w)) à HS3 ;
– soit w′ le sommet de {firsti−1(w), lasti+1(w)} qui est à l’indice le plus grand dans le chemin cano-

nique. Supprimer l’arête (w,w′) de HS3.

u1

u5

u2

u3

H1

u4

H2

u1

u5

u2

u3

u4

u1

u5

u2

u3

u4

H3

v v v
u1

u5

u2

u3

u4

H4

v

Figure 3.8 – De 1
2

−→
Θ6 (les flèches pleines sont les plus proches arêtes) à H9. Les cônes positifs bleus ciel

et roses ont une charge de 2. Le sommet v est i-distant et le sommet u4 est i+ 1-distant.

Nouvel assignement des charges. Comme une nouvelle arête e est ajoutée entre firsti−1(w) et

lasti+1(w) à l’étape 3, nous assignons la charge de e à C
firsti−1(w)

i+1 et à C
lasti+1(w)

i−1 . Nous notons c̃harge(C)
la nouvelle charge de C dans HS3 ainsi que dans le graphe dans le nouveau graphe H6 que nous allons
construire. Le lemme suivant montre que l’application de l’étape 3 ne crée pas de charge 2 et fait passer
la charge du cône Cwi d’un sommet i-distant s de 2 à 1.

Lemme 3.5 (Sommet distant). Si w est un sommet i-distant alors :

– c̃harge(Cwi ) = charge(Cwi )− 1 = 1 ;

– c̃harge(C
firsti−1(w)

i+1 ) = charge(C
lasti+1(w)

i−1 ) = 1.

Etape 4. Nous construisons H6 à partir de HS3 de la manière suivante : pour chaque entier 1 6 i 6 3 et

chaque sommet w tel que c̃harge(Cwi ) = 2 et c̃harge(C
w

i−1) = c̃harge(C
w

i+1) = 1, si w = lasti(parenti(w))
alors supprimer l’arête (w,firsti−1(w)) de HS3 sinon supprimer (w, lasti+1(w)).

w

u

vr

Cui−1 Cui+1

vl

Cui

Cwi

(a)

w

u

(c)

vl

w

u

(b)

vl

Cui+1 Cui+1

Cui Cui

Cui−1

Cui−1

Cwi
Cwi

Figure 3.9 – (a) L’étape 3 est appliquée à la configuration de la Figure 3.6 (a) : l’arête wvr est supprimée
car le chemin canonique de w à u ne l’utilise pas. L’arête est alors remplacée par l’arête vrvl. (b) L’étape
4 appliquée à la Figure 3.6 (c) : l’arête wvl est supprimée. (c) l’arête vlw est la plus courte dans Cwi−1 ;
le cône Cwi est donc chargé 1 par wu, et l’arête vlw n’est pas supprimée à l’étape 4.

Lemme 3.6. Il y a une injection entre les cônes positifs Cwi chargés 2 à l’étape 4 et les cônes négatifs
de w chargés 0.

Preuve Le Corollaire 3.3 donne 2 types de propriétés pour les cônes chargés 2 dans H6. Si le cône
Cwi est 1’un des cônes d’un sommet i-distance w de H6 alors Cwi aura une charge de 1 après l’étape 3
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d’après le Lemme 3.5. Si w est i-distant, il peut y avoir 2 cas d’après le Lemme 3.4. Nous supposons
que nous sommes dans le premier cas (le deuxième s’obtenant directement par symétrie) ; Supposons
donc que C

w

i+1 a une charge de 0 dans H9. Si la charge de ce cône passe à 1 à l’étape 3 alors l’étape 4

fera décrôıtre la charge de Cwi à 1. Donc, si Cwi a toujours une charge de 2 à l’étape 4, alors C
w

i+1 aura
toujours une charge de 0 et nous ferons correspondre Cwi avec ce cône négatif. Le seul autre cône positif
pouvant être associé à C

w

i+1 est le cône Cwi−1, mais ce cône a une charge d’au plus 1 d’après le Lemme 3.4. 2

Théorème 3.4. H6 est un 6-spanner planaire de E de degré maximum 6.

Preuve D’après le Corollaire 3.3, le Lemme 3.5, et surtout d’après le Lemme 3.6, le degré maximum de
H6 est d’au plus 6.

Montrons maintenant que H6 est un 6-spanner. D’après le Lemme 3.3, pour chaque arête de 1
2

−→
Θ6 qui

n’est pas dans H9, le chemin canonique allant de w à u dans H9 a une longueur d’au plus 3|wu|. Nous
allons montrer que la suppression d’arêtes à l’étape 3 est compensée par l’ajout d’autres arêtes également
à l’étape 3. Observons d’abord qu’à chaque fois qu’une arête de H9 est supprimée à l’étape 3, à chaque
fois un raccourci est ajouté. De plus à l’étape 4 d’autres arêtes sont également supprimées. Ces arêtes
supprimées sont toujours les premières arêtes d’un chemin canonique de w à u, ou l’arête uw est dans
H9 et en plus elle est soit la première, soit la dernière d’un cône négatif de u. Cela signifie que l’arête du
chemin canonique n’est utile (dans nos preuves) uniquement pour relier w à u et à aucune autre paire
de sommets. Donc cette arête peut être supprimée à l’étape 4 car l’arête uw ∈ H9. En résumé, aucune
arête “intermédiaire” du chemin canonique n’est supprimée sans qu’un raccourcit ne soit ajouté, et que
les arêtes d’un chemin canonique “final” ne seront supprimées que si elle ne sont plus utiles. Donc chaque
chemin canonique (de longueur au plus 3|wu|) de H9 est remplacé par un chemin canonique de longueur
au plus 3|wu|. D’après le Lemme 3.3, l’argument similaire peut-être également utilisé pour chaque arête
de H9 qui n’est plus dans H6.

Il reste à montrer queH6 est planaire. Plus précisément, nous devons montrer que les arêtes introduites
à l’étape 3 ne créent pas de croisements dans HS3. Soit vlvr une arête ajoutée à l’étape 3. Observons que

dans 1
2

−→
Θ6 il y a deux faces triangulaires adjacentes f1 = uvlw et f2 = uwvr. Puisque l’arête wvl est dans

Cwi−1 et que vr est dans Cwi+1 l’angle vluvr est plus grand que π. Donc l’arête vlvr est dans les deux faces

f1 et f2. La seule arête de 1
2

−→
Θ6 qui coupe cette arête est l’arête wu. Comme l’arête wu n’est plus présente

dans H6, il n’y a pas de croisement entre une arête de 1
2

−→
Θ6 ∩ HS3 et une arête ajoutée à l’étape 3. Il

reste à montrer que 2 arêtes ajoutées à l’étape 3 ne se coupent pas. Soit v′lv
′
r une arête créée à l’étape 3

et soient f ′1 = u′v′lw
′ et f ′2 = u′w′v′r les deux faces incidentes à cette arête dans 1

2

−→
Θ6. Si les arêtes vlvr et

v′lv
′
r se croisent alors elles sont incidentes à au moins une même face de 1

2

−→
Θ6, i.e. {f1, f2} ∩ {f ′1, f ′2} 6= ∅.

Observons que les arêtes vlu,wu et vru sont coloriées i, l’arête wvl est coloriée i − 1 et l’arête wvr est
coloriée i+ 1. De manière similaire, les arêtes v′lu

′, w′u′ et v′ru
′ sont coloriées i′, l’arête w′v′l est coloriée

i′− 1 et l’arête w′v′r est coloriée i′+ 1. Chaque face f1, f2, f
′
1 et f ′2 ont 2 arêtes de la même couleur, donc

i = i′. A cause de la couleur de la troisième arête de chaque face, on a que f1 = f ′1 et f2 = f ′2, et donc
vlvr = v′lv

′
r. Ceci montre bien que H6 est planaire.

2

3.8 Conclusion et perspectives

Nous avons implémenté les algorithmes de construction des spanners de degré borné. Le programme
est disponible à l’adresse suivante : http://www.labri.fr/perso/bonichon/Bounded.

Comme nous l’avons vu les demi-Θ6 sont des graphes planaires. Les graphes de Yao [Yao82] sont très
proches des Θ-graphes : dans chaque cône autour de p, p sélectionne le plus proche sommet de ce cône
au lieu de prendre celui ayant le plus proche projeté sur `C comme c’est le cas pour les Θ-graphes. Les

http://www.labri.fr/perso/bonichon/Bounded
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demi-Y6 peuvent être définis comme nous l’avons fait pour les demi-Θ-graphes en en considérant qu’un
cône sur deux. Il est naturel de se poser la question de la planarité de ces graphes-ci. Malheureusement,
les demi-Y6-graphes n’ont pas d’aussi belles propriétés structurelles et les demi-Y6-graphes ne sont pas
planaires en général (voir Figure 3.10).

Figure 3.10 – Exemple de demi-Y6 graphe qui n’est pas un graphe plan (mais il est planaire).

Γ-Delaunay réalisabilité Dans ce chapitre nous avons montré que toute triangulation du plan est TD-
Delaunay réalisable. On peut naturellement se demander s’il existe une autre fonction de distance Γ telle
que toute triangulation du plan est Γ-Delaunay réalisable ? Sinon, existe-t-il une caractérisation simple
des triangulations qui sont Γ-Delaunay réalisables ?

Remarquons que K4 (et plus généralement toute triangulation ayant un triangle séparateur) n’est
pas L1-Delaunay réalisable (cf. Figure 3.11) alors qu’il est L2-Delaunay réalisable.

∆1

∆2

u1

u2 u3

Figure 3.11 – Configuration impossible pour K4.

A l’inverse il existe des triangulations qui sont L1-Delaunay réalisables mais qui ne sont pas L2-
Delaunay réalisables (voir Figure 3.12). Dans le cas de la L1-Delaunay réalisabilité, une première question
à se poser est : est-ce que toutes les triangulations sans triangle séparateur sont L1-Delaunay réalisables ?
Un angle d’attaque possible est celui que nous avons utilisé sur les TD-Delaunay : ajouter de la struc-
ture aux triangulations. Dans les cas des triangulations non contraintes, nous avons utilisé les bois de
Schnyder. Dans le cas des triangulations sans triangle séparateur, les structures adaptées semblent être
les étiquetages réguliers d’arête [KH97] (regular edge labeling) ou de manière équivalente les structures

transverses [Fus06]. Étant donnée une triangulation du plan sans triangle séparateur et ayant 4 sommets
sur la face externe, une structure transverse est une orientation et une coloration des arêtes telle qu’au-
tour de chaque sommet interne, on trouve une séquence non vide d’arêtes entrantes bleues, suivie d’une
séquence non vide d’arêtes entrantes rouges, suivie d’une séquence d’arêtes sortantes bleues, suivie d’une
séquence non vide d’arête sortantes rouges (voir Figure 3.13).

Comme nous l’avons déjà évoqué en conclusion des chapitres précédents, Gonçalvez et Lévêque [GL12]
ont proposé une élégante généralisation des bois de Schnyder aux cartes 3-connexes de genre 1. Les
définitions des TD-Delaunay et des demi-Θ6-graphe se généralisent tout naturellement au cas du tore
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Figure 3.12 – Une triangulation de L1-Delaunay réalisable mais pas L2-Delaunay réalisable.

Figure 3.13 – Exemple de structure transverse (source : [Fus06]).

carré (le bois de Schnyder de la Figure 2.19 est bien un demi-Θ6 graphe du tore carré). La question qui
reste ouverte est de savoir si toutes les triangulations du tore sont TD-Delaunay réalisables.

A l’instar des triangulations de TD-Delaunay, le lien avec les structures transverses passe par des
graphes “à la Yao” : les Y ao∞4 . Le graphe Y ao∞4 est défini de la manière suivante : chaque sommet p
partitionne le plan en 4 cônes dont les bords sont parallèles aux axes et choisit dans chaque cône le
sommet le plus proche selon la norme L∞ (cf. Figure 3.14). Trivialement, ces graphes sont des sous-
graphes des triangulations de L∞-Delaunay, car chaque arête est contenue dans un carré vide dont une
des extrémités est un coin du carré. On peut utiliser ces cônes pour colorier et orienter les arêtes pour
obtenir une structure transverse : les arêtes dans l’axe SO-NE sont coloriées en rouge et orientés vers le
NE et les arêtes dans l’axe NO-SE sont coloriées en bleu et orientés vers le SE.

Degré borné Dans ce chapitre, nous avons proposé un algorithme pour calculer un 6-spanner planaire
de degré au plus 6. L’analyse de l’étirement de notre construction est fine puisqu’il existe des nuages de
points dont l’étirement du spanner construit peut-être arbitrairement proche de 6 (voir Figure 3.15).

Notre construction peut être utilisée pour obtenir un 6-spanner planaire de degré au plus 6 d’un
graphe d’hexagones unitaires (Unit Hexagonal Graph), l’équivalent des graphes de disques unitaires où
on a remplacé les disques par des hexagones (cf. Figure 3.16). Pour cela il suffit d’observer que si une
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Figure 3.14 – Exemple de graphe Y ao∞4 : chaque sommet choisit dans chaque quadrant le sommet le
plus proche pour la norme L∞. Remarque :des sommets peuvent se choisir mutuellement.

arête e est dans UHG\H6 (où UHG désigne le graphe d’hexagones unitaires) alors, les arêtes du chemin
canonique ont une “longueur” (longueur au sens de la distance hexagonale) plus petite que la “longueur”
de l’arête supprimée.

Étirement vs. étirement routable Comme nous l’avons vu dans ce chapitre, les triangulations de
TD-Delaunay sont des 2-spanners et ce facteur est le meilleur possible. Grâce à notre “bijection”
avec les demi-Θ6 graphes, nous avons pu étendre ce résultat au Θ6-graphes. Récemment, Damian et
Raudonis[DR12] ont montré que les graphes Y ao6 étaient eux aussi des spanners montrant que l’étire-
ment des graphes Y ao6 était une constante fois l’étirement des graphes Θ6.

Avec Ljubomir Perković, Cyril Gavoille et Nicolas Hanusse [BGHP12], nous nous sommes récemment
intéressés aux triangulations de L1-Delaunay. Nous avons montré que les triangulations de L1-Delaunay

étaient des (
√

4 + 2
√

2)-spanners (
√

4 + 2
√

2 ≈ 2.61) et que ce facteur est le meilleur possible, améliorant
ainsi la borne initiale de Chew [Che86] de

√
10 ≈ 3.16.

Le fait d’avoir obtenu des bornes fines pour les triangulations de Delaunay définies à partir de triangles
et de carrés vides nous incite à penser qu’une voie possible pour calculer l’étirement des triangulations
de Delaunay serait de considérer les triangulations de Delaunay définies à partir d’un polygone régulier.

Récemment Bose et al.[BFvRV12] ont analysé l’étirement routage d’un graphe, c’est à dire l’étirement
d’une route calculée par un algorithme de routage local (i.e. ne connaissant que les coordonnées de la
source, de la destination, du sommet courant ainsi que ses voisins). Ils ont montré que bien que l’étirement
des triangulations de TD-Delaunay soit 2, il n’existe pas d’algorithme local ayant un étirement meilleur
que 5/

√
3. De plus ils ont montré qu’il existait un algorithme local atteignant cette borne.

Ce paramètre d’étirement routable est encore peu étudié et nous semble être un axe de recherche
assez vaste et tout à fait pertinent dans le contexte de l’algorithmique distribuée.
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s

t

(b)

s

t

(a)

Figure 3.15 – (a) Une triangulation de TD-Delaunay d’étirement presque 2. (b) Le graphe H6 corres-
pondant avec un étirement de presque 6.
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Figure 3.16 – (a) Une triangulation de TD-Delaunay. (b) Un UHG U . (c) U ∩TDDel. (d) U ∩H6.
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Chapitre 4

Algorithmes d’approximation : Agrégation de
ressources hétérogènes
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Figure 4.1 – (a) Un nuage de points pondéré avec une distance seuil dmax. Le graphe représenté en
(b) et (c) est le graphe de compatibilité (il y a une arête entre chaque paire de sommets à distance au
plus dmax. (b) Une solution (optimale) au problème de BCCD : chaque groupe (bin) forme une clique
de poids au moins 1. (c) Une solution (optimale) au problème de BPCD : les sommets sont partitionnés
en cliques de poids au plus 1.

Dans ce chapitre, les nuages de points que nous allons considérer sont formés de machines connectées
à Internet. La distance entre ces points est la latence qui sépare ces machines : c’est à dire le temps
que met un message élémentaire pour aller d’une machine à une autre. Contrairement aux chapitres
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précédents, ces points vont être pondérés. Le poids d’un point sera une caractéristique de la machine
correspondante. Cela pourra être sa mémoire, sa puissance de calcul ou bien la demande exprimée en
nombre de requêtes émises par seconde.

A partir de ce nuage de points, nous pouvons définir le graphe de compatibilité, tel qu’il existe une
arête entre 2 points si et seulement si leur distance est inférieure à un certain seuil.

Notre objectif sera alors de construire des cliques (ou à défaut des sous-graphes de très faible diamètre)
et de poids supérieur (ou inférieur selon le contexte) à un certain seuil.

Ce travail a été réalisé dans le cadre de la thèse d’Hubert Larchevêque co-encadrée avec Olivier
Beaumont et Philippe Duchon [BBDL11, BBL11b, Lar10a]

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons à deux problèmes d’agrégation de ressources : Bin Covering
avec Contrainte de Distance (BCCD) et Bin Packing avec Contrainte de Distance (BPCD). Ces problèmes
sont motivés par des applications de calcul volontaire et le placement de réplicats.

Le calcul volontaire (volunteer computing) a été popularisé par Seti@home : il s’agit d’utiliser les
ressources de calcul inutilisées de centaines de milliers d’ordinateurs personnels dans le monde. La puis-
sance agrégée de ces ressources peut atteindre plusieurs peta-Flops (comme c’est le cas pour le projet
Folding@home), rivalisant ainsi avec les plus gros super calculateurs. Actuellement les seules applications
capables de tourner sur ces plateformes sont des calculs constitués de petites tâches indépendantes. En
vue d’étendre le potentiel applicatif de ces plateformes, nous nous sommes intéressés à des algorithmes
permettant la fabrication de clusters de machines proches (en termes de latence), capables de traiter
des tâches plus conséquentes (les données et les calculs étant distribués sur les membres du cluster). Les
membres d’un même cluster étant amenés à échanger des messages, il est important que le diamètre des
clusters reste petit ; le nombre de cluster quant à lui doit être le plus grand possible. Ce problème se
ramène au problème du bin covering avec contrainte de distance.

La deuxième application visée est le placement de réplicats. Plusieurs variantes du problème de
positionnement de serveurs ont été étudiés [PTW01, STA97, CW99, KPR00, KLL09, Chu06, KM07].
La plupart de ces problèmes considère un ensemble d’utilisateurs déployés dans un réseau (typiquement
Internet) voulant accéder à un même service ou contenu. Le but est alors de déployer un ensemble (le plus
petit possible) de serveurs à différents points du réseau capable de satisfaire la demande des utilisateurs.
Le placement de ces serveurs est doublement contraint : d’une part la latence entre un serveur et les
clients qui y sont associés doit rester faible. D’autre part, chaque client a une demande hétérogène (i.e. un
nombre de requêtes par seconde propre à chaque client) et la somme des demandes des clients associées
à un serveur doit être plus petite que la capacité du serveur. Ce problème ce ramène au problème du bin
packing avec contrainte de distance.

Pour ces deux problèmes nous avons suivi la même démarche : nous avons tout d’abord montré que
les problèmes considérés étaient difficiles à approximer. Dans un deuxième temps nous avons proposé
des algorithmes d’approximation avec augmentation de ressources. Pour que ces algorithmes puissent
être utilisés dans les contextes considérés, ils doivent être combinés avec des outils de plongement (i.e.
Vivaldi). Nous concluons ces recherches par des évaluations expérimentales des différentes combinaisons
d’outils de plongement+algorithmes de covering/packing.

La suite de ce chapitre est organisée de la manière suivante. Dans la Section 4.2, nous introduisons
les définitions des problèmes et nous donnons des résultats d’inapproximabilité. Dans la Section 4.3,
nous présentons des algorithmes d’approximation pour BCCD dont certains sont dédiés à certaines
métriques. Dans la Section 4.4, nous présentons un algorithme d’approximation pour BPCD. Enfin,
dans la Section 4.5, nous présentons deux outils, Vivaldi et Séquoia pouvant être utilisés pour estimer
les latences entre des machines reliées à Internet et nous présentons une évaluation expérimentale de
l’utilisation combinée de nos algorithmes avec ces outils sur des données terrain.
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4.2 Définitions et résultats d’inapproximation

4.2.1 Définitions et notations

Dans cette section nous présentons les définitions et notations nécessaires à nos 2 problèmes d’agré-
gation de ressources.

Soit S un ensemble et d une fonction de d× d→ R. On dit que (S, d) est un espace semimétrique si
∀(x, y) ∈ S2 si : i) d(x, y) > 0 ii) d(x, y) = 0 si et seulement si x = y, iii) d(x, y) = d(y, x). (S, d) est un es-
pace ρ-inframétrique si (S, d) est un espace semi-métrique tel que ∀x, y, z d(x, y) 6 ρmax{d(x, z), d(z, y)}.

Observons qu’un espace métrique est un espace semi-métrique qui vérifie l’inégalité triangulaire :
∀x, y, z d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y). Observons également qu’un espace métrique est aussi un espace 2-
inframétrique car d(x, z) + d(z, y) 6 2 max{d(x, z), d(z, y)}.

La métrique Vivaldi est définie de la manière suivante : chaque élément de l’espace possède un
triplet de coordonnées dans R2×R+ ; la distance entre 2 éléments a = (ax, ay, ah) et b = (bx, by, bh) est :

d(a, b) =
√

(ax − bx)2 + (ay − by)2+ah+bh. Une métrique d’arbre est une métrique telle que les éléments
peuvent être plongés dans un arbre avec des arêtes pondérées tel que la distance entre 2 éléments est
égale à la distance entre leurs images dans l’arbre.

Une instance I de BPCD ou de BCCD peut être décrite à l’aide d’un 4-quadruplet I = (S, d, w, dmax),
où S est un ensemble d’éléments S = {e1, . . . en}, (S, d) est un espace semi-métrique, w est une fonction
de poids w : S → (0, 1) et dmax une distance seuil. Nous ne considérons pas les éléments de poids
supérieur à 1, car ces éléments peuvent être mis dans un sac de manière trivialle pour les problèmes de
bin covering et les problèmes de bin packing contenant de tels éléments n’admettent pas de solution.

Définition 4.1 (BCCD : Bin covering avec contrainte de distance). Problème BCCD : étant donnée
une instance
I = (S, d, w, dmax), trouver une collection de sous-ensembles deux à deux disjoints S1, S2, . . . , SK de S
de cardinalité maximale K telle que ∀i 6 K,

∑
e∈Si w(e) > 1, ∀(eu, ev) ∈ Si, d(eu, ev) 6 dmax.

On note par OptBCCD(I) (ou simplement OptBCCD) la plus grande valeur de K pour une instance
I.

Pour l’instance de la Figure 4.1, OptBCCD = 5.

Définition 4.2 (BPCD : Bin packing avec contrainte de distance). Problème BPCD : étant donnée une
instance
I = (S, d, w, dmax), trouver une partition S1, S2, . . . , SK de S de cardinalité minimale K telle que ∀i 6
K,

∑
e∈Si w(e) 6 1, ∀(eu, ev) ∈ Si, d(eu, ev) 6 dmax.

On note par OptBPCD(I) (ou simplement OptBPCD) la plus petite valeur de K pour une instance I.

Pour l’instance de la Figure 4.1, OptBPCD = 7.

Il est possible de discrétiser notre espace semi-métrique et donc de se ramener à des graphes :

Définition 4.3 (Graphe de Compatibilité). Le graphe de compatibilité Comp(I, d) associé à une instance
I est le graphe G = (S;E) tel que ∀u ∈ S, ∀v ∈ S, (u, v) ∈ E ⇔ d(u, v) 6 d.

Observons que (ei, ej) ∈ E et (ej , ek) ∈ E ⇒ d(ei, ek) 6 ρd dans un espace ρ-inframétrique (si ρ 6 2,
l’espace est aussi un espace métrique). Notons que si S sont des points du plan Euclidien, Comp(I, 1)
est le graphe de disques unitaires.

Notons que le BPCD est équivalent au problème Bin Packing avec conflits introduit dans [EL08] :

Définition 4.4 (BPaC : Bin packing avec conflit). Problème BPaC : étant donnée un ensemble S, une
fonction de poids w et un graphe (de conflit) G = (S,E), trouver une partition S1, S2, . . . , SK de S de
cardinalité minimale K telle que ∀i 6 K,

∑
e∈Si w(e) 6 1, ∀(eu, ev) ∈ Si, (eu, ev) 6∈ E
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L’équivalence entre BPCD et BPaC se voit simplement en remarquant que le graphe de compatibilité
de BPCD est le complémentaire de BPaC. Comme nous allons le voir par la suite le fait que BPCD
utilise une fonction de distance va nous permettre de proposer des algorithmes d’approximation avec
augmentation de ressources, chose qui n’a pas de sens pour les problèmes de BPaC.

Un algorithme A est un (α, β)-algorithme d’approximation pour BCCD (resp. BPCD) s’il s’exécute
en temps polynomial et construit des groupes de diamètre au plus βdmax. De plus, le nombre de groupes
qu’il construit est au moins (resp. au plus) αOpt∗, avec α 6 1, où Opt∗ est le nombre de groupes d’une
solution optimale contrainte à construire des groupes de diamètre dmax.

4.2.2 Inapproximabilité avec faible augmentation de ressources

4.2.2.1 Inapproximabilité de BCCD

1/3 2/5
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1/2

2

Inapproximable
2
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(Bin Covering)

Inapproximable
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ressources sur le diamètre)
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Figure 4.2 – Résultats d’approximabilités et d’inapproximabilités pour BCCD

Théorème 4.1. Si P 6= NP , alors

1. ∀ε > 0, et ∀α > 0, il n’y a pas d’(α, (2− ε))-algorithme d’approximation pour BCCD.

2. ∀ε > 0, et ∀β > 1, il n’y a pas d’(1/2− ε, β)-algorithme d’approximation pour BCCD.

Preuve 1) Pour le premier résultat d’inapproximabilité, nous allons considérer des instances où le poids
des éléments est égal à 1/k. Pour ces instances-là, décider si le problème du BCCD admet une solution
avec au moins une bin revient à décider si le graphe de compatibilité de l’instance (qui rappelons-le,
peut être n’importe quel graphe) admet une clique de taille k. Ce dernier problème étant NP-Complet, il
n’existe pas d’algorithme d’approximation de BCCD si on ne relâche pas la contrainte sur les distances.
De plus si on considère maintenant les instances telles que les distances entre chaque paire d’éléments est
entière (c’est le cas par exemple si on considére la distance entre des sommets d’un graphe non-valué), le
diamètre de chaque ensemble d’éléments est aussi entier. Donc toute bin B ayant un diamètre d’au plus
(2 − ε) a forcément un diamètre d’au plus 1. Donc pour ces instances l’utilisation d’une augmentation
de ressources strictement inférieure à 2 ne modifie pas la complexité du problème.

2) Pour le deuxième résultat d’inapproximabilité, nous allons considérer des instances pour lesquelles
la contrainte de distance peut-être ignorée (∀(e1, e2) ∈ S2, d(e1, e2) < dmax). Pour ces instances
tout (α, β)-algorithme d’approximation pour BCCD donne un algorithme d’α-approximation pour le
problème du bin covering. Or le problème de bin covering ne peut être approximé (sauf si P = NP ) à
un facteur plus petit que 1/2 (il suffit pour s’en convaincre de considérer les instances de bin covering
se ramenant aux instances de 2 partitions : déterminer pour ces instances s’il est possible de construire
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1 ou 2 bins est NP-Difficile). Ceci montre la deuxième partie du théorème. 2

4.2.2.2 Inapproximabilité de BPCD
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Figure 4.3 – Résultats d’approximabilités et d’inapproximabilités pour BPCD

Théorème 4.2. Pour les instances ou (S, d) est un espace métrique, si P 6= NP , alors

1. ∀ε > 0, et ∀α > 1, il n’y a pas d’(α, (2− ε))-algorithme d’approximation pour BPCD.

2. ∀ε > 0, et ∀β > 1, il n’y a pas d’(3/2− ε, β)-algorithme d’approximation pour BPCD.

Preuve 1) Pour le premier résultat d’inapproximabilité, nous allons considérer des instances où le poids
des éléments est négligeable (

∑
e∈S w(e) < 1). Pour ces instances-là chaque solution du problème est

une partition en K cliques du graphe de compatibilité. De manière équivalente cela revient à K colorier
le complémentaire du graphe de compatibilité. Or ce problème est difficile à approximer à un facteur
|V |1/7−δ pour tout δ > 0 [BGS95]. Cela implique donc qu’il n’existe pas d’algorithme d’approximation
(à un facteur d’approximation constant) de BPCD si on ne relâche pas la contrainte sur les distances.
De plus si on considère maintenant les instances telles que les distances entre chaque paire d’éléments
sont entières, le diamètre de chaque ensemble d’éléments est aussi entier. Donc toute bin B construit
pour une telle instance ayant un diamètre d’au plus (2 − ε) alors cette bin a un diamètre d’au plus 1.
Donc pour ces instances l’utilisation d’une augmentation de ressources strictement inférieure à 2 n’aide
pas pour le facteur d’approximation.

2) Pour le deuxième résultat d’inapproximabilité, nous allons considérer des instances pour lesquelles
la contrainte de distance peut être ignorée (∀(e1, e2) ∈ S2, d(e1, e2) < dmax). Pour ces instances
tout (α, β)-algorithme d’approximation pour BPCD donne un algorithme d’α-approximation pour le
problème du bin packing. Or le problème de bin packing ne peut être approximé (sauf si P = NP ) à un
facteur plus petit que 3/2 (il suffit pour s’en convaincre de considérer les instances de bin packing se
ramenant aux instances de 2 partitions : déterminer pour ces instances si 2 ou 3 bins sont nécessaires
est NP-Difficile). Ceci montre la deuxième partie du théorème. 2
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4.3 BCCD : Algorithmes d’approximations avec augmentation de
ressources

4.3.1 Algorithme d’approximation pour des ρ-inframétriques

Nous présentons un ( 2
5 , ρ

2)-algorithme d’approximation pour toute instance plongée dans une ρ-infra
métrique. Bien entendu, pour les instances plongées dans un espace métrique, cet algorithme est un
( 2

5 , 4)-algorithme d’approximation.

Cet algorithme utilise l’algorithme classique pour le bin covering, à savoir Next-Fit-Decreasing . Cet
algorithme consiste à trier les éléments par ordre décroissant de poids. Puis les éléments sont ajoutés dans
cet ordre dans la bin courante jusqu’à que le poids de la bin dépasse 1. A ce moment-là, la bin courante
est fermée, et une nouvelle bin est ouverte. Next-Fit-Decreasing est un algorithme de 1/2-approximation
pour le problème du bin covering et chaque bin de poids 1 + b (b < 1) contient seulement des éléments
de poids strictement supérieur à b.

Algorithme 1 Algorithme en 2 phases gloutonnes pour BCCD

1: U ← S // Éléments n’étant dans aucune bin.
2: G = Comp(I, dmax)

Phase 1 :

1: Pour chaque élément e de S :
2: C = U ∩ {e ∪N(e)}
3: Appliquer l’algorithme Next-Fit-Decreasing C
4: Supprimer les éléments placés dans des bins de U .
5: Fin du Pour

Phase 2 :

1: Appliquer la Phase 1 sur G = Comp(I, ρdmax).

Théorème 4.3. L’Algorithme 1 est un ( 2
5 , ρ

2)-algorithme d’approximation pourBCCD quand d est une
ρ-inframétrique.

Preuve Regardons dans un premier temps le diamètre des bins créées par l’Algorithme 1. Chaque
élément d’une bin construite lors de la Phase 1 est à distance d’au plus dmax d’un noeud central (le
noeud e considéré dans la boucle), et donc le diamètre de cette bin est d’au plus ρdmax. De manière
analogue les éléments d’une bin construite en Phase 2 sont à distance ρdmax d’un élément central. Donc
le diamètre de ces bins est au plus ρ2dmax.

Maintenant intéressons-nous au nombre de bins créées. Soit Opt une solution optimale et économe,
c’est à dire qu’une bin de poids 1 + b ne peut contenir que des éléments de poids strictement supérieur à
b. Soit B(k), k = 1, 2 l’ensemble des bins construites à la Phase k. Nous appelons zone étendue l’ensemble
des éléments e ∈ S tels que d(e;B) 6 dmax, où d(e;B) = minu∈Bd(e;u).

Tout d’abord remarquons que chaque bin BOpt de Opt intersecte au moins une bin de B(1). En
effet, la Phase 1 se termine lorsqu’il n’est plus possible de créer de bin de rayon au plus dmax. Or si une
bin de Opt n’intersecte pas une bin de B(1) elle pourrait être créée à la fin de la Phase 1. Notons au
passage que chaque bin BOpt est contenue dans la zone étendue d’une bin de B(1).

Maintenant partitionnons les bins de B(1) en 2 ensembles K1 et M1, selon le nombre d’éléments des
bins : 

K1 = {B(1)
i ∈ B(1), |B(1)

i | = 2}, k1 = |K1|
et soit OptK dénote le nombre de bins de Opt qui

intersectent des bins de K1,
M1 = B(1) \ K1, m1 = b1 − k1 et soit OptM denote
l’ensemble des bins de Opt \OptK qui intersecte les bins de M1.
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Remarque : il n’y a pas de bin contenant 1 seul élément car tous les éléments d’une instance ont un
poids plus petit que 1.

Comme chaque bin de Opt intersecte une bin de Phase 1, on a |Opt| 6 |OptK |+ |OptM |.
Comme chaque bin de K1 contient exactement 2 éléments, chaque bin de K1 intersecte au plus 2 bins

de OptK . Donc |OptK | 6 2k1. Pour borner la cardinalité de OptM , nous introduisons wlost, le poids
des éléments non groupés par l’Algorithme 1 mais appartenant à des bins de OptM .

Lemme 4.1. wlost < m1

Preuve Dans la zone étendue de chaque bin deM1, le poids des éléments non groupés par l’Algorithme 1
est strictement inférieur à 1 (sinon une bin de plus aurait été créé à la Phase 2. Donc wlost < m1. 2

De plus, |OptM | 6 w(OptM ) 6 w(M) + w(B(2)) + wlost

Lemme 4.2. Si B ∈M1 , alors w(B) < 1 + 1
|B|−1

Preuve Soit w(B) = 1 + b. Dans l’Algorithme 1, la stratégie Next-Fit-Decreasing est utilisée pour
construire des bins, donc le poids de chaque élément est supérieur à b. Donc, w(B) > b × |B| et donc
1 + b > b× |B|. Cela implique que b < 1

|B|−1 . 2

Comme chaque bin B de M1 contient au moins 3 éléments, on a que w(B) 6 3
2 . Par conséquent,

w(M1) < 3
2m1. Puisque chaque bin de B2 a un poids d’au plus 2,

|Optm| < 3
2m1 + 2b2 +m1 = 5

2m1 + 2b2
|OptBCCD| < 5

2m1 + 2b2 + 2k1 < 5
2 (b1 + b2).

Ceci conclut la preuve. 2

Comme le montre la Figure 4.4, la deuxième phase est nécessaire pour assurer un facteur d’approxi-
mation constant. En effet, il exite des instances pour lesquelles un algorithme glouton ne crée qu’une bin
là où les solutions optimales en comptent un nombre arbitrairement grand.
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Figure 4.4 – Une fois le groupe central créé, on ne peut plus créer d’autres groupes.

4.3.2 (2
5
, 2 + 3

√
3

2
)-algorithme d’approximation de BCCD pour un espace de Vivaldi

Nous présentons ici l’Algorithme 2, qui est un ( 2
5 , 2 + 3

√
3

2 )-algorithme d’approximation lorsque les
éléments sont plongés dans un espace de Vivaldi. Cet algorithme construit des bins de diamètre au plus
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√
3+1
2 dmax lors de la Phase 1 puis de taille

√
3+1
2 (2 +

√
3+1
2 )dmax = 2 + 3

√
3

2 dmax lors de la Phase 2 (au
lieu de ρdmax et ρ2dmax pour le cas général).

Pour pouvoir décrire cet algorithme, nous avons besoin d’introduire la définition suivante :

Définition 4.5 (Lentille de ei et ej). Soit ei et ej 2 points. La lentille (symétrique) de ei et ej, notée
Le(ei, ej) est l’ensemble des points ek tels que d(ei, ek) 6 d(ei, ej) et d(ej , ek) 6 d(ei, ej). On appelle
d(ei, ej) le diamètre de la lentille.

L’Algorithme 2 est paramétré par β′, un paramètre qui dépend de la métrique considérée. Pour

l’espace de Vivaldi, β′ =
√

3+1
2 .

Algorithme 2 ( 2
5 , β
′(2 + β′))-algorithme d’approximation de BCCD.

1: U ← S
2: G = Comp(I, β′dmax).
3: d← dmax

Phase 1 :

1: Tant que qu’il existe une lentille de diamètre au plus d contenant une clique de G de poids d’au
moins 1 :

2: Appliquer Next-Fit-Decreasing sur cette clique.
3: Supprimer les éléments placés dans des bins de U .
4: Fin du Tant que

Phase 2 :

1: G = Comp(I, β′(β′ + 2)dmax).
2: d← (β′ + 2)dmax

3: Appliquer la Phase 1.

Comme chaque clique de diamètre dmax est incluse dans une lentille de diamètre au plus dmax,
construire les cliques de diamètre dmax et de poids supérieur à 1 se fait simplement en examinant toutes
les lentilles définies à partir d’éléments de S (soit O(n2) lentilles), et identifier dans chaque lentille les
bins pouvant être construites.

Toute la difficulté maintenant est de déterminer si une lentille contient une clique de poids > 1.
Déterminer si un graphe contient une clique de poids > 1 est a priori NP-Complet, mais il devient
polynomial lorsque le graphe peut être décomposé en 2 cliques. Comme le montre le lemme suivant, c’est
bien le cas pour des valeurs de β′ bien choisies :

Lemme 4.3. Étant donnés 2 éléments ei, ej ∈ S2, dans une lentille Le(ei, ej) de diamètre au plus dmax,
on définit le graphe Gei,ej = Comp(I, β′dmax) ∩ Le(ei, ej). Les sommets du graphe Gei,ej peuvent être

partitionnés en 2 cliques pour β′ =
√

3+1
2 pour l’espace Vivaldi, et β′ = 1 pour le plan Euclidien.

L’analyse des solutions calculées par l’Algorithme 2 est exactement la même que celle de l’Algo-
rithme 1.

Théorème 4.4. L’Algorithme 2 est un ( 2
5 , 2 + 3

√
3

2 )-algorithme d’approximation de BCCD pour l’espace
Vivaldi et un ( 2

5 , 3)-algorithme d’approximation de BCCD pour le plan Euclidien.

Remarque : bien que l’algorithme dédié à la métrique de Vivaldi soit moins performant dans le pire
des cas que l’algorithme général : le diamètre des bins créées par l’algorithme dédié peut être plus grand
que celui généré par l’algorithme général, celui-ci s’avère en pratique aussi efficace : le diamètre moyen
des bins créées est sensiblement égal à celui du diamètre moyen des bins créées par l’algorithme générique
comme nous le verrons dans la Section 4.5.
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4.3.3 Métrique d’arbre

Nous présentons ici l’Algorithme 3, qui est un algorithme d’approximation lorsque la métrique consi-
dérée est une métrique d’arbre. Par la suite nous supposons que les éléments de l’instance sont plongés
sur un arbre T définissant la métrique. De plus nous enracinons (de manière arbitraire) cet arbre.

Contrairement aux algorithmes que nous venons de présenter, l’Algorithme 3 n’utilise pas l’algo-
rithme Next-Fit-Decreasing, mais une variante de cet algorithme que nous appelons Next-Fit-Distance-
Decreasing : étant donné un noeud de référence, l’algorithme commence par trier les éléments par distance
décroissante à ce noeud. Les éléments sont ensuite ajoutés dans la bin ouverte dans cet ordre jusqu’à ce
que le poids de cette bin dépasse 1. A ce moment-là, la bin est fermée et une nouvelle bin est ouverte.

Étant donné un noeud de l’arbre T , nous appelons parent(x) le parent de x dans T et children(x)
l’ensemble des enfants de x. La racine de T est noté r.

Avant de décrire l’algorithme, nous devons introduire la définition suivante :

Définition 4.6. Étant donné un arbre T et un noeud e ∈ T , SubTreedmax
(e) est le sous-arbre de T

enraciné en e tel que ∀e′ ∈ SubTreedmax
(e), d(e, e′) 6 dmax.

Algorithme 3 ( 1
3 , 2)-approximation algorithme pour BCCD dans une métrique d’arbre

1: U ← S
2: BuildinSubtree(r)

Procédure BuildinSubtree(e) :

1: Pour chaque e′ ∈ children(e) :
2: BuildinSubtree(e’)
3: Fin du Pour
4: Appliquer Next-Fit-Distance-Decreasing sur U ∩ SubTreedmax

(e)
5: Supprimer les éléments placés dans des bins de U .

Théorème 4.5. L’Algorithme 3 est un ( 1
3 , 2)-algorithme d’approximation pour BCCD où d est une

métrique d’arbre.

4.4 Algorithmes d’approximations pour BPCD

Nous présentons ici un ( 7
3 , ρ)-algorithme d’approximation de BPCD lorsque d est une ρ-inframétrique.

Cet algorithme est une adaptation de l’algorithme proposé par Epstein et Levin [EL08]. L’algorithme
proposé dans [EL08] est un algorithme d’approximation pour le problème du bin packing avec conflit qui
fonctionne uniquement pour des graphes de conflits pour lesquels le problème d’extension de précoloration
peut être résolu optimalement en temps polynomial.

L’algorithme que nous présentons utilise l’algorithme d’approximation classique pour le bin packing,
à savoir First-Fit-Decreasing . Cet algorithme consiste à trier les éléments par ordre décroissant de poids.
Puis les éléments sont ajoutés dans cet ordre dans la première bin ayant assez de place pour le recevoir.
Si aucune bin déjà ouverte n’est capable de le recevoir alors une nouvelle bin est ouverte. Cet algorithme
a un facteur d’approximation de 11/9 [Ull71].

Avant de présenter notre adaptation, rappelons tout d’abord quelques définitions issues de [EL08].
Le poids étendu d’un élément x, noté e(x) est défini de la manière suivante : si w(x) > 1

2 , alors e(x) = 1 ;
si w(x) ∈ Ij = ( 1

j+1 ,
1
j ] pour un entier j > 1, alors e(x) = w(x) + 1

j(j+1) .

Théorème 4.6 (Reformulation du Théorème 12 de [EL08]). Soit m1 le nombre de bins faites par l’Algo-
rithme 4 lors de la boucle tant que. Si m1 + |M | 6 OptBPCD et si chaque ensemble de M a un diamètre
d’au plus ρdmax, alors l’Algorithme 4 est un ( 7

3 , ρ)-algorithme d’approximation de BPCD.
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Algorithme 4 ( 7
3 , ρ)-algorithme d’approximation pour BPCD

1: U ← S
2: G = Comp(I, dmax)
3: Tant que il y a dans G un triangle {a, b, c} tel que w(a) + w(b) + w(c) 6 1, e(a) + e(b) + e(c) > 1

et w(c) 6 w(b) 6 w(a) 6 1
2 ou bien une arête {a, b} telle que w(a) + w(b) 6 1 et e(a) + e(b) > 1 :

4: Parmi ces ensemble, choisir celui de poids étendu maximal et faire une bin avec cet ensemble.
5: Supprimer ces éléments de U .
6: Fin du Tant que
7: Construire une partition M de U
8: Appliquer First-Fit-Decreasing dans chaque ensemble de M .

Toute la difficulté maintenant réside dans le calcul d’une partition |M | qui satisfasse les conditions
du Théorème 4.6.

Ceci peut être réalisé grâce à l’Algorithme 5 :

Algorithme 5 Construction d’une partition M de U en ensembles de diamètre au plus ρdmax

1: Construire Comp’(I, dmax), le sous-graphe de Comp(I, dmax) dans lequel on a supprimé toutes les
arêtes joignant 2 sommet de poids > 1

2
2: Construire un ensemble maximal indépendant M de Comp’(I, dmax) tel que tous les éléments de

poids > 1/2 soient dans cet ensemble.
3: Associer arbitrairement les éléments de U \M à un de leurs voisins dans M . Retourner la partition

ainsi engendrée.

Lemme 4.4. La partition M de U calculée par l’Algorithme 5 satisfait |M | 6 OptBPCD −m1.

Théorème 4.7. L’Algorithme 4 combiné avec l’Algorithme 5 est un ( 7
3 , ρ)-algorithme d’approximation

pour BPCD quand d est une ρ-inframétrique.

Ce théorème est une conséquence directe du Théorème 4.6 et Lemme 4.4. L’Algorithme 4 dans le cas
où d est une métrique est optimal par rapport à l’augmentation de ressources, dans le sens où il n’existe
pas d’algorithme d’approximation utilisant une augmentation de ressources plus faible que 2.

4.5 Vers une utilisation dans les plateformes à grande échelle

Dans cette section nous étudions l’utilisation de deux outils de plongement d’Internet pour l’agrégation
de ressources dans des plateformes de grande échelle. Les outils de plongement d’Internet sont utilisés pour
placer dans un espace simple (généralement un espace métrique) des ressources distribuées connectées
via Internet. Vivaldi [DCKM04a] et Sequoia [RMK+09a] sont de tels outils de plongement parmi les
plus rencontrés dans la littérature. Ces outils assignent à chaque ressource (noeud) une position dans un
espace simple, de telle sorte que la distance entre n’importe quelle paire de noeuds dans cet espace soit
une bonne approximation de la distance réelle les séparant (leur latence) dans Internet. Une alternative
évidente pourrait être de mesurer toutes les latences et de travailler sur la matrice complète de latences.
Dans le contexte de plateformes à grande échelle qui nous intéresse, cette approche n’est pas réaliste,
en raison du coût nécessaire pour effectuer ces mesures, et de la dynamique intrinsèque à ce type de
plateformes.

L’utilisation d’outils de plongement provoque une (légère) distorsion des latences, mais en contrepar-
tie permet de travailler dans des espaces plus simples, et ainsi d’élaborer des algorithmes d’approximation
efficaces. Dans le cadre d’une application spécifique, comme l’agrégation de ressources, seule la perfor-
mance du couple (plongement,algorithme d’approximation) est plus important que la qualité de chaque
algorithme pris séparément.
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4.5.1 Latence et Outils de plongements

Dans cette section, nous présentons certaines caractéristiques de l’espace des latences d’Internet et
deux des outils de plongement les plus répandus dans la littérature : Vivaldi et Sequoia.

L’espace des latences d’Internet n’est pas un espace métrique, mais seulement un espace semi-
métrique, car il contient un grand nombre de violations de l’inégalité triangulaire [LBSB09b]. Ces vio-
lations d’inégalités triangulaires viennent par exemple de la charge du réseau ou de la configuration des
routeurs qui font que le plus court chemin n’est pas forcément celui emprunté par les paquets. Cepen-
dant, comme le montre ces travaux [LFV08], l’espace des latences d’Internet semble être raisonnablement
proche d’un espace ρ-inframétrique. Plus précisément les résultats [LFV08] montrent que 99.5% des tri-
plets vérifient cette inégalité pour ρ = 2.

L’espace des latences d’Internet n’étant pas métrique, il ne peut être plongé dans un espace métrique
sans subir de perte d’informations. Sequoia et Vivaldi permettent cependant une bonne approximation
des latences entre chaque paire de noeuds [DCKM04a].

Vivaldi, dans sa version standard, associe à chaque noeud d’un réseau un point dans l’espace de
métrique Vivaldi (voir la définition dans la Section 4.2).

Figure 4.5 – Plongement dans l’espace Vivaldi de 226 noeuds de Planetlab

Sequoia plonge les noeuds d’Internet dans un ou plusieurs arbres pondérés dans lesquels chaque noeud
est soit une feuille soit la racine, et dans lesquels les noeuds internes sont des noeuds virtuels. La distance
entre deux points dans le réseau d’origine est bien approchée par la distance dans l’arbre de plongement
(ou par la médiane des distances dans le cas de plusieurs arbres). Comme présenté dans [RMK+09a], la
précision des prédictions obtenues en utilisant Sequoia est meilleure dès que quelques arbres sont utilisés.

4.5.2 Évaluation expérimentale

Nous présentons ici des couples algorithme d’approximation pour BCCD/outil de plongement.
Nous avons également effectué une évaluation similaire des couples algorithmes d’approximation pour
BPCD/outil de plongements [BBL11b]. Les méthodes et conclusions étant similaires, nous ne présentons
ici que la partie BCCD.

Nous utilisons un jeu de données réel pour estimer les latences, issu du projet Meridian 1, contenant
toutes les mesures de latence relatives à un ensemble de 2500 serveurs DNS mesurés grâce à la méthode
King [GSG02]. Pour estimer les capacités hétérogènes des ressources, nous nous appuyons sur un jeu de
données du projet XtremLab 2. XtremLab consiste en une liste des caractéristiques des noeuds utilisés
par des applications BOINC. Nous en extrayons les données correspondant aux capacités de calcul mises

1. http ://www.cs.cornell.edu/People/egs/meridian/data.php
2. http ://xw01.lri.fr :4320/
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à disposition par chaque noeud sur la plateforme (valeur exprimée en Flops), obtenant une puissance
totale de 3632 GFlops.

Partant de ces données nous effectuons le plongement de la matrice de latences en utilisant soit Vivaldi
soit Sequoia (avec seulement un arbre pour Sequoia). Nous appliquons à chacun de ces plongements
l’algorithme correspondant pour BCCD, le tout sur le même ensemble d’éléments pondérés, et pour
différentes valeurs de dmax, allant de la latence minimale entre deux points, préalablement identifiée, à
une valeur de 200ms (au-delà de cette valeur, aucune évolution n’est observée).

Nous avons effectué des simulations pour différentes valeurs de W , et avons choisi W ' 11GFlops
comme étant la valeur la plus représentative (chaque groupe doit donc agréger environ 0.3% du poids
total). Pour de plus petites valeurs de W , les solutions tendent à placer de moins en moins d’éléments
dans chaque groupe, puisque les poids des éléments sont plus proches de la valeur seuil. Le nombre de
groupes construits tend alors vers une valeur stable pour une plus petite valeur de dmax. En utilisant de
plus petites valeurs pour W , la contrainte de poids devient la plus importante et BCCD se rapproche d’un
problème de bin covering classique, puisque la contrainte de distance est de moins en moins sensible :
même quand dmax augmente, la construction de groupes peut toujours s’avérer difficile en raison du
manque de poids. En utilisant cette valeur de W , un groupe contient en moyenne environ 7 éléments.

La Figure 4.6 présente à gauche le nombre de groupes valides, et à droite le diamètre moyen des
groupes construits pour différentes valeurs de dmax, en utilisant chacune des combinaisons (plongement,
algorithme dédié) que nous avons sélectionnées. Dans tous les cas, l’Algorithme 1 appliqué à la matrice
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Figure 4.6 – Nombre de groupes valides (gauche) et diamètre moyen des groupes construits (droite)
pour BCCD, pour différentes valeurs de dmax, en utilisant différents outils de plongement.

des latences offre de meilleures performances à la fois que l’Algorithme 2 et que l’Algorithme 1 utilisant
la matrice de latences obtenue à partir du plongement dans un espace Vivaldi. Tous ces algorithmes ont
de meilleures performances que l’Algorithme 3.

L’Algorithme 2 et l’Algorithme 1 utilisant la matrice de latences obtenue à partir du plongement dans
Vivaldi ont des performances très comparables. Il est intéressant de constater que, bien que l’Algorithme 2
requière une augmentation de ressources de β ' 4.6, le diamètre moyen des groupes qu’il construit tend
à être équivalent au diamètre moyen des groupes construits par l’Algorithme 1, qui lui requiert seulement
une augmentation de ressources de β = 4.

L’utilisation de Vivaldi offre des performances quasi équivalentes à l’algorithme dédié au cas général,
malgré la perte de précision dans la prédiction des distances induite par le plongement. Ainsi cette perte
de précision due au plongement semble bien compensée par l’élaboration d’un algorithme efficace dédié à
un espace métrique plus simple. Par ailleurs, cela montre qu’utiliser un outil de plongement conjointement
à un algorithme dédié à celui-ci permet d’obtenir des résultats aussi bons qu’en utilisant une matrice de
latences complète, alors qu’obtenir une telle matrice de latences est, en pratique, impossible.
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4.6 Conclusion et perspectives

Nous avons présenté ici quelques résultats d’inapproximabilité ainsi que quelques algorithmes d’ap-
proximation avec augmentation de ressources pour les problèmes de BCCD et BPCD. Nous avons ensuite
essayé de mesurer l’efficacité effective de ces algorithmes d’agrégation lorsqu’ils étaient combinés avec
des outils de plongement d’Internet : Vivaldi et Séquoia. Ces derniers résultats ont montré que nos algo-
rithmes se mariaient relativement bien avec Vivaldi et que Sequoia semblait moins robuste (même avec
l’utilisation de plusieurs arbres au lieu d’un seul comme présenté dans la section précédente).

Les algorithmes d’approximations que nous avons présentés sont centralisés et ont généralement une
complexité surlinéaire, ce qui est rédhibitoire pour les applications visées. Notons que pour le problème
de BCCD, nous avons proposé [BBDL08c, BBED+08b] un ( 1

3 , 4)-algorithme d’approximation distribué
fonctionnant en temps O(log n) dans le cas où l’espace considéré est le plan muni de la métrique L∞.

Pour ce qui est de l’inapproximabilité des problèmes de BCCD et BPCD nous avons obtenu des
résultats sur des instances où l’on pouvait soit négliger la contrainte de distance soit négliger la contrainte
de poids. Il serait intéressant d’avoir (ou non) des résultats d’inapproximabilité mettant en évidence que
la combinaison des 2 contraintes est plus difficile que la juxtaposition de ces contraintes. Notons que c’est
déjà le cas pour le facteur d’approximation asymptotique. Pour le problème du bin packing il n’existe pas
d’algorithme d’approximation à un facteur meilleur que 3/2 (sauf si P = NP ), mais il existe un schéma
asymptotique d’approximation en temps polynomial [dlVL81] (APTAS) : c’est à dire que pour tout ε
il existe un algorithme polynomial A produisant des solutions de taille au plus (1 + ε).OPT + O(1) où
OPT est le nombre optimal de bin. Dans le cas du BPCD il n’est pas possible d’avoir un APTAS (sauf
si P = NP ). En effet, en utilisant la contrainte de distance on peut construire des instances de BPCD se
ramenant à n/2 problèmes de bin packing indépendants, pour lesquels il est NP-difficile de déterminer
si 2 ou 3 bins sont nécessaires.

Dans la thèse d’Hubert Larchevêque, nous avons suivi la démarche suivante : nous avons identifié
2 problèmes pratiques : agrégation de ressources pour du calcul volontaire ou pour du placement de
réplicats. Nous avons ensuite modélisé ces problèmes de manière formelle (BCCD et BPCD). Nous avons
alors montré que ces problèmes étaient difficiles à résoudre et même à approximer et nous avons proposé
des algorithmes avec des garanties de performances. Puis nous avons considéré ces problèmes théoriques
dans un contexte pratique, c’est à dire en utilisant des outils de plongement.

Dans le cadre de la thèse de Przemys law Uznański que nous co-encadrons avec Olivier Beaumont et
Lionel Eyraud-Dubois, nous avons repris cette démarche pour aborder un autre problème : la diffusion
(le broadcast) sur internet. Pour ce type d’application où de gros volumes de données sont échangés, la
latence peut-être ignorée et la bande-passante disponible est le paramètre déterminant.

Pour ce problème nous avons considéré un modèle de communication à la fois réaliste et instanciable :
le modèle last-mile en présence de noeuds gardés. Dans ce modèle, chaque noeud est caractérisé par une
bande-passante entrante et une bande passante sortante. Un noeud est dit gardé s’il se trouve derrière un
pare-feu ou un routeur NAT. Deux noeuds gardés ne peuvent communiquer entre eux car aucun des deux
ne peut initier la communication. En plus d’être réaliste, ce modèle est instanciable. En effet, il existe des
outils permettant (à l’instar de Vivaldi pour la latence) de déterminer les paramètres du modèle pour une
instance de réseau [BEDW11]. Nous avons montré [BBEDU11] qu’un schéma de diffusion atteignant un
débit optimal pouvait nécessiter un degré arbitrairement grand (i.e. certains noeuds devant communiquer
avec presque tous les autres noeuds). De plus atteindre le débit optimal avec des contraintes de degré
strictes rendait le problème NP-Difficile. Parallèlement à cela nous avons montré qu’un schéma atteignant
un débit d’au moins 5/7 fois le débit optimal pouvait être construit tout en gardant le degré maximum
bas.

Les outils de prédiction de bandes passantes et de latences ne sont pas pleinement satisfaisants et
il reste de la place pour des outils offrant des prédictions plus précises. Après avoir étudié les 2 types
d’outils nous pensons qu’un outil disposant de mesures de bandes passantes et de latences pourrait
être plus efficace pour estimer les latences et les bandes passantes que n’importe quel outil traitant ces
informations séparément.
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cône, 36
cône négatif, 36
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séparable, 6
série-parallèle, 10, 12
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