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Le probleme de Simon

On note F, =7Z/2Z = {0,1}

Les données du probléme
On se donne une fonction f: F; — X telle que :
(1) soit f est injective

(2) soit il existe a € FJ tel que
f(x)=f(y)ssi(x=youx=y+a)

La question
Probléeme de décision : décider si on est dans (1) ou (2)

Probleme de calcul : dans (2), déterminer a



Le probleme du sous-groupe caché

L’énonce du probléme

On se donne un groupe G, un ensemble X et
une fonction f : G — X avec la promesse suivante :
il existe un sous-groupe H de G tel que
f(x) = f(y) ss’il existe h € H tel que x = yh
i.e. f induit une injection G/H — X

Probléme de calcul : déterminer H

Le lien avec le probléme de Simon
C’est le cas particulier ou

= G = [E‘g

w H={0} ouH=1{0,a}



Complexité dans le cas classique

Analyse dans le pire cas
Apres N appels a la fonction f,

= s/ deux valeurs renvoyées sont égales,
on conclut qu’on est dans le cas (2) et on calcule a
= i les valeurs renvoyées sont deux a deux distinctes,

on élimine au plus Y=Y valeurs de a

Dans le pire cas, on a donc

I\I(I\;” = 2(7’ I_e N g W/ 2f7+1 = 2”/2

Analyse en moyenne

Paradoxe des anniversaires : N > 27/4



Le circuit quantique
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Le circuit quantique
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Le circuit quantique
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Le calcul de g
Six = (xq,X2,...,Xp), alors

H®"(1x)) = H(1x1)) @ -+ @ H(|xn)
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Le circuit quantique
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La mesure
— Y (=1)"Ny) @ f(x))

xyeIF”
1
=Y neq Ay = 57 »_ (~1)*Pf(x))
y€eF] X€F]

Le résultat de la mesure est y avec probabilité | g, ||

Cas (1) : f est injective
layll? = 27"
—> Le résultat de la mesure est equidistribué dans F}



La mesure

*Z )N y) @ [f(x))

X,y €F
:
=> ly)eag Qy = 55 2 (=N)*Mi(x)
y€eF] X€F]

Le résultat de la mesure est y avec probabilité | g, ||

Cas (2): f(x)=f(y)ssi(x=youx=y+ a)
G=z 2 (NP + (=120 [1(x))
X€F3/(a)
ww si(a,y)=1,alorsq, =0

. 1
w si (a,y) =0, alors gy = oo e (e )
xeF3/(a)

— Le résultat de la mesure est équidistribué dans (a)*



L'algorithme de Simon

1. En exécutant N fois le « circuit de Simon »,
on obtient des vecteurs yq,...,yn

2. On calcule V = {y4, ... ,y,\,>L

3.Si V=0, on estdans le cas (1)

Sinon, on décréte qu’on est dans le cas (2)
et on renvoie un élément non nul de V
Preuve de correction

Soit H le sous-groupe caché
Les y; sont aléatoirement distribués dans H*
L’algorithme est correct si les y; engendrent H+

dim H+ 1 1
Proba de succes:  [] (1 = 2N+1,> = e o<2Nn>

i=1



Un petit calcul de probabilité

Proposition
Soit E un espace vectoriel de dimension d sur Fp
Soient xq, ..., xy des vecteurs aléatoires de E

La probabilité que les x; engendrent E est
d

el

i=1

Démonstration

Nombre de cas :
phd

Nombre de cas favorables :
(" = 1) —p)--- (N - p?T)




