Corrigé TD2 - Exercices 5.3 et 7

9 mars 2010

1 Exercice 5.3

Lors de la section 5.2, on aura remarquer qu’ajouter 0 en fin d’'un mot le
multiplie par 2. Il faut remarquer qu’ajouter 1 en fun d’'un mot w a leffet
suivant : v(w - 1) = v(w) x 2+ 1.

On considere les langages Loz}, L1[3], Lo3). Alors :

— v(w) = 3k (w € Lgjg)) implique

— v(w - 0) = 6k, donc w0 € Lo
—v(w-1) =6k + 1, donc wl € Ly

— v(w) =3k +1 (w € Lyj3)) implique
(w-0) =6k + 2, donc w0 € Ly
(w-1
)=3
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w-1) =6k +2+1, donc wl € Ly
— v(w) = 3k +2 (w € Lyjzg)) implique
— v(w-0) = 6k + 4, donc w0 € Ly
~v(w-1) =6k +4+1, donc wl € Ly
On s’intéresse aux langages résiduels de chacun de ces langages vers L3 :
Lo = {v € {0, 1}*|si u € L3}, alors uv € Lo}
Ly = {v € {0,1}*|si u € Ly3), alors uv € Loz}
Ly = {v € {0,1}*|si u € Lgg), alors uv € Loz}
On en déduit donc le systeme d’équations suivant :

il

L0:0L0+1L1+6
Ly =1Ly + 0L,
Ly =1Ly + 0L,

On applique le lemme de Arden pour résoudre ce systeme :

Lo =0*1Ly + 0*

Lo =1*0L,

Ly = 1Ly + 0Ly = 10*1L; + 10* 4+ 01*0L; = (10*1 + 01*0)L; + 10* =
(101 + 01*0)10*

Comme L3y = 0+ 1L1, en remplagant, on trouve :

Liz) = 0+ 1(10*1 + 01*0)10*



Des équations, on déduit I’automate suivant qui reconnait le langage L; :

0 1

1 0
start *>

Donc l'automate de Lz est le suivant :

start 0 1
0
1 0
1 0

2 Exercice 7

2.1 Ly ={da""}

Il s’agit d’un langage fini, ne contenant qu'un mot. Or tout langage fini est
rationnel.

2.2 Limur = {amkbnk|m, n e N}

On peut trouver une expression rationnelle pour ce langage : (a®)*(b¥)*.
Donc ce langage est bien un langage rationnel.

a b

2.3 Lo = {a™|n >0}

Idée : ce langage n’est pas rationnel car il est infini, et que calculer la facto-
rielle... c’est compliqué!

Montrons que L4 ne vérifie pas le lemme de I'étoile. On suppose qu'il le
vérifie : alors il existe un entier n 4 tel que tout mot w de Lyqq¢ vérifie I’énoncé
du lemme. On choisit un mot w = a™ tel que (n — 1)! < Nfaer < nl. D’apres
I’énoncé du lemme, on peut séparer w en facteurs : w = ujusug tels que :

1. |ug| > 0, d’ott Pexistence d’un entier ps, tel que uy = aP?



2. |u1u2|leqnfact d’on 'existence d’un entier p; tel que uy = aP*

Donc w = aP*aP?a™~P>~P1_ D’apreés 1'énoncé du lemme, pour tout entier k, il
existe un entier m tel que n! + kpo = m! =n! xn+1 x ... x m. En particulier,
pour k =1, il faut po > n!, donc ps ne peut pas étre dans w.

2.4 L= {a"b"a"|n,m € N}

Idée : Non-rationnel car on a besoin de mémoriser le nombre de a.

Néanmoins ce langage respecte le Lemme de 1’étoile : soit un mot a®b"a* de
L; on peut le décomposer en ujuqsus tel que us ne contienne que des b; dans
ce cas, cette séquence de b peut étre répétée et le mot obtenu rester dans la
langage.

Pour montrer que ce langage n’est pas rationnel, on utilise alors le Théoreme
de Myhil-Nerode : en effet :

1. a 'L = {a.b™a™ ! |n € N}
2. (aa)™'L = {a"b™a"*?|n € N}

On obtient un infinité de classes d’équivalence dans ce cas.

2.5 Ly = {ww|w € {a,b}*}

Idée : comme pour le langage précédent, on a besoin de mémoriser de I'in-
formation

Ce langage vérifie quand méme le lemme de ’étoile; en effet, on peut dé-
composer tout mot de Ly, en ujugus, tel que u; = u3. Alors la séquence us
peut étre itérée et le mot ujudus reste un palindrome.

On utilise donc le théoréme de Myhill-Nérode : soit un mot w € {a, b}*, alors
wileal = Lpq - w. En particulier, pour w = ab :

1. (ab)™*Lpar = Lpa - ba

2. ((ab)?) ™ Lypar = Lpar - (ba)?
3. ..

4. ((ab)*) "' Lyar = Lyar - (ba)*

Et ces classes d’équivalences sont toutes différentes : en effet L,q; - (l)a)k"‘1 =
(Lpar - -ba)(ba)* ; mais Lya; - ba # Lya.



