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Les polyominos convexes dirigés

@ Toutes les cellules sont connectées par une aréte ;
@ la figure est verticalement et horizontalement convexe ;

o toutes les cellules peuvent étre atteintes a partir d'une cellule (la
racine, notée S) par un chemin avec des pas Nord et des pas Est.
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Tous les polyominos dirigés convexes de demi-périmetre 5
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Les polyominos parallélogrammes

Un polyomino parallélogramme de demi-périmétre n est une paire de
chemins de taille n constitués de pas Nord et Est, commencant et
terminant au méme endroit et ne se rejoignant jamais sauf aux extrémités.

- [T N ][]

padn

Les polyominos parallélogrammes sont en bijection avec les arbres binaires.
[Delest and Viennot, 1984]
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Outline
@ Enumération des Polyominos dirigés convexes
@ Bijection principale
@ Bijection avec les chemins de Dyck bilateres
@ Méthode générale pour calculer les séries génératices
@ Exemple de calcul pour le demi-périmetre
(2 ) Etudes de certaines statistiques et certaines familles
@ Taille de la derniére ligne/colonne
@ Largeur et hauteur (Lin, Chang, [1988]) (Bousquet-Mélou ¢ [1992])
@ Nombre de coins
@ Polyominos dirigés convexes symétriques (Emeric Deutsch [2003])
@ Polyominos parallélogrammes (Viennot, Delest [1984])
(3] Enumération des polyominos dirigés k-convexes
@ Définition
@ la k-convexité d'un polyomino parallélogramme
@ k-polyominos parallélogrammes (Battaglino, Fedou, Rinaldi, Socci
[2013])
o Enumération des polyominos dirigés k-convexes
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Bijection principale
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Bijection principale
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Bijection principale
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Bijection principale
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Bijection principale
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Bijection principale
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Bijection principale
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Bijection principale
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Bijection principale

: : Fe:].{\Fsz/\l.

Fe : La forét des pas Est
Fs : La forét des pas Sud
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Bijection principale

: : Fe:].{\Fsz/\l.

Fe : La forét des pas Est
Fs : La forét des pas Sud
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Bijection principale

3 el e A
. A\ = eesseses

A : La coupe
Fe : La forét des pas Est
Fs : La forét des pas Sud
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Bijection principale

[ ) F: pr—
(el e AL
[ ] [ ] H
. A\ = eesseses

A : La coupe
Fe : La forét des pas Est
Fs : La forét des pas Sud
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Bijection principale

3 (I AL
[0
[ ] L] H
. A = eesseses
Contraintes :
A : La coupe A commence par e et fini par s
Fe : La forét des pas Est #{e € \} = #{racine dans Fe} +1
Fs : La forét des pas Sud #{s € \} = #{racine dans Fs} +1
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Inverse de la bijection principale

NI A

A\ = eesseses

Contraintes :

A : La coupe A commence par e et fini par s
Fe : La forét des pas Est #{e € \} = #{racine dans Fe} +1
Fs : La forét des pas Sud #{s € \} = #{racine dans F;} +1
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Inverse de la bijection principale

F = p—
@ e aFS )
—
A=
Contraintes :
A : La coupe A commence par e et fini par s
Fe : La forét des pas Est #{e € \} = #{racine dans Fe} +1
Fs : La forét des pas Sud #{s € \} = #{racine dans F;} +1
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Inverse de la bijection principale
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@ e 7FS )
<
A=
Contraintes :

A : La coupe A commence par e et fini par s
Fe : La forét des pas Est #{e € \} = #{racine dans Fe} +1
Fs : La forét des pas Sud #{s € \} = #{racine dans F;} +1
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Inverse de la bijection principale
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Inverse de la bijection principale
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Inverse de la bijection principale
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Inverse de la bijection principale
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Inverse de la bijection principale
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Inverse de la bijection principale
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Bijection entre les polyominos dirigés et les chemins de
Dyck bilateres

Un chemin de Dyck bilatére de taille n est un chemin contenant autant de
pas montant que de pas descendant.

ol
-

| A =eesseses

A ,
= iAabn
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Bijection entre les polyominos dirigés et les chemins de
Dyck bilateres

Un chemin de Dyck bilatere de taille n est un chemin contenant autant de
pas montant que de pas descendant.

]
A

| A= e esseses

llyena (2n") !

A. Boussicault (LaBRI)

Les polyominos dirigés k-convexes UQAM - 08/05/2015 9 /42



Méthode générale pour obtenir la fonction génératrice de
familles de polyominos dirigés convexes

T - <i>(Fe: I.{\,FS: j\l. ,)\zeesseses)
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Méthode générale pour obtenir la fonction génératrice de
familles de polyominos dirigés convexes

T - <i>(Fe: I.{\,FS: j\l. ,)\zeesseses)

Etape 1: déterminer combinatoirement la coupe ) et les deux foréts
Fe et Fs en énumérant les contraintes liants A, Fe et Fs;

A. Boussicault (LaBRI) Les polyominos dirigés k-convexes UQAM - 08/05/2015 10 / 42



Méthode générale pour obtenir la fonction génératrice de
familles de polyominos dirigés convexes

T - <i>(Fe: I.{\,FS: /&I. ,)\zeesseses)

Etape 1: déterminer combinatoirement la coupe ) et les deux foréts
Fe et Fs en énumérant les contraintes liants \, F. et Fs;

Etape 2: écrire les fonctions génératrices comptant certaines
statistiques pour la coupe X et les arbres des foréts F. and Fs
en respectant les contraintes énumérées a |'étape précédente;
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Méthode générale pour obtenir la fonction génératrice de
familles de polyominos dirigés convexes

T - <i>(Fe: I.{\,FS: /&I. ,)\zeesseses)

Etape 1: déterminer combinatoirement la coupe ) et les deux foréts
Fe et Fs en énumérant les contraintes liants \, F. et Fs;

Etape 2: écrire les fonctions génératrices comptant certaines
statistiques pour la coupe X et les arbres des foréts F. and Fs
en respectant les contraintes énumérées a |'étape précédente;

Etape 3: Composer la série génératrice de la coupe avec celles des
foréts pour obtenir la fonction génératrice des polyominos
dirigés étudiés.
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Fonction génératrice des polyominos dirigés convexes

T - T <i>(Fe: I.{\,Fs: j\l.,)\:eesseses)
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Fonction génératrice des polyominos dirigés convexes

- ': <i>(Fe: I.{\,Fs: j\l.,)\:eesseses)

Etape 1: X commence par e et finie par s;
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Fonction génératrice des polyominos dirigés convexes

- ': <i>(Fe: I.{\,Fs: j\l.,)\:eesseses)

Etape 1: X commence par e et finie par s;
L'expression réguliere de la coupe est e(e + s)*s;
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Fonction génératrice des polyominos dirigés convexes

- ': <i>(Fe: I.{\,Fs: j\l.,)\:eesseses)

Etape 1: X commence par e et finie par s;
L'expression réguliere de la coupe est e(e + s)*s;
Le demi-périmetre = le nombre de sommets de I'arbre plus 2.
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Fonction génératrice des polyominos dirigés convexes

- ': <i>(Fe: I.{\,Fs: /&].,)\:eesseses)

Etape 1: A commence par e et finie par s;
L'expression réguliere de la coupe est e(e + s)*s;
Le demi-périmetre = le nombre de sommets de I'arbre plus 2.
Deux pas (1 est et 1 sud) sont associé avec aucun arbre;
Etape 2: z compte le demi-périmatre;
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Fonction génératrice des polyominos dirigés convexes

- ': <i>(Fe: I.{\,Fs: /&].,)\:eesseses)

Etape 1: A commence par e et finie par s;
L'expression réguliere de la coupe est e(e + s)*s;
Le demi-périmetre = le nombre de sommets de I'arbre plus 2.
Deux pas (1 est et 1 sud) sont associé avec aucun arbre;
Etape 2: z compte le demi-périmeétre;

S.G. de la coupe : G(e, s, ze, z6) = 22 [ﬁ}
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Fonction génératrice des polyominos dirigés convexes

- ': <i>(Fe: I.{\,Fs: /&].,)\:eesseses)

Etape 1: A commence par e et finie par s;
L'expression réguliere de la coupe est e(e + s)*s;
Le demi-périmetre = le nombre de sommets de I'arbre plus 2.
Deux pas (1 est et 1 sud) sont associé avec aucun arbre;
Etape 2: z compte le demi-périmeétre;
S.G. de la coupe : G(e, s, ze,z5) = %= {%}

es (e+s)
S.G. des arbres : T = 1=v1=4z V21_42;
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Fonction génératrice des polyominos dirigés convexes

- ': <i>(Fe: I.{\,Fs: /&].,)\:eesseses)

Etape 1: A commence par e et finie par s;
L'expression réguliere de la coupe est e(e + s)*s;
Le demi-périmetre = le nombre de sommets de I'arbre plus 2.
Deux pas (1 est et 1 sud) sont associé avec aucun arbre;
Etape 2: z compte le demi-périmeétre;
S.G. de la coupe : G(e, s, ze, z5) = %= {%}
S.G. des arbres : T = ﬂ;
Etape 3: Résultat final: G(T, 7T, z, z).
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Fonction génératrice des polyominos dirigés convexes

- ': <i>(Fe: I.{\,Fs: /&].,)\:eesseses)

Etape 1: A commence par e et finie par s;
L'expression réguliere de la coupe est e(e + s)*s;
Le demi-périmetre = le nombre de sommets de I'arbre plus 2.
Deux pas (1 est et 1 sud) sont associé avec aucun arbre;
Etape 2: z compte le demi-périmeétre;
S.G. de la coupe : G(e, s, ze, z5) = %= {%}
S.G. des arbres : T = ﬂ;
Etape 3: Résultat final: G(T, 7T, z, z).

22 2

z
g(T7 Ta Z, Z) - -
1-27 J/1—-4z
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Outline

(2 ) Etudes de certaines statistiques et certaines familles
e Taille de la derniere ligne/colonne
o Largeur et hauteur (Lin, Chang, [1988]) (Bousquet-Mélou & [1992])
@ Nombre de coins
@ Polyominos dirigés convexes symétriques (Emeric Deutsch [2003])
@ Polyominos parallélogrammes (Viennot, Delest [1984])
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Série génératrice selon la taille de la derniere ligne (x) /
colonne (y)

: op &(Fe: I.{\st: j\l. ,)\:eesseses)

Etape 1: L’expression réguliere de la coupe est
xe(xe)* (1 + s(e+s)*e) (ys)*ys;
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Série génératrice selon la taille de la derniere ligne (x) /
colonne (y)

T - o <i>(Fe: I.{\,FS: j\l.,)\zeesseses)

Etape 1: L’expression réguliere de la coupe est
xe(xe)* (1 + s(e+s)*e) (ys)*ys;
Etape 2: S.G. de la coupe :

g(ea5726725) = % |:1 —xe (1 + 1— (e-l-s)) 1_%]'
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Série génératrice selon la taille de la derniere ligne (x) /
colonne (y)

T - o <i>(Fe: I.{\,FS: j\l.,)\zeesseses)

Etape 1: L’expression réguliere de la coupe est
xe(xe)" (14 s(e +s)"e) (ys)"ys;
Etape 2: S.G. de la coupe :
g(e’5726725) = % [1 —xe (1 + 1 (e+s)> lfsys];

S.G. des arbres : T = 1=v1=4z V2174z;
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Série génératrice selon la taille de la derniere ligne (x) /
colonne (y)

T - o &(Fe: I.{\,FS: j\l.,)\zeesseses)

Etape 1: L’expression réguliere de la coupe est
xe(xe)* (1 + s(e+s)*e) (ys)*ys;

Etape 2: S.G. de la coupe :
g(e’5726725) = % [1 —xe (1 + 1 (e—l—s)) 1_%]’
S.G. des arbres : T = @;

Etape 3: Résultat final: G(T, T, z, z).
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Série génératrice selon la taille de la derniere ligne (x) /
colonne (y)

2 (Fe: I.{\ JFs = j\l. ,)\:eesseses)

Etape 1: L’expression réguliere de la coupe est
xe(xe)* (1 + s(e+s)*e) (ys)*ys;

Etape 2: S.G. de la coupe :
g(e’5726725) = % [1 —xe (1 + 1 (e—l—s)) 1_%]’
S.G. des arbres : T = @,

Etape 3: Résultat final: G(T, T, z, z).

B (1—7)2 z°
T T2 =X G P A=yT) VI—iz
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Série génératrice selon la largeur (x) et la hauteur (y)

g &)(Fe: I.{\,FS: j\l. ,)\:eesseses)

Etape 1: La largeur du polyomino est égal au nombre de sommets a
hauteur impaire dans F. et a hauteur paire dans Fs. (Idem
pour la largeur & symétrie pres)
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Série génératrice selon la largeur (x) et la hauteur (y)

- ': <i>(Fe: I.{\,Fs: /&].,)\:eesseses)

Etape 1: La largeur du polyomino est égal au nombre de sommets a
hauteur impaire dans F. et a hauteur paire dans Fs. (Idem
pour la largeur & symétrie pres)

XZeyZs [ es ] .

Etape 2: S.G. de la coupe : G(e, s, ze, zs) = el ey
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Série génératrice selon la largeur (x) et la hauteur (y)

- ': <i>(Fe: I.{\,Fs: /&].,)\:eesseses)

Etape 1: La largeur du polyomino est égal au nombre de sommets a
hauteur impaire dans F. et a hauteur paire dans Fs. (Idem
pour la largeur & symétrie pres)

Etape 2: S.G. de la coupe : G(e, s, ze, z;) = 2= [%]

. — Xz I
S.G. des arbres : Te = % et Ts = 2.
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Série génératrice selon la largeur (x) et la hauteur (y)

- ': <i>(Fe: I.{\,Fs: /&].,)\:eesseses)

Etape 1: La largeur du polyomino est égal au nombre de sommets a
hauteur impaire dans F. et a hauteur paire dans Fs. (Idem
pour la largeur & symétrie pres)

Etape 2: S.G. de la coupe : G(e,s ze,zs) = = [L]

es 1—(e+s)
S.G. des arbres : Te = et Ts = Te

X— X— _z2 xz .
Te(x,y) = SENNVIHONZ02 o 7 ) Toly, x);
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Série génératrice selon la largeur (x) et la hauteur (y)

- ': <i>(Fe: I.{\,Fs: /&].,)\:eesseses)

Etape 1: La largeur du polyomino est égal au nombre de sommets a
hauteur impaire dans F. et a hauteur paire dans Fs. (Idem
pour la largeur & symétrie pres)

Etape 2: S.G. de la coupe : G(e,s ze,zs) = ks [%]

S.G. des arbres : Te = et T = Te

X— X— _Z XZ )
Tolx,y) = BN o 7y ) Tely. )
Etape 3: Résultat final: g(’7;,’775,z,z).
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Série génératrice selon la largeur (x) et la hauteur (y)

- ': <i>(Fe: I.{\,Fs: /&].,)\:eesseses)

Etape 1: La largeur du polyomino est égal au nombre de sommets a
hauteur impaire dans F. et a hauteur paire dans Fs. (Idem
pour la largeur & symétrie pres)

Etape 2: S.G. de la coupe : G(e,s ze,zs) = ks [1 (e:+s)]

S.G. des arbres : Te = et T = Te

X— X— _Z XZ )
To(x,y) = HODNVAHNPT0E o 70 ) Tely, x);
Etape 3: Résultat final: g(7:_,,7;,z,z).

xyz?

VA= (x+y)2) — a2
VR = G L 2

g(,re, 57272) =




Série génératrice selon le nombre de coins (x)

g &)(Fe: I.{\,FS: /&]. ,)\:eesseses)

1) Il'y a autant de coins NE que de motifs es dans \.
L'expression réguliere de la coupe est (ee*xs*s)(ee*xs*s)*.
Nb. de coins NO/SE est égal a 1+ nb. de sommets internes.
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Série génératrice selon le nombre de coins (x)

g &(Fe: I.{\,FS: /&]. ,)\:eesseses)

1) Il'y a autant de coins NE que de motifs es dans A.
L'expression réguliere de la coupe est (ee*xs*s)(ee*xs*s)*.
Nb. de coins NO/SE est égal a 1+ nb. de sommets internes.
2) S.G. de la coupe : G(e, s, ze, z;) = %= [(1—;«;?;—5) = Lo ];

A=e)(1=9)
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Série génératrice selon le nombre de coins (x)

g &)(Fe: I.{\,FS: /&]. ,)\:eesseses)

1) Il'y a autant de coins NE que de motifs es dans A.
L'expression réguliere de la coupe est (ee*xs*s)(ee*xs*s)*.
Nb. de coins NO/SE est égal a 1+ nb. de sommets internes.

2) S.G. de la coupe : G(e, s, ze, z;) = %= (1—):)9?;—5) TG IX()eﬁ )];

S.G.des arbres : Tc = z(1+x(Te + T2 +...)) = (1 —x)z + 2%
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Série génératrice selon le nombre de coins (x)

g &)(Fe: I.{\,FS: /&]. ,)\:eesseses)

1) Il'y a autant de coins NE que de motifs es dans A.
L'expression réguliere de la coupe est (ee*xs*s)(ee*xs*s)*.
Nb. de coins NO/SE est égal a 1+ nb. de sommets internes.

2) S.G. de la coupe : G(e, s, ze, z;) = %= (1—):)9?;—5) TG ];«)eﬁ )];

Xz

S.G.desarbres: Tc =z(1+x(Te + T2+ ...)) = (1 —x)z + e

T. = 1+(1—x)z— (;+(1fx)z)274z
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Série génératrice selon le nombre de coins (x)

- ': <i>(Fe: I.{\,Fs: /&].,)\:eesseses)

1) Il'y a autant de coins NE que de motifs es dans A.
L'expression réguliere de la coupe est (ee*xs*s)(ee*xs*s)*.
Nb. de coins NO/SE est égal a 1+ nb. de sommets internes.

2) S.G. de la coupe : G(e, s, ze, z5) = %= (1_2‘)9?;_5) = Lo ];

e T=e)i=9)
S.G.des arbres : Tc = z(1+x(Te + T2 +...)) = (1 —x)z + 2%
T = H1=x)z—y/(1+(1-x)2)? 4z

C
3) Résultat final: x3 - G(Tc, Te, z, 2).
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Série génératrice selon le nombre de coins (x)

& (Fe: I.{\ JFg = /&]. ,)\:eesseses)

1) Il'y a autant de coins NE que de motifs es dans A.
L'expression réguliere de la coupe est (ee*xs*s)(ee*xs*s)*.
Nb. de coins NO/SE est égal a 1+ nb. de sommets internes.

2) S.G. de la coupe : G(e, s, ze, z5) = %= [(1_’;%_5) T ! ];

e T=e)i=9)
S.G.des arbres : Tc = z(1+x(Te + T2 +...)) = (1 —x)z + 2%
T = 1+(1—x)z—+/(1+(1—x)z)2—4z
L=

3) Résultat final: x3 - G(Tc, Te, z, 2).

x4z?

G(Te.Te,z,2) =
1-27.+ (1—x)T2
UQAM - 08052015 15 / 42




Série génératrice des polyominos dirigés convexes
symétriques

,” * <i>(Fez {\I',FSI hl.,kzees&ssee)
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Série génératrice des polyominos dirigés convexes
symétriques

Nomz : | & (Fe = {\ 1 ,Fs = Fe, A = eess - m(eess))
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Série génératrice des polyominos dirigés convexes
symétriques

Nomz : | & (Fe = {\ 1 ,Fs = Fe, A = eess - m(eess))

-

Etape 1: Ona A= u- m(u) et Fo = F5, ol m est le miroir.
Expression réguliere de la demi-coupe u: e(e + s)*.
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Série génératrice des polyominos dirigés convexes
symétriques

o [N (Fez {\I' ,Fs:Fe,/\:eess'm(eess)>

-

Etape 1: Ona A= u- m(u) et Fo = F5, ol m est le miroir.
Expression réguliere de la demi-coupe u: e(e + s)*.

Etape 2: S.G. de la demi-coupe : G(e s, ze,2) = %= [m]
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Série génératrice des polyominos dirigés convexes
symétriques

o [N (Fez {\I' ,Fs:Fe,/\:eess'm(eess)>

-

Etape 1: Ona A= u- m(u) et Fo = F5, ol m est le miroir.
Expression réguliere de la demi-coupe u: e(e + s)*.

Etape 2: S.G. de la demi-coupe : G(e, s, ze, z5) = Z [m]
S.G. des arbres : T = 1=v1=4z V21_4z.
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Série génératrice des polyominos dirigés convexes
symétriques

Nomz : | & (Fe = {\ I JFg=F., A = eess - m(eess))

I
N

[

=

Etape 1: Ona A= u- m(u) et Fo = F5, ol m est le miroir.
Expression réguliere de la demi-coupe u: e(e + s)*.

Etape 2: S.G. de la demi-coupe : G(e, s, ze, z5) = Z [m]
S.G. des arbres : T = 1=v1=4z V21_4z.

Etape 3: On doit compter deux fois chaque sommet.
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Série génératrice des polyominos dirigés convexes
symétriques

Nomz : | & (Fe = {\ I JFg=F., A = eess - m(eess))

I
N

[

=

Etape 1: Ona A= u- m(u) et Fo = F5, ol m est le miroir.
Expression réguliere de la demi-coupe u: e(e + s)*.

Etape 2: S.G. de la demi-coupe : G(e, s, ze, z5) = Z [m]
S.G. des arbres : T = 1=v1=4z V21_4z.

Etape 3: On doit compter deux fois chaque sommet.
Résultat final: G(T(22),2?).
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Série génératrice des polyominos dirigés convexes
symétriques

Nommg m & (Fe = {\ 1 ,Fs=F,, )\ = eess- m(eess))

I
N

[

=

Etape 1: Ona A= u- m(u) et Fo = F5, ol m est le miroir.
Expression réguliere de la demi-coupe u: e(e + s)*.

Etape 2: S.G. de la demi-coupe : G(e, s, ze, z5) = Z [m]
S.G. des arbres : T = 1=v1=4z V21_4z.

Etape 3: On doit compter deux fois chaque sommet.
Résultat final: G(T(22),2?).

2
G(7(2%),2%) = Ny
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Série génératrice des polyominos parallélogrammes

SR 2 (- [P - AF e

Etape 1: Expression réguliere de la coupe : ee*s*s.
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Série génératrice des polyominos parallélogrammes

SR 2 (- [P - AF e

Etape 1: Expression réguliere de la coupe : ee*s*s.

ZeZs

Etape 2: S.G. de la coupe : Gle, s, ze,z;) = %= [m}
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Série génératrice des polyominos parallélogrammes

SR 2 (- [P - AF e

Etape 1: Expression réguliere de la coupe : ee*s*s.
ZeZs

Etape 2: S.G. de la coupe : G(e, s, ze, z;) = ez [m}
S.G. des arbres : T = 1=v1=%2 V21_4z.
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Série génératrice des polyominos parallélogrammes

T - ap <E>(Fez I.{\7Fs: qr,)\ze454>

Etape 1: Expression réguliere de la coupe : ee*s*s.
Etape 2: S.G. de la coupe : Gle, s, ze,z;) = %= [m}
S.G. des arbres : T = 1=v1=4z V21_4z.

Etape 3: Résultat final: G(T, T, z, z).
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Série génératrice des polyominos parallélogrammes

S & (- 1 r - AF o)

Etape 1: Expression réguliere de la coupe : ee*s*s.
Etape 2: S.G. de la coupe : Gle, s, ze,z;) = %= [m}
S.G. des arbres : T = 1=v1=4z V21_4z.

Etape 3: Résultat final: G(T, T, z, z).

72

G(T,T,z,z) = m
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Outline

© Enumération des polyominos dirigés k-convexes
o Définition
@ la k-convexité d'un polyomino parallélogramme

@ k-polyominos parallélogrammes (Battaglino, Fedou, Rinaldi, Socci
[2013])

@ Enumération des polyominos dirigés k-convexes
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Outline
@ Enumération des Polyominos dirigés convexes

(2 ) Etudes de certaines statistiques et certaines familles

© Enumération des polyominos dirigés k-convexes
@ Définition

A. Boussicault (LaBRI) Les polyominos dirigés k-convexes UQAM - 08/05/2015 19 / 42



La k-convexité

Un polyomino est dit k-convexe si toute paire de cellules peuvent é&tre
connectées par un chemin avec seulement 2 types de pas et au plus k

changements de direction.

T1<]

oSr-1-

Exemple de polyomino 2-convexe

A. Boussicault (LaBRI) Les polyominos dirigés k-convexes UQAM - 08/05/2015
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Tout les polyominos dirigés 2-convexes de taille 4

0 tournant :

2 tournants :
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Les k-polyominos parallélogrammes

Un k-polyomino parallélogramme est un polyomino parallélogramme
k-convexes.

Tous les 2-polyominos parallélogrammes de taille 4 :

1-polyominos paralllogrames

2-polyominos paralllogrames

A. Boussicault (LaBRI) Les polyominos dirigés k-convexes UQAM - 08/05/2015 22 / 42



Outline
@ Enumération des Polyominos dirigés convexes

(2 ) Etudes de certaines statistiques et certaines familles

© Enumération des polyominos dirigés k-convexes

@ la k-convexité d'un polyomino parallélogramme

A. Boussicault (LaBRI) Les polyominos dirigés k-convexes UQAM - 08/05/2015 23 /42



Les cellules les plus difficiles a connecter et les chemins
rebondissants

"(P) = "(P)
d s
O u(P) O u(P)

Les deux chemins rebondissants r(P) et u(P).

Proposition

Soit P un polyomino parallélogramme. Le degré de convexité de P est égal
au plus petit nombre de tournants entre les deux chemins rebondissants.
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L'image des chemins rebondissants par ¢

9
®
|
r(P) : °ls
O 6
25 / 42

Oup)
d, et d, sont les images de r(P) et u(P) par ®.
Les polyominos dirigés k-convexes UQAM - 08/05/2015

A. Boussicault (LaBRI)



L'image des chemins rebondissants par ¢

Proposition
Soit P un polyomino parallélogramme et ®(P) = (Fe, Fs, \), alors on a :

i) h(T1) = h(T2) < d, et d, € différentes foréts < I(d,) = I(dy);

i) h(T1) > h(T2) © dr etd, € Ty < |I(dr) — I(dy)| =1 et dy,dy € Ty;
i) h(Tp) > h(Th) < dy etd, € Tro < |I(dy) — I(dy)| =1 et dp,dy, € To. )
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L'image des chemins rebondissants par ¢

Proposition
Soit P un polyomino parallélogramme et ®(P) = (Fe, Fs, \), alors on a :

i) h(T1) = h(Tp) < d, et d, € différentes foréts < I(d,) = I(dy);

i) h(T1) > h(To) < d, et d, € Ty < |I(dy) — I(dy)| =1 et dy, dy € Ty
i) h(T2) > h(Th) & dyetd, € To < |I(dy) — I(dy)| =1 et d,,dy € To. )
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L'image des chemins rebondissants par ¢

Proposition
Soit P un polyomino parallélogramme et ®(P) = (Fe, Fs, \), alors on a :

i) h(T1) = h(T2) < d, et d, € différentes foréts < I(d,) = I(dy);

i) h(T1) > h(T2) = d, et dy € Ty & |I(d,) — I(dy)| = 1 et dy, dy € Ty
i) h(T>) > h(T1) & d; et d, € To & |I(dr) — I(dy)| =1 et oy, dy € To.

Un Autre exemple !
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L'image des chemins rebondissants par ¢

Proposition
Soit P un polyomino parallélogramme et ®(P) = (Fe, Fs, A), alors on a :

i) h(T1) = h(T2) < d, et d, € différentes foréts < I(d,) = I(dy);

i) h(T1) > h(T2) < dr etd, € T1 < |I(d) — I(dy)| =1 et dy,dy, € Ty;
i) h(T2) > h(T1) & dy etdy, € To & |I(dy) — I(dy)| =1 et d,,dy € To. )

r(P)
O
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Degré de convexité d'un polyomino parallélogramme
Proposition
Soit P un polyomino parallélogramme et ®(P) = (Fe, Fs, \). Le degré de

convexité de P est égale a

max(h(Fe), B(Fs)) — { (1) ::nf;(:e) = h(Fs);
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Degré de convexité d'un polyomino parallélogramme
Proposition
Soit P un polyomino parallélogramme et ®(P) = (Fe, Fs, \). Le degré de

convexité de P est égale a

max(h(Fo) (F)) — { § ere) = )

1 sinon.

A. Boussicault (LaBRI)
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Outline
@ Enumération des Polyominos dirigés convexes

(2 ) Etudes de certaines statistiques et certaines familles

© Enumération des polyominos dirigés k-convexes

@ k-polyominos parallélogrammes (Battaglino, Fedou, Rinaldi, Socci
[2013])
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Série génératrice des arbres de hauteur k
[Bruijn, Knuth, Rice, 1972]

Si on note par t, <x le nombre d'arbres de taille n et de hauteur bornée
par k. Alors la série génératrice des arbres binaires de hauteur bornée par
k vaut :

z.F
Tgk = Z t,,ékz" = E k
0<n k+1
ou Fj est le polyndme de Fibonacci :
Fo =0, =1 et Fr = Fr_1 — zFi_».
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Série génératrice des arbres de hauteur k
[Bruijn, Knuth, Rice, 1972]

Si on note par t, <x le nombre d'arbres de taille n et de hauteur bornée
par k. Alors la série génératrice des arbres binaires de hauteur bornée par
k vaut :

Z.Fk
Tgk = Z tnékz" = 5
0<n k+1
ou Fj est le polyndme de Fibonacci :
Fo =0, F=1 et Fr = Fr—1 — zFi_o.

Si on note par t, —, le nombre d’arbres de taille n et de hauteur égale a k.
Alors la série génératrice des arbres binaires de hauteur égale a k vaut :

Tok = Z th=kZ" = T<k — T<k—1-

0<n
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Série génératrice des k-polyominos parallélogrammes
Proposition (Battaglino, Fedou, Rinaldi, Socci, 2013)

La fonction génératrice des k-polyominos parallélogrammes est
22 2 2
P§k22f§k+1_2f:k+1

ol F<y est la série génératrice des forét de hauteur bornée par k.
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Série génératrice des k-polyominos parallélogrammes
Proposition (Battaglino, Fedou, Rinaldi, Socci, 2013)

La fonction génératrice des k-polyominos parallélogrammes est

2 2 2 2
P§k22f§k+1—z ]::k—l—l

ol F<y est la série génératrice des forét de hauteur bornée par k.

Preuve : Le degré de convexité de P est égal a

max(h(F.), h(F.)) — { (1) sf;(F) = h(F.);
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Série génératrice des k-polyominos parallélogrammes
Proposition (Battaglino, Fedou, Rinaldi, Socci, 2013)

La fonction génératrice des k-polyominos parallélogrammes est

2 2
P<k = 7%k+2 - T:k+2

Preuve : Le degré de convexité de P est égal a

max(h(F.), h(Fs)) _{ 2 :n/;(f) = h(Fs);

FHHE <i>(T€:rl?\’TS:/§T )
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Outline
@ Enumération des Polyominos dirigés convexes

(2 ) Etudes de certaines statistiques et certaines familles

© Enumération des polyominos dirigés k-convexes

@ Enumération des polyominos dirigés k-convexes
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Enumérer les polyominos dirigés k-convexes : Plan de
bataille

1) On montre une relation entre I'ensemble des polyominos dirigés
k-convexes D« et deux familles de polyominos dirigés convexes D_,
et FD_jy1.

D;k—i-l = ng UFD—py1.

2) On étudie la k-convexité des polyominos dirigés pour caractériser
FD—g1.

3) On calcule les séries génératrices D;k+1 de ]D);Hl et FD_y41 de
FD_g41 avec la méthode générale.

4) On calcule la série génératrice des polyominos dirigés k-convexes:
Dot =Dy — FDoki1

A. Boussicault (LaBRI) Les polyominos dirigés k-convexes UQAM - 08/05/2015 32 /42



La famille ]DD;k

Soit Dy la famille de polyominos parallélogrammes obtenue par image par

®~1 de triplés obtenus en imposant la seule contrainte que F. et Fs sont
des foréts de hauteurs bornées par k.

D;k CD<x C D;kﬂ

Que vaut D 5 \ D<y ?

A. Boussicault (LaBRI) Les polyominos dirigés k-convexes UQAM - 08/05/2015 33 /42



Ftude de D;Hl.

Soit D € ]D);Hl.

Pour que D soit de degré k + 1, il faut que les hauteurs de F, et Fs soient
égales toutes deux a k + 1. Dans ce cas, D est plat.

Soit FD_x11 I'ensemble des polyominos dirigés plats de degré exactement
égal a k+ 1, alors on a:

Proposition

D;k—i-l = Dy UFD_4q
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Calcul des degrés dans les polyominos dirigés convexes
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Calcul des degrés dans les polyominos dirigés convexes
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Calcul des degrés dans les polyominos dirigés convexes
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Calcul des degrés dans les polyominos dirigés convexes
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Calcul des degrés dans les polyominos dirigés convexes
Soit I = (ih,jh).

LY
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Calcul des degrés dans les polyominos dirigés convexes

Soit I = (ih,jh).

A

3

lo
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Calcul des degrés dans les polyominos dirigés convexes
Soit I = (ih,jh).

Al /3*

I
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Calcul des degrés dans les polyominos dirigés convexes

Soit I = (ih,jh).

k=3 k=i| k>5

A /5+ f—d

At P

A k=1

it k=0

A. Boussicault (LaBRI) Les polyominos dirigés k-convexes

UQAM - 08/05/2015

35/ 42



Calcul des degrés dans les polyominos dirigés convexes
Soit I = (fh,jh).

Une cellule (7, /) est de degré k ssi. une des conditions suivantes est
vérifiée:

1) k-1 < i < et jx—1 < J;

2) jk—1 <j<jretix<i.

Les cellules (i, ) telles que iy < i et jx < j ont un degré plus grand que k.

k=3 kzil k>5

I4 I5+ k=4

Al /3*

k=2
A k=1
I k=0
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Etude de FID_,.
Soit D un polyomino dirigé plat de degré k + 1.

La coupe s'écrit sous la forme P - u. - 7 - us - ps ou
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Etude de FID_,.
Soit D un polyomino dirigé plat de degré k + 1.

La coupe s'écrit sous la forme P - u. - 7 - us - ps ou

@ les chemins rebondissants passent par le pas Est ue et le pas Sud wug;
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Etude de FID_,.
Soit D un polyomino dirigé plat de degré k + 1.

La coupe s'écrit sous la forme P - u. - 7 - us - ps ou
@ les chemins rebondissants passent par le pas Est ue et le pas Sud wug;

@ si p; n'est pas vide alors il commence par un pas Est;
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Etude de FID_,.
Soit D un polyomino dirigé plat de degré k + 1.

La coupe s'écrit sous la forme P - u. - 7 - us - ps ou
@ les chemins rebondissants passent par le pas Est ue et le pas Sud wug;
op € lie(e +s)%
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Etude de FID_,.
Soit D un polyomino dirigé plat de degré k + 1.

La coupe s'écrit sous la forme P - u. - 7 - us - ps ou
@ les chemins rebondissants passent par le pas Est ue et le pas Sud wug;
op € lie(e +s)%
@ si p, n'est pas vide, il finit par un pas Sud;
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Etude de FID_,.
Soit D un polyomino dirigé plat de degré k + 1.

La coupe s'écrit sous la forme P - u. - 7 - us - ps ou
@ les chemins rebondissants passent par le pas Est ue et le pas Sud wug;
op € lie(e +s)%
op € 1l4(e +s)'s;
°

A. Boussicault (LaBRI) Les polyominos dirigés k-convexes UQAM - 08/05/2015 36 / 42



Etude de FID_,.
Soit D un polyomino dirigé plat de degré k + 1.

La coupe s'écrit sous la forme P, - ue - 7 - us - ps ou

les chemins rebondissants passent par le pas Est u, et le pas Sud us;
p € l+e(e +s)%

pr € 1+(e +s)'s;

7 est un chemin ayant e.s pour sous-mot;
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Etude de FID_,.
Soit D un polyomino dirigé plat de degré k + 1.

La coupe s'écrit sous la forme P; - ue - 7 - us - ps ou
@ les chemins rebondissants passent par le pas Est u, et le pas Sud us;
op € lte(e +s)%
op € 1+(e +s)'s;

°

T € e*e(e +s)'ss™
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Etude de FID_,.
Soit D un polyomino dirigé plat de degré k + 1.

Tep T T

La coupe s'écrit sous la forme P; - u. - 7 - us - ps oU
@ les chemins rebondissants passent par le pas Est v, et le pas Sud us;
op € lte(e +s)%
op € 1+ (e +s5)'s;
o7 € e*e(e +s)ss*
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Etude de FID_,.
Soit D un polyomino dirigé plat de degré k + 1.

Tep T Ty

La coupe s'écrit sous la forme P; - u. - 7 - us - ps oU
@ U, et us sont associés a des arbres de hauteur k + 1;
op € lte(e +s5)%
op € 1+ (e +s)'s;
o7 € e*e(e +s)ss*
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Etude de FID_,.
Soit D un polyomino dirigé plat de degré k + 1.

Tep T Ty

La coupe s'écrit sous la forme P; - u. - 7 - us - ps oU
@ U, et us sont associés a des arbres de hauteur k + 1;
o p € l4e(er+ )5 e1, s1 : hauteur < k
ep € 1l+4(e +s)'s; €, 5> : hauteur < k+1
o7 € e*e(e +s)ss*
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Etude de FID_,.
Soit D un polyomino dirigé plat de degré k + 1.

Tep T Ty

La coupe s'écrit sous la forme P; - u. - 7 - us - ps oU
@ U, et us sont associés a des arbres de hauteur k + 1;
o p € l4e(er+ )5 e1, s1 : hauteur < k
e p € 14 (e+s1)*sy; €, s> : hauteur < k+1
o7 € e*e(e +s)ss*
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Etude de FID_,.
Soit D un polyomino dirigé plat de degré k + 1.

Tep T Ty

La coupe s'écrit sous la forme P; - u. - 7 - us - ps oU
@ ue et us sont associés a des arbres de hauteur k + 1;
o p € l4e(er+ )5 e1, s1 : hauteur < k
e p € 14 (e+s1)*sy; €, s> : hauteur < k+1
o7 € e'eler+ ) 55t
UQAM - 08/05/2015 37 / 42



Fonction génératrice pour FID_j 1

1) La coupe s'écrit sous la forme P; - ue - 7 - us - ps oU
pr € l+e(e+ ) pr € l4+(ex+s1)*s

T € e'eler+ ) 55t
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Fonction génératrice pour FID_j 1

1) La coupe s'écrit sous la forme P; - ue - 7 - us - ps oU
pr € l+e(e+ ) pr € l4+(ex+s1)*s
T € e'eler+ ) 55t

2) Las.g. G(e1,s1, €, 5, Ue, Us, Ze.Zs) de la coupe pj.ue.T.us.p, est

€1 €2.5 51
1 1+— .
< +1 —e1—52>ue(l—ez)(l—eg—sz)(l—SQ)us< +1—51—ez)
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Fonction génératrice pour FID_j 1

1) La coupe s'écrit sous la forme P; - ue - 7 - us - ps oU
pr € l+e(e+ ) pr € l4+(ex+s1)*s
T € e'eler+ ) 55t

2) Las.g. G(e1,s1, €, 5, Ue, Us, Ze.Zs) de la coupe pj.ue.T.us.p, est

€1 €2.5 51
1 1+— .
< +1 —e1—52>ue(l—ez)(l—eg—sz)(l—SQ)us< +1—51—ez)

s1 et e — T<k, s et & — T<kt1, Ue et us — T_pi1
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Fonction génératrice pour FID_j 1

1) La coupe s'écrit sous la forme P; - ue - 7 - us - ps oU
pr € l+e(e+ ) pr € l4+(ex+s1)*s
T € e'eler+ ) 55t

2) Las.g. G(e1,s1, €, 5, Ue, Us, Ze.Zs) de la coupe pj.ue.T.us.p, est

e1 €2.5 51
1 1+——|.
< +1 —61—52>ue(l—ez)(l—eg—SQ)(l—Sz)us< +1—51—62)

s1 et e — T<k, s et & — T<kt1, Ue et us — T_pi1

3) Résultat final: G(T<k, T<k, T<k+1, T<k+1, T—k+1, T=k+1, Z, Z).
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Fonction génératrice pour FID_4. ;1 (suite)

Proposition

k+1 \ 2
Z+> Fk+2

FD_ = Z2. < .
kit Fakss Fiys — zFiq1
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Fonction génératrice pour ID);k

Etape 1: Les foréts sont de hauteur bornée par k.
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Fonction génératrice pour D_,

Etape 1: Les foréts sont de hauteur bornée par k.

Etape 2: S.G. de la coupe : G(e,s, ze,z5) = %= {Pe—s)}

es (e+s
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Fonction génératrice pour D_,

Etape 1: Les foréts sont de hauteur bornée par k.
Etape 2: S.G. de la coupe : G(e,s, ze,z5) = %= { £5 };

es | 1—(e+s)
S.G. des arbres : T<y = ,kofl;
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Fonction génératrice pour D_,

Etape 1: Les foréts sont de hauteur bornée par k.

Etape 2: S.G. de la coupe : G(e,s, ze,z5) = %= {17(‘:5)};

es
S.G. des arbres : T<y = ,kofl;

Etape 3: Résultat final: G(T<k, T<k, 2, z).

Proposition

Do, = 22 Fien
k=2
= Fiio —z.Fy
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Fonction génératrice des polyominos dirigés k-convexes

Dek =D_yy1 — FD—kp1

Proposition

La fonction génératrice des polyominos dirigés k-convexes pour k > 1 vaut

Firz \°
2k+3
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Perspectives

@ Algorithme de génération aléatoire de polyominos dirigés convexes

@ Analyse en moyenne des différentes statistiques pour le polyominos
dirigés convexes

e Etude des polyominos convexes (notamment les polyominos
k-convexe)

@ Utilisation des outils pour les tableaux boisés et le PASEP
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