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Abstract

1 Introduction

AVERTISSEMENT : Ceci est une version provisoire. Les références
aux chapitres A,B,C,D etc... concernent d’autres chapitres de 'ouvrage
collectif auquel ce texte est destiné.

Ce chapitre est une introduction a la notion de décomposition arborescente
d’un graphe, notion qui fait I’'objet d’une recherche intense comme le montre le
grand nombre de communications & son sujet présentées dans les colloques de
théorie des graphes et d’algorithmique.

Les décompositions arborescentes interviennent de facon essentielle dans
plusieurs domaines : la construction d’algorithmes polynomiaux, ’étude des
classes de graphes caractérisées par des configurations interdites, dont le para-
digme est la caractérisation de Kuratowski des graphes planaires, la caractéri-
sation des ensembles de graphes pour lesquels la satisfaisabilité d’une formule
de la Logique du Second-Ordre Monadique est décidable, et enfin la Théorie des
Grammaires de Graphes.

Ces quatre directions de recherche ont été initiées indépendamment et ont
convergé en mettant en évidence les roles centraux des décompositions de graphes
et de la logique du second-ordre monadique. Esquissons I'historique de ces dif-
férentes approches.

Beaucoup de problémes NP-complets ont des algorihmes polynomiaux pour
des classes particuliéres de graphes. Les classes de graphes structurés, c’est a
dire de graphes que 'on peut construire au moyen d’un nombre fini de graphes
de base et d’un nombre fini d’opérations de "recollement de graphes" sont vite
apparues comme trés propices a cette recherche. Le traitement d’exemples tels



que la classe des graphes série-paralléles a permis de dégager la notion de k-
arbre partiel, c’est a dire, sous un autre nom, de celle de graphe de largeur
arborescente au plus k. La bibliographie publiée en 1994 par S. Hedetniemi
[Hedet] comporte 238 entrées : elle refléte bien les débuts de cette algorithmique
des graphes structurés. Sa mise a jour comporterait sans doute au moins mille
titres de plus.

La deuxiéme approche est celle de Robertson et Seymour. Ils ont commencé
vers 1980 un travail de longue haleine qui a débouché sur la preuve du Théoréme
des Mineurs de Graphes. Ce théoréme énonce que toute famille de graphes
fermée par passage aux mineurs est caractérisée, telle la famille des graphes
planaires, par un nombre fini de mineurs exclus. C’est de leur analyse de la
notion de mineur que proviennent les notions de décomposition et de largeur
arborescentes.

La troisiéme approche consiste & tenter de caractériser les classes de graphes
pour lesquelles la satisfaisabilité d’une formule de la Logique du Second-Ordre
Monadique est décidable, et & montrer, que seules des classes d’arbres ou de
structures qui en sont proches (en un sens précis) possédent cette propriété de
décidabilité. D. Seese a formulé une conjecture en ce sens ([Seese]). Il a montré
en particulier qu’un ensemble de graphes planaires qui satisfait cette propriété
de décidabilité est de largeur arborescente bornée, et donc que, dans ce cadre, la
largeur arborescente est un parameétre caractérisant la proximité d’une classe de
graphes & une classe d’arbres. Sa preuve s’appuie sur les résultats de Robertson
et Seymour. Ce résultat a fait ’objet de développements par Courcelle et Oum
([Couls,CouOum]) en vue d’une preuve de la conjecture, toujours ouverte dans
sa formulation initiale.

Enfin, la quatriéme approche consiste & étendre aux ensembles de graphes
les descriptions de langages (ensembles de mots) et d’ensembles d’arbres par
des grammaires et des automates qui sont ’objet de la Théorie des Langages
Formels. Les recollements de graphes utiles en algorithmique sont vus dans ce
contexte comme des généralisations aux graphes de la concaténation des mots.
Deux familles de grammaires non contextuelles (context-free) de graphes ont
été identifiées. L’'une d’entre elles est intrinséquement liée aux décompositions
arborescentes et sera présentée.

Ce chapitre est centré sur les approches des décompositions arborescentes
issues des grammaires de graphes et de la théorie des mineurs, ainsi que sur leurs
applications algorithmiques. Pour des exposés plus détaillés, on recommandera
le livre de Downey et Fellows [DF] et Pouvrage collectif [GraGrabook].



2 Décompositions arborescentes

2.1 Définitions

Les notions de décomposition arborescente et de largeur arborescente sont don-
nées pour les graphes non orientés. Elles s’appliquent aux graphes orientés
par l'intermédiaire de leurs graphes nonorientés sous-jacents. Les principales
références sont le livre de Downey et Fellows [DF] et l'article de syntheése de
Bodlaender [Bod1].

Tous les graphes considérés dans ce chapitre sont finis. Pour un graphe
G, s(G) deésigne le nombre de sommets, e(G) le nombre d’arcs ou d’arétes. Un
graphe est simple s’il n’a pas de boucle ni d’arcs ou arétes paralléles.

Définition 2.1.1 : Décompositions arborescentes

Soit G = (X, E) un graphe dont X est ’ensemble des sommets et E ’ensemble
des arétes. Une décomposition arborescente (tree decomposition en anglais) de G
est un couple (7, f) tel que T est un arbre, T = (N, A), et f est une application
qui associe & tout nceud n de T un ensemble f(n) C X U E, et qui satisfait les
conditions suivantes :

(1) Tout sommet de G appartient a quelque ensemble f(n),

(2) toute aréte de G appartient & un et un seul ensemble f(n),

(3) si une aréte appartient a f(n), ses extrémités appartiennent aussi a f(n),

(4) pour tout sommet x, 'ensemble des noeuds n tels que z € f(n) induit
un sous-graphe connexe de T (donc un arbre).

On utilisera le terme neeud pour désigner les sommets des arbres. Cette
convention est commode lorsque ’on parle a la fois d’'un graphe et d’un arbre qui
représente sa structure. Les ensembles f(n) sont les boites de la décomposition
(T, f). Sa largeur est Ventier wd(T, f) = Max{Card(X N f(n))|ne N} — 1.

La largeur arborescente de G (treewidth) est la plus petite largeur d’une
décomposition arborescente de G. Elle sera notée twd(G), notation qui fait
référence a la terminologie anglaise. Une décomposition arborescente est opti-
male si sa largeur est la plus petite possible pour le graphe considéré.

Une décomposition arborescente peut ne comporter qu'une boite qui contient
alors tout le graphe. Il en résulte que twd(G) < Card(X) — 1. Les arbres sont
de largeur arborescente 1 et les graphes dont toutes les arétes sont des boucles
sont de largeur arborescente 0. Le cycle Cy, : 1 —2 -3 — ... —m — 1 (dont les
sommets sont 1,2,3,...,m ; les adjacences sont indiquées par —) a une largeur
arborescente 2 si m > 3. Il admet comme décomposition arborescente (T, f) o
T est Parbre (en fait le chemin) 1-2—-3—...—(m—1)et f(H)NX ={1,i,i+1}



Figure 1: Un graphe G

pouri = 1,...,m—1. Le lecteur précisera sans peine les ensembles f(i)NE. Cela
montre que twd(Cy,) < 2. On a twd(C,,) = 2 si m > 3, car il n’existe pas de
décomposition de largeur 1. Cela sera montré plus loin (proposition 2.2.4) mais
le lecteur pourra le vérifier directement pour se familiariser avec la définition.

Interprétation intuitive

Soit (T, f) une décomposition arborescente de G. Pour chaque noeud n de T
soit G(n) le sous-graphe de G constitué des sommets et des arétes qui appar-
tiennent & f(n). Le graphe G est ainsi partitionné en sous-graphes sans arétes
communes, et ces sous-graphes sont "recollés" au niveau de leurs sommets com-
muns, selon la configuration globale de I'arbre T'. Intuitivement, la condition
(4) de la définition interdit des recollements formant des cycles. Elle impose que
si G(n) et G(n') ont des sommets en commun et donc sont recollés au niveau de
ces sommets, alors, ils sont recollés par ces sommets & tous les graphes associés
aux nceuds du chemin dans I’arbre qui relie n a n'.

Les figures 1, 2 et 3 montrent un graphe G et une décomposition arborescente
(T, f) de ce graphe. Sur la figure 3, les boites de la décomposition sont représen-
tées comme des graphes disjoints (traits pleins). Les arétes en pointillés relient
les sommets de ces graphes qui sont & fusionner, de maniére & recoller les graphes
induits par les boites de la décomposition. Le sommet x du graphe G appartient
aux boites b, ¢, d, e, lesquelles forment une partie connexe de T', conformément
a la condition (4). Sur la figure 3, les sommets (z,b), (z,¢), (z,d), (x,e) de ces



Figure 2: L’arbre T' d’une décomposition arborescente de G

quatre boites correspondent a ce sommet z. Le graphe G est obtenu par con-
traction des arétes en pointillés du graphe de la figure 3. (La contraction d’aréte
est définie dans la section 2.3). Le fusionnement de (z, e) et de (x,b) résulte par
transitivité des fusionnements indiqués par les arétes en pointillés.

Décompositions linéaires

Si dans la définition d’une décomposition aborescente, on impose a I'arbre
T d’&tre un chemin, on obtient la notion de décomposition linéaire (path decom-
position) et celle de largeur linéaire (pathwidth), notée pwd(G). La décomposi-
tion proposée plus haut des cycles C,,, est une décomposition linéaire et 'on a
pwd(Cy,) = 2 pour m > 3. Puisque tout chemin est un arbre, on a twd(G) <
pwd(G) pour tout graphe G. Les arbres sont de largeur arborescente 1 mais de
largeur linéaire non bornée.

On désignera par TWD(< k) et PWD(< k) les ensembles des graphes de
largeur arborescente au plus k et, respectivement, de largeur linéaire au plus k.

Quelques exemples

On a pour quelques graphes classiques les valeurs suivantes :
twd(Kp,) = pwd(K,,) =m —1,

twd(Py,) = pwd(Pp,) = 1,

twd(T,,) = 1, pwd(T,,) = |n/2] (exercice 0),



Figure 3: Une décomposition arborescente de G. Le graphe G est obtenu par
contraction des arétes en pointillé.



ou K, est le graphe complet a n sommets, P, est le chemin a n — 1 arétes
et n sommets et T, est 'arbre binaire complet de hauteur n — 1, n > 1, dont
lensemble des noeuds est {0, 1,...,2™ — 2}, et les arétes sont les paires (¢,2i+ 1)
et (i,2i +2) pour i =0,...,2" L —2 et n > 2.

On notera G« la grille carrée définie comme le produit cartésien P, X P,,.
Ses sommets sont les couples (i,j) pour 1 <17 < n,1 <j < m et ses arétes
relient (4,7) et (¢/,5') si et seulement si | i —14¢ | + | j — 7 |= 1. Sauf si
n=m=1,ona twd(Gpxm)=pwd(Gnxm)= Min{n,m}. [Bodl].

Si G est un graphe planaire extérieur (voir ce livre, chapitre A) alors twd(G)
< 2.(Exercice 1)

Dans tous ces cas, il n’est pas trés difficile de construire des décompositions
qui établissent les majorations. Il est plus difficile de montrer qu’une décom-
position est optimale. Nous verrons plus loin quelques méthodes pour ce faire
(proposition 2.2.4).

Variantes des définitions

On n’a pas imposé que chaque boite est non vide. Mais toute décomposition
arborescente (7T, f) d’un graphe non vide peut étre transformée en une décom-
position arborescente de ce graphe de méme largeur et dont aucune boite n’est
vide. En effet, si f(n) est vide, si m est un neeud voisin de n, il suffit de fusionner
ces noeuds (en contractant aréte qui les relie, une définition formelle est donnée
plus bas) et en prenant f(m) comme boite associée au nceud résultant de cette
fusion. On vérifie sans peine que I'on obtient une décomposition arborescente
du méme graphe et de méme largeur. On répéte la transformation autant de
fois que nécessaire.

D’autre part, on peut remplacer la condition (2) par la condition :

(2’) Toute aréte de G appartient & au moins un ensemble f(n).

Dans ce cas les graphes G(n) peuvent avoir des arétes en commun. Ils con-
stituent un recouvrement et non plus une partition du graphe G.

On peut également définir une décomposition arborescente (T, f) en deman-
dant que f(n) € X et en remplacant les conditions (2) et (3) par l'unique
condition que toute aréte a ses extréminités dans une méme boite.

Ces variantes, qui peuvent étre utiles pour faciliter certaines constructions ne
modifient pas les notions de largeur arborescente et de largeur linéaire. Sauf in-
dication contraire, les décompositions arborescentes et linéaires seront toujours
conformes & la définition initiale.

Décompositions arborescentes enracinées

Une décomposition arborescente (T, f) d’un graphe G est dite enracinée si
I’arbre T' est muni d’une racine. On en déduit une unique orientation de ’arbre
T telle que tout noeud est accessible depuis la racine par un chemin orienté.
La racine est de degré entrant 0. On notera <7 la relation d’ordre telle que



z <7 y si et seulement si, ou bien x = y, ou bien il existe un chemin orienté de
x ay. Il résulte alors de la condition (4) de la Définition 2.1.1 que pour tout
sommet x de G, il existe un unique noeud de T le plus proche possible de la
racine, donc minimal pour <7 (nous dirons le plus haut dans l’arbre, car nous
dessinons les arbres avec la racine en haut, comme sur la figure 2) dont la boite
associée contient . On dira que ce nceud est le neud d’introduction de x et on
le notera NI(z). (Cette terminologie se référe a une construction du graphe par
laquelle on introduit les sommets des différentes boites parcourues dans ’ordre
d’un tri topologique de Parbre qui débute par la racine.) Avec ces définitions et
notations :

Lemme 2.1.1 : Si deux sommets x et y de G sont adjacents, alors on a
NI(z) <y NI(y) et xz € f(NI(y)) ou l'inverse, en échangeant les roles de x et
y.

On peut avoir NI(xz) = NI(y) et alors, x € f(NI(y)) et y € f(NI(x)).

Preuve : Soit n un neeud dont la boite contient = et y. On an > NI(x)
et n>p NI(y) et donc, NI(x) et NI(y) sont comparables pour < (d’apres les
propriétés des arbres). Si NI(z) <p NI(y) alors NI(y) est sur le chemin dans
T de NI(z) an, et donc z € f(NI(y)) d’apres la condition (4) de la définition
2.1.1. 0O

Un ordre d’élimination de type k pour un graphe simple G est une énuméra-
tion x1, ..., x, de ’ensemble de ses sommets telle que pour tout ¢, ’ensemble des
indices j tels que j < i et ; est adjacent & x; a au plus k éléments. Cet ordre
fournit une construction du graphe par ajouts successifs de x1, ..., x,. Le terme
d’élimination (conservé car il est usuel) fait référence au processus inverse de
suppression des sommets dans l'ordre z,,x,_1,...,21; il permet par exemple
de démontrer une propriété d’un graphe a n sommets en supposant prouvée la
propriété pour les graphes & n — 1 sommets.

Proposition 2.1.1 : Un graphe de largeur arborescente au plus k posséde
un ordre d’élimination de type k.

Preuve : Soit (7, f) une décomposition arborescente d’un graphe G =
(X, E), enracinée et de largeur au plus k. Soit r sa racine et (r = ng, nq, ..., np)
un tri topologique de T' (c’est & dire un ordre total </. qui étend <p). Pour
tout ¢ = 0, ..., p, soit X; 'ensemble des sommets de G' qui sont dans f(n;) mais
dans aucune boite f(n;) pour j < i. C’est I’ensemble des sommets "introduits a
I’étape ¢" si on envisage ng, n1, ..., np comme une suite d’étapes qui ajoutent des
sommets et des arétes. On a X; = NI~1(n;). On choisit une énumération quel-
conque )_(Z de X; et I'on prend la concaténation )?0) )?p comme I’énumération
cherchée de X. Soit z un sommet de G et y un sommet adjacent, situé avant
z (donc z est introduit dans le graphe aprés y). On a NI(y) <p NI(z) et
y € f(NI(z)) (Lemme 2.1.1). Il en résulte que ces sommets y sont en nombre



au plus k puisque f(NI(x)) a au plus k + 1 éléments et contient . On a donc
bien construit un ordre d’élimination de type k. O

Corollaire 2.1.1 : (1) Un graphe de largeur arborescente au plus k est (k+
1)-coloriable. Pour toute décomposition arborescente de ce graphe de largeur
au plus k, on peut choisir une (k + 1)-coloration telle que deux sommets d’une
méme boite sont de couleurs différentes.

(2) Un graphe simple et sans boucle & n sommets et de largeur arborescente
au plus k a au plus nk — k(k — 1)/2 arétes.

Preuve : (1) Soit G = (X, F) un graphe de largeur arborescente au plus
k muni d’un ordre d’élimination z1, ..., x, construit par la Proposition 2.1.1
a partir d’une décomposition (T, f). Le sommet z; est dans la boite racine.
On utilise C = [k + 1] comme ensemble de couleurs. On définit un coloriage
¢ : X — C de la fagon suivante :  c¢(x1) = 1, et pour ¢ > 1, ¢(x;) est la
plus petite couleur qui differe de ¢(y) pour tout sommet y dans f(NI(x;)) qui
précede z;. Il existe toujours dans C une couleur disponible pour définir ¢(x;)
puisque la décomposition donnée est de largeur au plus k et donc que f(N1(x;))
a au plus k+1 éléments. Deux sommets d’une méme boite sont donc de couleurs
différentes. Deux sommets adjacents sont dans une méme boite et sont donc de
couleurs différentes.

(2) Vérification immédiate en utilisant un ordre d’élimination de type k.OJ

Remarques : 1) Le corollaire 2.1.1 ne fournit pas nécessairement des col-
orations optimales. Pour un cycle Cs,, 2-coloriable et de largeur arborescente
2, il fournit une 3-coloration. En utilisant un ordre d’élimination de type 2 et en
définissant pour ¢(z;) la plus petite couleur différente de ¢(y) pour y adjacent a
x; et avant lui, on obtient une 2-coloration de Cs,,, et en général, une coloration
utilisant moins ou autant de couleurs que pour celle construite par la preuve du
corollaire 2.1.1.

2) Toute grille G, x,, posséde un ordre d’élimination de type 2 mais ces grilles
sont de largeur arborescente non bornée.

De trés nombreux travaux comparent la largeur arborescente et la largeur
linéaire a d’autres parameétres tels que la largeur de bande (bandwidth) ou le
"wertex separation number". Citons le résultat suivant qui compare la largeur
arborescente et la largeur linéaire.

Proposition 2.1.2 [BGHK] : Pour tout graphe G :

pwd(G) < (twd(G) + 1).log2(s(G)).



2.2 Passage au sous-graphe

Lorsqu’un graphe est transformé en un autre, ou contient un autre graphe, com-
ment se comparent leurs largeurs arborescentes 7 Nous allons donner quelques
réponses qui fourniront des outils pour obtenir des encadrements et parfois méme
des valeurs exactes pour les largeurs arborescentes de certains types de graphes.

Proposition 2.2.1 : Si H est obtenu a partir de G au moyen d’ajouts et/ou
de suppressions de boucles et/ou d’arétes doubles, alors twd(H) = twd(G) et
pwd(H) = pwd(G).

Preuve : Il suffit de montrer que la largeur arborescente est invariante par
ajout d’une boucle ou doublage d’un aréte existant.

Si H est obtenu a partir de G en ajoutant une boucle incidente a un sommet
x (respectivement en doublant une aréte e : x —y ) et si (T, f) est une décompo-
sition arborescente de G on obtient une décomposition de H en ajoutant cette
boucle & une boite qui contient x (respectivement, en ajoutant la nouvelle aréte
4 une boite qui contient = et y. On transforme une décomposition arborescente
de H en une de G en supprimant la boucle ou l'aréte en question. Dans les deux
cas, les décompositions optimales de G et H ont mémes largeurs.[]

Il en résulte que ’étude de la largeur arborescente peut se concentrer sur les
graphes simples, c’est & dire sans boucle ni aréte multiple.

Proposition 2.2.2 : (1) Si H est un sous-graphe de G alors twd(H) <
twd(G) et pwd(H) < pwd(G).

(2) Si H est obtenu en supprimant de G une aréte e, ou bien un sommet
x et toutes les arétes incidentes, alors twd(H) < twd(G) < twd(H) + 1 et
pwd(H) < pwd(G) < pwd(H) + 1.

Preuve : (1) On construit a partir d’une décomposition (7', f) de G une dé-
composition de H en supprimant des ensembles f(n) des arétes et des sommets.
La largeur de la décomposition ne peut que diminuer.

(2) Inversement, soit & construire une décomposition (T, g) de G a partir
d’une décomposition (T,h) de H : soit y un sommet de 'aréte e ou bien le
sommet z. On obtient g en ajoutant y a chaque boite de (T, h), ainsi que, dans
les boites appropriées, I'aréte e ou les arétes incidentes a . [J

Composantes biconnexes
La notion de composante biconnexe est vue dans le chapitre B de ce livre. Si
un graphe est connexe, on peut définir un arbre dont les nceuds correspondent &

ses composantes biconnexes et dont toute aréte A — B correspond & un sommet
commun aux composantes A et B. On dira que cet arbre est un arbre des

10



composantes biconnezes de G. Cet arbre n’est pas défini de maniére unique. Par
exemple, si G est la réunion de 3 composantes biconnexes A, B,C qui ont un
sommet en commun, on peut prendre comme arbre : A— B—CouB—-A—-C
ouA—C - B.

Proposition 2.2.3 : La largeur arborescente d’un graphe est le maximum
des largeurs arborescentes de ses composantes biconnexes.

Preuve : Soit G un graphe. Puisque toute composante biconnexe C' est un
sous-graphe, on a twd(C) < twd(G) et donc le maximum des twd(C) est au
plus twd(G).

Pour démontrer 'inverse considérons les composantes biconnexes C1, ..., C,
et pour chacune d’elles, une décomposition arborescente optimale (T3, f;). Nous
allons les regrouper en une décomposition arborescente de G. On suppose
d’abord G connexe. Soit U un arbre des composantes biconnexes de G.

On prend 'union disjointe des arbres T; (c’est a dire que certains des arbres
T; sont remplacés si besoin par des copies isomorphes disjointes de toutes les
autres). A chaque aréte C; — C; de U correspond un sommet = de G. Soit u
un noeud de T; et v un noeud de 7 tels que z € fi(u) et © € f;(v). On crée
une aréte entre u et v. En faisant ainsi pour chaque aréte de U on obtient
un arbre 7" dont chaque T; est un sous-arbre. On prend comme fonction f le
prolongement commun des fonctions f;. Les conditions (1)-(3) de la définition
2.2.1 sont clairement vérifiées. Pour vérifier la condition (4) on observe que
lorsqu’un sommet = est commun & plusieurs composantes C;, I’ensemble des
arétes C; — C; de U auxquelles il correspond forme un sous-arbre de U. D’autre
part, dans chaque T; ’ensemble A; des nceuds n tels que = € f;(n) est connexe.
L’union de ces ensembles A; forme donc dans 7' un unique ensemble connexe.
O

La proposition qui suit permettra de minorer les largeurs arborescentes de
certains graphes. Si Y et Z sont deux ensembles disjoints de sommets, on
désigne par Y ® Z le graphe biparti complet formé de toutes les arétes entre Y
et Z.

Proposition 2.2.4 : Soit (T, f) une décomposition arborescente d’un graphe
G=(X,E).

(1) Si Y est une partie de X qui induit un sous-graphe complet, il existe un
neeud n de T tel que Y C f(n) .

(2) SiY et Z sont deux parties disjointes de X telles Y ® Z est un sous-graphe
de G, alors il existe un nceud n de T' tel que Y C f(n) ou Z C f(n).

(3) Pour tous m,n, twd(K,,) = m — 1, et twd(K,,m) = Min{n,m}, et, si
n >3, twd(Cy) = 2.

Preuve : (1) On rappelle (chapitre C, et exercice 3) que les parties connexes
de ensemble des nceuds d’'un arbre satisfont la propriété de Helly :

11



Si Ay, ..., Ay, sont des ensembles deux & deux d’intersection non vide, il existe
un élément commun & tous ces ensembles.

Donc si (T, f) est une décomposition arborescente d'un graphe G = (X, E)
et siY = {y1,...,ym} C X induit un sous-graphe complet, alors les ensembles
A; des neeuds p tels que y; € f(p) sont connexes et deux & deux d’intersection
non vide d’apres les clauses (3) et (4) de la définition 2.1.1. Donc il existe un
neeud n, commun & tous les A; et donc Y C f(n) .

(2) Supposons que Y = {y1,...,ym} C X et que y; et y2 ne sont pas dans
une méme boite. Les ensembles A; et Ay définis comme ci-dessus sont disjoints.
Il existe un unique nceud n; dans A; et un unique nceud nsy dans A, a distance
minimale 'un de autre dans ’arbre T'. Soit z quelconque dans Z. 1l existe my
dans A; et my dans A, tels que f(my) et f(ms) contiennent respectivement les
arétes y; — z et yo — z et donc contiennent z. Il en résulte que z appartient &
toute boite f(p) pour tout noeud p de I'unique chemin dans T' de m; a mgy. Or
ce chemin contient le chemin de n; & ny. Ainsi Z est contenu dans f(p) pour
tout p du chemin de n; a ns.

Donc si Z n’est pas contenu dans une boite, cela veut dire que tout couple
d’éléments de Y est contenu dans une méme boite. Il en résulte que Y est
contenu dans une méme boite, en utilisant la propriété de Helly, comme pour
prouver l'assertion (1).

(3) On a twd(K,,) > m — 1 d’apres (1) et donc l'égalité. L’assertion (2)
donne twd(K,, ) > Min{n,m} — 1. Mais il n’est pas difficile de voir que
K41 est mineur de K, ,,, si n < m (la notion de mineur est définie dans la
section suivante). On en déduit, avec la Proposition 2.3.2 que twd(K, ) >
twd(Kafin{n,my+1) = Min{n,m}. On a twd(K, n) = Min{n,m}. De méme,
K3 est mineur de C,, si n > 3. On en déduit que twd(C,) =2. O

Les notions de décomposition et de largeur arborescentes s’étendent de fagon
trés naturelle aux hypergraphes : les hyperarétes qui généralisent les arétes sont
des ensembles de sommets de taille non limitée & 2. Il suffit de remplacer
la condition (3) de la Définition 2.1.1 par la condition qui impose que si une
hyperaréte est dans une boite, alors tous ses sommets le sont aussi. D’autre
part, on peut associer a un hypergraphe H un graphe K(H) qui a les mémes
sommets et une aréte entre deux sommets si et seulement si ces deux sommets
appartiennent a une méme hyperaréte. Il résulte de la Proposition 2.2.4(1) que
H et K(H) ont les mémes décompositions arborescentes et donc la méme largeur
arborescente.

Certaines opérations sur les graphes sont difficilement compatibles avec la
largeur arborescente. Notons s(G) le nombre de sommets d’un graphe G, et
Diam(G) son diameétre, défini comme la longueur maximum d’un chemin induit.
Pour deux graphes disjoints G et H, on note G ® H leur union augmentée de
toutes les arétes reliant un sommet de G et un sommet de H. Des propositions
2.2.2 et 2.2.4(3) il résulte que (voir aussi 'exercice 1) :

Min{s(G),s(H)} < twd(G ® H) < Min{s(G) + twd(H), s(H) + twd(G)}.
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graphe G x H dont X x Y est ensemble des sommets et ou (x (u,v) si
et seulement si z = u et y — v (dans H) ou bien y = v et x — u (dans G). Amm
Gnxm =P X Pp,. On a donc (exercice 1) :

Le produit cartésien de deux graphes G = (X, A) et H = (Y, B) est le
Y) =
ns

Min{Diam(G) + 1, Diam(H) + 1} < twd(G x H) <
Min{(s(G) + 1).twd(H), (s(H) + 1).twd(G)}.

Pour des majorations fines, on consultera [Dje]. Ainsi, on ne peut pas ma-
jorer la largeur arborescente de G ® H ni celle de G x H en fonction des seules
largeurs arborescentes de G et de H. On a observé une situation contraire pour
les composantes biconnexes.

2.3 Mineurs

L’étude des mineurs des graphes est I'une des origines et des motivations de la
notion de décomposition arborescente. Nous allons examiner les liens entre ces
différentes notions.

Définition 2.3.1 : Mineurs d’un graphe

On définit d’abord la notion de graphe quotient. Soit G = (X, E) un graphe
et = une relation d’équivalence sur X. Le graphe quotient G/ = est défini
comme le graphe (X/ =, F) avec une relation d’incidence telle que si l'on a
e :x —y dans G (ce qui veut dire "laréte e relie les sommets z et y") alors

e: [z]x — [y]x dans G/ .

Soit G = (X, E) un graphe et F C E. Le graphe obtenu par contraction des
arétes de F est le graphe G\ F = H/ =~ ou H = (X, E— F) et = est la relation
d’équivalence sur X définie par x = y si et seulement si x = y ou il existe un
chemin de = & y dont toutes les arétes sont dans F. Cette opération peut créer
des boucles et des arétes doubles. Contracter un aréte de C3 donne Cy formé
d’une paire d’arétes doubles, et contracter une aréte de Cy fournit une boucle.

On dit que H est un mineur de G si H est isomorphe & G’ \ F’ ot G’ est un
sous-graphe (sous-graphe partiel? cf Terminologie chapitre D) de G et F’ un
ensemble d’arétes de G’. On note cela H < G. Siun graphe G est obtenu & partir
de H en subdivisant certaines de ses arétes et en ajoutant d’autres sommets et
arétes, alors H < G. (Voir le chapitre qui présente le Thm de Kuratowski). On
notera ~ isomorphisme des graphes et [G]~ la classe d’isomorphie de G.

Proposition 2.3.1 : La relation de mineur est un préordre. La relation
d’équivalence associée est 'isomorphisme des graphes.

Preuve : 1l est clair que la relation < est réflexive. Elle est aussi transitive,

mais ce n’est pas immédiat d’apres la définition. (Voir Pexercice 4.) C’est donc
un préordre.
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Afin de montrer la seconde assertion définissons comme taille d’un graphe la
somme du nombre de ses arétes et du nombre de ses sommets.

Si H <4 G, la taille de H est inférieure ou égale a celle de G. Si de plus
G < H, les graphes G et H sont de méme taille. D’aprés la définition 2.3.1,
en prenant H = G’ \ F’, G’ sous-graphe partiel de G, on ne peut avoir égalité
des tailles de H et G que si F’ est vide et G’ = G. Mais alors H ~ (G. Donc
H < G < H implique que G et H sont isomorphes. La relation d’équivalence
associée au préordre < est I'isomorphisme des graphes. (Ceci est faux pour les
graphes infinis). O

La notion de mineur fournit une caractérisation combinatoire de la pla-
narité des graphes. Le Théoréme de Kuratowski (dans une formulation voisine
due & Wagner) montre qu’un graphe est planaire si et seulement si il ne con-
tient comme mineur ni K5 ni K33, qui sont tous deux non planaires (Voir le
CHAPITRE CONCERNE). Une direction de la preuve est facile : & partir d’un
dessin planaire de GG, on peut construire par suppressions et par "contractions
progressives" d’arétes (on laissera le lecteur formaliser cette derniére notion)
un dessin planaire d’un mineur donné de G. Comme les graphes K5 et K33
ne sont pas planaires, un graphe planaire ne peut contenir aucun d’entre eux
comme mineur. La réciproque est plus difficile.

Parmi les graphes non planaires, les graphes K5 et K3 3 sont minimaux pour
la relation <. On dit que ce sont les obstructions a la propriété de planarité.

Ce théoréme se généralise aux graphes représentables sur des surfaces telles
que le tore et le plan projectif. L’ensemble des obstructions a la représentabilité
sur le tore est fini mais la liste n’est pas connue exactement. Elle comporte au
moins 2200 graphes. Dans le cas du plan projectif, les obstructions sont connues,
il y en a 35. Le lecteur consultera le livre de Mohar et Thomassen [MT]. Dans
un article non encore publié, P. Seymour [Sey] donne pour chaque surface une
majoration de la taille des obstructions associées.

La problématique des caractérisations de familles de graphes par mineurs
interdits peut étre présentée de la fagon suivante. Une famille de graphes F (ou
de maniére équivalente, une propriété de graphes P, mais nous formulerons les
définitions en termes de familles) est préservée par minoration si tout mineur
d’un graphe de F est dans F. Si F est une famille de graphes préservée par iso-
morphisme et par minoration, on définit 'ensemble Obst(F) de ses obstructions
par :

Obst(F) ={[G]~ | G ¢ F et pour tout H, si H < G alors H € F}.

On note H <« G si H < G et H n’est pas isomorphe a G et on dit que H
est un mineur propre de G. Alors la famille F est caractérisée en termes de ses
obstructions par :

F = {G | pour tout graphe H I G, [H]~ ¢ Obst(F)}.

Le résultat majeur de cette théorie est le Théoréme des Mineurs de Graphes
de Roberston et Seymour (Graph Minor Theorem) qui dit que dans un ensem-
ble infini de graphes, il en existe toujours deux comparables pour le préordre <
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([RS-GM20]). Il en résulte que 'ensemble Obst(F) est toujours fini. C’est un ré-
sultat important sur la structure des graphes, qui a des conséquences également
importantes en termes de complexité. Pour tout graphe simple G d’ordre n, on
peut vérifier en temps O(n?) si un graphe fixé H est isomorphe & un mineur
de ce graphe ([RS-GM13]). 1l en résulte que toute famille F préservée par
isomorphisme et minoration posséde un algorithme d’appartenance en O(n?).

Remarque : Si £ est un ensemble de graphes, fini ou infini et F = {G |
aucun graphe H < G n’est isomorphe & un graphe de £}, on vérifie sans peine
en utilisant les définitions que Obst(F) est I’ensemble

{|[G]~ | G € &€ et aucun mineur propre de G n’est isomorphe a un graphe de £}.

En termes intuitifs, Obst(F) est '’ensemble fini des élément minimaux a
isomorphisme prés de £ pour la minoration.

Nous allons maintenant examiner le comportement des notions de largeur
arborescente et de largeur linéaire lors du passage d’un graphe & l'un de ses
mineurs.

Proposition 2.3.2 : (1) Si H est un mineur de G alors twd(H) < twd(G)
et pwd(H) < pwd(G).

(2) Si H est obtenu en contractant une aréte de G alors twd(H) < twd(G) <
twd(H) 4+ 1 et pwd(H) < pwd(G) < pwd(H) + 1.

Preuve: (1) Avec la Proposition 2.2.2 et la transitivité de la relation de
mineur, il suffit d’examiner le cas ot H est obtenu par contraction d’une aréte
e. On construit & partir d’'une décomposition (T, g) de G une décomposition
(T, h) de H en supprimant e de la boite ou elle figure et en remplagant chaque
sommet de g(n) par son image dans H (sa classe pour I’équivalence associée a
la contraction de e).

Veérifions la condition (4) pour le sommet z issu de la contraction de e.
L’ensemble des nceuds n de T tels que = € h(n) est la réunion de deux sous-
arbres de T' qui ont en commun au moins le noeud m tel que g(m) contient
e ; il est donc connexe. Les autres conditions sont évidentes. La largeur de la
décomposition ne peut que diminuer.

(2) Inversement, soit a construire une décomposition (T, g) de G a partir
d’une décomposition (T,h) de H = G\ e ot e : z —y. On considére que la
contraction de e supprime y et redirige vers x les arétes incidentes & y. On
obtient g en ajoutant y & chaque boite de (T, h). On place les arétes de G
incidentes & x et/ou a y dans les boites appropriées, de maniére a satisfaire les
conditions (2) et (3) de la définition 2.1.1. O

Les familles TWD(< k) et PWD(< k) sont préservées par isomorphisme

et par minoration. La famille TWD(< k) est donc caractérisée par des ob-
structions en nombre fini. Mais elles ne sont connues que dans trois cas. Ainsi
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Obst(TWD(L 1)) = {K3}, Obst(TWD(<L 2)) = {K4}. Ces deux familles conti-
ennent respectivement les arbres et les graphes séries-paralléles dont nous par-
lerons plus loin. Enfin Obst(TW D(< 3)) est constitué de K5 et de 3 graphes a
6,8 et 10 sommets pour k = 3 (Voir [Bod1]).

On peut néanmoins en dire un peu plus sur les obstructions de TW D(<
k). On a mentionné que twd(Ggxr) = k. Il en résulte quun graphe H dans
TWD(< k) n’a pas Gg41)x(k+1) Pour mineur. Donc G'(j11)x (k+1) ou l'un de
ses mineurs, nécessairement planaire, fait partie des obstructions de TW D(< k).
Les obstructions de TW D(< k) comportent donc au moins un graphe planaire.

Il est clair que twd(H) > n n’implique pas G x, < H : il suffit de considérer
H = K,41. Par contre twd(H) > 29n” implique G, x, < H. 1l s’agit d'un
résultat difficile dont plusieurs preuves ont été publiées. Du fait que tout graphe
planaire est mineur d’une grille G,,x,, pour n assez grand (exercice 4), il résulte
que si une famille de graphes est telle qu'un graphe planaire P n’est un mineur
d’aucun de ses graphes, alors elle est de largeur arborescente bornée. En effet
si P est un graphe planaire simple et sans boucle et H est un graphe qui ne
contient pas P comme mineur, alors twd(H) < 202(2s(P)+4e(P)” o 5(P) est le
nombre de sommets de P, et e(P) son nombre d’arétes ([RST]).

Des résultats similaires s’appliquent aux familles PW D(< k) qui sont fer-
meées par isomorphisme et par minoration. Les arbres sont de largeur linéaire
non bornée (voir Section 2.1). Réciproquement, si un graphe H ne contient pas
comme mineur une forét F' (union disjointe d’arbres) telle que s(F') > 3 alors
pwd(H) < s(F) — 2 et cette borne est optimale (une preuve due a R. Diestel
est donnée dans [DF]).

L’utilisation de ces résultats pour la construction d’algorithmes suppose que
I'on connaisse les ensembles Obst(F) pour les classes F considérées. Or la preuve
du Théoréme des Mineurs de Graphes ne fournit aucune méthode permettant
cette construction.

Pour les classes PWD(< k) et TWD(< k) cette construction est théorique-
ment possible. En effet les graphes de Obst(PW D(< k)) et de Obst(TW D(< k))
ont respectivement, au plus 20k"  arétes et au plus exp(2,bk®) arétes avec
exp(l,n) = 2" et exp(i + 1,n) = 2°°P(:n) ([Lag]). 1l existe donc des "algo-
rithmes" qui & tout entier k associent les ensembles finis de graphes Obst(PW D(<
k)) et Obst(TW D(< k)). Ils consistent & énumeérer tous les graphes sans som-
mets isolés dont les nombres d’arétes sont au plus les valeurs ci-dessus, et a tester
pour chacun d’eux s’il appartient & Obst(PW D(< k)) ou a Obst(TW D(<L k)),
ce qui est possible en utilisant les définitions. Ces procédures sont des preuves
de calculabilité et non des algorithmes implémentables.

Pour les obstructions des familles de graphes dessinables sans croisement
d’arétes sur les surfaces on dispose grace au résultat de P. Seymour [Sey] d’un
résultat semblable de calculabilité théorique.

D’autre part, les ensembles d’obstructions sont en général trés grands. Ainsi
I'ensemble Obst(PW D(< k)) contient plus de (k!)? arbres et ces arbres ont tous
(5.3% — 1)/2 sommets ([TUK]).
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2.4 Decompositions particuliéres et algorithmes

Un graphe triangulé (chordal graph) est un graphe non orienté, simple, connexe
tel que tout cycle de longueur au moins 4 a une corde (donc sans cycle induit
C,, pour n > 3). Ce sont aussi les graphes simples et connexes qui ont une
décomposition arborescente dont chaque boite induit une clique.

Ces graphes ont d’autres caractérisations : un graphe est triangulé si et
seulement si c’est le graphe des intersections des éléments d’un ensemble de
sous-graphes connexes d’un arbre. Un graphe est triangulé si et seulement si il
posséde un ordre d’élimination qui est parfait, c’est & dire une indexation des
sommets : z1,%3,..., T, telle que les sommets x; pour j < ¢, adjacents & un
sommet z; induisent une clique.

Pour tout G triangulé, on a twd(G) = k(G) — 1 ou k(G) est 'ordre (nombre
de sommets) maximum d’une clique.

Un k-arbre (k-tree) est un graphe triangulé dont toutes les cliques maximales
pour linclusion sont d’ordre k + 1. Ces graphes peuvent étre construits récur-
sivement de la fagon suivante : le k-arbre minimal est Kj1, il a £+ 1 sommets.
On définit un k-arbre a n sommets en ajoutant & un k-arbre G & n — 1 sommets
un sommet supplémentaire et k arétes reliant ce sommet aux sommets d’une
k-clique de G. Voir [Bod1]. Tout k-arbre posséde un ordre d’élimination de type
k (cf. la section 2.1) qui est parfait.

Un k-arbre partiel (partial k-tree) est un sous-graphe (partiel ?? ¢f CHAPITRE
?7?7) d’un k-arbre.

Proposition 2.4.1 : (1) Pour un graphe simple G, twd(G) = k, on k+1 est
la valeur minimum de x(H) pour un graphe triangulé H qui contient G comme
sous-graphe partiel.

(2) Pour un graphe simple G, twd(G) = k, ou k est le minimum tel qu’il
existe un k-arbre H qui contient G comme sous-graphe partiel. Donc twd(G) < k
si et seulement si G est un k-arbre partiel.

Le terme de largeur arborescente s’est imposé. La définition correspondante
a Pavantage sur celle de k-arbre partiel de ne pas concerner que les graphes
simples et de s’étendre sans peine aux hypergraphes.

Preuve : (1) Conséquence immédiate des définitions.

(2) En ajoutant si besoin des boites intermédiares et des sommets dans
les boites, on peut toujours transformer une décomposition arborescente d’un
graphe G de largeur k en une décomposition arborescente du méme graphe dont
toute boite a k + 1 sommets et telle que deux boites voisines ont en commun
exactement k sommets. On ajoute alors des arétes pour que chaque boite induise
une clique et ’on obtient ainsi un k-arbre H dont G est un sous-graphe. [

Décompositions arborescentes soumises a des conditions supplé-
mentaires
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Il peut étre utile d’imposer des conditions supplémentaires aux décomposi-
tions arborescentes pour certaines applications algorithmiques, quitte & perdre
loptimalité. On peut considérer que les décompositions linéaires entrent dans
ce cadre. La proposition suivante regroupe quelques résultats a ce sujet.

Proposition 2.4.2 : 1) Tout arbre a n nceuds posséde une décomposition
arborescente de largeur 2 dont larbre est de diameétre au plus 3.log(n) ; tout
graphe a n sommets posséde une décomposition arborescente de largeur au plus
3.twd(G) + 2 dont 'arbre est de diameétre au plus O(log(n)).

2) Tout graphe G a une décomposition arborescente connexe de largeur au
plus twd(G).

3) Tout graphe G a une décomposition arborescente mengerienne de largeur
au plus twd(G).

4) 1l existe une fonction f telle que tout graphe G a une décomposition
arborescente de type "domino" de largeur au plus f(twd(G),deg(G)) ou deg(G)
désigne le degré maximum de G.

Références : 1) Voir [BodHag] et [CouVan]|. 2) Voir Fraignaud [Fra] ; une
décomposition (T, f) est connexe si pour tous noeuds u et v adjacents dans
T, le sous-graphe de G induit par les sommets des boites de T associées aux
noeuds accessibles a partir de w par un chemin qui évite v est connexe. 3)
Pour la définition trés technique de la notion de décomposition arborescente
mengerienne, qui concerne les chemins disjoints comme dans le Théoréme de
Menger, et la preuve du résultat di & R. Thomas, le lecteur consultera [DF]. 4)
Voir [Bodl] pour ce résultat dit & Bodlaender et Engelfriet ; une décomposition
est de type "domino” si aucun sommet n’appartient a plus de 2 boites. Il n’est
pas possible de remplacer f par une fonction qui ne dépend que de twd(G).

Les applications algorithmiques que nous exposerons plus loin nécessitent
que les graphes considérés soient fournis avec des décompositions arborescentes
de largeur la plus petite possible. La construction de telles décompositions est
donc un élément important. La proposition qui suit ne comporte que quelques
résultats parmi beaucoup d’autres.

Proposition 2.4.3 : 1) Les problémes consistant & décider si un couple
donné (G, k) vérifie twd(G) < k ou pwd(G) < k sont NP-complets.

2) Le probleme consistant a décider si un couple donné (G, k) vérifie twd(G) <
k est polynomial si G est de I'un des types suivants : un graphe triangulé ou
son complément, un cographe, un graphe d’intervalles (interval graph) ou un
graphe d’intersection des cordes d’un cercle (circle graph).

3) Pour chaque k, les problémes consistant & décider si un graphe simple
donné G vérifie twd(G) < k ou pwd(G) < k sont linéaires en le nombre de
sommets de G.

4) Pour chaque k il existe un algorithme en O(s(G).log(s(G))) qui, pour un
graphe simple donné G ou bien répond que twd(G) > k, ou bien produit une
décomposition arborescente de largeur au plus 3k + 2.
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5) 1l existe un algorithme polynomial qui, pour tout graphe G, construit une
décomposition arborescente de ce graphe de largeur O(twd(G).log(twd(G))).

Preuve : Pour les références précises on consultera [Bod2]. Pour les graphes
triangulés et les graphes d’intersection des cordes d’un cercle, le probléme pwd(G)
< k est NP-complet. Le résultat 3) est dit & Bodlaender [Bod4]. Le cas de
la largeur arborescente est exposé dans [DF]. La complexité est de Pordre de
$(G).232%" et cet algorithme n’est pas concrétement implémentable. Le résultat
4) est dit & B. Reed. Contrairement au précédent, I’algorithme est effectivement
implantable. Si le graphe G considéré a une largeur arborescente comprise ente
k et 3k + 2, 'algorithme peut donner I'une ou l'autre des deux réponses. Le
résultat 5) est du & Bouchitté et al. [BKMT]. L’algorithme est polynomial mais
pas concrétement implantable, et la décomposition arborescente construite est
de largeur au plus twd(G) (560 + 80.logz(twd(G))). O

Bodlaender et Kloks [BK] montrent que pour chaque k, il existe un algo-
rithme polynomial qui pour un graphe donné de largeur arborescente au plus
k calcule la largeur linéaire de ce graphe et fournit une décomposition linéaire
optimale de ce graphe. Bodlaender passe en revue dans [Bod3] les résultats algo-
rithmiques relatifs aux décompositions arborescentes et discute leurs possibilités
réelles d’implantation. On ne sait pas si le calcul de la largeur arborescente d’un
graphe planaire peut se faire en temps polynomial.

3 Expressions algébriques et grammaires

Cette section introduit des expressions algébriques (ou termes au sens de la
théorie des systémes de réécriture) qui dénotent les graphes de largeur arbores-
cente au plus k. Cette démarche offre plusieurs avantages : on peut ainsi
représenter linéairement et sans ambiguité les graphes autrement qu’en listant
les sommets et les arétes ; cette représentation est structurée en ce sens que
la syntaxe reflete la structuration des graphes en termes de composition (par
recollements) de graphes de base en nombre fini ; elle permet des preuves et
des calculs par induction sur la structure des termes ; elle permet de définir des
grammaires de graphes en évitant complétement les complications techniques
lices aux réécritures de graphes.

3.1 Ecriture algébrique des décompositions arborescentes

Définition 3.1.1 : Graphes avec sources
On considére des graphes qui peuvent avoir des boucles et des arétes mul-

tiples. Pour simplifier la présentation, on ne considérera que des graphes non-
orientés. La généralisation aux graphes orientés sera immeédiate.
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Afin de distinguer certains sommets, on utilisera un ensemble dénombrable
C d’étiquettes. Un graphe avec sources est un couple G constitué d’un graphe
(X, A) et d’une bijection srcg : C — S ou C est une partie finie de C et .S une
partie de X. Les sommets de S sont les sources de G. Le nom d’une source s
est Pétiquette c telle que srcg(c) = s. On dira encore que s est la c-source de
G. L’ensemble C noté 7(G) est le type de G. Un graphe dont le type est vide
est un graphe sans sources.

Un isomorphisme de graphes avec sources doit préserver les noms des sources
de maniére évidente. Un sous-graphe H d’un graphe avec sources G a comme
sources les sommets qui sont des sources de G, et leurs noms sont les mémes
dans H et dans G. Ainsi 7(H) C 7(QG).

On appellera graphe abstrait avec sources une classe d’isomorphisme d’un
graphe avec sources. La distinction entre graphe abstrait et graphe concret, qui
alourdit certains énoncés est nécessaire car les expressions algébriques que nous
allons définir vont définir des graphes abstraits.

On désigne par G 'ensemble des graphes abstraits avec sources, et par Go
le sous-ensemble de ceux qui sont de type C.

Définition 3.1.2 : Décomposition et composition paralléles des
graphes avec sources.

Soit G un graphe avec sources. On écrit G = H//K si H et K sont des sous-
graphes de G tels que : H et K n’ont pas d’aréte en commun, G est I'union de
H et de K et les sommets communs & H et & K sont des sources de G (et donc
aussi de H et K, avec les mémes étiquettes car H et K sont des sous-graphes
de G). 1l en résulte que :

7(G) = 7(H) UT(K) (1)

et que les sommets communs & H et & K sont les c-sources pour ¢ dans
7(H)N7(K). On dit que G est la composition paralléle de H et de K.

Nous venons de définir un opérateur de décomposition d’un graphe en deux
sous-graphes sans arétes communes. On va généraliser cette notion et faire de //
un opérateur de composition paralléle qui s’applique & tout couple de graphes.

Si H et K sont des graphes avec sources non nécessairement disjoints, on
construit G = H//K en définissant H' et K', copies disjointes de H et K
respectivement et en "recollant" H’ et K’ en identifiant leurs sources de mémes
noms. Formellement, on définit G comme le quotient du graphe H’ U K’ par
la relation d’équivalence z ~ y <= = = y ou {z,y} = {srcy/(c),srck(c)}
pour quelque c. Le graphe G n’est défini qu’a isomorphisme preés, car les copies
disjointes H' et K’ sont quelconques. Si lon veut étre trés précis, on peut
prendre H' = (X x {1}, A x {1}) avec les incidences évidentes pour H = (X, A)
(c’est a dire (e, 1) : (x,1) — (y,1) dans H' si et seulement si e : z —y dans H)
et de méme K’ = (Y x {2}, B x {2}) si K = (Y, B). Un graphe abstrait est la
classe d’équivalence d’'un graphe pour 'isomorphisme. On parlera d’un graphe
concret pour insister sur le fait que ses ensembles de sommets et d’arétes (ou
d’arcs) sont des ensembles précisés.
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Une écriture de la forme G = H//K peut étre lue de deux maniéres : ou bien
G est un graphe concret décomposé en H et K, ou bien G est un graphe abstrait,
composition paralléle de deux graphes H et K, concrets ou abstraits. Plutot
que d’alourdir les notations en distinguant formellement un graphe concret et
le graphe abstrait correspondant, on utilisera une seule notation et le contexte
levera les ambiguités éventuelles. L’écriture H//H n’a qu’une lecture possible,
celle qui considére // comme un opérateur de composition sauf si H ne comporte
que des sources et aucun arc ou aréte auquel cas, H = H//H.

On peut voir opération // comme une généralisation aux graphes de la
concaténation des mots. Cette opération est commutative, ce qui n’est pas le
cas de la concaténation.

Définition 3.1.3 : Opérations de manipulation des sources

On écrit G = fg 4 (H) si G est le méme graphe que H avec une fonction srcg
qui est la restriction de srcy & 'ensemble 7(H) — A, ou A est une partie finie
de C. On a donc :

T(fga(H)) = 7(H) — A. (2)

Cette opération est nommée oubli de sources car les a-sources (pour a dans
A) sont "oubliées" en tant que sources mais les sommets correspondants exis-
tent toujours comme sommets "ordinaires". La notation fg fait référence aux
foncteurs d’oubli (forgetful functors) en théorie des catégories. On notera fg,
Popération fge,,. Si 7(H)NA =2 alors fg,(H)=H.

On écrit G =reny(H) si G est le méme graphe que H avec srcg = srcy o
h~! o1l h est une bijection : A — A, A est une partie finie de C, et h est étendue
en l'identité en dehors de A. Sil’on impose que h définit une permutation sans
point fixe de A, alors A est associé¢ a h de maniére unique et cette condition
minimise la taille de 'ensemble A qui sert & définir h. On a de toutes maniéres :

7(reny,(H)) = h(7(H)). (3)

Cette opération est un renommage de sources car la a-source de H devient
la h(a)-source de G. Pour faciliter 'écriture, on notera reng. ., (ou indif-
féeremment reny. ) Vopération reny lorsque h(a) = b, h(b) = a et h(c) = ¢
pour ¢ # a, b.

Les opérations fg 4 et ren;, forment un ensemble dénombrable car elles sont
spécifiées par des sous-ensembles finis A de I’ensemble dénombrable C, ou par
des permutations de parties finies de C. D’autre part, elles s’appliquent & tous
les graphes avec sources, quelques soient leurs types. Les opérations d’oubli
et de renommage de sources s’appliquent aux graphes concrets et donc aussi
aux graphes abstraits, car si G et H sont deux graphes isomorphes, fg ,(G) et
fg 4 (H) sont isomorphes, aussi bien que reny(G) et reny (H).

Pour construire des graphes au moyen de ces opérations, on utilisera les con-
stantes suivantes : a, a®*®, ab qui désignent respectivement un sommet isolé qui
est une a-source, un sommet avec une boucle qui est une a-source, et une aréte
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dont les extrémités sont une a-source et une b-source, ceci pour tous a,b avec
b # a dans C. Ces constantes désignent les graphes abstraits correspondants, de
types respectifs {a}, {a} et {a,b}.

Les définitions présentées ici simplifient la présentation de [Cou97] en ce
qu'elles évitent d’utiliser des F-algébres o plusieurs sortes d’objets ([CouB]).
Cette simplification est due au fait que G//H, fg,(H) et ren,(H) sont bien
définis quelques soient les types de G et de H. Des définitions proches sont
utilisées par Engelfriet [Eng].

L’opération // est associative et commutative. On utilisera donc la nota-
tion infixée sans parentheéses. Autrement dit, on considérera que G//(H//K),
(G//H)//K et (G//K)//H sont le méme terme que l'on notera aussi bien
G//H//K que G//K//H. D’autre part, toute opération ren, peut s’écrire
comme une composition finie d’opérations du type reng. ..

On notera F ’ensemble de ces constantes et de ces opérations et, pour tout
C fini, C' C C, on notera F¢ son sous-ensemble fini défini comme :

{//,fg4,reny, a,a* ab | AC C,a,b € C, h est
une permutation de C qui est I'identité en dehors de C'}

On définit ainsi sur G une structure de F-algébre pour une signature fonc-
tionnelle dénombrable F. Si l'on se restreint aux graphes avec sources de types
inclus dans un ensemble fini C, on n’utilise plus qu’un nombre fini d’opérations,
mais cet ensemble fini ne peut pas engendrer tous les graphes finis ainsi qu’il
résulte du Théoréme 3.1.1 ci-dessous.

On notera T'(F) l'ensemble des termes (finis), écrits avec les symboles de
F, et bien formés, c’est a dire qui respectent les arités. Tout terme de T'(F)
appartient de fait & un ensemble T'(F¢) ou C est fini. Les termes de T'(F¢) ne
peuvent définir que des graphes de type contenu dans C'. Un terme ¢t dans T'(F)
a pour valeur un graphe abstrait que ’on notera val(t). Ce graphe abstrait peut
étre défini comme la classe d’isomorphisme d’un graphe concret G(t) construit
au moyen des occurrences dans ¢ des symboles de constantes. Ces occurrences
servent a définir les sommets et les arétes (ou les arcs) de G(t). Cette construc-
tion fait 'objet de l’exercice 5. Le type du graphe G(t), donc de val(t), peut
étre déterminé & partir du terme ¢ en utilisant les régles de typage (1), (2) et
(3) indiquées plus haut.

Au moyen de ces opérations, on peut en définir d’autres appelées opéra-
tions dérivées (derived operations), analogues a des "macros", qui permettront
d’écrire des expressions plus concises et plus lisibles. Par exemple, la compo-
sition en série des graphes a deux sources d’étiquettes 1 et 2 peut se définir
ainsi :

G e H = fgs(reny.,3(G)//reny3(H))
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pour G et H de type {1,2}. Dans la mesure ou la composition en série n’est
définie que pour des graphes G et H de type {1,2}, elle peut aussi étre définie
par G e H = fg,(rens.,4(G)//ren;,4(H)). Notons que le graphe G o H est
bien défini pour tous graphes avec sources G et H.

Une opération dérivée d’arité n est définie par un terme dans T'(F, {x1, ..., zp }).
Une opération dérivée est dite linéaire si elle est définie par un terme ot aucune
variable n’a plus d’'une occurrence. La composition en série, définie par le terme
fgs(reny3(z1)//ren;—3(x2)) est linéaire. Par contre, opération unaire qui
a G associe le graphe GeG est définie par le terme fgg(rens. 3(x1)//ren; ,3(x1))
ol z7 a deux occurrences. Ce n’est pas une opération dérivée linéaire (on mon-
tre sans peine qu’il n’existe pas de terme dans T(F,{z;}) ou 21 a une unique
occurrence qui peut la définir).

On utilisera [n] = {1, ...,n} comme ensemble d’é¢tiquettes de sources.
Lemme 3.1.1 : Tout graphe a n sommets est défini par un terme de T'(F7,)).

Preuve : On identifie les sommets du graphe donné G supposé sans sources
aux entiers 1, ...,n. On utilise une étiquette x pour chaque sommet x de G, et
on définit G par le terme

t = fgp,) (x1y1//xey2// -/ [XmYm/ [21] [ | [2p) WO W5 [ ...] W)

ou les arétes sont les x; — v;, les sommets isolés sont les z;, et les sommets
avec des boucles sont les w;. Si G est un graphe avec sources, la construction est
semblable avec un choix approprié des étiquettes de sources et le remplacement
de fg[n] par quelque fg 4. O

Exemple : Si G est le graphe de sommets 1,2,3,4 avec deux arétes entre
1 et 2, une aréte entre 2 et 3, deux boucles incidentes & 3 et un sommet isolé 4, le
terme ¢ résultant de cette construction est t = fgy, (12//12//23//4//38b ] /8b<l).

Cette construction équivaut a définir le graphe par une liste d’arétes et de
sommets, et ne comporte aucune structuration. Elle représente le graphe de la
figure 1 par un terme utilisant 16 étiquettes, alors que la décomposition de ce
graphe définie par les figures 2 et 3 permet, comme on va le démontrer, de le
définir par un terme n’utilisant que 4 étiquettes.

Une décomposition arborescente d’un graphe avec sources est une décompo-
sition arborescente de ce graphe dont une boite contient toutes les sources. La
notion de largeur arborescente (encore notée twd) en résulte. Dans le cas d’une
décomposition linéaire, on demande en plus que les sources soient toutes dans
I'une des boites situées aux extrémités du chemin. Ces définitions s’appliquent
de maniére évidente a des graphes abstraits.

Théoréme 3.1.1 : Un graphe avec sources est de largeur arborescente au
plus & — 1 si et seulement si il est la valeur d’un terme ¢ € T'(F¢) pour C de
cardinalité k.
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Preuve : Soit G un graphe défini par un terme t € T(F¢) pour C de
cardinalité k. On va définir par induction sur la structure de ¢ une décomposition
arborescente enracinée (T, f) de G de largeur k — 1, telle la boite associée a sa
racine est ensemble des sources (éventuellement ’ensemble vide). Les boites
vides seront supprimées si nécessaire dans une étape finale de la construction
(cf. définition 2.1.1).

Sit = a,a’ ou ab, on prend T réduit 4 un unique sommet qui est la racine.
La boite correspondante contient le ou les sommets et, dans les deux derniers
cas, l'aréte de G.

Sit = reny(t') et la décomposition (T”, f') a été construite pour le graphe G’
défini par ¢’ conformément a ’hypotheése d’induction, on prend (T, f) = (T”, f').
C’est correct car G et G’ ne different que par les noms de leurs sources.

Sit=fg,(t') et la décomposition (17, f’) a été construite pour le graphe G’
défini par ¢/, on construit (T, f) en ajoutant un nouveau sommet r qui sera la
racine de T, un arc de r vers la racine v’ de T, f(n) = f'(n) si n est un noeud
de T" et f(r) est ensemble des sources de G. Noter que f(r) C f(r').

Sit =t1//ty définit G, on note Gy et G5 les sous-graphes de G définis par
t1 et to et, d’aprés I’hypothése d’induction, on peut supposer construites des
décompositions (T4, f1) et (To, f2) de G et G2 respectivement. On supposera
de plus T} et 15 disjoints : s’ils ne le sont pas, on remplace I'un d’eux par une
copie isomorphe. On construit 7' en ajoutant a I'union de 737 et 75 un nouveau
sommet 7 qui sera la racine de T' et des arcs de r vers les racines r1 et ro de
Ty et T. On définit f(r) comme la réunion de fi(r1) et de fa(ra). Cest bien
I’ensemble des sources de G.

On vérifie par induction sur la structure de ¢ que (T, f) est une décomposition
arborescente de G. Chacune de ses boites, qui est ’ensemble des sources d’un
graphe défini par un sous-terme de ¢, comporte au plus k sommets, puisqu’il n’y
a que k étiquettes de sources. Donc (7, f) est de largeur au plus k — 1.

— — —_— —

La décomposition associée au terme t = cd//ren,..(ab//fg,(ab//bc))
est présentée sur la figure 4 (cf. exercice 5). Les noms de sources entre paren-
théses sont renommés par 'opération reng. ..

Réciproquement, soit G = (X, E) un graphe avec sources dont on connait
une décomposition arborescente (7, f). Les sources de G sont toutes dans une
boite f(r). On prend le nceud r comme racine de T'. D’apres le corollaire 2.1.1,
il existe un coloriage ¢ : X — [k] tel que deux sommets d’une méme boite
ont des couleurs différentes. On va utiliser [k] comme ensemble d’étiquettes de
sources. La preuve se fait par récurrence sur le nombre de nceuds de T

Si T est réduit & un seul nceud, le graphe G a au plus k& sommets, et on
construit un terme de T'(Fj)) qui le définit en utilisant le lemme 3.1.1.

Sinon, soit 7 la racine et 11,...,T}, les sous-arbres de T issus de ses fils
N1, ..., Ny. Soient Gy, ...,G)p les graphes définis par les décompositions associés
aux sous-arbres 11, ..., T},. (G; est P'union des graphes associés aux boites de T5).
Les sources de ces graphes sont les sommets du graphe (défini par) f(n;). Plus
précisément, x est la j-source de f(n;) si et seulement si ¢(z) = j. Par hypothése
de récurrence, on peut supposer construits des termes 1, ..., ¢, pour les graphes
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Figure 4: Décomposition associée & un terme

G1,...,Gp. Pour chaque ¢ on note A; 'ensemble des étiquettes des sources de
G; qui ne sont pas dans la boite racine de T. On définit G, comme le graphe
fga,(Gi).

Le graphe G est la composition paralléle des graphes G, ..., G; augmentée
des sommets et des arétes propres & f(r), c’est a dire des sommets et des arétes
qui sont dans f(r) mais non dans G'//...//G},. Il en résulte que G est défini

par le terme :

fga,(t1)/ /- /f8a, (tp)/ /3131 [ -] [%emYm ] |21/ ] -] |24 ] [ 905 ] [905 ] ] ..

ol 21,22, ..., Z;m Sont les sommets isolés propres a f(r), w’{cl,wgcl, ... définis-

sent les boucles propres & f(r) et &1 — y1,%2 — Y2, .o, Ty, — Y SONt les arétes
propres a f(r).

La figure 5 illustre cette construction. Elle montre une décomposition ar-
borescente de largeur 2, coloriée au moyen de 3 couleurs a,b,c. Ce coloriage
satisfait les conditions du corollaire 2.1.1. Ses boites sont numérotées de 1 a 5,
et 1 est la racine. On note G; le graphe défini par la décomposition restreinte au
sous-arbre issu du noeud i. On définit des termes ¢; qui définissent les graphes
G;, ce qui donne :

ts =bd//dc

ty = ab//ac

t2 = a'!/ /cb/ /fg, (t1)
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3 :JJ JJ; :JJ 5.

Figure 5: Une décomposition arborescente coloriée en vue de la construction
d’un terme.

ty = fg.(t2)//cb/ /Tg,(ts).

Le terme ¢; qui définit G est donc fg [aP°!//cb//fg, (ab//ac)]//cb//fg,(bd//dc).
O

Remarque : 1l résulte de cette preuve que l'on peut construire un graphe
de largeur arborescente au plus k — 1 avec k étiquettes, sans utiliser ’opération
de renommage de sources. Cette opération est néanmoins trés utile. Sans elle,
on ne peut pas définir par un terme (donc comme une opération dérivée) la
composition en série des graphes de type {1,2} comme le montre exemple
suivant.

Soit G le graphe défini par le terme ¢t = 12//fg4(13//32). Soit H le graphe
G e G, défini par le terme fgs(rens. 3(t)//ren;3(t)). Si Von s’interdit
lopération de renommage, on peut définir H par le terme fg(t1//t2) ou t;
deéfinit le graphe rens. 3(G) et to définit le graphe ren;. ,3(G), en prenant
t, =13//fg,(12//23) et t, = 32//fg,(31//12).

L’inconvénient est que 1’on ne peut pas écrire un terme définissant G o G’
en utilisant "tels quels" des termes ¢ et t' qui définissent respectivement G et
G'. On est obligé de modifier ces termes. D’autre part, dans I'’exemple de H
deéfini ci-dessus la syntaxe du terme fg,(¢1//t2) masque le fait intéressant que
le méme graphe G figure deux fois comme "facteur" de H.

Corollaire 3.1.1 : Un graphe avec sources est de largeur linéaire au plus

k—1 si et seulement si il est la valeur d’un terme ¢ € T'(F¢) pour C de cardinalité
k qui est tel que dans tout sous-terme de ¢ de la forme t¢1//...//t, au plus un
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des termes t1,...,t, n’est pas réduit & une constante.

Preuve : Soit G défini par un terme t qui satisfait la condition de I’énoncé.
Comme pour la preuve du théoréme 3.1.1, on utilise une induction sur la struc-
ture de t. On construit une décomposition linéaire et enracinée (7', f) du graphe
G dont la racine est de degré sortant 1, (est une extrémité du chemin T'), et
telle que les sommets de la boite correspondante sont les sources de G. On a les
cas suivants.

Si t est reny, (), fg4(t') ou est une constante, la construction est la méme
que dans la preuve du théoréme 3.1.1.

Autrement t =t1//...//tq et ta, ..., t, sont des constantes. Utilisant ’hypothese
d’induction, on suppose (1", f’) construite pour le graphe G’ défini par ¢;. On
construit (7, f) en ajoutant un nouveau sommet r qui sera la racine de T, un
arc de r vers la racine r’ de T”, on définit f(n) égal a f'(n) si n est un
noeud de 77 et f(r) comme l'ensemble des sources de G et des arétes définies
par les constantes o, ...,%4. Les extrémités de ces arétes sont des sources de G
et f(r) 2 f(r'). On obtient une décomposition linéaire enracinée de G dont la
racine est de degré sortant 1 et telle que les sommets de la boite correspondante
sont les sources. Donc pwd(G) < k — 1 puisque dans chaque boite, les sommets
qui sont tous des sources sont en nombre au plus k.

Réciproquement, soit (T, f) une décomposition linéaire de G. On lui applique
la construction de la preuve du théoréme 3.1.1. Du fait que la décomposition
(T, f) est linéaire on a p = 0 ou 1. On obtient donc un terme de la forme
souhaitée.l]

—

Pour engendrer des graphes orientés, on utilisera la constante ab qui désigne

un arc d’une a-source vers une b-source. Tous les résultats s’étendent de facon
immeédiate.

3.2 Grammaires

La grammaire d’une langue définit des types de mots et de groupes de mots en
fonction desquels on peut décomposer une phrase et lui donner une structure
arborescente qui est liée a son sens. Cette structure permet de formuler des
régles dites « d’accord », et elle constitue une représentation « pivot » pour
un processus de traduction automatique. Ainsi la traduction d’une langue dans
une autre peut étre vue comme composée de deux étapes, une étape d’analyse
syntaxique partant de la phrase donnée et aboutissant & la construction de
son arbre syntaxique (avec les problémes d’ambiguité inhérents aux langues
naturelles), et d’une étape de transformation de cet arbre en une phrase de la
langue visée. L’approche grammaticale formalisée des langues naturelles a été
introduite par N. Chomsky dans les années 50.

Les langages de programmation ont des grammaires, congues pour éviter
toute ambiguité, et le compilateur a pour tache la traduction d’un programme
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écrit dans un langage de programmation en un programme écrit en "langage-
machine" (comme on dit en jargon informaticien) directement exécutable par
Iordinateur, contrairement au premier.

Une grammaire peut étre formalisée comme un ensemble de définitions si-
multanées d'un ensemble de termes. Prenons ’exemple trés simple des termes
écrits avec un unique symbole de fonction binaire f et deux constantes a et b.
Quelques exemples de termes, en commencant par les plus courts, sont :

a, b, f(a,b), f(asa), f(a,f(ab)), f(f(bb),a), etc...

Les parenthéses et les virgules "grasses" sont des lettres servant a noter les
termes et sont a distinguer des parenthéses et des virgules ordinaires qui sont
des symboles du métalangage. Cette notation qui n’est pas la seule possible
(exercice 7) sera dite parenthésée. On peut caractériser les termes par des régles
de formation. Dans des ouvrages de mathématiques qui ne s’attardent pas a
des questions formelles on trouve des définitions de ce genre :

1) a et b sont des termes,

2) si s et t sont des termes alors f(s,t) est un terme,

3) rien n’est un terme que par application des régles qui précedent.

Pour étre correct, il faut préciser qu’un terme est un mot c’est a dire une
suite finie de symboles. Cette hypotheése de finitude est nécessaire pour exclure le
terme infini f(f(...,...), f(...,...)) solution de 'équation ¢t = f(¢,t) (ou ¢t désigne
un terme infini, sorte de série formelle généralisée). En utilisant le vocabulaire
de la théorie des langages formels, on écrit que ’ensemble des termes est le
langage engendré par la grammaire composée des régles de réécriture :

< terme >— a, (1)
< terme >— b, (2)
< terme >— f(< terme >,< terme >). (3)

Une maniére plus élégante de formuler cela est de dire que I'ensemble des
termes est le plus petit ensemble de mots L qui contient les mots a et b et
inclut 'ensemble de mots f(L,L), ou f(L,L) est 'ensemble des mots de la
forme f(s,t), pour tous s et t dans L. Précisons que la syntaxe utilisant des
parenthéses et des virgules, par exemple dans écriture f(a,f(a,b)) n’est pas
ambigué. Autrement dit, un mot de la forme f(s,t), ou s et ¢t sont des termes
bien formés s’analyse de maniére unique comme formé d’un opérateur f et de
deux termes s et ¢. Il n’en est pas de méme si I'on utilise une notation infixée
pour des opérations binaires, comme dans I’exemple 1 ci-dessous.

L’analyse syntaxique des langages de programmation s’appuie sur la no-
tion de grammaire o, au lieu d’une unique catégorie d’expressions (comme
dans V'exemple des reégles (1),(2) et (3)), on en utilise plusieurs, par exemple
<instruction>, <déclaration>, <expression booléenne>, <expression arithmétique>,
<appel de procédure>.

28



La notion de grammaire peut également s’appliquer a la description d’autres
objets tels que les graphes.

Exemple 1 : Les cographes.

Ce sont les graphes non orientés, simples, sans boucles, définissables a partir
des graphes réduits & un seul sommet au moyen de deux opérations : 'union
disjointe et le produit complet, notées respectivement @ et ®. Le graphe G =
H & K est défini comme 'union de deux copies disjointes des graphes H et K.
Le graphe G = H ® K est défini comme H ¢ K augmenté de toutes les arétes
possibles entre les sommets de H et ceux de K. Ces graphes ne sont définis
qu’a isomorphisme prés puisque, a chaque étape, on prend des copies disjointes.
Notons 1 le graphe réduit a un sommet isolé. Les cographes sont les graphes
définis par les termes finis écrits avec 1, ® et ®.

L’ensemble des cographes L est la plus petite (et méme 1'unique) solution,
parmi les ensembles de graphes simples, de I’équation :

L=LeLUL®LU{1}.

Précisons qu’une expression telle que L ® LU L ® L U {1} doit se lire (L &
LYyu(L®L)u{1}.

Chacun des graphes engendrés posséde une description sous la forme d’un
terme (Voir I’exercice 7 pour les questions de syntaxe et d’ambiguité). Le graphe
K3 5 peut ainsi étre défini par le terme (16161)®(161 & 1) le graphe K, par
1®1®...®1, avec n occurrences de 1. Un graphe P,, pour n > 4 ne peut pas
étre représenté par un terme écrit avec ces opérations, la vérification est facile.
Ce n’est pas un cographe. L’opération de produit complet n’est pas exprimable
en fonction des opérations introduites dans la section 3.1. Voir la remarque de
la Section 3.4.

Exemple 2 : Les arbres sans racine.

Les arbres peuvent étre définis récursivement au moyen des deux équations
qui suivent :

R=R//RUfg,(nr//ren, ..(R))U{r}

ou A est I'ensemble des arbres sans racine et R est I'ensemble des arbres
avec racine. Tout élément de A est de type &, tout élément de R est de type
{r}. On construit les arbres comme des arbres avec racine dont, pour finir, on
"oublie la racine". On utilise deux étiquettes de sources, r pour désigner la
racine courante et n pour désigner temporairement la racine d’un arbre lors de
I’ajout d’une nouvelle aréte et d’une nouvelle racine d’étiquette 7.

3.3 Grammaires comme systémes de définitions récursives.

Les opérations définies dans la Section 3.1 munissent I’ensemble des graphes
abstraits avec sources d’une structure d’algébre universelle encore dénommeée

29



magma [Cou97]. Ce dernier terme a été introduit par Bourbaki [Bou] pour
désigner une structure (nommeée aussi groupoide) dotée d’une unique opéra-
tion binaire sans axiome particulier (tel que I’associativité), mais il n’a pas été
communément adopté. C’est dommage car le terme "algébre" est trop utilisé. 11
désigne les anneaux qui sont aussi des espaces vectoriels, les familles d’ensembles
fermées par des opérations booléennes infinitaires et d’autres structures comme
les algébres de Boole. Conformément & la pratique courante, nous utiliserons le
terme de F-algébre, ou F' désigne ’ensemble des opérations internes. Quelques
préliminaires d’Algébre Universelle peuvent sembler loin des graphes mais fa-
ciliteront considérablement les définitions.

Définition 3.3.1 : F-algébres.

Une signature fonctionnelle est un couple formé d’un ensemble fini ou dénom-
brable F' de symboles de fonctions et d’une application p : FF — N qui associe
a chacun d’eux une arité, c’est & dire un entier positif ou nul qui définira son
nombre d’arguments. Un symbole d’arité 0 est une constante. Pour simplifier
on dira simplement que F' est une signature, en supposant fixée la fonction arité.

On notera T'(F) I'ensemble des termes finis écrits avec ces symboles et bien
formés relativement a la fonction arité, et on écrira les termes avec des paren-
theses et des virgules. Le terme f(a,b,f(a,b)) ne peut pas étre bien formé, car
f devrait avoir I'arité 2 et 3 en méme temps ce qui est exclu. Si F' ne contient
aucune constante, ensemble T'(F') est vide. Soit X un ensemble fini ou dénom-
brable de variables. On notera T'(F, X) I’ensemble des termes finis bien formeés
écrits avec ces symboles et avec les variables de X. Le terme f(a,z,9(a,b,y))
appartient & T({f, g,a,b},{z,y, z}).

Une F-algébre (ot F' est une signature fonctionnelle) est un objet M =
(M, (fm)fer), dont M est le domaine et dont, pour chaque f € F, la com-
posante fi; est une fonction totale MP(f) — M. Chaque constante désigne
un élément de M. Un monoide, un groupe, un anneau, un corps sont des F-
algebres, pour des signatures qu’il est inutile de préciser.

Tout terme ¢ € T'(F') a une valeur dans le domaine M, notée tpr. On obtient
en évaluant le terme ¢ dans M. Cette évaluation utilise les fonctions et les con-
stantes fp1 comme interprétations des symboles f de fonctions et de constantes.

L’ensemble T'(F) forme une F-algébre T(F) : a tout symbole f d’arité k est
associée la fonction :

frr) (e, o te) = f(timr)ss terr))-

On utilise ici la notation des termes parenthésée.

Définition 3.3.2 : Parties équationnelles d’une F-algébre.

Afin de définir des fonctions sur P(M), on va introduire des termes qui vont
définir des fonctions P(M)™ — P(M). On notera X,, Pensemble de variables
{1, ...,z }, FU Pensemble F augmenté du symbole binaire U et d’une constante
@ qui va désigner ’ensemble vide (). Un polynéme (sur F et a variables dans
X,,) est un terme p € T(Fy, X,,) de la forme @ ou bien ¢; Ut U... Ut avec
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t1,..,tx € T(F,X,). On note Pol(F,X,) I'ensemble des polyndomes sur F' et
X,,.

A un terme t de T(F, X,,) est associée une fonction tpg) : P(M)" — P(M)
ainsi définie, pour Dy,....,D, C M :

tfp(M) (Dl, ceey Dn) = Dz sit= i,

tpv) (D1, ..., Dy) = {cm} sit est la constante c,

t'P(M)(Dla aDn> = {fM(a’la "'aak) | a; € ti'P(M)(Dla aDn)vl < { < k} si
t= fty, ... tp).

A un polynome p de Pol(F, X,,) est associée une fonction ppvy @ P(M)" —
P(M) ainsi deéfinie :

p'p(M) (Dla ceny Dn) = @ si p =4,

pfp(M)(Dl, vy D) = th(M)(Dhm;Dn) U..uJ tkP(M)(Dla vy Dp) si p =
t1 Ut U ... UTg.

(On ne distingue pas le symbole U utilisé pour I’écriture des polyndomes de
la fonction associée qui est 'union ensembliste.)

Un systéme d’équations est un ensemble ordonné d’équations de la forme
S =A{u; = p1,.., Uy = Pp} OU uUj,...,u, sont des variables et pi,....,p, €
Pol(F,{uy,...,un}). Une solution de S dans M est un n-uplet (Uy,...,Up,)
de parties de M tel que U; = pyp(w) (Ui, ..., Un) pour tout 4. On écrira cela de
facon plus synthétique U = SM((_])) en notant U un n-uplet (Ui, ...,U,) et
Swm la fonction : P(M)™ — P(M)™ qui, a Dy, ..., D,, € M associe le n-uplet
(P1pv) (D1 -+ D)y voos Pup 1) (D15 -0y D).

Les propriétes dont nous aurons besoin sont rassemblées dans la proposition
qui suit.

Proposition 3.3.1 ([Cou97], [CouB]) : (1) Dans toute F-algébre M, un
systéme d’équations S a une plus petite solution qui est la borne supérieure des
itérés de la fonction Sy & partir de (0, ..., 0).

(2) Cette solution (Uy,...,U,) est constituée des ensembles des valeurs dans
M des termes des composantes de la plus petite solution (77, ...,7,) du systéme
S dans la F-algebre des termes T(F). Soit U; = {tm |t € T;} pour i = 1,...,n.

(3) Si h est un homomorphisme de F-algébres : M — N, alors la plus
petite solution de S dans N est I'image par h de celle de S dans M.

(4) Sila F-algebre M est finie, la plus petite solution d’un systéme peut étre
obtenue au terme d’un nombre fini d’itérations.

Précisons le point (1) : la plus petite solution de S dans M est 'union des

n-uplets d’ensembles Si (0, ...,0), i > 0, c’est a dire des itérés successifs de Snm
a partir de (@, ...,0). L’union des n-uplets est définie par :

(Ul, ey Un) U (Vl, . Vn) = (Ul uv,..,.U, U Vn)
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On trouvera des exemples dans 'exercice 6.

Pour simplifier les énoncés, nous écrirons la solution d’un systéme S dans M
pour désigner la plus petite solution, et nous dirons que la premiére composante
de la solution est [’ensemble défini par S dans M. Cela revient & prendre systé-
matiquement la premiére inconnue comme inconnue principale, dénommeée az-
1ome dans la terminologie des grammaires algébriques. Un ensemble équationnel
de M est un ensemble défini par un systéme d’équations S. Toute composante
de la solution d’un systéme est donc un ensemble équationnel : il suffit de placer
en téte I'inconnue correspondante.

Exemple 1 : Dans la F-algebre des graphes non orientés G, o F =
{®,®,1} léquation :

U=UUUuUUUUU1

deéfinit un sous-ensemble U de I’ensemble des cographes, (cf section 3.2). Ces
graphes sont dénotés par des termes de T(F). Cet exemple est complété par
lexercice 7.0]

Exemple 2 : Grammaires algébriques.

Soit M le monoide libre engendré par un ensemble fini A de lettres. C’est
I’ensemble des mots de A* muni d’une opération binaire associative, la concaté-
nation et d’'un élément neutre, le mot vide noté €. Les systémes d’équations
sur M définissent les langages algébriques, qui ne sont autres que les langages
engendrés par les grammaires de Chomsky non contextuelles (context-free gram-
mars). Dans les manuels en frangais, on utilise le plus souvent les termes langage
algébrique et grammaire algébrique pour context-free language et context-free
grammar respectivement, bien que les définitions correspondantes soient dif-
férentes (mais équivalentes).

Considérons 1”alphabet A = {f, a,b,(,y,)}. L’équation d’inconnue L :

L= f(L,L)UaU b

définit ’ensemble des mots a, b, f(a,b), f(a,a), f(a,f(a,d)), f(f(bd),a),
etc... qui représentent les termes de T({f,a,b}). Cette équation équivaut aux
régles (1), (2) (3) présentées plus haut.O

Proposition 3.3.2 : Soit M une F-algébre, D un ensemble d’opérations
dérivées linéaires et N la (F U D)-algébre ainsi obtenue, dont le domaine est
également M. Les ensembles équationnels de M et de N sont les mémes.

Preuve : Tout ensemble équationnel relativement & M D’est aussi relative-

ment & N. Inversement, soit L défini par un systéme S’ écrit avec des opéra-
tions de F' et de D. En remplagant ces opérations dérivées par les termes qui
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les définissent, on obtient un systéme S écrit avec les seules opérations de F'.
En utilisant la condition qu’aucune variable n’apparait deux fois dans un terme
qui définit une opération dérivée linéaire, on montre que Sy, = Sn. Donc S et
S’ ont les mémes solutions et L est équationnel pour M. [J

Remarque : La condition de linéarité est essentielle. Dans le cas des mots,
si sq(u) désigne I'opération unaire qui & un mot u associe son carré, le mot uu,
Péquation S = a U sq(S) définit un langage qui est la plus petite solution d’une
équation, mais cette équation n’est pas relative au monoide libre. Ce langage, qui
est {a® | i > 0} n’est pas algébrique au sens défini dans ’exemple 2 ci-dessus.
11 differe du langage algébrique défini par T = a UTT, qui est {a’ | j > 1}. La
proposition 3.3.2 est fausse si 'on omet la condition de linéarité.

3.4 Grammaires de graphes

Dans cette sous-section, on va appliquer la notion générale de systéme d’équations
récursives ensemblistes aux graphes, en utilisant les opérations sur les graphes
avec sources définies dans la section 3.1. On utilisera ’ensemble F ou ’on place
également les constantes E) qui désignent des arcs orientés. On désignera par
HR la F-algebre correspondante des graphes avec sources, qui peuvent avoir
simultanément des arétes (non orientées) et des arcs (orientés). Un ensemble
de graphes est HR-équationnel si c’est un ensemble équationnel de 'algébre
HR. Le terme grammaire de graphes désignera dans la suite de ce chapitre un
systéme d’équations a résoudre dans HR. On dira qu’un graphe est défini par
une grammaire ou un systéme S si c’est un élément de 1’ensemble défini dans
HR par ce systéme.

Il existe d’autres structures d’algébre sur les graphes, et donc d’autres types
de systémes d’équations et de grammaires. D’autre part, les graphes définis par
les grammaires de ces différents types peuvent 1’étre par des suites de réécritures.
L’ouvrage édité par G. Rozenberg [GraGraBook] est trés complet pour ces ques-
tions. Une présentation des grammaires de graphes en termes de transductions
est donnée par J. Engelfriet dans [Eng].

Proposition 3.4.1 : Soit S est un systéme d’équations sur F et C le
plus petit sous-ensemble de C tel que F¢ contient tous les symboles de S. Cet
ensemble est fini. Les graphes définis par S sont définis par des termes de T'(F¢).
Leurs types sont des parties de C.

Preuve : Puisque que S est fini, il est écrit avec un nombre fini d’opérations,
et donc C est fini. Sa solution dans l’algeébre des termes T(F) ne comporte
que des termes de T(F¢). Le résultat est une conséquence de la Proposition
3.3.1(2).0

Proposition 3.4.2 : Les graphes d’'un ensemble HR-équationnel sont de

largeur arborescente bornée. Pour tout k, les ensembles TW D(< k) et PW D(<
k) sont des ensembles HR-équationnels.
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Preuve : La premiére assertion est une conséquence immeédiate de la propo-
sition qui précéde et du Corollaire 3.1.1.

Pour construire une équation qui définit TW D(< k), prenons C' = [k] comme
ensemble d’étiquettes et considérons 1’équation :

T=T//TUfg,(T)U...Ufg,(T)U

Ureny, (T)U...Uren, (T)U1U T U120U12,  (4)

ot hy,...,h, sont les k! permutations de C. Tout graphe défini par cette
équation est de largeur arborescente au plus £ — 1 d’aprés la proposition 3.4.1
et le théoreme 3.1.1.

Inversement, un graphe G € TWD(< k) est la valeur d’un terme écrit avec
les opérations //, fg 4 et les constantes i, ibClUijUi—j pour ACC,i,j€C,i#3j.
Mais fg 4 est la composition des opérations fg, pour ¢ € A, ij définit le méme
graphe que ren(12), I—J) que renh(l_ﬁ), i que reny, (1), et i que reny (1°¢) pour
une permutation h appropriée. Ce graphe G est défini par un terme écrit avec
les opérations et les constantes qui figurent dans 1’équation (4). Cette équation
définit donc tout 'ensemble TW D(< k).

Pour définir 'ensemble PW D(< k) des graphes de largeur linéaire inférieure
a k, on utilise le systéme d’équations :

P=P//CuCUfg(P)U..Ufg,(P)Ureny, (P)U..Ureny, (P)

C = DUreny, (D)U...Ureny, (D)

D=1U1"U12U132.

Le Corollaire 3.1.1 et un raisonnement analogue montrent que PWD(< k)
est I’ensemble défini par ce systéme.lJ

Remarque : Les cographes forment un ensemble équationnel pour une
algébre de graphes différente dont les opérations sont 'union disjointe et le
produit complet, qui est une sous-algébre d’une algebre désignée par le sigle
VR (pour vertex replacement), décrite dans [Cou97]. Les cographes sont VR~
équationnels.

En application de la Proposition 3.3.2, on peut écrire des systémes d’équations
en utilisant des opérations dérivées. Nous allons donner un exemple.

Graphes de Halin

Les graphes de Halin sont les graphes planaires avec au moins 4 sommets,
constitués d’un arbre sans sommet de degré 2 représenté dans le plan et d’'un
cycle qui "entoure cet arbre" en reliant toutes ses feuilles. Nous allons définir
une grammaire qui engendre un ensemble voisin de celui des graphes de Halin.

On rappelle que les arbres avec racine sont définis au moyen de ’équation
A= A//AUext(A) Ur écrite avec I'opération dérivée ext (pour extension)
définie par ext(G) = fg,, (nr//ren,. ,.(G)). Les équations suivantes utilisent
les étiquettes de sources r,n,g,d :

D=B//egd
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B = Conc(B, B) Uezt(B) Urg//rd//gd, (**)

ou Conc est I'opération de "concaténation" définie ainsi :
Conc(G, H) = fg, ([fg,(G//nd)]//reng...(H)).

L’équation (**) définit des graphes planaires avec 3 sources désignées par
7, g, d. Ce sont des arbres augmentés d’un chemin qui relie leurs feuilles. L’étiquette
7 désigne la racine, g la feuille la plus a gauche et d la feuille la plus & droite de
Parbre sous-jacent. Ces graphes sont schématisés en haut de la figure 6. (Leurs
racines peuvent étre de degré 1 ; les triangles "contiennent" les sommets qui ne
sont pas des sources.) La concaténation de deux de ces graphes produit le graphe
en bas de la figure 6. Les graphes intermédiaires montrent des étapes de la déf-
inition : G'= fg,(G//nd), H =reny_,,(H) et Conc(G,H) = fg,(G'//H').
Pour compléter le cycle qui relie les feuilles, on ajoute une aréte entre les feuilles
qui sont les g— et d-sources, ce que réalise la premiére équation. Les graphes
engendrés par D sont, & quelques détails prés des graphes de Halin. Tout graphe
de Halin est mineur d’un de ces graphes et donc les graphes de Halin sont de
largeur arborescente au plus 3. Cet exemple est complété dans ’exercice 11.

3.5 Grammaires de graphes : deux difficultés

La Proposition 3.4.2 montre que I’ensemble de tous les graphes finis n’est pas
engendré par une unique grammaire. Il en va de méme de ’ensemble des graphes
planaires et des graphes de degré maximum d, pour tout d > 3. A linverse,
I’ensemble de tous les mots sur un alphabet fini est engendré par une grammaire
algébrique.

Une autre difficulté est liée a la complexité de I'analyse syntaxique. Alors
que toute grammaire algébrique posséde un algorithme polynomial d’analyse
syntaxique, certains ensembles HR-équationnels de graphes sont NP-complets
(plus précisément le probléme de décider si un graphe appartient a un tel en-
semble est NP-complet).

Un exemple est fourni par 'ensemble des graphes de largeur de bande circu-
laire au plus 2 (cyclic bandwith) [LVW] décrit dans lexercice 11. Cet exemple est
un peu particulier et la non-connexité joue un role important car on peut recon-
naitre en temps polynomial les graphes connexes de largeur de bande circulaire
au plus 2. Beaucoup de grammaires de graphes ont des algorithmes d’analyse
syntaxique polynomiaux et méme linéraires. C’est le cas notamment des gram-
maires qui définissent, pour chaque k, ’ensemble TW D(< k) d’aprés le résultat
de Bodlaender présenté dans la proposition 2.4.3, car la transformation d’une
décomposition arborescente en un terme ainsi que son inverse sont réalisables en
temps linéaire, et la grammaire de la proposition 3.4.2 engendre tous les termes
qui définissent des graphes de largeur arborescente au plus k. Il en va de méme
des grammaires construites par le corollaire 4.3.2 ci-dessous.
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Figure 6: L’operation C'onc
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4 Preuves et calculs inductifs

Cette section montre comment on peut utiliser la structuration des graphes
définie par les termes de T'(F) qui les représentent pour vérifier des propriétés
ou effectuer des calculs sur ces graphes. Il en résultera des méthodes de construc-
tion de grammaires et d’algorithmes polynomiaux pour des classes de graphes
structurés.

Le calcul des propriétés des circuits électriques peut étre considéré comme
a lorigine des notions de graphe structuré et de calcul inductif fondé sur la
structuration des graphes. Les termes de "composition en série" et de "compo-
sition parallele" y trouvent leur origine car ces opérations correspondent a des
combinaisons de circuits électriques modélisés par des graphes dont les arétes
sont valuées par des paramétres tels que résistance, inductance ou capacité. Les
propriétés globales d’un circuit peuvent étre calculée inductivement & partir des
propriétés des composants de base et de celles des opérations de composition des
circuits. L ouvrage de Rescki [Rec] comporte plusieurs chapitres sur I’application
de la théorie des graphes aux circuits électriques.

4.1 Exemples de preuves et de calculs inductifs

Propriétés des graphes série-paralléles.

On définit un k-graphe comme un graphe avec sources de type {1,2,...,k}.

Les graphes série-paralléles sont définis par I’équation : S = 12US5//SUSeS,
ol e est la composition en série des 2-graphes (voir la section 3.1). Pour montrer
que tout graphe série-paralléle est connexe, il suffit d’observer que 12 est
connexe, et que si G et H sont des 2-graphes connexes, alors G//H et G e H
sont connexes. (Cela résulte de la proposition 3.3.1(2)).

Pour montrer que tout graphe série-paralléle est planaire, on peut tenter de
faire de méme, mais on rencontre une difficulté : il n’est pas vrai que si G et H
sont des 2-graphes planaires, alors G//H est planaire. Un contre-exemple est
fourni par 12 et le graphe K5 moins un aréte, les extrémités de I’aréte supprimée
étant les sources 1 et 2. Il faut raisonner inductivement sur une propriété plus
forte que la propriété visée, dans le cas présent, la planarité. On pourra prendre
comme propriété :

"G posséde un plongement dans le plan tel que les deux sources sont sur le
bord d’une méme face", ou encore

"G//12 est planaire".

On est dans la situation classique o une preuve d’une propriété P se fait
par une récurrence sur une propriété de la forme P A @, ou ) est une propriété
auzxiliaire. La Logique du Second-Ordre Monadique permet de systématiser cette
observation et de générer automatiquement (au moins sur le plan théorique) la
propriété auxiliaire nécessaire & la conduite d’une preuve inductive.
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Recherche d’une 3-coloration.

Prenons ’exemple du probléme NP-complet de la recherche d’une 3-coloration
d’un graphe. Soit G un graphe de largeur arborescente au plus k —1 (k est fixé),
donné par un terme de T'(F¢) ou C' est I'ensemble d’étiquettes {1,2, ..., k}. Pour
exploiter cette donnée, il suffit de savoir vérifier la 3-colorabilité d’un graphe de
la forme H//K, ren,(H) ou fg 4, (H) en fonction de la 3-colorabilité et de pro-
priétés auxiliaires de H et de K.

On va considérer la 3-colorabilité des graphes avec sources, de type non vide
inclus dans C. Ne considérer que des graphes ayant au moins une source ne
nuit pas a la généralité mais facilite écriture. Pour tout graphe G = (X, E),
on note Col(G) 'ensemble (éventuellement vide) de ses 3-coloriages, c’est a dire
des fonctions totales ¢ : X — {1,2,3} telles que c(z) # ¢(y) pour z adjacent
a y # x. On pourrait calculer Col(G) par induction sur la structure d’un
terme qui définit G, mais on aurait ainsi & manipuler des ensembles de taille
éventuellement exponentielle en s(G) et I'on n’obtiendrait pas un algorithme
efficace.

On va extraire de Col(G) une information de taille bornée (en fonction de
k) qui « passe a I'induction ». A un coloriage ¢ d’un graphe G, on associe sa re-
striction aux sources, c’est a dire application ¢c# = cosrcg : 7(G) — {1,2,3}
qui associe a chaque étiquette de source la couleur du sommet correspondant.
Soit Col#(G) I'ensemble de ces fonctions ¢# pour tous ¢ € Col(G). Contraire-
ment & Col(G), I'ensemble Col? (G) est une partie d’'un ensemble fini dont la
taille (grande certes) ne dépend que de k.

Le point clé est que I'on peut déterminer Col# (H//K), Col* (fg,(H)) et
Col#(reny(H)) en fonction de Col#(H) et de Col#(K). Pour un graphe de
base B (4 un ou deux sommets) on calcule directement Col#(B). Une fois
connu un terme ¢ de T(F¢) qui définit G, on peut calculer ’'ensemble Col# (H)
pour tout graphe H défini par un sous-terme de ¢, et ceci par une induction
montante dans ¢. L’ensemble Cool# (G) est associé & la racine de I’arbre ¢. Selon
qu’il est vide ou non, on obtient la réponse que G n’est pas ou est 3-coloriable
respectivement. L’algorithme utilisé est linéaire en temps par rapport a la taille
du terme t supposé connu, et pour un nombre d’étiquettes maximal k fixé.

En vue d’une extension de cette méthode a d’autres problémes (cf. les propo-
sitions 4.2.1 et 4.2.2 ci-dessous), il importe de noter que les informations a
calculer inductivement restent dans un ensemble fini (bien que de tres grande
cardinalité). Cette méthode s’applique a bien d’autres problémes, en particulier
a la recherche d’'un cycle Hamiltonien et plus généralement a tout probléme de
graphe que 'on peut exprimer par une formule de la logique du second-ordre
monadique, c’est & dire par une formule logique écrite avec des quantifications
existentielles et universelles sur des variables désignant des sommets, des arcs
ou arétes, des ensembles de sommets et des ensembles d’arcs ou arétes. Nous
présenterons plus loin ce langage.
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4.2 Ensembles inductifs de propriétés des éléments d’une
F-algébre.

Nous nous plagons dans le cadre algébrique général de la section 3.3.
Définition 4.2.1 : Ensembles inductifs de propriétés.

Soit M une F-algebre. Une propriété des éléments de M est une fonc-
tion totale P : M — {Vrai, Fauz}. Soit P = {Pi,..., P} un ensemble
fini de propriétés des éléments de M. Pour tout d € M, on pose ﬁ(d) =
(Pi(d), ..., Pn(d)) € {Vrai, Fauz}™. On dit que P est inductif relativement
F ou F-inductif si pour toute fonction f € F d’arité k, il existe une fonction
f#: ({Vrai, Fauz}™)* — {Vrai, Faux}™ telle que pour tous dy, ..,d € M,

—

— # —
P(fmdy, ... dr)) = f7(P(dr), .., P(dy))- (1)
Concrétement, cette condition est vérifiée si pour tous ¢ et f, il existe une

fonction booléenne g et des propriétés Pi 1, P12, ..., P21, ..., Pr1, Pi2,... dans
P telles que pour tous dy, ...,dx, € M :

Pi(fm(diy .y di)) =
g(Pi1(dr), Pra(dr), .oy Po1(d2), ooy Pt (di), Pra(dy), ...)- 2)

Inversement, si 'on a une fonction f# qui satisfait (1) et que l'on écrit :

— — # — # — — — — ) m
F#(br, ey bi) = (F7 (b1, oy bR, ooy [ (b1, ooy b)) pOUT tOUS by, ..., by, € {V7ai, Fauz}™,
alors les égalités (2) sont vérifiées avec :

-Pl(fM(dla ) dk)) =
fi#(Pl(dl), vy P (dh), Py(d2)y vy P (die—1), P1(dg), ...y P (dg))-

Proposition 4.2.1 [Cou97, CouB| : Soit M une F-algébre et P un ensemble
de propriétés F'—inductif. Si L est un ensemble M-équationnel, et P € P, alors
Ln{de M| P(d)=Vrai} est M-équationnel.

L’idée de la preuve est la suivante. Si L est défini par un systéme dont les
inconnues sont Ut,...,U, et la solution est (L1, ..., L), alors en utilisant les
fonctions fl# on construit un systéme S’ dont les inconnues sont U; ., pour
tous i € {1,...,n} et w € {Vrai, Fauz}™, tel que la composante de sa solution
associée & I'inconnue U; 4, soit {d € L; | P(d) = w}. On compléte la définition
de S’ en ajoutant comme premiére équation W = ... U Uy 4, U ... ot 'union est
étendue a tous les vecteurs de booléens w dont la j-éme composante est Vrai,
j étant le rang de P dans la liste P. Des exercices illustrent cette méthode.
(Exercice 11).
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On rappelle que ¢y désigne la valeur dans M d’un terme ¢. Les automates
sont présentés en détail dans les livres [DF] et [TATA] (ce dernier est consultable
en ligne).

Proposition 4.2.2 [Cou97, CouB| : Soit M une F-algébre et P un ensemble

de propriétés F-inductif. Pour tout terme ¢ € T'(F'), on peut calculer 3(751\/[) en
temps O(] ¢ |).

Preuve : On utilise un automate fini déterministe montant qui calcule pour
—
tout nceud u de t le vecteur de booléens P ((t/u)m) ol t/u est le sous-terme
de t issu de u.OJ

L’exemple traité plus haut du 3-coloriage peut aussi étre formulé en termes
de propriétés Feo-inductives. On considére l'ensemble des propriétés Pp ., ot
D est une partie non vide de C, 7 est une fonction : D — {1,2,3}. On
définit Pp ~(G) comme Vrai si et seulement si 7(G) = D et v € Col#(G).
L’ensemble des propriétés Pp - est fini et il résulte des remarques formulées
dans la section 4.1 qu’il est Fe-inductif. Le graphe G est 3-coloriable si et
seulement si Pr(g),(G) = Vrai pour quelque .

4.3 Utilisation de la logique du second-ordre monadique

Un graphe avec sources G = (Y, E), orienté, de type {a,b, ...,d} peut étre décrit
sans ambiguité par la structure logique :

||GH =< Y UE,inciq,incaa, ac,bg, ...,dg >

ol inc; et incy sont les relations binaires d’incidence, c’est a dire les
ensembles de couples (e,z) (resp.(e,y)) pour tous e € F avec e : & — vy,
a,b, ..., d sont des constantes qui désignent les sources ag, bg, ..., dg d’étiquettes
respectives a, b, ..., d. Noter que les relations incig et incog sont fonctionnelles.
Pour un graphe non orienté, on utilisera :

|G| =< Y U E,incg, ag,bg, -, dg >

avec incg (non fonctionnelle), définie comme ’ensemble des couples (e, x)
pour tous e € E,z,y € Y telsquee: z —y.

La Logique du Second-Ordre Monadique (LSOM) est 'extension de la Logique
du Premier Ordre au moyen de variables désignant des sous-ensembles des do-
maines des structures considérées. La logique du premier ordre est exposée
en détail dans [CL] et [LR] et la LSOM dans [Cou97]. On se contentera dans
ce chapitre de donner deux exemples significatifs de propriétés de graphes ex-
primables en LSOM.
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Tout d’abord on définit une formule auxiliaire du premier ordre Adj(u,v)
qui exprime que u et v sont deux sommets distincts et adjacents :

u # v A Jw|[(incy (w, u) Adnca(w,v)) V (inc (w, v) Adnca(w, u))].
Cette formule est prévue pour le cas d’'un graphe orienté. Pour un graphe
non orienté, on utilisera la formule suivante, toujours notée Adj(u,v) :

u # v A Jwlinc(w, u) A inc(w, v)]

Le domaine de la structure |G| mélange les sommets et les arcs ou arétes.
Un élément u du domaine est un arc (resp. une aréte) si et seulement si il
satisfait la formule Jv(incy (u,v)) (resp. Fv(inc(u,v))). On notera Som(u) sa
négation, qui caractérise les sommets (éventuellement isolés).

La 3-coloration d’un graphe s’écrit au moyen de la formule 3 (ou I'on rem-
place Adj(u,v) par sa définition) :
Y3 E|X1,X2,X3[V£L’(.’L‘ eXjVeeXyVrx e Xg)/\
Ve(-n(ze Xy Az e Xo)A-(z € XaAx € X3) A(x € X1 Ax € X3))
AYu, v(Adj(u,v) = =(u € X1 Av € X1) A(u € Xa Av € Xo)
A=(u € X3 Av € X3)).

Il est clair qu'un graphe G est 3-coloriable si et seulement |G| E 73. (Le
symbole = dénote la validité d’une formule dans une structure logique.) Pour
chaque entier k, on peut écrire une formule v qui exprime la k-colorabilité.

L’existence d’un chemin non orienté entre deux sommets distincts = et y est
exprimée par la formule §(z,y) :
VX [(Vu, v{(Adj(u,v) Nu e X) =ve XAz e X)=yec X]

On en déduit une formule exprimant la connexité :
Va,y[Som(x) A Som(y) = = =y V d(x,y)].

De nombreuses propriétés de base en Théorie des Graphes telles que le fait
d’étre un arbre, la forte connexité ou plus généralement les propriétés basées
sur la fermeture transitive d’une relation binaire sont exprimables de fagon sem-
blable, par des formules de la LSOM. Prenons comme exemple 'existence d’un
circuit Hamiltonien dans un graphe orienté. On utilise la formule ¢(X) suivante
ou Jlu est une abréviation de "il existe un et un seul v tel que..." :

Ve{Som(z) = (Flu,u € X Nincy(u,x)) A (Slu,u € X Ainca(u, x))}.

La formule ¢(X) exprime, en tenant compte de ce que l'on ne considére
que des graphes finis, que les arcs de 'ensemble X forment un ou plusieurs
circuits disjoints qui passent par tous les sommets du graphe. Pour écrire que
X ne définit qu’un seul circuit, on utilise une formule (X) qui exprime que le
sous-graphe induit par les arcs de X est connexe. La formule cherchée est alors :
AX[p(X) A(X)]. On peut démontrer que cette propriété n’est pas exprimable
dans le langage de base de la logique du second-ordre monadique, noté MSy, o
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l’on n’utilise pas les quantifications sur les ensembles d’arétes ([Cou97]). Le sigle
MS,, précise la possibilité de quantification sur les ensembles d’arcs ou d’arétes.

Lemme 4.3.1 ([Cou97]) : Pour tout graphe non orienté H, il existe une
formule MS; qui exprime qu’un graphe ne contient pas comme mineur un graphe
isomorphe & H. Si H est un graphe simple, on peut construire une formule MS;
qui exprime cette propriété.

L’exercice 4 consiste & prouver la seconde assertion. Celle-ci est fausse si H
n’est pas un graphe simple : prenons H réduit a une boucle. Un graphe sans
boucle & deux sommets a un mineur isomorphe a H si et seulement si il a deux
arétes paralleles. Mais les formules MS; ne distinguent pas les graphes avec
arétes paralleles de ceux qui n’en ont pas.

Il résulte de ce lemme que toute classe de graphes nonorientés fermée par
isomorphisme et minoration est définissable par une formule MSs, et méme par
une formule MS; si la classe considérée est de plus fermée par fusion d’arétes
paralléles. Cela s’applique aux graphes planaires, aux graphes représentables
sans croisements d’arétes sur des surfaces (orientables ou non), aux classes
TWD(< k) et PWD(L k) et & d’autres (voir [DF]).

Soit C' un ensemble fini d’étiquettes et F I’ensemble fini des opérations
et constantes définies au moyen des seules étiquettes de C. Soit HR¢ la Fe-
algébre dont le domaine est ’ensemble des graphes avec sources de type inclus
dans C' et dont les opérations sont celles de F¢. Le domaine de HR ¢ contient
les graphes définis par les termes de T'(F¢) et d’autres, de largeur arborescente
supérieure ou égale & Card(C'), mais non définissables par des termes de T'(F¢).
La Fc-algebre HR n’est donc pas engendrée par Fe.

Théoréme 4.3.1 [Cou97] : Soit C' un ensemble fini d’étiquettes et P une
propriété MSy des graphes de type inclus dans C. On peut construire un en-
semble fini de propriétés qui contient P et qui est Fe-inductif sur HR¢.

Ce théoréeme associé aux propositions 4.2.1 et 4.2.2 admet le corollaire suiv-
ant, dont la preuve est immédiate :

Corollaire 4.3.1 : Soit L un ensemble HR-équationnel et P une propriété
MSs. L’ensemble des éléments de L qui satisfont P est HR-équationnel, et 'on
peut construire un systéme qui définit cet ensemble a partir de la formule qui
définit P et du systéme qui définit L.

Corollaire 4.3.2 : Soit k£ un entier et P une propriété MSs. L’ensemble
L des graphes de largeur arborescente au plus k& qui satisfont P est HR-
équationnel. On peut construire une grammaire qui définit L et dont I’analyse
syntaxique est linéaire par rapport a la taille du graphe donné.
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Preuve : On rappelle que Panalyse syntaxique pour TW D(< k) est possible
en temps linéaire (proposition 2.4.3). L’analyse syntaxique pour une grammaire
construite en application du corollaire 4.3.2 se fait en deux étapes :

- vérifier si le graphe est de largeur arborescente au plus k et construire un
terme ¢ qui en témoigne,

- utiliser 'automate de la proposition 4.2.2 sur ce terme pour vérifier si la
propriété P est vraie.

Il n’y a pas unicité du terme ¢, définissant un graphe G donné, mais il suffit
de faire fonctionner automate sur n’importe quel terme ¢ de T'(F¢) qui définit
G : le résultat obtenu sera le bon.[J

Voici une conséquence de ce corollaire : si F est une famille de graphes fermée
par isomorphisme et minoration, et qui ne contient pas un graphe planaire P,
I’appartenance d’un graphe a cette famille peut étre testée en temps linéaire.
En effet, d’apres le résultat de [RST] elle est de largeur arborescente majorée
par une valeur k calculable en fonction de P. Un graphe donné appartient a
F si et seulement si twd(G) < k et G ne contient comme mineur aucune des
obstructions de F. Le corollaire 4.3.2 fournit le résultat annoncé.

4.4 Mise en oeuvre et applications

L’article de Thorup [Tho] montre que les graphes des programmes structurés
c’est & dire écrits sans GOTOs dans les langages Pascal, Modula-2 et C ont
une largeur arborescente au plus 6. Il en résulte des algorithmes polynomiaux
d’allocation de registres qui fournissent des allocations utilisant au pire 4 fois
le nombre optimum de registres, alors que les problémes sous-jacents sont NP-
complets pour les graphes généraux.

Les allocations de fréquence radio peuvent se formuler en termes de colo-
riages de graphes. Les problémes sont presque toujours NP-complets dans les
cas les plus généraux. McDiarid et Reed montrent que 'un de ces problémes
est NP-complet méme pour les graphes de largeur arborescente au plus 3, mais
fournissent un algorithme d’approximation qui est polynomial sur TW D(< k),
pour chaque k& [MR].

Bodlaender passe en revue dans [Bodl, Bod3] d’autres applications : calcul
numérique sur des matrices creuses, problémes d’inférence en présence d’incertitudes,
dessins de graphes, biochimie (la quasi totalité des graphes représentant les
molécules biochimiques sont de largeur arborescente au plus 3).

Le logiciel MONA développé par N. Klarlund [Kla] construit des automates
finis déterministes associés aux formules de la LSOM portant sur des mots et
des arbres binaires. L’utilisation de diagrammes de décision booléens (Boolean
decision diagrams) pour représenter ces automates permet de faire face au trés
grand nombre d’états.

Pour la construction d’algorithmes fondés sur les décompositions arbores-
centes, on consultera 'ouvrage de Kleinberg et Tardos. [KT].
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5 Extensions de cette approche

Ce chapitre n’est qu’une introduction a un domaine de la Théorie des Graphes en
constante expansion. Parmi les nombreuses directions de recherche on pourra
citer sans prétendre étre exhaustif, la recherche des valeurs les plus précises
possible de la largeur arborescente pour des graphes dotés de propriétés partic-
ulieres ou construits de telle ou telle facon, la comparaison avec des notions de
structuration proches telle que la largeur de branche (branchwidth) [RS-GM13],
I’extension des résultats aux matroides, qui peuvent eux aussi étre décomposés
de maniére arborescente, ’algorithmique, séquentielle et paralléle associée, les
raffinements de la notion de décomposition arborescente, dont on a vu quelques
exemples dans la section 2.4.

La notion de largeur arborescente a des formulations équivalentes en termes
de stratégies d’exploration des graphes : voir Bodlaender [Bodl], [Fra].

Il existe une autre mesure de complexité des graphes, liée & un autre type de
structuration (arborescente) et qui donne lieu & des algorithmes polynomiaux
pour des problémes exprimés en Logique du Second-ordre monadique dans sa
variante MS;. Il s’agit de la largeur de clique (clique-width) définie et étudiée
dans [CouOlal], [CMR]. Cette notion est plus puissante que la largeur arbores-
cente en ce sens que tout ensemble de graphes de largeur arborescente bornée
est de largeur de clique bornée, alors que I'inverse n’est pas vrai (les cographes
sont de largeur de clique 2 et de largeur arborescente non bornée). Les résultats
récents de Oum et Seymour [OumSey] montrent que le corollaire 4.3.2 a une
formulation analogue pour ces graphes, en remplacant "linéaire" par "polyno-
mial".

Les applications algorithmiques dépassent la seule vérification de propriétés
et s’étendent aux problémes de dénombrement, d’énumération, d’optimisation
et de calcul de fiabilité dans les réseaux. Voir en particulier [CMR2].

6 Exercices

0) Largeur linéaire des arbres binaires
On veut montrer que pwd(T,) = |n/2] (notation définie dans la section 2.1).
a) Si G et H sont deux graphes de type {r}, on définit GHH = ext(G)//ext(H)
(notations de la section 3.4). Montrer que si G1, G2, G3, G4 sont des graphes de
type {r} tels que pwd(fg,(G;)) < k pour i =1, ...,4, alors :
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b) En déduire que pwd(Tam,41) < m pour tout m.

¢) L’article [TUK] démontre le résultat suivant : Pour tout arbre T on a :
pwd(T) > k + 1 si et seulement si T a un noeud v tel 7'\ v a au moins 3 com-
posantes connexes de largeur linéaire au moins k. En déduire que pwd(Ts,,) =
pwd(Tom41) = m.

1) Majorations de largeurs arborescentes.

a) En fonction de quels parameétres (degreé, largeur arborescente, diamétre,...)
relatifs & un graphe G peut-on majorer la largeur arborescente de son graphe
des incidences entre les arétes (line graph) ?

b) Soit H un graphe obtenu & partir d’un graphe G par subdivisions itérées
d’arétes. Peut-on majorer la largeur arborescente de H en fonction de celle de
G?

2) Graphes de fonctions

Le graphe G(f) d’une fonction partielle f : V' — V ou V est un ensemble
fini a pour sommets les éléments de V et pour arcs les couples z — f(x)
pour tous z € V. Montrer que ces graphes ont une largeur arborescente bornée
indépendante de f. Préciser son maximum. Montrez que ’ensemble des graphes
G(f) est HR-équationnel.

3) Propriété de Helly.

La Propriété de Helly pour les arbres (graphes non orientés, connexes, sans
cycles) énonce que si k sous-arbres d’un arbre sont 2 a 2 d’intersection non vide,
alors 'intersection de ces k sous-arbres est non vide. Montrer que si I'intersection
de 2 sous-arbres est non vide, c’est un arbre. Montrer que si 3 sous-arbres sont
2 & 2 d’intersection non vide, alors leur intersection est un sous-arbre non vide.
Montrer la propriété de Helly par récurrence sur k.

4) Mineurs.

a) Montrer la transitivité de la notion de mineur (Définition 2.3.1). [On
montrera que si G est sous-graphe de H \ F, alors G = H' \ F’ ou H' est un
sous-graphe de H et F’ un ensemble d’arétes.]

b) Montrer que tout graphe planaire G est mineur d’une grille carrée G,
suffisamment grande. [On montrera que G est un mineur d’un graphe planaire
H de degré maximum 3 et on utilisera un arbre recouvrant en profondeur de

¢) Démontrer la seconde assertion du lemme 4.3.1. [Indication : Soit H un
graphe simple dont les sommets sont v, ..., v, ; montrer qu'un graphe G contient
un mineur isomorphe & H si et seulement si G posséde n sous-graphes induits
(pas "partiels" TERMINO a vérifier) connexes deux & deux disjoints Gy, ..., G,
tels que pour toute aréte v; —v; de H, il existe une aréte dans G qui relie G; et

Gy

5) Construction du graphe valeur d’un terme
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Le but est de définir une construction concréte du graphe val(t) pour t €
T(F¢), C fini. Une occurrence d’un symbole dans ¢ peut étre définie comme un
entier qui représente sa position, le terme ¢ étant écrit comme un mot. A ¢ on
associe I’ensemble E(t) des couples (u,0) oll u est une occurrence de a’®, de ab

—_
ou de ab. Ces couples seront les arétes du graphe a construire. On définit V (¢)

comme ’ensemble des couples (u, 1) tels que u est une occurrence de a ou de a®*!,

et des couples (u, 1), (u,2) tels que u est une occurrence de ab ou de ab. Ces
couples seront les sommets du graphe. Ainsi, (u, 1) et (u, 2) seront la a-source et
la b-source respectivement de l'aréte définie par I'occurrence u de la constante
ab (ou de l'arc dans le cas de la constante zﬁ))) A cause des opérateurs de
composition paralléle qui identifient des sources de mémes étiquettes, un méme
sommet du graphe G(t) sera le plus souvent défini par plusieurs éléments de
V(t). On définira donc une relation d’équivalence = sur V(t) qui signifie que
deux couples représentent le méme sommet. Les sommets de G sont les classes
d’équivalence de cette relation.
— — —_ —

i) Dans le cas particulier du terme t = cd//ren,..(ab//fg,(ab//bc)),
deéfinir les ensembles E(t), V (t) et 'équivalence =.

ii) Montrer que I’équivalence (u,i) = (v, j) ne dépend que des constantes et
des opérations unaires associés aux noeuds du chemin qui relie v & v dans ’arbre
syntaxique du terme t.

iii) Définir précisément cette équivalence en termes de 'appartenance a des
langages rationnels des mots formés des opérations associées aux noeuds sur les
chemins qui relient u et v & leur plus grand ancétre commun dans ¢.

[On commencera par traiter les questions 2 et 3 dans le cas des termes sans
renommages de sources].

6) Systémes d’équations
A) FEtude d’une grammaire algébrique.
On considére le systéme d’équation :

S=<U=aUTUb; T =0bUUaUCcTc>
associé & la grammaire algébrique :
G=<U-—aUT;U—b;T—bUUa;T—b>

qui deéfinit le langage L(G,U) C {a, b, c}*.

Soit M =< {a,b,c}*, x,¢,a,b,c >. Démontrer que le systéme Sy a une plus
petite solution. Calculer les itérés Si;(@, @) pour i = 0,1, ...,5. Caractériser,
pour tout i les mots de Si;(@, @) en termes de leurs dérivations relativement &
la grammaire G.

A tout mot u de {a, b, c}* on associe le triplet h(u) = (o, 3,7) € {0,1}3 ot «
est la parité du nombre d’occurrences dans w de la lettre a, et 3,y sont de méme
pour b et ¢. Définir une algébre finie N telle que h soit un homomorphisme.
Déterminer la solution de S dans N. Comment cette solution est-elle reliée a la
solution de Sy dans M ? (cf. la Proposition 3.3.1(4)).
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B) Preuve de la Proposition 3.5.1.

Pour montrer (1) on montrera d’abord que si U; C V;, alors Sy (Us, .., Up) C
Sm(Vi, .., V,,) (Clest a dire que Sa est une fonction croissante), et ensuite que :

Ui Sm(U, ... 0) = Sma(U; UL, s U US) st U € USH pour tous i
et 7 (c’est a dire que Sm est une fonction continue pour l'ordre d’inclusion).

On pourra en déduire (4). On pourra démontrer (3) en montrant d’abord
que :

B(Sat(Uns e Un)) € Srg(h(U), oo H(U)).

La propriété (2) découle de (3).

C) Calcul des types des graphes d’un ensemble équationnel.

Définir un algorithme qui permet de calculer, pour tout ensemble de graphes
HR-équationnel, donné par une grammaire ’ensemble des types des graphes de
cet ensemble. [On définira une algebre finie N telle que la fonction 7 est un
homomorphisme de la Fg-algebre HRe dans N. On utilisera la Proposition
3.3.1].

7) Cographes

a) Les termes de T({®,®,1}) peuvent étre notés au moyen de plusieurs
syntaxes différentes. Par exemple le terme (1419 1) ®(1®1&1 ) (notation
infixée) peut aussi étre écrit @(H(1, H(1,1)),H(1,®(1, 1))) (notation de la
section 3.2) ou bien @31 @ 1141 ® 11 (notation polonaise préfixée, peu lisible).
Ces deux derniéres notations sont non ambigués. Chaque mot désigne au plus
un terme. Les grammaires algébriques :

T=o(T, T)Ja(T,T)U1,et

P=TTUgTTUl

engendrent les termes dont la notation utilise ces deux derniéres formes.

Les régles de priorité des opérations & et ® analogues aux régles usuelles
pour les opérateurs + et * imposent de lire 1 ® 1 & 1 comme (1 ® 1)1 et
non comme 1®(1 @ 1). Ecrire une grammaire non ambigiie qui engendre les
termes de T'({®, ®,1}) écrits en notation infixée et dont les arbres de dérivation
respectent la priorité des opérateurs ainsi définie.

b) Construire une grammaire qui engendre les cographes dont le nombre de
sommets est un multiple de 3. Ecrire trois grammaires algébriques qui engen-
drent les termes correspondant selon les trois notations décrites en a).

¢) Démontrer que les systémes :

(X=X XeX)+1}et{X=Y®X+1;Y=XoX}
définissent le méme ensemble X de cographes.

8) Grammaires de graphes qui engendrent des mots.

Tout mot peut étre considéré comme un graphe orienté dont les arcs sont
étiquetés par des lettres. Le mot vide correspond & un sommet isolé.

a) Montrer que tout langage algébrique C {a,b,c}* est un ensemble de
graphes HR-équationnel.
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b) Montrer que les langages non algébriques {a™b"c" | n > 0} et {ww | w €
{a,b,c}*} sont HR-équationnels.

9) Nombres de Strahler

Soit f un symbole de fonction d’arité 2 et a,b des constantes. On définit le
nombre de Strahler de t € T({f,a,b}) par I'induction suivante :

NS(a)=NS((b) =1

NS(f(t1,t2)) = NS(t1) + 1 si NS(t1) = NS(t2),

NS(f(tl, tg)) = MCL:L'{NS(tl), NS(tQ)} si NS(tl) 7£ NS(tQ)

Construire un systéme d’équations ) qui définit ’ensemble des arbres de
nombre de Strahler au plus k.

On donnera une construction telle la taille de Xy soit O(k). (La taille d’un
systéme est la somme des longueurs de ses équations, tous les symboles étant
comptés pour 1, méme dans le cas de symboles x, pour k grand, que 'on
pourrait compter comme de longueur log(k).)

10) Propriétés inductives

Déterminer les propriétés inductives permettant de tester sur les arbres syn-
taxiques des graphes de largeur arborescente au plus 3 si ces graphes :

- sont connexes,

- sont sans circuit,

- ont un circuit Hamiltonien (qui passe par chaque sommet une fois et une
seule ; un 8 n’est pas Hamiltonien).

11) Constructions de grammaires

a) Construire une grammaire qui engendre les graphes série-paralléles 2-
coloriables.

b) En quoi ’ensemble des graphes engendrés par la grammaire de I’exemple
de la section 3.4 différe-t-il de I’ensemble des graphes de Halin ? Modifier la
construction donnée pour engendrer exactement les graphes de Halin.

¢) Dans ce qui suit on dit que G est un sous-graphe de H si les ensembles de
sommets sont les mémes et si tout arc ou aréte de G est un arc ou une aréte de H.
Montrer que si L est un ensemble de graphes HR-équationnel alors 1’ensemble
M de ses sous-graphes est aussi HR-équationnel, défini par un systéme que 'on
construira & partir d’un systéme qui définit L.

d) La largeur de bande (bandwidth) d’un graphe G est le plus petit entier k
tel que I'on peut ordonner les sommets de G en une suite z1, ..., z, telle que si
1 < jetx;—x; alors j —i < k. Construire un systéme d’équations qui définit
I’ensemble des graphes simples non orientés de largeur de bande au plus k.

e) La largeur de bande circulaire (cyclic bandwidth) d'un graphe G est le
plus petit entier k tel que 'on peut ordonner les sommets de G en une suite
Z1, ..., Ty, telle que si ¢ < j et x; —x; alors Min{j—i,n—(j—1)} < k. Construire
un systéme d’équations qui définit I’ensemble des graphes simples non orientés
de largeur de bande circulaire au plus k.

[Pour répondre aux questions d) et e) on pourra commencer par caractériser
les ensembles de graphes de largeur de bande (circulaire) au plus k& qui sont
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maximaux pour la relation de sous-graphe. On construira des systémes pour ces
ensembles et on utilisera ensuite le résultat de la question c).]

Remerciements : Je remercie Selma Djelloul et Mustapha Kante pour
leurs commentaires qui m’on conduit & clarifier de nombreuses formulations.
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