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Systèmecomposé

Dé�nition

On appellesystème composé, soit la donnéede deux(ou
plus) variablesaléatoiresdiscrètes(X ; Y ) sur un mêmeespace
probabilisé,soit un espaceprobabilisé(
 ; A ; P) muni de deux
(ou plus) partitions :


 = A1 + � � � + Am = B1 + � � � + Bn:

Commepour un systèmesimple,lesdeuxdé�nitions sont
fonctionnellementéquivalentes,dansla mesureoù on ne
s'intéressepasaux valeursdesvariablesaléatoires.
On utilise lesnotationssuivantes,moyennementcohérentes
maisconsacréespar l'usage:

pi = P(Ai ) qj = P(Bj ) p¼ = P(Ai \ Bj ):
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Exemplesde systèmescomposés

Lessystèmescomposésprennentleur senslorsquelesvariables
aléatoiresqui lescomposentne sont pasindépendantes.
Quelquesexemplesde situationspouvant être modéliséesde la
sorte :

deuxvariablesrelativesà l'état d'un mêmesystème,l'une
pouvant être �facile à mesurer� alors que l'autre l'est
moint ;

deuxsymbolesémisconsécutivementpar une même
source;

l'une desvariablespeut représenterle symbole réellement
émispar unesource,tandis que l'autre représentele
symbole reçuaprèstransmissionsur un canalbruité.
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Entropietotale, informationmutuelle,entropie
mutuelle

Soit (X :Y ) un systèmecomposé.On dé�nit lesquantités
suivantes:

Dé�nition (Entropie totale)

L'entropie totale du systèmeest celledé�nie par la partition
forméede toutes les intersectionsde parties desdeux
partitions :

H(X ; Y ) = E(I (XY )) = �
X

i ;j

p¼log(p¼)

Ici, XY doit être compris commedésignantla partition de 

forméede toutes les intersectionsd'un événementde la
premièrepartition avecun événementde la seconde:

XY = f Ai \ Bj : 1 � i � m; 1 � j � ng
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Entropietotale, informationmutuelle,entropie
mutuelle

Soit (X :Y ) un systèmecomposé.On dé�nit lesquantités
suivantes:

Dé�nition (Information mutuelle)

L'information mutuelle entre deuxévénementsAi et Bj , la
�part commune�

I (Ai ; Bj ) = I (Ai ) + I (Bj ) � I (Ai \ Bj ) = log
�

p¼

pi qj

�
:

L'information mutuelle entre lesdeuxvariablesX et Y ,
l'espérancede l'information mutuelleentre événements:

I (X ; Y ) =
X

A2 X

X

B2 Y

P(A \ B)I (A; B) =
X

i ;j

p¼log
�

p¼

pi qj

�
:
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Liensentrelesdi�érentesquantités

On a une premièrerelation de décomposition (ce n'est rien
d'autre que la linéarite de l'espéranceappliquéeà la dé�nition
de l'information mutuelleentre événements):

Premièredécomposition de l'information mutuelle

H(X,Y) = H(X) + H(Y) - I(X,Y)
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Signede l'informationmutuelle

Remarque

Il est important de noter que I (A; B) peut être de signe
quelconque:

positif, si A et B �se ressemblent�(cas limite, A = B)

négatif, si A et B sont �p resqueincompatibles� (cas
limite, A et B disjoints, l'information mutuellevaut �1 )

nul, si A et B sont indépendants.

En revanche,on verraque I (X ; Y ) est toujours positif ou nul.
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Entropiemutuellede deuxvariablesaléatoires

Théorème

Soit (X ; Y ) un systèmecomposé.

I (X ; Y ) � 0, avecégalitési et seulementsi X et Y sont
deuxvariablesaléatoiresindépendantes;

de manièreéquivalente,H(X ; Y ) � H(X ) + H(Y ), avec
égalitési et seulementsi X et Y sont deuxvariables
aléatoiresindépendantes.
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Entropiemutuellede deuxvariablesaléatoires

Théorème

Soit (X ; Y ) un systèmecomposé.

I (X ; Y ) � 0, avecégalitési et seulementsi X et Y sont
deuxvariablesaléatoiresindépendantes;

de manièreéquivalente,H(X ; Y ) � H(X ) + H(Y ), avec
égalitési et seulementsi X et Y sont deuxvariables
aléatoiresindépendantes.

Si vousn'avezpaseu la preuvedu théorèmeau tableau,la
réclamer
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Entropieconditionnelle

On part desprobabilitésconditionnelles:

P(Bj jAi ) =
P(Ai \ Bj )

P(Ai )
=

p¼

pi
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Entropieconditionnelle

On part desprobabilitésconditionnelles:

P(Bj jAi ) =
P(Ai \ Bj )

P(Ai )
=

p¼

pi

On peut réécrirela dé�nition de l'information mutuelle:

I (Ai ; Bj ) = log
�

p¼

pi qj

�
= � log(qj ) + log

�
p¼

pi

�
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Entropieconditionnelle

On part desprobabilitésconditionnelles:

P(Bj jAi ) =
P(Ai \ Bj )

P(Ai )
=

p¼

pi

On peut réécrirela dé�nition de l'information mutuelle:

I (Ai ; Bj ) = log
�

p¼

pi qj

�
= � log(qj ) + log

�
p¼

pi

�

On dé�nit l' information conditionnelle
I (Bj jAi ) = � log(p¼=pi )



Théorie de
l'Info rmation

(2)

Philippe
Duchon

Entropie et
information
Entropie d'un
systèmecomposé

Exercices

Théorème de la
sourcebinomiale

Codage
Codage de source

Déchi�rabilité

Notion de code
pré�xe

Entropieconditionnelle

On part desprobabilitésconditionnelles:

P(Bj jAi ) =
P(Ai \ Bj )

P(Ai )
=

p¼

pi

On peut réécrirela dé�nition de l'information mutuelle:

I (Ai ; Bj ) = log
�

p¼

pi qj

�
= � log(qj ) + log

�
p¼

pi

�

On dé�nit l' information conditionnelle
I (Bj jAi ) = � log(p¼=pi )
On a ainsi la décomposition (pour l'information) :

I (Ai ; Bj ) = I (Bj ) � I (Bj jAi )
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Entropieconditionnelle

On part desprobabilitésconditionnelles:

P(Bj jAi ) =
P(Ai \ Bj )

P(Ai )
=

p¼

pi

On peut réécrirela dé�nition de l'information mutuelle:

I (Ai ; Bj ) = log
�

p¼

pi qj

�
= � log(qj ) + log

�
p¼

pi

�

On dé�nit l' information conditionnelle
I (Bj jAi ) = � log(p¼=pi )
On a ainsi la décomposition (pour l'information) :

I (Ai ; Bj ) = I (Bj ) � I (Bj jAi )

Ou encore :

I (Bj ) = I (Ai ; Bj ) + I (Bj jAi )
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L'information I (Bj ) s'interprète commela quantité
d'information obtenuesi l'on apprend que Bj seréalise.
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L'information I (Bj ) s'interprète commela quantité
d'information obtenuesi l'on apprend que Bj seréalise.

L'information mutuelleI (Ai ; Bj ) s'interpète commela
quantité d'information sur Bj apportée par la
(connaissancede la) réalisationde Ai (ou,
symétriquement,l'information sur Ai apportée par la
réalisationde Bj )
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Interprétationsdesinformations
mutuelle/conditionnelle

L'information I (Bj ) s'interprète commela quantité
d'information obtenuesi l'on apprend que Bj seréalise.

L'information mutuelleI (Ai ; Bj ) s'interpète commela
quantité d'information sur Bj apportée par la
(connaissancede la) réalisationde Ai (ou,
symétriquement,l'information sur Ai apportée par la
réalisationde Bj )

L'information conditionnelleI (Bj jAi ) s'interprète comme
la quantité d'information �résiduelle� obtenuelorsquel'on
apprendqueBj seréalise,alors qu'on savaitdéjàqueAi se
réalise(et donc, la probabilité perçuede Bj était la
probabilité conditionnelle)
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Entropieconditionnelle

Dé�nition : entropieconditionnelle

On appelleentropie conditionnelle de Y sachantX ,
l'espérancemathématique(sur toutes lesréalisationspossibles
de X et Y ) de l'information conditionnellede la réalisationde
Y sachantcellede X :

H(Y jX ) = E(I (Y jX )) =
X

A2 X

X

B2 Y

P(A \ B)I (BjA)

= �
X

i ;j

p¼log
�

p¼

pi

�
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D'autresdécompositions

H(X ; Y ) = H(X) + H(Y jX ) (l'information complètesur
(X ; Y ) est la sommede l'information sur X seule,et de
l'information résiduellesur Y lorsqueX est connue)
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D'autresdécompositions

H(X ; Y ) = H(X) + H(Y jX ) (l'information complètesur
(X ; Y ) est la sommede l'information sur X seule,et de
l'information résiduellesur Y lorsqueX est connue)

H(X ; Y ) = H(Y ) + H(X jY )
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D'autresdécompositions

H(X ; Y ) = H(X) + H(Y jX ) (l'information complètesur
(X ; Y ) est la sommede l'information sur X seule,et de
l'information résiduellesur Y lorsqueX est connue)

H(X ; Y ) = H(Y ) + H(X jY )

H(X ) = I (X ; Y ) + H(X jY ) (l'information sur X seuleest
la sommede l'information communeà X et Y , et de
l'information résiduellesur X sachantY )
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D'autresdécompositions

H(X ; Y ) = H(X) + H(Y jX ) (l'information complètesur
(X ; Y ) est la sommede l'information sur X seule,et de
l'information résiduellesur Y lorsqueX est connue)

H(X ; Y ) = H(Y ) + H(X jY )

H(X ) = I (X ; Y ) + H(X jY ) (l'information sur X seuleest
la sommede l'information communeà X et Y , et de
l'information résiduellesur X sachantY )

H(Y ) = I (X ; Y ) + H(Y jX )
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D'autresdécompositions

H(X ; Y ) = H(X) + H(Y jX ) (l'information complètesur
(X ; Y ) est la sommede l'information sur X seule,et de
l'information résiduellesur Y lorsqueX est connue)

H(X ; Y ) = H(Y ) + H(X jY )

H(X ) = I (X ; Y ) + H(X jY ) (l'information sur X seuleest
la sommede l'information communeà X et Y , et de
l'information résiduellesur X sachantY )

H(Y ) = I (X ; Y ) + H(Y jX )

Mnémotechniquement:
H(X)

H(Y|X)I(X,Y)H(X|Y)

H(X,Y)

H(Y)
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Remarque: entropieconditionnellenulle

On sait à quoi correspond le casI (X ; Y ) = 0 : X et Y
indépendants;
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Remarque: entropieconditionnellenulle

On sait à quoi correspond le casI (X ; Y ) = 0 : X et Y
indépendants;

Peut-on interpréter le cas�complémentaire� H(Y jX ) = 0,
i.e. I (X ; Y ) = H(Y ) ?
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Remarque: entropieconditionnellenulle

On sait à quoi correspond le casI (X ; Y ) = 0 : X et Y
indépendants;

Peut-on interpréter le cas�complémentaire� H(Y jX ) = 0,
i.e. I (X ; Y ) = H(Y ) ?

H(Y jX ) = �
P

i ;j p¼log(p¼=pi ) est nul si et seulementsi
les(i ; j ) tels quep¼ > 0 donnenttous p¼ = pi (sinon un
deslogarithmesserastrictementnégatif)
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Remarque: entropieconditionnellenulle

On sait à quoi correspond le casI (X ; Y ) = 0 : X et Y
indépendants;

Peut-on interpréter le cas�complémentaire� H(Y jX ) = 0,
i.e. I (X ; Y ) = H(Y ) ?

H(Y jX ) = �
P

i ;j p¼log(p¼=pi ) est nul si et seulementsi
les(i ; j ) tels quep¼ > 0 donnenttous p¼ = pi (sinon un
deslogarithmesserastrictementnégatif)

c'est-à-diresi, pour tout i (tel que pi > 0), il existeun j
(forcémentunique) tel quep¼ = pi
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Remarque: entropieconditionnellenulle

On sait à quoi correspond le casI (X ; Y ) = 0 : X et Y
indépendants;

Peut-on interpréter le cas�complémentaire� H(Y jX ) = 0,
i.e. I (X ; Y ) = H(Y ) ?

H(Y jX ) = �
P

i ;j p¼log(p¼=pi ) est nul si et seulementsi
les(i ; j ) tels quep¼ > 0 donnenttous p¼ = pi (sinon un
deslogarithmesserastrictementnégatif)

c'est-à-diresi, pour tout i (tel que pi > 0), il existeun j
(forcémentunique) tel quep¼ = pi

c'est-à-diresi Y s'écrit commeune fonction déterministe
de X (la connaissancede X donneà coupsûr la valeurde
Y ).
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Exercice: entropieet décision

Une naissancea eu lieu un jour de la semaine,sur lequelon n'a
aucuneinformation. On a le choix de recevoirla réponseà une
question:

Q1 : �la naissancea-t-elleeu lieu (a) lundi, mardi ou
mercredi,ou (b) jeudi, vendredi,samediou dimanche?�

Q2 : �la naissancea-t-elleeu lieu (a) samedi,ou (b)
dimanche,ou (c) un autre jour?�

Q3 : �la naissancea-t-elleeu lieu (a) lundi ou mardi, ou
(b) mercrediou jeudi, ou (c) vendredi,samediou
dimanche?�

Décrirela situation par trois systèmescomposés,et proposer
un critère de choix de la questionà poser.
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Exercice: prévisionsmétéorologiques(janvier2005)

On teste un systèmede prévisionsmétéorologiquespour lequel
on a obtenu,sur un an, les fréquencesde résultatssuivantes:

Temps: Pluie Temps: Soleil
Prévu : Pluie 1=12 1=6
Prévu : Soleil 1=12 2=3

Quelleest la probabilité que le systèmedonneune
prévisionincorrecte?

Calculerl'information mutuelleentre le tempsprévu et le
tempse�ectif.

Comparer à un systèmede �p révisions� qui prédit
systématiquementdu soleil.Commenter.
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Exercice: test de dépistage

On considèreune situation danslaquelleun test de dépistage
pour une maladieest censédiscriminerentre lessituations
X 2 f V ; nVg, en donnantun résultat Y 2 f T + ; T � g. Les
probabilitésrespectivesdesdi�érents cassont lessuivantes:

T + T �

V 0:07 0:01
nV 0:03 0:89

On dé�nit l'e�cacité du test commeétant r = I (X ;Y )
H(X ) .

Quellesvaleurspeut, a priori, prendrer ?

CalculerH(X ), I (X ; Y ) et r .

À quoi correspondraientdesvaleursr = 0? r = 1?
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Sourcesimple

k � 2 entier, (p1; : : : ; pk ) distribution de probabilités

On considèreune �source� S qui émet dessymboles
X1; X2; : : : aléatoires
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Sourcesimple

k � 2 entier, (p1; : : : ; pk ) distribution de probabilités
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On considèreune �source� S qui émet dessymboles
X1; X2; : : : aléatoires

Source simple : lesXi sont desvariablesaléatoires
indépendantes, toutes de même loi P(Xi = sj ) = pj

Entropie de la source : H(S) = H(X1)

r -suite : la suite de r symbolesX1; X2; : : : ; Xr

On a facilement(récurrencesur r )

H(X1; X2; : : : ; Xr ) = rH(S):
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jNi (r ) � rpi jp

rpi (1 � pi )
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Une suite est � -typiquepour le symbole si , si sonnombre
d'occurrencesdu symbole satisfait l'inégalité
Une suite est � -typique,si elle est � -typiquepour chaque
symbole
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La probabilité que la sourceémetteune r -suite qui soit
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beaucoup plus proche que cela de 1 lorsque� dépasse
quelquesunités(TCL).
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� -typique,est d'au moins1 � k=� 2 ;

Dansla pratique, si r est grand,cette probabilité est
beaucoup plus proche que cela de 1 lorsque� dépasse
quelquesunités(TCL).

Théorème (admis) : le nombre T r ;� de r -suites
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La probabilité que la sourceémetteune r -suite qui soit
� -typique,est d'au moins1 � k=� 2 ;

Dansla pratique, si r est grand,cette probabilité est
beaucoup plus proche que cela de 1 lorsque� dépasse
quelquesunités(TCL).

Théorème (admis) : le nombre T r ;� de r -suites
� -typiquesest �approximativement�

Tr ;� ' 2rH (S)

(au senslogarithmique : log(T r ;� ) � rH(S) = o(r ))

Dansla pratique, le nombre de suites� -typiquesne
dépendquasimentpasde � (si r est assezgrand)

La preuvesefait en torturant la formule de Stirling
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Une source S émet desmessages, qui sont dessuitesde
symbolespris dansun alphabet de source A

Un code est une fonction qui à chaquemessagem 2 A� ,
fait correspondreun mot C(m) 2 B � où B est un
alphabet de codage

Typiquement,en vue d'une transmissionsur un canal
donné,l'alphabet de codageest adaptéau canal

Le plus souvent: codage binaire, l'alphabet de codage
est B = f 0; 1g
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Pour chaquesymbole s 2 A, on dé�nit soncodage
C(s) 2 B � (un mot de l'alphabet de codage)

Si un messagem est composéd'une suite de lettres,

m = s1s2 � � � s̀ ;

on dé�nit soncodageC(m) par concaténation:

C(m) = C(s1)C(s2) � � � C(s̀ )
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Casparticulier dansl'ensembledescodespossibles

Pour chaquesymbole s 2 A, on dé�nit soncodage
C(s) 2 B � (un mot de l'alphabet de codage)

Si un messagem est composéd'une suite de lettres,

m = s1s2 � � � s̀ ;

on dé�nit soncodageC(m) par concaténation:

C(m) = C(s1)C(s2) � � � C(s̀ )

Si l'on était grossier,on dirait qu'on a dé�ni C commeun
morphisme du monoïde libre A� vers le monoïde libre
B �
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Casparticulier dansl'ensembledescodespossibles

Pour chaquesymbole s 2 A, on dé�nit soncodage
C(s) 2 B � (un mot de l'alphabet de codage)

Si un messagem est composéd'une suite de lettres,

m = s1s2 � � � s̀ ;

on dé�nit soncodageC(m) par concaténation:

C(m) = C(s1)C(s2) � � � C(s̀ )

Si l'on était grossier,on dirait qu'on a dé�ni C commeun
morphisme du monoïde libre A� vers le monoïde libre
B �

Mais on va essayer de resterpoli
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i = 1

`si (m)` i
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On note `s(m), ou jmjs, le nombre d'occurrencesde la
lettre s dansle mot m
Pour dé�nir un codagede sourcepour l'alphabet
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A = f s1; : : : ; skg, on utilise la notation
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Notation : ` i = `(M i )
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kX
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`si (m)` i

Notion de longueurmaximaled'un code : L = maxi (` i )
Trivialement,`(C(m)) � L`(m)
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Purement combinatoire : on a desmots qu'on réécrit en
d'autresmots, et on s'intéresseà despropriétés
combinatoiresdu code. Par exemple,la possibilitéde
retrouverle mot à partir de soncodage(notion de
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On peut essayer d'aborder la théorie du codagede deux
manièresdi�érentes :

Purement combinatoire : on a desmots qu'on réécrit en
d'autresmots, et on s'intéresseà despropriétés
combinatoiresdu code. Par exemple,la possibilitéde
retrouverle mot à partir de soncodage(notion de
déchi�rabilité)

Probabiliste : on supposeque la sourceest un objet
probabilistequi émet dessuitesde symbolesaléatoires,ce
qui permet de s'intéresserà despropriétésou à des
grandeursen moyenne; c'est là qu'intervient
fructueusementla notion d'entropie.
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Notion de déchi�rabilité

Dé�nition

Un code C est dit déchi�rable (ou uniquement déchi�rable ,
ou non ambigu) s'il est injectif :

8m 2 A� ; 8m0 2 A� ; C(m) = C(m0) =) m = m0

Un code qui n'est pasuniquementdéchi�rable est dit ambigu.

Si un code est uniquementdéchi�rable, il existedoncune
fonction de décodage (fonction réciproque)
D : C(A� ) ! A� telle queD(C(m)) = m pour tout m ;

En toute généralité,il n'est pas toujours facile de
décidersi un code est uniquementdéchi�rable, ni, s'il
l'est, de calculerla fonction de décodage.
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C'est-ydéchi�rable?

Prouver qu'un code est ambiguest conceptuellement
simple: �il su�t� d'exhiber deuxmots distincts qui ont le
mêmecodage
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C'est-ydéchi�rable?

Prouver qu'un code est ambiguest conceptuellement
simple: �il su�t� d'exhiber deuxmots distincts qui ont le
mêmecodage

Pour prouver qu'un code est uniquementdéchi�rable,
c'est a priori plus compliqué: moralement,il faut exhiber
la fonction de décodageet prouverqu'elleest correcte
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C'est-ydéchi�rable?

Prouver qu'un code est ambiguest conceptuellement
simple: �il su�t� d'exhiber deuxmots distincts qui ont le
mêmecodage

Pour prouver qu'un code est uniquementdéchi�rable,
c'est a priori plus compliqué: moralement,il faut exhiber
la fonction de décodageet prouverqu'elleest correcte

Dansla pratique, on verraqu'il existedesconditions
su�santes pour qu'un code soit uniquementdéchi�rable,
et que l'ensembledescodesu.d. qui satisfontces
conditionscontient �p resque� tous lescodes�utiles�.
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Desexemples!

Pour chaquecode, donnépar l'ensembledesmots de code des
symboles,dire s'il est ou non uniquementdéchi�rable. S'il l'est,
donnerl'algorithme de décodage; sinon,donnerdeuxmots
ayant le mêmecodage.

C1 = f 0; 11; 101g

C2 = f 00; 01; 001g

C3 = f 0; 01; 10g

C4 = f 000; 001; 01; 1g

C5 = f 000100; 100101; 010101; 111000g

C6 = f 0; 01; 11g
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D'autrespropriétéscombinatoires

Lespropriétésutiles descodesqui sont de nature
combinatoirene s'arrêtent pasà la déchi�rabilité. Mêmesi
un code est non ambigu,il peut être di�cile de prendre
uneséquencecodée�en marche� : c'est le problèmede la
synchronisation,ou du formatage.
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D'autrespropriétéscombinatoires

Lespropriétésutiles descodesqui sont de nature
combinatoirene s'arrêtent pasà la déchi�rabilité. Mêmesi
un code est non ambigu,il peut être di�cile de prendre
uneséquencecodée�en marche� : c'est le problèmede la
synchronisation,ou du formatage.

Autre problèmepotentiel, le �délai� : nombre de symboles
de code qu'on peut avoir besoind'examinerau-delàde
ceuxqui codent une lettre, avant de pouvoir décoder cette
lettre.



Théorie de
l'Info rmation

(2)

Philippe
Duchon

Entropie et
information
Entropie d'un
systèmecomposé

Exercices

Théorème de la
sourcebinomiale

Codage
Codage de source

Déchi�rabilité

Notion de code
pré�xe

D'autrespropriétéscombinatoires

Lespropriétésutiles descodesqui sont de nature
combinatoirene s'arrêtent pasà la déchi�rabilité. Mêmesi
un code est non ambigu,il peut être di�cile de prendre
uneséquencecodée�en marche� : c'est le problèmede la
synchronisation,ou du formatage.

Autre problèmepotentiel, le �délai� : nombre de symboles
de code qu'on peut avoir besoind'examinerau-delàde
ceuxqui codent une lettre, avant de pouvoir décoder cette
lettre.

Exemplede C6 = f 0; 01; 11g : déchi�rable, maispour
décoder 011� � � 1 il faut connaîtrela parité du nombre de
1 consécutifsavant d'être capablede décoder la première
lettre (délai non borné).
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Codespré�xes

Un mot m est un pré�xe d'un mot m0, s'il existeun mot w tel
quem0 = m:w.

Dé�nition

Un code C = f M1; : : : ; Mkg est dit pré�xe s'il n'existepas
deuxmots de code M i , Mj (autresque i = j ) tels queM i soit
un pré�xe de M j .

Théorème
Tout code pré�xe est uniquementdéchi�rable.
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