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Systemecompsé

Théorie de

I''nfo rmation Dé nition
()

Philippe On appelle systéme composeé, soit la donnéede deux(ou
Buhon plus) variablesaléatoiresdiscrétes(X; Y) surun mémeespace
probabilisé,soit un espaceprobabilisé( ; A; P) muni de deux
ErmaT (ou plus) partitions :

systémecomposé

Commepour un systemesimple,lesdeuxdé nitions sont
fonctionnellementéquivalentesdansla mesureou on ne
s'intéressepasaux valeursdesvariablesaléatoires.

On utilise les notations suivantesmoyennementcohérentes
mais consacréepa l'usage:

pi = P(Ai)) g = P(Bj) pw= P(Ai\ Bj):




Exemplesle systemesompses
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@ Lessystemesomposésprennentleur senslorsquelesvariables
S aléatoiresqui lescomposentne sont pasindépendantes.
Quelquesexemplede situationspouvant étre modéliséegle la
sate :

Entropie dun

emesameese o deuxvariablesrelativesa I'état d'un mémesystéme/'une
pouvant étre facile a mesurer alars que l'autre l'est
moint;
o deuxsymipolesémisconsécutivemenpar une méme
source
o l'une desvariablespeut rerésenterle symtole réellement
émispa une source,tandis que l'autre représentele
symiole recu apréstransmissionsur un canalbruité.
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Entropie dun
systéme composé

Entropietotale, information mutuelle,entropie
mutuelle

Soit (X:Y) un systtmecomposé.On dé nit lesquantités
suivantes:

Dé nition (Entropie totale)

L'entropie totale du systémeestcelledé nie par la partition
forméede toutes lesintersectionsde parties desdeux
partitions :
X
H(X;Y) = E(I(XY)) = Pv:log(py,)
|

Ici, XY doit étre compis commedésignantla partition de
forméede toutes lesintersectionsd'un événemente la
premiérepartition avecun événemente la seconde

XYy =fA\B:1 i ml | ng




Entropietotale, information mutuelle,entropie

mutuelle
Théorie de X . , L. L,
finfo mation Soit (X:Y) un systéemecomposé.On dé nit lesquantités
Phiippe suivantes.

Duchon

Dé nition (Information mutuelle)

L'information mutuelle entre deuxévenements\; et B;, la
S part commune

Py,
i O

|(Ai;Bj) = 1 (A) + |(Bj) (A Bj) = log

L'information mutuelle entre lesdeuxvariablesX etY,
I'espérancede l'information mutuelle entre événements

X X X Dy
1(X;Y) = P(A\ B)I(A;B)=  pylog —
A2X B2Y i5j PiG
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Théorie de
I'Info rmation

(@)

Philippe
Duchon

On a une premiérerelation de décommsition (ce n'est rien
d'autre que la linéaite de I'espéranceappliquéea la dé nition
de l'information mutuelle entre événements)

Premiéredécommsition de l'information mutuelle
H(X,Y) = H(X) + H(Y) - I(X,Y)
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systéme composé

Signede l'information mutuelle

Remaque

Il estimportant de noter que | (A; B) peut étre de signe
guelconque

@ positif, si A et B se ressemblent (cas limite, A = B)

@ negatif, si A et B sont p resqueincompatibles (cas
limite, A et B disjoints, I'information mutuellevaut 1 )

@ nul, si A et B sontindépendants.
En revancheon verraquel (X;Y) esttoujours positif ou nul.

v
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Théaéme
Soit (X;Y) un systémecomposeé.
o I(X;Y) 0, avecégalitési et seulementsi X et Y sont
deuxvariablesaléatoiresindépendantes
o de maniereequivalente H(X;Y) H(X) + H(Y), avec
égalitési et seulementsi X et Y sontdeuxvaiables
aléatoiresindépendantes.

Entropie dun
systéme composé
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Entropiemutuellede deuxvaiablesaléatoires

Théaeme
Soit (X;Y) un systémecomposeé.
o I(X;Y) 0, avecégalitési et seulementsi X et Y sont
deuxvariablesaléatoiresindépendantes

o de maniereequivalente H(X;Y) H(X) + H(Y), avec
égalitési et seulementsi X et Y sontdeuxvariables
aléatoiresindépendantes.

Sivousn'avezpaseu la preuvedu théaémeau tableau, la
réclamer




Entropieconditionnelle

Théorie de

M o On pat desprobabilitésconditionnelles
(@)
. P(A\ B)  py
G P(BjjA) = P(AN Bj) _ py

P(Ai) - Pi




Entropieconditionnelle

Théorie de

lnfo rmation @ On pat desprobabilitésconditionnelles
®
. P(A|\ B) Py,
Philippe P(BiA)= — ' 1/ = P~
Duchon ( JJ l) P(A|) pi
@ On peut réécrirela dé nition de l'information mutuelle:

p1/4 p1/4
[(Ai;Bi)=1log —— = log(qg) + log —
(Ai;Bj) o] P a(q;) g b




Entropieconditionnelle

meone de e On part desprobabilitésconditionnelles
@
- . P(A| \ Bj) pl/4
Philippe P B A - = 7
Ducﬁgn ( JJ |) P(A|) P
@ On peut réécrirela dé nition de l'information mutuelle:

p1/4 p1/4

I(Ai;Bj) =log — = log(q)+ log —

v Pi g : Pi

@ On dé nit l'information conditionnelle
[(BjjAi) =  log(pypi)




Entropieconditionnelle

meone de e On part desprobabilitésconditionnelles
@
- . P(A| \ Bj) pl/4
Philippe P B A - = 7
Ducﬁgn ( JJ |) P(A|) P
@ On peut réécrirela dé nition de l'information mutuelle:

p1/4 p1/4

I(Ai;Bj) =log — = log(q)+ log —

v Pi g : Pi

@ On dé nit I'information conditionnelle
I(BjjAi) = log(pyipi)
@ On a ainsila décompmsition (pour l'information) :

[(Ai;Bj) = I(Bj) 1(BjjAi)




Entropieconditionnelle

meone de e On part desprobabilitésconditionnelles
@

. P(A|\ B) Py,

Philippe P(BiA)= — ' 1/ = P~

Duchon ( JJ l) P(A|) pi

@ On peut réécrirela dé nition de l'information mutuelle:

E;;:gz:i:pnsé p1/4 p1/4
[(Ai;B))=1log — = log(g)+ log —
v Pi g . Pi

@ On dé nit I'information conditionnelle
I(BjjAi) = log(pyipi)
On a ainsila décompsition (pour l'information) :

[(Ai;Bj) = I(Bj) 1(BjjAi)

(]

Ou encoe :

(]

1(Bj) = I(Ai; Bj) + I(BjjAi)
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Entropie dun
systéme composé

Interprétationsdesinformations
mutuelle/conditionnelle

o L'information I(B;) s'interpréte commela quantité
d'information obtenuesi I'on apgrend que B; seréalise.



Interprétationsdesinformations
mutuelle/conditionnelle
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Ph(;;pe o L'information I(B;) s'interpréte commela quantité
Duchon d'information obtenuesi I'on apgrend que B; seréalise.
o L'information mutuellel (A;; Bj) s'interpéte commela
Enioe din quantité d'information sur B; apportée par la

(connaissancele la) réalisationde A; (ou,
symétriqguement]'information sur A; apportée par la
réalisationde Bj)



Interprétationsdesinformations
mutuelle/conditionnelle

Théorie de
I'Info rmation
Ph(;;pe o L'information I(B;) s'interpréte commela quantité
Duchon d'information obtenuesi I'on apgrend que B; seréalise.
o L'information mutuellel (A;; Bj) s'interpéte commela
Enopie quantité d'information sur B; apportée par la

systémecomposé

(connaissancele la) réalisationde A; (ou,
symétriqguement]'information sur A; apportée par la

o réalisationde B;)

e o L'information conditionnellel (BjjA;) s'interprete comme
la quantité d'information résiduelle obtenuelorsquel'on
apprend que B; seréalise alars qu'on savaitdéjaqueA; se
réalise(et donc, la probabilité percuede B; était la
probabilité conditionnelle)



Entropieconditionnelle
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@
S Dé nition : entropieconditionnelle
On appelle entropie conditionnelle deY sachantX,
. I'espérancemathématique(sur toutes lesréalisationspossibles
de X et Y) de l'information conditionnellede la réalisationde
Y sachantcellede X :

X X
E(I(Y X)) = P(A\ B)I(BjA)
A2X B2Y

X
p1/4
1,0 —
-p/ g b

i3 '

H(Y jX)
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D'autresdécommsitions

o H(X;Y) = H(X) + H(YjX) (l'information complétesur
(X;Y) estla sommede l'information sur X seule,et de
l'information résiduellesur Y lorsqueX estconnue)
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Entropie dun
systéme composé

D'autresdécommsitions

o H(X;Y) = H(X) + H(YjX) (l'information complétesur
(X;Y) estla sommede l'information sur X seule,et de
l'information résiduellesur Y lorsqueX estconnue)

o H(X;Y) = H(Y)+ H(XjY)



D'autresdécommsitions

"I‘?‘?E;r‘?‘?‘?” o H(X;Y) = H(X) + H(YjX) (l'information complétesur
Philippe (X;Y) estla sommede l'information sur X seule,et de
Duchon l'information résiduellesur Y lorsqueX estconnue)

o H(X;Y) = H(Y) + H(XjY)
SER o H(X) = I(X;Y) + H(XjY) (l'information sur X seuleest

la sommede l'information communea X et Y, et de
l'information résiduellesur X sachantY')



D'autresdécommsitions

"I‘?‘?E;r‘?‘?‘?” o H(X;Y) = H(X) + H(YjX) (l'information complétesur
Philippe (X;Y) estla sommede l'information sur X seule,et de
Duchon l'information résiduellesur Y lorsqueX estconnue)

o H(X;Y) = H(Y) + H(XjY)
SER o H(X) = I(X;Y) + H(XjY) (l'information sur X seuleest

la sommede l'information communea X et Y, et de
l'information résiduellesur X sachantY')

o H(Y) = I(X;Y)+ H(YjX)



D'autresdécommsitions
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il o H(X;Y) = H(X) + H(YjX) (l'information complétesur
Phillppe (X;Y) estla sommede l'information sur X seule,et de
buchon l'information résiduellesur Y lorsqueX estconnue)

o H(X;Y) = H(Y)+ H(XjY)

(]

H(X) = 1(X;Y) + H(XjY) (I'information sur X seuleest
la sommede l'information communea X et Y, et de
l'information résiduellesur X sachantY')

H(Y) = 1(X;Y) + H(Y jX)
@ Mnémotechniquement
- H(X) = H(Y)

- -

H(X]Y) IX.Y) H(Y|X)
HX,Y) =

(]

A
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Remaque: entropieconditionnellenulle

@ On saita quoicarespndlecasl(X;Y)=0: X etY
indépendants
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Remaque: entropieconditionnellenulle

@ On saita quoicarespndlecasl(X;Y)=0: X etY
indépendants

@ Peut-oninterpréter le cas complémentaire H(Y jX) = O,
ie. 1(X;Y)=H(Y)?



Théorie de
I'Info rmation

(@)

Philippe
Duchon

Entropie dun
systéme composé

Remaque: entropieconditionnellenulle

@ On saita quoicarespndlecasl(X;Y)=0: X etY
indépendants

@ Peut-oninterpréter le cas complémentaire H(Y jX) = O,
ie. 1(X;Y) :PH(Y) ?

o H(YjX) = i pv.log(py=pi) estnul si et seulementsi
les(i;j) tels quepy,> 0 donnenttous py,= p; (sinonun
deslogaithmes serastrictement négatif)
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Entropie dun
systéme composé

Remaque: entropieconditionnellenulle

@ On saita quoicarespndlecasl(X;Y)=0: X etY
indépendants

@ Peut-oninterpréter le cas complémentaire H(Y jX) = O,
ie. 1(X;Y) :PH(Y) ?

o H(YjX) = i pv.log(py=pi) estnul si et seulementsi
les(i;j) tels quepy,> 0 donnenttous py,= p; (sinonun
deslogaithmes serastrictement négatif)

@ c'est-a-diresi, pour tout i (tel quep; > 0), il existeun j
(forcémentunique) tel que py, = P



Remaque: entropieconditionnellenulle
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@ s :
- @ Onsaita quoicarespndlecasl(X;Y)=0: X etY
ilippe

Duchon indépendants

@ Peut-oninterpréter le cas complémentaire H(Y jX) = O,
ie. 1(X;Y) :PH(Y)?

o H(YjX) = i pv.log(py=pi) estnul si et seulementsi
les(i;j) tels quepy,> 0 donnenttous py,= p; (sinonun
deslogaithmes serastrictement négatif)

@ c'est-a-diresi, pour tout i (tel quep; > 0), il existeun j
(forcémentunique) tel que py, = P

@ c'est-a-diresi Y s'écrit commeune fonction déterministe
de X (la connaissanceéle X donnea coupsdr la valeurde
Y).

Entropie dun
systéme composé
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Exercices

héoréme de la
ource binomiale

Exercice entropieet décision

Une naissancea eu lieu un jour de la semaine sur lequelon n'a
aucuneinformation. On a le choix de recevoirla réponsea une
qguestion:

o Q1 : la naissance-t-elleeulieu (a) lundi, mardi ou
mercredi,ou (b) jeudi, vendredi,samediou dimanche?

@ Q. : la naissance-t-elle eulieu (a) samedi,ou (b)
dimanche,ou (c) un autre jour?

o Q3 : la naissance-t-elleeulieu (a) lundi ou mardi, ou
(b) mercrediou jeudi, ou (c) vendredi,samediou
dimanche?

Décrirela situation par trois systémesomposés,et proposer
un critére de choix de la questiona poser.



Exercice prévisiongnétéaologiquegjanvier2005)
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@) On teste un systémede prévisionsmétéaologiquespour lequel
Philippe on a obtenu, sur un an, lesfréquencesle résultatssuivantes:

Duchon

Temps: Pluie | Temps: Soleil
Prévu: Pluie 1=12 1-6
Prévu: Soleil 1=12 2=3

@ Quelleestla probabilité que le systémedonneune
prévisionincarecte?

o Calculerl'information mutuelle entre le tempsprévu et le
tempse ectif.

o Compaer a un systémede prévisions qui prédit
systématiquementu soleil. Commenter.
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?) On considéreune situation danslaquelleun test de dépistage
Philppe pour une maladieest censédiscriminerentre les situations
X 2 fV;nVg, endonnantunrésultatY 2 fT*;T g. Les
probabilitésrespectivesdesdi érents cassont les suivantes:

T+ T
V 0:07 | 0:01
nVv | 0:03 | 0:89
2 On dé nit I'e cacité du test commeétant r = ',EIX(XY))

@ Quellesvaleurspeut, a priori, prendrer ?
o CalculerH(X), I(X;Y) etr.
e A quoi carespndraientdesvaleursr = 0?r = 1°?
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o k 2 entier, (p1;:::;pk) distribution de probabilités

@ On considéreune source S qui émetdessymioles
Xq; Xo;::: aléatoires

Théoréme de la
source binomiale
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— o k 2 entier, (p1;:::;pk) distribution de probabilités

Buhon @ On considéreune source S qui émetdessymioles
X1;Xo; 111 aléatoires

@ Source simple : lesX; sont desvariablesaléatoires

indépendantes, toutes de méme loi P(X; = §) = pj

Théoréme de la
source binomiale
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@ On considéreune source S qui émetdessymioles
X1;Xo; 111 aléatoires

@ Source simple : lesX; sont desvariablesaléatoires
indépendantes, toutes de méme loi P(X; = §) = pj

o Entropie de la source : H(S) = H(X1)
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Sourcesimple

(]

(]

(4

(4

(4

k 2 entier, (p1;:::;pk) distribution de probabilités

On considéreune source S qui émetdessymioles

X1;Xo; 111 aléatoires

Source simple : les X; sont desvariablesaléatoires
indépendantes, toutes de méme loi P(X; =

Entropie de la source : H(S) = H(Xy)

S)= B
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k 2 entier, (p1;:::;pk) distribution de probabilités
On considéreune source S qui émetdessymioles
X1;Xo; 111 aléatoires

Source simple : les X; sont desvariablesaléatoires
indépendantes, toutes de méme loi P(X; = §) = pj
Entropie de la source : H(S) = H(Xy)
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Occurrencesl'un symiwle, suitestypiques

meone de @ On note N;(r), le nombre d'occurrences du symlole s;
@ dansla r-suite X1; :::; X;.
S o Laloi deNi(r) estla loi binomiale By, ; esgérancer:p;,

variancer:pi(1 pi)




Occurrencesl'un symiwle, suitestypiques
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it metion @ On note N;(r), le nombre d'occurrences du symtole s;
@ dansla r-suite Xq;:::; X;.
e o Laloi deNi(r) estla loi binomiale By, ; esgérancer:p;,

variancer:pi(1 pi)

o Lethéoreme de la limite centrale arme

Ni(r) o (@
’dela (1 A~

N (0;1)
Téomecels (1 pi)




Occurrencesl'un symiwle, suitestypiques
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it metion @ On note N;(r), le nombre d'occurrences du symtole s;
@ dansla r-suite Xy;:::; X;.
e o Laloi deNi(r) estla loi binomiale By, ; esgérancer:p;,

variancer:pi(1 pi)
o Lethéoreme de la limite centrale arme

M N (0;2)
e mi(l pi)

o L'inégalité de Tchebyche donne|

P |éN i(r) rpij iz

mi(l  pi)




Occurrencesl'un symiwle, suitestypiques

meone de @ On note N;(r), le nombre d'occurrences du symlole s;
@ dansla r-suite Xy;:::; X;.
Philippe

o Laloi deN;(r) estla loi binomiale By;p, ; esgérancer:p;,
variancer:pi(1 pi)
o Lethéoréme de la limite centrale arme

Pq.
éoreme de la I(r) rpl Gd) N (O; l)
emedels (1 pi)

o L'inégalité de Tchebyche donne|
P |éN i(r)  Tpij iz
il pi)

o Unesuiteest -typiquepour le symlole s;, si sonnomlre
d'occurrencesiu symiole satisfaitI'inégalité

Duchon




Occurrencesl'un symiwle, suitestypiques
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Hinformation @ On note N;(r), le nombre d'occurrences du symtole s;
@ dansla r-suite X1;:::: X, .
S o Laloi de Ni(r) estla loi binomiale By, ; espérancer:p;,
variancer:pi(1 pi)
o Lethéoreme de la limite centrale a rme

) P B {9 o)
coumecels (1 pi)

o L'inégalité de Tchebyche donne|

P |éN i(r) rpij iz
mi(l pi)
o Unesuiteest -typiquepour le symlole s;, si sonnomlre
d'occurrencesiu symiole satisfaitI'inégalité
o Unesuiteest -typique,sielleest -typiquepour chaque
symiole
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@ @ La probabilité que la sourceémette une r-suite qui soit
Philippe -typique, estd'au moins1 k= ?;
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Théaemede la sourcebinomiale

@ La probabilité que la sourceémette une r-suite qui soit
-typique, estd'au moins1 k= ?;
o Dansla pratique, si r est grand, cette probabilité est
beaucoup plus proche que cela de 1 lorsque dépasse
guelquesunités (TCL).



Théaemede la sourcebinomiale
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il @ La probabilité que la sourceémette une r-suite qui soit
ERa -typique, estd'au moins1 k= ?;
pueen e Dansla pratique, si r est grand, cette probabilité est
beaucoup plus proche que cela de 1 lorsque dépasse
guelquesunités (TCL).
@ Théoréme (admis) : le nomlre T,. der-suites
-typiquesest approximativement

Tr- ] 2rH (S)

(au senslogaithmique : log(T,. ) rH(S) = o(r))



Théaemede la sourcebinomiale
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@ @ La probabilité que la sourceémette une r-suite qui soit
ERa -typique, estd'au moins1 k= ?;
puenen o Dansla pratique, si r est grand, cette probabilité est
beaucoup plus proche que cela de 1 lorsque dépasse
Ermem guelquesunités (TCL).
@ Théoréme (admis) : le nomlre T,. der-suites
-typiquesest approximativement

Tr- ] 2rH(S)

(au senslogaithmique : log(T,. ) rH(S) = o(r))
o Dansla pratique, le nomlre de suites -typiquesne
dépend quasimentpasde (sir estassezgrand)



Théaemede la sourcebinomiale
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@ @ La probabilité que la sourceémette une r-suite qui soit
ERa -typique, estd'au moins1 k= ?;
puenen o Dansla pratique, si r est grand, cette probabilité est
beaucoup plus proche que cela de 1 lorsque dépasse
Ermem guelquesunités (TCL).
@ Théoréme (admis) : le nomlre T,. der-suites
-typiquesest approximativement

Tr- ] 2rH(S)

(au senslogaithmique : log(T,. ) rH(S) = o(r))
o Dansla pratique, le nomlre de suites -typiquesne
dépend quasimentpasde (sir estassezgrand)

o La preuvesefait entorturant la formule de Stirling
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Problématiquedu codage

Modélisationclassiqued'une transmissiond'information :

source
de bruit

v

émetteur
(source)

codeur

canal

décodeur

récepteur




Notion de code
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Notion de code

@ Unesource S émetdesmessages qui sont dessuitesde
symbolespris dansun alphabet de source A

@ Un code estunefonction qui a chaguemessagen 2 A
fait carespndreun mot C(m) 2 B ou B estun
alphabet de codage
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Notion de code

@ Unesource S émetdesmessages qui sont dessuitesde
symbolespris dansun alphabet de source A

@ Un code estunefonction qui a chaguemessagen 2 A
fait carespndreun mot C(m) 2 B ou B estun
alphabet de codage

o Typiquement,en vue d'une transmissionsur un canal
donné,l'alphabet de codageest adaptéau canal
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buchon @ Unesource S émetdesmessages qui sont dessuitesde
symbolespris dansun alphabet de source A

@ Un code estunefonction qui a chaguemessagen 2 A
fait carespndreun mot C(m) 2 B ou B estun
alphabet de codage

Cotagede souca e Typiquement,envue d'une transmissionsur un canal

e donné,l'alphabet de codageest adaptéau canal

@ Le plussouvent: codage binaire, l'alphabet de codage
estB = f0; 1g
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Codagede source

Casparticulier dansl'ensembledescodespossibles

@ Pour chaquesymimole s 2 A, on dé nit soncodage
C(s) 2 B (un mot de l'alphabet de codage)

@ Siun messagenm est composéd'une suite de lettres,
m= 8% S,
on dé nit soncodageC(m) par concaténation:

C(m) = C(s1)C(s2)  C(s)
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Buchon C(s) 2 B (un mot de l'alphabet de codage)
@ Siun messagenm est composéd'une suite de lettres,

m= $9 S,

on dé nit soncodageC(m) par concaténation:

Codage de source

C(m) = C(s1)C(s2)  C(s)

o Sil'on était grossier,on dirait qu'on a dé ni C commeun
morphisme du monoide libre A vers le monoide libre
B
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Phillppe @ Pour chaquesymimole s 2 A, on dé nit soncodage

Buchon C(s) 2 B (un mot de l'alphabet de codage)
@ Siun messagenm est composéd'une suite de lettres,

m= $9 S,

on dé nit soncodageC(m) par concaténation:

Codage de source

C(m) = C(s1)C(s2)  C(s)

o Sil'on était grossier,on dirait qu'on a dé ni C commeun
morphisme du monoide libre A vers le monoide libre
B

@ Mais on va essger de resterpoli
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o Lalongueur d'un mot m estle nombre de lettres (pas
forcémentdistinctes) qui le composent
@ On la note "(m), parfois jm;



Notations: longueurs

e e Lalongueur d'un mot m estle nombre de lettres (pas
@ forcémentdistinctes) qui le composent
e @ On la note “(m), parfois jmj

@ On note "s(m), ou jmjs, le nomlre d'occurrencesie la
lettre s dansle mot m
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A= fsy;:::; 50, on utilise la notation
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@ forcémentdistinctes) qui le composent
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(]

On la note " (m), parfois jmj

On note “¢(m), ou jmjs, le nomhre d'occurrencesle la
lettre s dansle mot m

Pour dé nir un codagede sourcepour I'alphabet

A= fsy;:::; 50, on utilise la notation

(]

(]

Codage de source
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Notation: *j = “(M;)
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T @ Lalongueur d'un mot m estle nombre de lettres (pas
@ forcémentdistinctes) qui le composent
e @ On la note “(m), parfois jmj

@ On note "s(m), ou jmjs, le nomlre d'occurrencesie la
lettre s dansle mot m
@ Pour dé nir un codagede sourcepour l'alphabet

A= fsy;:::; 50, on utilise la notation
C = fMy;:::; Mgg, cequi sous-entendC(s) = M;
cooede souce o Notation: “j = “(M;)

@ On atrivialement, pour tout mot m2 A ,

X
(C(m)) = (M)
i=1
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Notations: longueurs

o Lalongueur d'un mot m estle nombre de lettres (pas
forcémentdistinctes) qui le composent

@ On la note "(m), parfois jmj

@ On note “¢(m), ou jmjs, le nomlre d'occurrencede la
lettre s dansle mot m

@ Pour dé nir un codagede sourcepour l'alphabet

A= fsy;:::; 50, on utilise la notation
C = fMy;:::; Mgg, cequi sous-entendC(s) = M;
@ Notation: ' = (M;)

@ On atrivialement, pour tout mot m2 A ,

X
(C(m)) = (M)
i=1

@ Notion de longueurmaximaled'un code: L = max (i)
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T @ Lalongueur d'un mot m estle nombre de lettres (pas
@ forcémentdistinctes) qui le composent
e @ On la note “(m), parfois jmj

@ On note "s(m), ou jmjs, le nomlre d'occurrencesie la
lettre s dansle mot m
@ Pour dé nir un codagede sourcepour l'alphabet
A= fsy;:::; 50, on utilise la notation
Codagede souce e Notation: *j = “(M;)
@ On atrivialement, pour tout mot m2 A ,

X
(C(m) = “s(m)
i=1

@ Notion de longueurmaximaled'un code: L = max (i)
o Trivialement,”(C(m)) L (m)
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retrouverle mot a partir de soncodage(notion de
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@ On peut essger d'aborder la théarie du codagede deux
ueppe maniéresdi érentes :

Duchon

@ Purement combinatoire : on a desmots qu'on réécriten
d'autres mots, et on s'intéressea despropriétés
combinatoiresdu code. Par exempleJa possibilitéde
retrouverle mot a partir de soncodage(notion de

déchi rabilité)

@ Probabiliste : on suppseque la sourceest un objet
“ probabilistequi émet dessuitesde symlolesaléatoires,ce
qui permetde s'intéresserl despropriétésou a des
grandeursen moyenne; c'est la qu'intervient
fructueusementa notion d'entropie.
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) Dé nition
Philppe Un code C estdit déchi rable (ou uniguement déchi rable ,
ou non ambigu) s'il estinjectif :

8m2 A ;8m°2 A ;C(m=C(m%) =) m=m°

Un code qui n'est pasuniquementdéchi rable est dit ambigu.

@ Siun code est uniquementdéchi rable, il existedoncune
fonction de décodage (fonction réciproque)
D:C(A)! A tellequeD(C(m)) = m pourtout m;
@ Entoute généralité,il n'est pas toujours facile de
décidersi un code est uniquementdéchi rable, ni, s'il
I'est, de calculerla fonction de décalage.
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C'est-ydéchi rable?

@ Prouver qu'un code est ambiguest conceptuellement

simple: il sut
mémecodage

d'exhiber deuxmots distincts qui ont le
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c'est a priori plus compliqué: maoralement,il faut exhiber
la fonction de décalageet prouverqgu'elle est carecte
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C'est-ydéchi rable?
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Duchon @ Prouver qu'un code est ambiguest conceptuellement
simple: il sut d'exhiber deuxmots distincts qui ont le
mémecodage

@ Pour prouver qu'un code est uniguementdéchi rable,
c'est a priori plus compliqué: maoralement,il faut exhiber
la fonction de décalageet prouverqgu'elle est carecte

o Dansla pratique, on verragu'il existedesconditions

o su santes pour qu'un code soit uniqguementdéchi rable,
et que I'ensembledescodesu.d. qui satisfontces
conditionscontient presque tous lescodes utiles .
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Desexemples

Pour chaquecode, donnépar I'ensembledesmots de code des
symioles,dire s'il est ou non uniquementdéchi rable. S'il I'est,
donnerl'algorithme de décalage; sinon,donnerdeuxmots
ayant le mémecodage.

e G =10;11 101

e G =10001001

o G=10;0L10g

e G = f000 00%01; 1g

e G = f000100100101010101; 1110009

o G=10;0111g
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un code est non ambigu, il peut étre di cile de prendre
une séquenceodée en marche : c'estle problémede la
synchronisationpu du formatage.
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@ o Lespropriétésutiles descodesqui sont de nature
S combinatoirene s'arrétent pasa la déchi rabilité. Mémesi
un code est non ambigu, il peut étre di cile de prendre
une séquenceodée en marche : c'estle problémede la
it synchronisationpu du formatage.
" @ Autre probléemepotentiel, le délai : nombre de symioles
de code qu'on peut avoir besoind'examinerau-delade
e ceuxqui codent une lettre, avant de pouvoir décaler cette
‘ lettre.
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@ o Lespropriétésutiles descodesqui sont de nature
S combinatoirene s'arrétent pasa la déchi rabilité. Mémesi
un code est non ambigu, il peut étre di cile de prendre
une séquenceodée en marche : c'estle problémede la
synchronisationpu du formatage.

@ Autre probléemepotentiel, le délai : nombre de symioles
de code qu'on peut avoir besoind'examinerau-delade
e ceuxqui codent une lettre, avant de pouvoir décaler cette
oien de code lettre.
o Exemplede G = f0;01; 11g : déchi rable, maispour
décader011 1 il faut connaitrela parité du nomtre de
1 consécutifsavant d'étre capablede décaler la premiere
lettre (délai non borné).
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S Un mot m estun pré xe d'un mot mS s'il existeun mot w tel
quem®= m:w.

Dé nition

deuxmots de code M;, M; (autresquei = j) tels que M; soit
e UN Pré xe de Mj.

t
Notion de code
pré xe

Théaéme
Tout code pré xe estuniqguementdéchi rable.
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