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Déchi rabilité
ion de code

Desexemples

Pour chaquecode, donnépar I'ensembledesmots de code des
symioles,dire s'il est ou non uniquementdéchi rable. S'il I'est,
donnerl'algorithme de décalage; sinon,donnerdeuxmots
ayant le mémecodage.

e G =10;11 101

e G =10001001

o G=10;0L10g

e G = f000 00%01; 1g

e G = f000100100101010101; 1110009

o G=10;0111g
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ERa Pour chaquecode, donnépar I'ensembledesmots de code des

Bucel symioles,dire s'il est ou non uniquementdéchi rable. S'il I'est,
donnerl'algorithme de décalage; sinon,donnerdeuxmots
ayant le mémecodage.

o G = f0;11;,101g déchirable

o G = 00,01 001g

o G=10;0L10g

e G = f00000%01;1g

e G = f000100100101010101; 1110009
o G=10;0111g
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ERa Pour chaquecode, donnépar I'ensembledesmots de code des

Buchon symioles, dire s'il estou non uniquementdéchi rable. S'il 'est,
donnerl'algorithme de décalage; sinon,donnerdeuxmots
ayant le mémecodage.

o G = f0;11;,101g déchirable

o G = f00;01; 001g déchirable

o G=10;0L10g

e G, = f000 001,01, 1g

e G = f000100100101010101; 1110009
o G=10;0111g




Desexemples
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ERa Pour chaquecode, donnépar I'ensembledesmots de code des

Chchon symioles,dire s'il est ou non uniquementdéchi rable. S'il I'est,
donnerl'algorithme de décalage; sinon,donnerdeuxmots
ayant le mémecodage.
o G = f0;11;,101g déchirable
o G = f00;01; 001g déchirable
o G = f0;0L 10g ambigu: C(ac) = 010= C(ba)
e G, = f000 001 01; 19
e G = f000100100101010101; 1110009
o G=10;0111g
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ERa Pour chaquecode, donnépar I'ensembledesmots de code des

Buchon symioles, dire s'il est ou non uniqguementdéchi rable. S'il I'est,
donnerl'algorithme de décalage; sinon,donnerdeuxmots
ayant le mémecodage.

o G = f0;11;,101g déchirable

o G = f00;01; 001g déchirable

o G = f0;0L 10g ambigu: C(ac) = 010= C(ba)
o G, = f00Q 001, 01; 1g déchirable : pré xe

e G = f000100100101010101; 1110009

o G=10;0111g
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Déchi rabilité

Desexemples

Pour chaquecode, donnépar I'ensembledesmots de code des
symloles,dire s'il estou non uniquementdéchi rable. S'il I'est,
donnerl'algorithme de décalage; sinon,donnerdeux mots
ayant le mémecodage.

o G = f0;11;,101g déchirable

o G = f00; 01, 001g déchirable

o G3=f0;0110g ambigu: C(ac) = 010= C(ba)

o G = f00Q 002, 01; 1g déechirable : pré xe

e G = f000100100101010101; 111000g déchi rable :

longueur xe, donc pré xe
o G=10;0L11g
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e code

Desexemples

Pour chaquecode, donnépar I'ensembledesmots de code des
symloles,dire s'il estou non uniquementdéchi rable. S'il I'est,
donnerl'algorithme de décalage; sinon,donnerdeux mots
ayant le mémecodage.

o G = f0;11;,101g déchirable

o G = f00; 01, 001g déchirable

o G3=f0;0110g ambigu: C(ac) = 010= C(ba)

o G = f00Q 002, 01; 1g déechirable : pré xe

e G = f000100100101010101; 111000g déchi rable :

longueur xe, donc pré xe
o G = f0;0L 11g déchi rable, maisdélainon borné
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Duchon

un code est non ambigu, il peut étre di cile de prendre
une séquenceodée en marche : c'estle problémede la
synchronisationpu du formatage.

Déchi rabilité




D'autrespropriétéscombinatoires

Théorie de
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@ o Lespropriétésutiles descodesqui sont de nature
S combinatoirene s'arrétent pasa la déchi rabilité. Mémesi

un code est non ambigu, il peut étre di cile de prendre

une séquenceodée en marche : c'estle problémede la

synchronisationpu du formatage.

s @ Autre probléemepotentiel, le délai : nombre de symioles

dscoces de code qu'on peut avoir besoind'examinerau-delade
ceuxqui codent une lettre, avant de pouvoir décaler cette
lettre.




Théorie de
I'Info rmation

(©)

Philippe
Duchon

Déchi rabilité

D'autrespropriétéscombinatoires

o Lespropriétésutiles descodesqui sont de nature

combinatoirene s'arrétent pasa la déchi rabilité. Mémesi
un code est non ambigu, il peut étre di cile de prendre
une séquenceodée en marche : c'estle problémede la
synchronisationpu du formatage.

@ Autre probléemepotentiel, le délai : nombre de symioles

de code qu'on peut avoir besoind'examinerau-delade
ceuxqui codent une lettre, avant de pouvoir décaler cette
lettre.

Exemplede Gs = f0;01; 11g : déchi rable, mais pour
décader011 1 il faut connaitrela parité du nomtre de
1 consécutifsavant d'étre capablede décaler la premiere
lettre (délai non borné).
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S Un mot m estun pré xe d'un mot mS s'il existeun mot w tel
quem®= m:w.

Déchi rabilité

Dé nition
“coue deuxmots de code Mj, M; (autresquei = j) tels que M; soit
un pré xe de M;.

Théaéme
Tout code pré xe estuniqguementdéchi rable.
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o Par l'absurde: on suppmseque le code est ambigu.
@ Soitw = C(u) = C(u9 un mot de code ambigu
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Preuvedu théaemedescodespré xes

o Par l'absurde: on suppmseque le code est ambigu.

@ Soitw = C(u) = C(u9 un mot de code ambigu

@ Soitv le plus long pré xe commun deu et u®:
u= vi§:ug, u®= vis:u, aveci 6 |
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@ Soitw = C(u) = C(u9 un mot de code ambigu

@ Soitv le plus long pré xe commun deu et u®:
u= vi§:ug, u®= vis:u, aveci 6 |

o w= C(v):C(s:u1) = C(v):C(5:uz), donc
C(si:up) = C(s:u2)
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(4

Par I'absurde: on supposeque le code est ambigu.
Soitw = C(u) = C(u9 un mot de code ambigu
Soit v le plus long pré xe commun deu et u®:
u= vi§:ug, u®= vis:u, aveci 6 |

w = C(v):C(si:uz) = C(v):C(s:up), donc
C(si:up) = C(s:u2)

2 cassont possibles

(4

(4

(]

(4
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Preuvedu théaemedescodespré xes

(4

(4

(4

(]

(4

Par I'absurde: on supposeque le code est ambigu.
Soitw = C(u) = C(u9 un mot de code ambigu
Soit v le plus long pré xe commun deu et u®:
u= vi§:ug, u®= vis:u, aveci 6 |

w = C(v):C(si:uz) = C(v):C(s:up), donc
C(si:up) = C(s:u2)

2 cassont possibles

o i j:alosC(s) estun pré xe de C(s) (commepré xe
de longueur’; du mot C(s:uy)), le code n'‘est paspré xe ;
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Preuvedu théaemedescodespré xes

(4

(4

(4
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Par I'absurde: on supposeque le code est ambigu.
Soitw = C(u) = C(u9 un mot de code ambigu
Soit v le plus long pré xe commun deu et u®:
u= vi§:ug, u®= vis:u, aveci 6 |

w = C(v):C(si:uz) = C(v):C(s:up), donc
C(si:up) = C(s:u2)

2 cassont possibles

o i j:alosC(s) estun pré xe de C(s) (commepré xe
de longueur’; du mot C(s:uy)), le code n'‘est paspré xe ;
o 'j < 7 :inversementC(s) estun pré xe (strict) de C(s),

et le code n'est encae paspré xe
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Décalaged'un code pré xe

@ Remarque : carespndancenaturelleentre lesmots de
A et lesn+uds d'un arbre k-aire in ni

o la racinecorrespnd au mot vide
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Duchon o Remarque : carespndancenaturelleentre lesmots de
A etlesn=+uds d'un arbre k-airein ni
Notion de code
méxe o la racinecorrespnd au mot vide

Condition et

e e o lesk Is d'un n+ud w sontw:s;; W:Sy;:::; Wi
o lespré xes d'un mot correspndentexactementaux
atoire ancétres de sonn+ud
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“ondition et

Décalaged'un code pré xe

@ Remarque : carespndancenaturelleentre lesmots de
A etlesn+uds d'un arbre k-airein ni :

o la racinecorrespnd au mot vide

o lespré xes d'un mot carespndentexactementaux
ancétres de sonn+ud
o Enreglegénéraleon peut étiqueterchaquen+ud de
I'arbre par le(s) mot(s) qu'il code; le code est déchi rable
si et seulementsi aucunn+ud ne regoit plusd'une
étiquette
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Décalaged'un code pré xe (2)

o On pat delarbreinni Ty

@ On marque lesn+uds carespndantaux mots du code
(codagedessymioles)



Décalaged'un code pré xe (2)
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St @ On part delarbreinni Ty
Philippe @ On marque lesn+uds carespndantaux mots du code
(codagedessymloles)
o o Remarque : dire quele code est pré xe revienta dire

gu'aucunn=+ud marqué n'a d'ancétremarqué
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® @ Onpart delarbreinni Ty
Philippe @ On marque lesn+uds carespndantaux mots du code
(codagedessyminles)
pove @ Remarque : dire quele code est pré xe revienta dire

il qu'aucunn+ud marqué n'a d'ancétremarqué

@ On éliminede l'arbre tous lesn+uds qui ne sont ni des
: n+uds marqués,ni despré xes (ancétres)de n+uds
marqués(les n+uds marquésdeviennentesfeuilles)
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® @ Onpart delarbreinni Ty
Philippe @ On marque lesn+uds carespndantaux mots du code
(codagedessyminles)
@ Remarque : dire quele code est pré xe revienta dire

gu'aucunn=+ud marqué n'a d'ancétremarqué

e @ On éliminede l'arbre tous lesn+uds qui ne sont ni des

n+uds marqués,ni despré xes (ancétres)de n+uds
marqués(les n+uds marquésdeviennentesfeuilles)

@ On a (presqué) un automate déterministequi reconnait
les mots codants!
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® @ Onpart delarbreinni Ty
Philippe @ On marque lesn+uds carespndantaux mots du code
(codagedessyminles)
pove @ Remarque : dire quele code est pré xe revienta dire

a gu'aucunn-+ud marqué n'a d'ancétremarqué

o @ On éliminede l'arbre tous lesn+uds qui ne sont ni des

n+uds marqués,ni despré xes (ancétres)de n+uds
marqués(les n+uds marquésdeviennentiesfeuilles)

@ On a (presqué) un automate déterministequi reconnait
les mots codants!

@ L'arbre minimal contenanttous les mots codants serait
obtnu engre ant, a chaquefeuille, une copiede l'arbre (et
enitérant a I'in ni)
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C= 101,021,200 21; 2229
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C= 101,021,200 21; 2229
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péctiraie C= 10102 1,200 21; 222g

Notion de code
pré xe

Condition et
théoreme de Kraft
Théoréme de
MacMillar
Conclusion sur la
héorie combinatoire
des codes
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k (xé) désignea taille de I'alphabet de codage (souvent,
k = 2), N la taille de I'alphabet de source

©
0
o.
=]
=
1]
.
e
)
=
[(@]
)
3
=]
=,
1
D
>
[7)]
D
3
=3
8
D
28
(@]
=)
«
c
D
c
=
wm

desmots de code
On appellefonction de Kraft du code, la quantité

(4

XN
_“““LHHW . K(L) = |:1 k I

Par extegﬁion,si C estun ensemblede mots:
K(C)= ,ock (w)

On dit qu'un code satisfait la condition de Kraft si
K(L) 1

(4

(]

Théaéemede Kraft

Il existeun code pré xe dont le multi-ensembledeslongueurs
estL, si et seulement si L satisfaitla condition de Kratft.
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Lemme
Tout code pré xe satisfaitla condition de Kraft.

@ On dé nit, pour chaquen=+ud d'un arbre k-aire ni T,
un poids:



Théorie de
I'Info rmation

(©)

Philippe
Duchon

Preuve(l) : conditionnécessaire

Lemme
Tout code pré xe satisfaitla condition de Kraft.

@ On dé nit, pour chaquen=+ud d'un arbre k-aire ni T,
un poids:
o sin estunefeuille de profondeuri, pr(n) = k !
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Preuve(l) : conditionnécessaire

Lemme
Tout code pré xe satisfaitla condition de Kraft.

@ On dé nit, pour chaquen=+ud d'un arbre k-aire ni T,
un poids:
o sin estunefeuille de profondeuri, pr (n) = k !
@ sin estun n+ud interne, pr (n) estla sommedespoids
desIs den
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Preuve(l) : conditionnécessaire

Lemme
Tout code pré xe satisfaitla condition de Kraft.

@ On dé nit, pour chaquen=+ud d'un arbre k-aire ni T,
un poids:
o sin estunefeuille de profondeuri, pt (n) = k
@ sin estun n+ud interne, pr (n) estla sommedespoids
desIs den
o le poidsp(T) estdé ni commele poidsde la racine
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Preuve(l) : conditionnécessaire

Lemme
Tout code pré xe satisfaitla condition de Kraft.

@ On dé nit, pour chaquen=+ud d'un arbre k-aire ni T,
un poids:
o sin estunefeuille de profondeuri, pt (n) = k
@ sin estun n+ud interne, pr (n) estla sommedespoids
desIs den
o le poidsp(T) estdé ni commele poidsde la racine

o SiT estl'arbre desmots de code d'un code pré xe C,
p(T) = K(C)
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Preuve(l) : conditionnécessaire

Lemme
Tout code pré xe satisfaitla condition de Kraft. J

@ On dé nit, pour chaquen=+ud d'un arbre k-aire ni T,
un poids:
o sin estunefeuille de profondeuri, pt (n) = k
@ sin estun n+ud interne, pr (n) estla sommedespoids
des s den
o le poidsp(T) estdé ni commele poidsde la racine
o SiT estl'arbre desmots de code d'un code pré xe C,
p(T) = K(C)
@ Siunarbre T estinclus dansun autre arbre T 9 alars pour
tout n~ud ndeT, onapt(n) pro(n); enparticulier,

p(T) p(TH
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Preuve(l) : conditionnécessaire

Lemme
Tout code pré xe satisfaitla condition de Kraft. J

@ On dé nit, pour chaquen=+ud d'un arbre k-aire ni T,
un poids:
o sin estunefeuille de profondeuri, pt (n) = k
@ sin estun n+ud interne, pr (n) estla sommedespoids
des s den
o le poidsp(T) estdé ni commele poidsde la racine

o SiT estl'arbre desmots de code d'un code pré xe C,
p(T) = K(C)

@ Siunarbre T estinclus dansun autre arbre T 9 alars pour
tout n~ud ndeT, onapt(n) pro(n); enparticulier,
p(T) p(T9

@ SiT estlarbre k-aire completa ™ niveaux,p(T) = 1 (il y
ak feuillesde poidsk chacune)
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@) @ Etant donnéle multi-ensemblede longueursL, on
ol ) .
e construit un code pré xe
@ On choisitlesmots de code un par un, en s'assurantde le
faire en conservantun ensemblepré xe
Condition et

@ Une condition permet d'étre assuréde ne pasétre
coincé : choisirlesmots de code par longueurscroissantes

Lemme

SoitL = ("1 > ) tel queK (L) < 1, et 0y tel
queK(L) 1 k (e, L[ f % satisfaitla conditionde
Kraft). Alors pour tout code pré xe d'assatiment de longueurs
L, il existeun mot de longueur™® dont aucunpré xe n'est un
mot de code.




Théorie de
I'Info rmation

(©)

Philippe
Duchon

Condition et
théoréme de Kraft

Preuvedu lemme

Lemme

SoitL = (1 > ) tel queK (L) < 1, et0 y tel
queK(L) 1 k ° (i.e., L [ f Y satisfaitla condition de
Kraft). Alors pour tout code pré xe C, d'assetiment de
longueursL, il existeun mot w de longueur’ ° dont aucun

pré xe n'estun mot de code (i.e., C[ fwg estun code pré xe).
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Preuvedu lemme

Lemme

SoitL = (1 > ) tel queK (L) < 1, et0 y tel
queK(L) 1 k ° (i.e., L [ f Y satisfaitla condition de
Kraft). Alors pour tout code pré xe C, d'assetiment de
longueursL, il existeun mot w de longueur’ ° dont aucun

pré xe n'estun mot de code (i.e., C[ fwg estun code pré xe).

~0 N
o llyak motsdelongueur®
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Preuvedu lemme

Lemme

SoitL = (1 > ) tel queK (L) < 1, et0 y tel
queK(L) 1 k ° (i.e., L [ f Y satisfaitla condition de
Kraft). Alors pour tout code pré xe C, d'assetiment de
longueursL, il existeun mot w de longueur’ ° dont aucun

pré xe n'estun mot de code (i.e., C[ fwg estun code pré xe).

o Ily ak " mots de longueur°
o Un mot de code (de longueur "9 ak’  suxes de
longueur’©




Preuvedu lemme
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I'Info rmation Lemme
N SoitL = ("1 2 N) tel queK (L) < 1, et 0y tel

Duchon queK(L) 1 k °(.e. L[ f % satisfaitla conditionde
Kraft). Alors pour tout code pré xe C, d'assatiment de
longueursL, il existeun mot w de longueur’ ° dont aucun

pré xe n'estun mot de code (i.e., C[ fwg estun code pré xe).

o Il'y ak ” mots de longueur™®

o Un mot de code (de longueur” "9 ak™® ~suxes de
longueur’©

e doncle nomlre de mots de longueur’ ° qui ont un mot de
code pour pré xe, estau plusde

K®i= k‘°w k T=kKL) k° 1

i=1 i=1
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Preuvedu lemme

Lemme

SoitL = (1 > ) tel queK (L) < 1, et0 y tel
queK(L) 1 k ° (i.e., L [ f Y satisfaitla condition de
Kraft). Alors pour tout code pré xe C, d'assetiment de
longueursL, il existeun mot w de longueur’ ° dont aucun

pré xe n'estun mot de code (i.e., C[ fwg estun code pré xe).

o Ily ak " mots de longueur°

o Un mot de code (de longueur "9 ak’  suxes de
longueur’©

e doncle nomlre de mots de longueur’ ° qui ont un mot de
code pour pré xe, estau plusde kK 1
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(3 . N N < < N
SoitL = (1 > n) tel queK(L) < 1, et 0y tel

Philippe N
whon ~ queK(L) 1 k °(e., L[ f % satisfaitla conditionde
Kraft). Alors pour tout code pré xe C, d'assetiment de
longueursL, il existeun mot w de longueur*®dont aucun

pré xe n'est un mot de code (i.e., C[ fwg estun code pré xe).

o Ily ak " mots de longueur°

o Un mot de code (de longueur "9 ak’  suxes de
longueur’©

e doncle nomlre de mots de longueur’ ° qui ont un mot de
code pour pré xe, estau plusde kK 1

@ Par conséquentjl en existeau moinsun qui n'a pasde tel
pré xe, et on peut I'ajouter au code en conservanta
condition pré xe.
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o Lethéaémede Kraft nouscaractériseles multi-ensembles
de longueursqui sont leslongueursde codespré xes.

o Lethéaémede MacMillan nousdit que ce sont aussi
exactementies multi-ensemblesle longueursdescodes
uniquementdéchi rables.

Théaemede MacMillan

Tout code uniquementdéchi rable satisfaitla condition de
Kraft.
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meone de @ Remarque : si C estdéchirable, alors pour tout r 1,
@ C' (ensemblede tous les mots que I'on peut former en
S concaténantexactementr mots de C) est déchi rable, et

contient exactementN" mots.
. @ On véri e quesi A et B sont deuxensemblesle mots tels
théoréme do it guetous lesmots de A:B sont distincts, alars
K(A:B) = K(A):K(B) ; on endéduit que
biore npeaie K(C") = (K(C))", par récurrencesurr.
@ Supposonsquel'on ait K(C) > 1: alars, siL = max (i),
onprendr tel queK(C)" > rL
@ Touslesmotsde C" sontde longueurau plusrL : doncil
existeforcémentune longueur™ rL telle que la somme
despoidsdesmots de C" ayant exactementiongueur",
soit> 1
e Celaimpliquequ'il y ait plusdek tels mots:
contradiction (ils ne peuventpas étre tous distincts).
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Conclusion sur la
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Récapitulons

@ On a dé ni une propriété combinatoiresouhaitabledes
codes: la déchi rabilité

@ On a prouvéqu'une condition su sante pour qu'un code
soit déchi rable est qu'il soit pré xe

o De plus, l'algorithme de décalaged'un code pré xe est
simple

o Par ailleurs,on a caractérisé lesassotiments de
longueursdescodespré xes

o Et on a montré qu'il n'existe pas d'assetiments de

longueursqui soientceuxde codesdéchi rables, mais pas
de codespré xes.
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