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4TIN501U − Algorithmique des graphes

Feuille 1

Notions de graphe, sommet, arête, degré d'un sommet, graphe connexe, composante connexe,

listes d'adjacence, matrice d'adjacence, matrice d'incidence.

Les exercices marqués par (*) sont à traiter en travail personnel

Exercice 1

Soit G1 le graphe dessiné dans la Figure 1.

1. Pour chaque sommet si de G1, donner le degré de si et la
liste des voisins de si (la liste d'adjacence de si).

2. Quel est le degré minimum et le degré maximum de G1 ?

3. Donner la matrice d'adjacence et la matrice d'incidence
de G1.

4. Le graphe G1 contient-il un cycle ? Si oui, quel est le plus
long cycle contenu dans G1 ?

5. G1 est un graphe connexe ou pas ? Justi�er.

s0s1

s2 s3

s4

s6 s5

Figure 1 � Le graphe G1

Exercice 2

Dessiner le graphe G2 décrit par les listes d'adjacence ci-dessous. Donner la matrice d'adjacence
et la matrice d'incidence de G2 (on numérotera les arêtes suivant l'ordre lexicographique sur le
couple de sommets extrémités).

1 : 2, 3

2 : 1, 3, 4, 5

3 : 1, 2, 5

4 : 2, 5

5 : 2, 3, 4

Notions de boucle, arêtes parallèles, graphe simple

Exercice 3

(*)

1. Dessiner plusieurs graphes dont les sommets ont comme degrés 4, 3, 2, 1, 1, 1, 0, dont
� au moins un graphe contenant une boucle,
� au moins un graphe sans boucle mais contenant des arêtes parallèles, et
� au moins un graphe simple.

2. Y a-t-il parmi vos graphes un sans cycle ?

3. Quel est le nombre d'arêtes dans chacun de ces graphes ? Peut-il exister un autre graphe
avec les sommets de mêmes degrés, ayant un nombre d'arêtes di�érents ? Justi�er.

4. Proposer une suite d'entiers naturels telle qu'il existe un graphe non-simple ayant comme
degrés les valeurs de la suite, mais il n'existe pas de graphe simple ayant comme degrés
les valeurs de la suite.

5. Proposer une suite d'entiers naturels telle qu'il n'existe aucun graphe (simple ou pas)
ayant comme degrés les valeurs de la suite.
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Calcul avec des degrés, parité de degrés

Exercice 4

Montrer que dans un graphe la somme des degrés des sommets est un nombre pair. En déduire
que tout graphe a un nombre pair de sommets de degré impair.

Exercice 5

Dans un graphe connexe un isthme est une arête dont la suppression augmente le nombre de
composantes connexes. Montrer qu'un graphe dont tous les sommets sont de degré pair ne
possède pas d'isthme.

Exercice 6

Un graphe simple G a 15 arêtes, 3 sommets de degré 4, les autres étant de degré 3. Quel est le
nombre de sommets du graphe G ?

Exercice 7

Est-il possible qu'un groupe de 9 personnes soit tel que chacun soit l'ami de 5 personnes
exactement du groupe ?

Manipulation formelle, démonstration directe, raisonnement par l'absurde

Exercice 8

Soit G un graphe ayant k composantes connexes. Soit u et v deux sommets non-adjacents de
G. Soit G′ le graphe obtenu à partir de G en ajoutant une nouvelle arête reliant u et v.

1. Montrer que si u et v sont dans la même composante connexe de G, alors G′ contient
un cycle qui passe par la nouvelle arête uv.

2. Montrer que si u et v sont dans la même composante connexe de G, alors G′ a autant
de composantes connexes que G.

3. Montrer que si u et v sont dans deux composantes connexes distinctes de G, alors le
nombre de composantes connexes de G′ est égal à k − 1.

4. En déduire qu'en général, l'ajout d'une arête peut faire diminuer le nombre de compo-
santes connexes d'un graphe d'au maximum une.

Exercice 9

(*) L'objectif de cet exercice est de trouver une borne supérieure sur le nombre d'arêtes d'un
graphe sans cycle. Pour parvenir à la solution on utilise les résultats de l'exercice 8.

Considérons un graphe G sans cycle. Soient e1, e2, . . . , em les arêtes de G. Nous allons recons-
truire G à partir d'un graphe sans arête en ajoutant les arêtes de G une par une.

1. SoitG0 un graphe à n sommets avec aucune arête. Montrer que le nombre de composantes
connexes de G0 est égal à n, en explicitant la structure de chacune d'elles.

2. Pour i = 1, . . . ,m, soit Gi le graphe obtenu à partir de Gi−1 en ajoutant l'arête ei.
(Observer que Gm = G.) En utilisant des énoncés de l'exercice précédent, montrer que
les extrémités de ei appartiennent à deux composantes connexes di�érentes de Gi−1.

3. En déduire que Gi a une composante connexe de moins par rapport à Gi−1.

4. Quel est le nombre de composantes connexes de Gi ? De Gm ? En déduire que le nombre
d'arêtes maximum possible dans un graphe sans cycle est de n− 1.

5. En déduire que, si un graphe G est sans cycle, alors, G est connexe si et seulement si
m = n− 1.

6. Sauriez-vous maintenant justi�er la réponse à 3.2 ?
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Solutions des exercices optionnels

Correction de l'exercice 3

1. Les graphes suivants ont tous 7 sommets ayant comme degrés 4, 3, 2, 1, 1, 1, 0.
� Exemple de graphe contenant une boucle.

� Exemples de graphe sans boucle mais contenant des arêtes parallèles :

� Exemple de graphe simple :

2. Non, il n'y en a pas (on retiendra que tous ces graphes ont 6 sommets de degré non nul
et 6 arêtes, cette remarque nous sera utile par la suite).

Hors programme : il est possible de démontrer ce fait à l'aide de la formule d'Euler (que
vous n'avez pas vu en cours) qui relie le nombre de sommets n, le nombre d'arêtes m,
le nombre de composantes connexes c et le nombre cyclomatique d qui est le nombre
d'arête qu'il faut enlever à un graphe pour qu'il n'ait plus de cycles. La formule d'Euler
est la suivante :

n−m = c− d.

Si on applique cette dernière formule à notre exemple, on obtient que m = (4 + 3 + 2 +
1 + 1 + 1 + 0)/2 = 6 (voir exercice 3), n = 7, et on en déduit que c − d = 1. Faisons
un raisonnement pas l'absurde : supposons que le graphe soit sans cycle. Comme d = 0,
on en déduit que le nombre de composantes connexes c est égal à 1. C'est impossible
puisqu'il y a un sommet de degrés 0 et que le graphe contient plus de 2 sommets.

3. Ils ont 6 arêtes. On sait que �la somme des degrés des sommets d'un graphe est égale à

deux fois le nombre d'arêtes� (vu en cours), donc tout graphe dont les sommets ont les
degrés donnés aura forcement 6 arêtes.

4. Par exemple la suite (2) (un seul sommet ayant degré 2, il y a donc une boucle autour
de ce sommet) ou bien (1, 3) (deux sommets reliés par une arête et une boucle autour
d'un des deux) ou bien (2, 2) (deux sommets, soit reliés par des arêtes parallèles, soit
non reliés entre eux et possédant chacun une boucle).

5. La suite (0, 1) ne peut pas correspondre aux degrés des sommets d'un graphe, ni la suite
(0, 1, 2) ni toute autre suite dont la somme des valeurs est un nombre impair.

Correction de l'exercice 9
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1. Pour chaque sommet, puisqu'il est de degré 0, il n'y a pas d'arête incidente, donc le seul
sommet accessible est lui-même. D'où tout sommet forme lui-même tout seul sa propre
composante connexe. Il y a donc autant de composantes connexes que de sommets.

2. Observons d'abord que tout graphe Gi est sans cycle. (S'il y avait un cycle dans Gi, ce
cycle existerait dans G aussi � an ajoutant d'autres arêtes on ne peut pas détruire un
cycle.) Par l'absurde. Si les extrémités d'une arête ei appartenaient à la même compo-
sante connexe de Gi−1, alors, suite à ce qu'on a prouvé en 8.1. on aurait un cycle dans
Gi, ce qui est une contradiction avec l'observation ci dessus.

3. Les extrémités de ei appartiennent donc à deux composantes connexes di�érentes de
Gi−1, alors le résultat 8.3 s'applique pour tout i.

4. Le nombre de composantes connexes de Gi est n−i (n composantes initiales, puis l'ajout
de chaque arête fait diminuer de 1.) Le nombre de composantes connexes de G = Gm

est donc n −m. Puisque le nombre de composantes connexes est un entier naturel non
nul, on a n−m ≥ 1, d'où l'inégalité demandée.

5. Être connexe veut dire posséder une et une seule composante connexe.
D'après 9.4 c'est possible que G sans cycle soit connexe si et seulement si n − m = 1.
Les graphes connexes et sans cycles sont des arbres (pour une valeur de n, et donc de
m, donné, il existe plusieurs arbres).

6. Dans l'exercice 3 la somme des degrés est 12, donc il y a 6 arêtes. D'après la liste des
degrés �xés (4, 3, 2, 1, 1, 1, 0), il y a 6 sommets de degré non nul et un sommet isolé. On
vient de voir en 9.4 qu'un graphe sans cycle ayant 6 sommets a au maximum 5 arêtes.
Pour avoir un graphe sans cycle il faudrait que les 7 sommets soient tous dans la même
composante connexe, mais ce n'est pas le cas en raison du sommet isolé. Donc la réponse
à la question 3.2 est négative.
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