Jeux sur des graphes finis

Aréne de jeu

A= (Vo, V1, E)

e Deux joueurs Jy et J;. Lensemble des sommets est partitionné en deux
ensembles disjoints V, (sommets appartenant a J,) et V; (sommets
appartenant a J).

e Ensemble d’arétes EC V x V, V= V,U V7.

Parties

Une partie dans A est
e soit un chemin infini 7 = vy, v, ... dans le graphe (V, E),
e ou un chemin fini 7 = vy, vy, ..., v, dans (V, E) tel que v, n’a pas de
successeur dans (V, E).
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Jdel1y ot catraténies

Jeux
Un jeu est décrit par une paire (A, Win), ou A est une aréne et Win C V¢ est
la condition de victoire.
Exemples (ou F C VetFeP(V)):

e jeux d’accessibilité : Win = V*FV¥

e jeux d’obligation : Win = F“ pour F' € F

e jeux de Buchi (répétition) : Win = (V*F)«

e jeux de Muller : Win = {w € V¥ | Inf(7) € F}

e jeux de parité...

Stratégies

e Stratégie de J, : fonction f : V*Vy — V
t.g. f(mv) e vE :={we V| (v,w) € E},oum e V5, ve V.

e Partie 7 = vy, vy, ... conforme avec stratégie f de Jo : vir1 = f(vo - - v;)
pour tout i t.q. v; € Vj.

e Stratégie positionnelle : f : Vo — V t.q. f(v) € vE pour tout v € V.



Example

a c
b f

d e
g F = {a,d} : Jy gagne partout;

F ={e} : Jp gagne partout sauf
dans a
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Jeny d’accessibilite
Attracteurs

Attrd)(F) = F
AttrftH(F) = At} (F)U
{ve Vy|Jwe Attr{(F), (v,w) € E}
{ve Vi |Vwe Attr{(F), (v,w) € E}

Attré(F) est 'ensemble des noeuds a partir desquels J, peut forcer la partie
d’arriver a F en moins de ¢ coups. AttrLVl(F) est la région gagnante de Jy, et
V\ Attr‘ov| (F) est la région gagnante de J;.

Jeux d’accessibilité

Les jeux d’accessibilité sont déterminés : a partir de chaque sommet, un des
deux joueurs a une stratégie gagnante. Les stratégie gagnantes sont
positionnelles (stratégies d’attracteur).
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Jeux d’obligation
Définition
La condition de victoire d’'un jeu d’obligation est un ensemble 7 C P(V)
d’ensembles d’états. Le joueur Jy gagne une partie 7, si 'ensemble Occ(r)

d’'états rencontrés dans « appartient a F (i.e., combinaison booléenne de
conditions d’accessibilité).

Réduction

On réduit un jeu d’obligation a un jeu plus simple (et plus grand) : jeu de parité
faible.
e Dans un jeu de parité faible on colorie les sommets par des entiers :
x : V — N. Le joueur J; gagne une partie = si max(Occ()) est pair.
e Réduction : aréne A’ = (Vj, V{, E’) avec V= Vy x P(V),
Vi=VixP(V), E' ={(v,R) — (w,RU{v}) | (v,w) € E}. Coloriage :
x(v,R) =2|R|siRe F;x(v,R)=2|R|—1siR ¢ F.
e Les jeux de parité faible ont des stratégies gagnantes positionnelles. En
conséquence, on peut obtenir des stratégies gagnantes a mémoire finie
pour les jeux d’obligation.
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