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iNotre premi�ere rencontre eut lieu presque par hasard, sous la neige, �a Montr�eal, auxd�ebut de l'ann�ee 1992. A l'image du Mont-Royal, recouvert, le sujet de th�ese qui me lia �aAndr�e Arnold fut avant tout une atmosph�ere : les syst�emes informatiques, et une mati�ere :la logique.Cette \impression" initiale aurait pu tout aussi bien se transformer en labyrinthecauchemardesque. C'�etait sans compter son enthousiasme et son exp�erience; c'�etait sanscompter aussi le contexte de travail que m'o�rait mois apr�es mois le LaBRI; c'�etait sanscompter en�n la surprise de me voir partager avec Igor Walukiewicz, de l'Universit�e deVarsovie, une conjecture que notre rencontre et notre collaboration, qui se poursuit au-jourd'hui encore, transforma en th�eor�eme.Aujourd'hui, un premier travail se termine. Sa r�ealisation fut parfois di�cile. Auxhasards des couloirs du laboratoire et des halls de conf�erences, des personnes m'ont o�ertg�en�ereusement r�econforts et conseils. Ma th�ese leur doit beaucoup, qu'ils en soient iciremerci�es.Je tiens en particulier �a exprimer toute ma gratitude �a Andr�e Arnold. Il m'initia auxmyst�eres des syst�emes de transitions et me �t partager sa passion pour le \th�eor�eme deRabin". Il fut aussi le lecteur e�cace, rapide et critique de mes nombreuses \�ebauches deth�eses" dont la derni�ere est pr�esent�ee ici.Bruno Courcelle, par ses travaux et le groupe de travail \graphes et logiques", exer�caune in
uence profonde sur mon travail. C'est avec plaisir et honneur que je le compteparmi les membres de mon jury.C'est avec une appr�ehension bien naturelle que j'envoyais une premi�ere version de cem�emoire �a Philippe Darondeau et Damian Niwi�nski. Les commentaires qu'ils m'envoy�e-rent, les critiques et les remarques qu'ils me �rent, leur propre vision de mon travail, furentautant d'aides pr�ecisieuses pour la r�edaction �nale de ce m�emoire. Je ne saurais trop lesen remercier !Pour les esprits romanesques, un jury de th�ese en informatique th�eorique en Francene saurait être complet sans repr�esentants (ext�erieurs au LaBRI !) de l'\Ecole Fran�caised'Informatique Th�eorique" dont Boris Vian citait le grand-p�ere fondateur. Je remercieJean-Eric Pin et Max Dauchet, qui ont accept�e de faire partie de mon jury, de remplirce rôle. C'est avec plaisir et honneur que je leur pr�esente mes travaux sur les arbres, lesautomates et la logique.



ii Vivant sans un sou�e,Froid comme la mort,Jamais assoi��e, toujours buvant,En cotte de mailles, jamais cliquetant.J.R.R. Tolkien, Bilbo le hobbit.

A mon �epouse.



R�esum�eCette th�ese traite de la sp�eci�cation logique des comportements de programmes. Lesprogrammes �etant mod�elis�es �a l'aide de syst�emes de transitions, les comportements de pro-grammes sont d�e�nis comme des classes d'�equivalence de syst�emes de transitions, l'�equi-valence consid�er�ee �etant l'�equivalence de bisimulation de Park. Dans ce cadre, une formulelogique sp�eci�e une propri�et�e de comportements lorsqu'elle admet une classe de mod�elesclose par �equivalence de bisimulation.Nous d�emontrons qu'une formule de la logique monadique du second ordre est com-portementale au sens pr�ec�edent si et seulement si elle est �equivalente �a une formule du�-calcul modal de Kozen. Ce r�esultat donne un sens pr�ecis �a l'assertion \la plupart deslogiques de programmes peuvent être traduites en �-calcul modal".Techniquement, notre approche d�eveloppe la th�eorie des automates sur les arbres �nisou in�nis, mettant en �evidence le rôle uni�cateur que jouent les calculs de points-�xes vis�a vis de la th�eorie des mod�eles d'une part et de la th�eorie des automates d'autre part.AbstractThis thesis deals with logical speci�cations of program's behaviors. Modeling programswith transition systems, programs behaviors are de�ned as equivalent classes of transitionsystems under Park's bisimulation equivalence. In this setting, formulas describe propertiesof behaviors when their class of models are closed under bisimulation equivalence.We prove that a formula of monadic second order logic is behavioral in the previoussense if and only if it is equivalent to a formula of Kozen's modal �-calculus. Such a resultgives a precise meaning to the statemnent that most logic of programs can be translatedinto the modal �-calculus.Technically, our approach developped automata theory on �nite or in�nite trees. Itillustrates the fundamental rôle of �xed-point calculi in between model theory on the onehand and automata theory on the other hand.





IntroductionIl �etait environ neuf heures du matin; c'�etait �a la �n de novembre, par untemps de d�egel. Le train de Varsovie �lait �a toute vapeur vers P�etersbourg.Dosto��evski, L'Idiot.On s'interesse ici [26] aux aspects de la th�eorie des mod�eles pouvant être utilis�es dansles m�ethodes formelles de v�eri�cation et validation de programmes informatiques.Cette �etude, qui vise donc �a d�ecrire en logique les comportements des programmes,soul�eve imm�ediatement deux probl�emes : il faut tout d'abord disposer d'un mod�ele ma-th�ematique de la notion de programmes puis comprendre quel mod�ele de comportementsest induit par cette notion. Cette distinction est d'autant plus cruciale qu'en g�en�eral lesprogrammes sont �nis alors que les comportements, souvent, ne le sont pas.Un mod�ele de programmes, aussi vieux que l'informatique mais dont la pertinence,comme l'illustre Arnold [3], semble loin d'être �epuis�ee, est le mod�ele des syst�emes detransitions.Intuitivement, un syst�eme de transitions se compose d'un ensemble d'�etats : repr�e-sentant les diverses images m�emoires possibles du programme, d'un �etat initial et d'unensemble d'arcs entre ces �etats, appel�ees transitions, repr�esentant les e�ets possibles del'ex�ecution d'une action �a partir de tel ou tel �etat du programme.Th�eoriquement, il est possible de mod�eliser tout ordinateur �a l'aide d'un syst�eme detransitions. En pratique cependant, une telle mod�elisation est irr�ealisable. Le nombred'�etats n�ecessaire �a une telle mod�elisation est en e�et exponentiel en la taille de la m�emoirede l'ordinateur !Un premier rem�ede face �a cette explosion combinatoire consiste �a ne conserver quecertains aspects de l'image m�emoire du programme �a mod�eliser. Autrement dit, on peutfaire abstraction d'une partie de l'information contenue dans la m�emoire de l'ordinateur �aun instant donn�e.En g�en�eral, cette approche introduit du non-d�eterminisme, c'est-�a-dire, �a partir d'unv



vicertain �etat du syst�eme, la possibilit�e d'ex�ecuter de plusieurs fa�cons une même action. Ene�et, même si l'ordinateur sous-jacent est d�eterministe, l'information partielle que mod�eliseun �etat peut être insu�sante pour être d�eterminante.Ayant donc retenu les syst�emes de transitions comme mod�eles de programmes, la no-tion, sous-jacente, de comportement reste �a d�e�nir. Plus pr�ecis�ement : �etant donn�e unsyst�eme de transitions S, quelle notion de comportement C(S) doit-on associer au pro-gramme mod�elis�e par S ?En premier lieu, on souhaite ne pas tenir compte de l'�eventuelle r�eutilisation de lam�emoire. Or dans les syst�emes de transitions, chaque circuit mod�elise pr�ecis�ement une teller�eutilisation. La notion de d�eveloppement d'un syst�eme, c'est �a dire l'arbre de transitionsobtenu en construisant les chemins issus de l'�etat initial, s'impose ici comme premiermod�ele de comportements.En second lieu, la pr�esence de non-d�eterminisme peut conduire �a ne pas faire de di��e-rence entre deux �etats �a partir desquels les ex�ecutions des mêmes actions conduisent �a des�etats d�ecrivant les mêmes comportements. Dans cette approche, dupliquer les sous-arbresdu d�eveloppement d'un syst�eme de transitions ne doit pas modi�er le comportement mo-d�elis�e. La notion d'�-expansion d'un syst�eme, c'est �a dire l'arbre de transitions obtenu endupliquant � fois tout sous-arbres du d�eveloppement de ce syst�eme, s'impose ici commesecond mod�ele de comportements. La �gure 1 illustre les notions de d�eveloppement etexpansion d'un syst�eme.a ba b a b a b a b a ba b ba a bS C2(S)C1(S)
Fig. 1 - D�eveloppement C1(S) et expansion C2(S) d'un syst�eme S.Les travaux de Castellani [9] montre que cette notion caract�erise l'�equivalence de bisi-mulation de Park [38] au sens o�u, pour tout syst�eme de transition S1 et S2 de cardinalit�eau plus �, l'existence d'une relation de bisimulation entre les �etats initiaux de S1 et S2



vii�equivaut �a l'existence d'une �-expansion commune aux syst�eme S1 et S2. Autrement dit, lanotion d'�-expansion d'un syst�eme permet d'associer �a tout syst�eme de cardinalit�e au plus� un repr�esentant canonique et arborescent de sa classe d'�equivalence par bisimulation.On dispose alors d'un mod�ele de programmes et d'un mod�ele de comportements as-soci�es. La sp�eci�cation comportementale d'un programme est alors d�e�nie comme unepropri�et�e logique de comportement.Un candidat naturel de logique pour ces sp�eci�cations comportementales est la logiquemonadique du second ordre (LMSO).Elle est en e�et su�samment expressive pour sp�eci�er des comportements limites, �al'in�ni, tels que ceux traitant du probl�eme de l'�equit�e. Elle est aussi su�samment restreintepour rester d�ecidable : �etant donn�ee une sp�eci�cation de comportement exprim�ee en logiquemonadique du second ordre, on est capable de tester en un temps �ni la coh�erence de cettesp�eci�cation, c'est-�a-dire savoir si elle admet au moins un mod�ele.Cependant les mod�eles de comportements peuvent être in�nis. La construction expli-cite d'un mod�ele d'une sp�eci�cation comportementale est donc exclue. Au mieux, peut-onesp�erer construire un syst�eme de transitions dont le comportement associ�e soit e�ective-ment un mod�ele de la sp�eci�cation.D'un point de vue logique, cela soul�eve le probl�eme suivant : �etant donn�ee une sp�eci�ca-tion comportementale ', existe-t-il une formule C�1(') telle que, pour tout comportementC(S) de syst�eme de transitions S, a�rmer que C(S) est un mod�ele de ' �equivaut �a dire queS est un mod�ele de C�1(')? Ce probl�eme a �et�e r�esolue par Courcelle et Walukiewicz [14]lorsque C(S) est d�e�nie comme le d�eveloppement de S.Nous traitons dans ce m�emoire le cas o�u le comportement d'un syst�eme est l'!-expansion de ce syst�eme.L'outil logique qui s'impose dans ce cas l�a est le �-calcul modal, un calcul de point �xed�e�nie par Kozen [30].Du point de vue comportemental, ce calcul a en e�et la propri�et�e remarquable que pourtoute formule ', tout syst�eme de transitions S, en notant �a nouveau C(S) l'�-expansionde S, a�rmer que C(S) est un mod�ele de ' �equivaut �a a�rmer que S est un mod�ele de'. Autrement dit, la s�emantique de ces formules est close par �equivalence de bisimulation.Nous d�emontrons dans ce m�emoire non seulement l'existence, pour toute formule ' dela logique monadique du second ordre, d'une formule C�1(') satisfaisant les propri�et�esci-dessus, mais nous d�emontrons aussi que l'ensemble des formules logiques d�ecrit parC�1(') lorsque ' d�ecrit l'ensemble des formules de logique monadique du second ordre



viiiest �equivalent, d'un point de vue s�emantique, �a l'ensemble des formules du �-calcul modal.� � �Ce m�emoire est compos�e de cinq chapitres sur le th�eme des propri�et�es logiques descomportements non d�eterministes. Deux annexes le compl�etent a�n de pr�esenter : dansla premi�ere le vocabulaire et les notations logiques utilis�es, dans la seconde une pr�esen-tation logique de la th�eorie des domaines, qui rappelle celle de Palmgren et Stoltenberg-Hansen [37], dont le contenu di��ere trop du th�eme principal de ce m�emoire pour pouvoirconstituer un chapitre �a part enti�ere. Un index, plac�e �a la �n du m�emoire, doit permettrede retrouver �a tout moment toutes les d�e�nitions utilis�ees.Le contenu respectif de chaque chapitre est d�ecrit ci-dessous.Le premier chapitre traite des propri�et�es �el�ementaires du non-d�eterminisme. On s'in-t�eresse plus pr�ecis�ement au cas o�u le non-d�eterminisme est mod�elis�e �a l'aide de structuresplates , c'est �a dire des ensembles amorphes dont les points repr�esentent les diverses �even-tualit�es, et on caract�erise le pouvoir expressif de la logique du premier ordre et la logiquemonadique du second ordre sur de telles structures.L'intuition sous-jacente �a la notion de non d�eterminisme conduit �a s'int�eresser plusparticuli�erement �a la s�emantique des formules du premier ordre sans pr�edicat d'�egalit�e. Onintroduit aussi la notion de type modal d'une formule ou d'une structure. Elle nous conduit�a une premi�ere d�e�nition de logiques modales caract�erisant les formules sans �egalit�e. Ellenous conduit aussi �a une premi�ere d�e�nition de la notion d'�equivalence de bisimulation.La �n de ce chapitre d�ecrit les relations entre cette logique modale et la th�eorie des\power-domains". Elle s'appuie sur notre pr�esentation logique des domaines. Nous expri-mons les propri�et�es des ensembles de points �a l'aide d'ensembles de propri�et�es de points.Plusieurs s�emantiques associ�ees �a ces ensembles de propri�et�es nous permettent de d�ecrireplusieurs types de non-d�eterminisme : le non d�etermisme ang�elique, le non d�eterminismed�emoniaque,: : : Ce travail g�en�eralise et pr�ecise les travaux d'Abramsky [1, 2], de Robin-son [41] et Winskel [49].Le second chapitre traite des propri�et�es alg�ebriques et logiques des syst�emes de tran-sitions en tant que mod�eles de programmes non-d�eterministes.On met en �evidence la distinction entre mod�eles de programmes ou de machines, etmod�eles de comportements via la notion d'�-expansion d'un syst�eme. Cette notion, qui



ixs'appuie sur les \abstraction homomorphisms" de Castellani [9, 6], conduit �a la notiond'�equivalence de bisimulation. On montre que cette �equivalence de bisimulation est natu-rellement caract�eris�ee, dans le cas des arbres de transitions �a branchements �nis, par lesformules de logique du premier ordre sans pr�edicat d'�egalit�e.On rappelle ensuite la d�e�nition de la logique modale param�etr�ee [23], un sous-ensembles�emantique de la logique du premier ordre sans pr�edicats d'�egalit�e. Le th�eor�eme de VanBenthem [7], nous montre en fait que l'ensemble des formules de logique du premier ordredont la s�emantique est close par �equivalence de bisimulation est �equivalent �a la logiquemodale param�etr�ee.L'�etude faite dans le cas des structures plates est �etendue au cas des syst�emes de transi-tions �a la �n du chapitre. On prouve un th�eor�eme d'existence de forme normale disjonctivepour toute formule de la logique modale param�etr�ee. Cette notion de forme normale con-duit �a la d�e�nition d'un nouveau combinateur modal qui se substitue avantageusementaux modalit�es param�etr�ees hai et [a].Le �-calcul modal, une extension de la logique modale param�etr�ee �a l'aide de pluspetits et plus grands points �xes, est pr�esent�e dans le troisi�eme chapitre.On pr�esente en d�etail la notion de calcul de points �xes par approximations succes-sives qui, avec la notion de signature [43], se r�ev�ele être un outil puissant d'�etude de las�emantique des calculs de points �xes.La notion de tableau pour le �-calcul modal, port�ee �a notre connaissance par Walu-kiewicz, nous permet de caract�eriser de fa�con calculatoire la s�emantique des formules du�-calcul. On montre en particulier que l'alternance de plus petit et plus grand point �xese traduit naturellement en un crit�ere in�nitaire similaire aux crit�eres de parit�e, appel�eaussi condition de châ�ne [31], sur les automates de mots ou d'arbres binaires in�nis [44].On caract�erise en�n la s�emantique du �-calcul modal �a l'aide d'une notion originaled'automates sur les syst�emes de transitions appel�es automates modaux alternants. Elleapparâ�t comme une extension aux cas des syst�emes de transitions des automates alter-nants sur arbres binaires [34]. Le combinateur modal d�e�ni au chapitre pr�ec�edent permetici de capturer la bonne notion de transition.En l'absence de point �xe, on a montr�e que l'usage de la conjonction peut être largementrestreint sans diminuer le pouvoir expressif du langage logique. Le quatri�eme chapitre �etendce r�esultat au �-calcul modal.D'un point de vue logique, on d�e�nit la notion de forme normale disjonctive pour les



xformules du �-calcul modal. On montre que la satisfaisabilit�e de ces formules est d�ecidableen temps lin�eaire. Dans le cas g�en�eral, le probl�eme de la satisfaisabilit�e d'une formuledu �-calcul est EXP -space complet. On d�emontre alors de fa�con constructive que touteformule du �-calcul modal est �equivalente �a une formule sous forme normale disjonctive.Cette notion apparâ�t en fait comme une g�en�eralisation aux cas des syst�emes de transitionsdes formes normales de formules avec points �xes misent en �evidence par Niwi�nski pourcaract�eriser le pouvoir d'expression des automates d'arbres binaires.En terme d'automates ce th�eor�eme d'existence de forme normale disjonctive s'interp�etecomme un th�eor�eme de simulation g�en�eralisant celui de Muller et Schupp [35] : il apparâ�tque tout automate modal alternant peut en e�et être simul�e par un automate modal sansalternances. Le th�eor�eme de compl�ementation de Rabin [40], r�eput�e di�cile [20, 33, 34,17, 5], est une cons�equence imm�ediate de ce r�esultat.Ces r�esultats ont fait l'objet d'une publication commune avec Walukiewicz [27].Le dernier chapitre traite du pouvoir expressif de la logique monadique du second ordrepar rapport �a celui du �-calcul modal.Le d�ebut de ce chapitre introduit la notion de lexique : des arbres dont les �ls de chaquesommet sont ordonn�es de telle sorte qu'ils forment un mot �ni ou in�ni. Un codage deces lexiques en arbres binaires nous permet d'extraire des automates d'arbres binairesune notion d'automate sur les lexiques caract�erisant le pouvoir d'expression de la logiquemonadique du second ordre.De cette notion d'automate sur les lexiques, on extrait une notion d'automate sur lesarbres de transitions dont le pouvoir d'expression est caract�erisable par un sur-ensemblede la logique monadique.Ce dernier r�esultat nous permet alors de d�emontrer, �a la �n du chapitre, que touteformule de la logique monadique du second ordre sur les syst�emes de transitions dontla s�emantique est close par �equivalence de bisimulation est �equivalente �a une formule de�-calcul modal.Autrement dit, on d�emontre que le �-calcul modal est le plus grand ensemble de for-mules \pr�eservant" l'�equivalence de bisimulation dont la s�emantique est d�e�nissable enlogique monadique du second ordre.
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Chapitre 1Propri�et�es �el�ementaires dunon-d�eterminismeQue ce soit une conditionnelle dans un langage tel que C ou Pascal, ou bien une alterna-tive de commandes gard�ees dans un langage tel que CSP ou Prolog, le non-d�eterminisme,au sens le plus large, est omnipr�esent dans les langages de programmation. Dans l'�etudede la s�emantique de ces langages, on repr�esente souvent la s�emantique de telles structures�a l'aide d'ensembles dont chaque �el�ement d�ecrit la s�emantique d'une des composantes decette structure : par exemple une commande gard�ee.D'un point de vue logique, on est amen�e �a �etudier des structures, dites plates , de laforme hE; �i pour E un ensemble de points et � : E ! P(Prop) une fonction associant�a chaque point e 2 E l'ensemble �(e) des pr�edicats p qu'il satisfait. Dans ce chapitre, ons'int�eresse aux propri�et�es logiques de ces structures.Pour ce faire, on explicite quelques r�esultats �el�ementaires quant au pouvoir d'expressionde la logique du premier ordre sur les structures plates . On montre �a nouveau [12] que lalogique monadique du second ordre sur ces structures d�eg�en�ere : son pouvoir d'expressionest �egal �a celui de la logique du premier ordre.On s'int�eresse aussi aux propri�et�es de ces structures exprimables \sans pr�edicats d'�ega-lit�e". Intuitivement, si on s'int�eresse aux propri�et�es logiques du non d�eterminisme, il estinutile de pouvoir d�ecrire les �eventuelles redondances s�emantiques pouvant apparâ�tredans une liste de possibilit�es. Cette �etude nous conduit �a une d�e�nition �el�ementaire del'�equivalence dite de bisimulation. On d�e�nit alors un langage combinatoire de \propri�et�esmodales" des structures plates dont le pouvoir expressif est exactement celui de la logiquedu premier ordre sans �egalit�e. 1



2 Chapitre 1. Propri�et�es �el�ementaires du non-d�eterminisme1.1 Logique �egalitaire et structures platesDans cette section, on caract�erise le pouvoir expressif de la logique du premier ordreavec �egalit�e et la logique monadique du second ordre sur les structures plates .1.1.1 Logique du premier ordre sur structures platesEtant donn�e Prop un ensemble de symboles de pr�edicats unaires, une structure plateest toute structure logique sur le vocabulaire r�eduit aux pr�edicats unaires de Prop. Pluspr�ecis�ement, c'est un couple M = hEM ; �Miform�e d'un ensemble EM appel�e univers de M et d'une fonction �M : EM ! P(Prop)associant �a chaque point e 2 EM son type �M(e) c'est �a dire l'ensemble des pr�edicats qu'ilsatisfait.Remarque. L'ensemble des symboles de pr�edicats apparaissant dans une formule ' estn�ecessairement �ni. La s�emantique de cette formule ne mettant en jeu que ces pr�edicats,on peut toujours supposer, pour �etudier la s�emantique des formules du premier ordre, quel'ensemble Prop des pr�edicats est �ni.1.1.1.1 D�e�nition. Pour toute partie P � Prop, on note TP (x) le pr�edicat de typageTP (x) = p̂2P p(x) ^ p̂62P :p(x)Dans une formule ', on appelle quanti�cation typ�ee de type P une sous-formule de laforme : 8xTP (x)) ou bien 9xTP (x) ^  cette sous-formule �etant positive dans ', i.e. elle apparâ�t sous un nombre pair de n�egations.On dit alors que toutes les occurrences libres de la variable x dans  sont des occurrencestyp�ees de type P .Remarque. Pour toute structure M , un point e 2 EM satisfait le pr�edicat TP (x) ssi�M(e) = P . En particulier, si P et Q sont deux types distincts, il n'existe pas de pointe 2 EM satisfaisant le pr�edicat TP (x) ^ TQ(x); on dit alors que les types P et Q sontdisjoints.



1.1. Logique �egalitaire et structures plates 31.1.1.2 Proposition. Toute formule du premier ordre ' est �equivalente �a une formule  dont toutes les quanti�cations sont typ�ees. On dit alors que la formule  est typ�ee.Preuve. Quitte �a repousser les n�egations au maximum �a l'aide des lois de De Morganusuelles, on peut supposer que les n�egations ne portent que sur les pr�edicats constants.On construit alors la formule  par induction sur la structure de ', en usant des r�e�ecrituressuivantes dont on v�eri�e facilement qu'elles pr�eservent la s�emantique :8x  1(x); ^P�Prop 8x TP (x)) 1(x)et, par dualit�e, 9x  1(x); _P�Prop 9x TP (x) ^  1(x) 2Notation. Dans la suite, on note 8x :P  (resp. 9x :P  ) la formule 8x TP (x)) (resp.la formule 9x TP (x) ^  ).1.1.1.3 D�e�nition. Une formule ' est dite P -homog�ene ou plus simplement homog�enelorsque toutes les quanti�cations apparaissant dans ' sont typ�ees de type P .1.1.1.4 Proposition. Toute formule ' est �equivalente �a une combinaison bool�eenne deformules homog�enes.Preuve. Par 1.1.1.2 on peut supposer que toutes les quanti�cations apparaissant dans 'sont typ�ees. On constate alors que pour toutes variables x et y de types distincts la sous-formule x = y est �equivalente �a ? (faux) et la sous-formule x 6= y est �equivalente �a >(vrai). On peut donc supposer que le pr�edicat d'�egalit�e ne porte que sur des occurrencesde variables de même type. Une induction sur la structure de  et les r�egles usuelles dela logique propositionnelle nous permettent de conclure en usant du fait que, pour toutevariable x, toute partie P � Prop, toute formule  1 et  2, la variable x n'�etant pas libredans  2, les r�egles de r�e�ecriture suivantes (et leurs duales dans le cas des quanti�cationsexistentielles) pr�eservent l'�equivalence s�emantique :1. 8x :P ( 1 ^  2); (8x :P  1) ^  2,2. 8x :P ( 1 _  2); (8x :P  1) _  2. 2Remarque. Dans la proposition pr�ec�edente, si on part d'une formule ' dont toutes lesquanti�cations sont typ�ees dans un ensemble TP1 , TP2 , : : : , TPn de types, alors notre



4 Chapitre 1. Propri�et�es �el�ementaires du non-d�eterminismeconstruction produit une combinaison bool�eenne de formules P -homog�enes pour P variantdans l'ensemble fP1; � � � ; Png.Il nous reste alors, pour que cette �etude de la logique du premier ordre sur structuresplates soit compl�ete, �a examiner le pouvoir expressif des formules homog�enes.En notant IN1 = IN [ f1g :1.1.1.5 Proposition. Pour toute formule P -homog�ene ' il existe une partie N' � IN1�nie ou de compl�ementaire �ni, telle que, pour toute structure M , la structure M est unmod�ele de ' ssi le cardinal de fe 2 EM j �M(e) = Pg appartient �a N'.Preuve. Remarquons tout d'abord qu'�etant donn�ees deux structures M1 et M2, si M1 j= 'et si le nombre de points de M2 de type P est �egal au nombre de points de M1 de type Palors M2 j= '. Autrement dit, on peut toujours supposer que tous les points des structuresplates consid�er�es dans la suite de cette preuve sont de type P .Soit alors N' l'ensemble des cardinaux des ensembles ��1M (P ) pour M variant sur laclasse des mod�eles de '. Il est clair que cet ensemble caract�erise la s�emantique de la formule' au sens o�u pour toute structure M , M j= ' ssi le cardinal de fe 2 EM j �M(e) = Pgappartient �a N'.Il nous reste �a prouver que N' est �ni ou bien de compl�ementaire �ni. Dans le cas o�uN' est �ni, il n'y a rien �a faire. Suposons donc que N' est in�ni. Il existe n�ecessairementk 2 N' sup�erieur au nombre de quanti�cations apparaissant dans ' et, par d�e�nition deN' il existe aussi une structure M1 ayant exactement k points de type P avec M1 j= '.Soit alors k0 � k, montrons que k0 2 N'. Pour ce faire, soit M2 la structure plateobtenue �a partir de M1 en lui ajoutant k0 � k points de type P . La th�eorie des jeux deEhrenfeucht et Fra��ss�e nous garantit alors que M1 et M2 sont indiscernables par une for-mule ayant au plus k quanti�cateurs. On a donc, en particulier, M2 j= ' ce dont on d�eduitk0 2 N'. 2Remarque. R�eciproquement, on v�eri�e facilement que pour toute partieN � IN1 �nie etne contenant pas 1 ou bien co�nie et contenant 1, il existe bien une formule P -homog�ene' telle que N = N'.La proposition 1.1.1.4 nous assurant que toute formule ' est �equivalente �a une dis-jonction de conjonctions de formules homog�enes, on d�eduit de la proposition pr�ec�edente,en notant N+ = f0+; 1+; � � �g une copie de l'ensemble des entiers naturels :



1.1. Logique �egalitaire et structures plates 51.1.1.6 Corollaire. Pour toute formule ' de la logique du premier ordre, il existe unensemble �ni de fonctions ff1; � � � ; fng � P(Prop) ! IN [ IN+tel que, pour toute structure plate M = hE; �i, M j= ' ssi il existe i 2 f1; � � � ; ng tel que,pour toute partie P � Prop, si fi(P ) = n 2 IN alors j��1(P )j = n, et si fi(P ) = n+ 2 IN1alors j��1(P )j � n.On dit parfois que la s�emantique de toute formule de la logique du premier ordre surles structures plates peut être d�ecrite �a l'aide de compteurs born�es.En termes logiques, ce corollaire s'�enonce de la fa�con suivante :1.1.1.7 Corollaire. Toute formule close ' est �equivalente �a une disjonction (�nie) deformules de la forme :9x1 :Pi1 ; � � � ; xn :Pin(di�fx1; � � � ; xng ^ 8zdi�fx1; x2; � � � ; xn; zg) 1(z))o�u :1. P1, P2, : : : , Pk d�esignent k types avec fi1; � � � ; ing = f1; � � � ; kg,2. di�fx1; � � � ; xng d�esigne la formule Vi 6=j xi 6= xj,3.  1(z) d�esigne une formule de la forme TPj1 (z)_ � � �_TPjm (z) pour fj1; � � � ; jmg unepartie de f1; � � � ; kg.On dit alors que ' est sous forme normale disjonctive.Remarque. Rechercher et construire, s'il en existe, un mod�ele d'une formule disjonctiveest un probl�eme de complexit�e lin�eaire en la taille de la formule.1.1.2 Logique monadique du second ordreDans cette partie on montre que la logique monadique du second ordre sur les structuresplates est �equivalente, en terme de pouvoir d'expression, �a la logique du premier ordre.1.1.2.1 Th�eor�eme. Pour toute formule ' de la logique monadique du second ordre surle vocabulaire des structures plates il existe une formule du premier ordre  �equivalente�a '.Preuve. Ce r�esultat relativement classique apparâ�t dans [10]. On en donne ici une nouvelled�emonstration.



6 Chapitre 1. Propri�et�es �el�ementaires du non-d�eterminismeRemarquons tout d'abord que toute variable ensembliste qui apparâ�t librement dansune formule jouera le même rôle qu'une constante propositionnelle. Il nous su�t donc deprouver le th�eor�eme pr�ec�edent dans le cas d'une seule quanti�cation du second ordre, laremarque pr�ec�edente et une induction sur le nombre de quanti�cations nous permettantalors de conclure. De plus, par dualit�e on peut se contenter de prouver ce r�esultat dans lecas d'une quanti�cation existentielle.Soit donc '1(X) une formule du premier ordre sur l'ensemble de symboles proposition-nels Prop[fXg. On veut montrer que la formule du second ordre 9X'1(X) est �equivalente�a une formule du premier ordre. Pour ce faire, notons tout d'abord que le r�esultat 1.1.1.7s'applique. La forme normale disjonctive obtenue pour '1(X) et la distributivit�e de laquanti�cation ensembliste existentielle sur la disjonction nous ram�enent donc �a l'�etude ducas d'une formule '1 de la forme, en usant des notations de 1.1.1.7 :'1(X) = 9 x1 :Pi1 ; � � � ; xn :Pin (di�fx1; � � � ; xng ^ 8 zdi�fx1; x2; � � � ; xn; zg) 1(X; z))o�u, dans ce cas, pour tout indice i, Pi � Prop [ fXg avec  1(z) = TPj1 (z)_ � � � _ TPjm (z).En notant '0 la formule obtenue �a partir de '1 en rempla�cant chaque type Pi par Pi\Prop,on v�eri�e que les formules 9X'1(X) et '0 sont �equivalentes. 21.2 Le cas sans �egalit�eDans cette section, on s'int�eresse �a la logique du premier ordre sans �egalit�e sur lesstructures plates .On note Bool(Prop) la clôture bool�eenne de l'ensemble Prop des symboles ensemblistes.La fonction d'�etiquetage des �etats d'une structure plate est naturellement �etendue �a cescombinaisons bool�eennes, i.e. pour tout �etat e d'une structure M , p1 ^ p2 2 �M(e) ssifp1; p2g � �M(e), p1 _ p2 2 �M(e) ssi fp1; p2g\ �M(e) 6= ;, et :p1 2 �M(e) ssi p1 62 �M(e).La notion de type de point d�e�nie pr�ec�edemment reste la même dans cette partie.1.2.1 Formules modales1.2.1.1 D�e�nition. On d�e�nit l'ensemble Mod des formules modales plates comme l'en-semble des formules � de la forme :� ::= > j ? j �1 ^ �2 j �1 _ �2 j 3p j 2ppour :1. tout pr�edicat p 2 Bool(Prop),



1.2. Le cas sans �egalit�e 72. toutes formules �1 et �2 de Mod.Pour toute formule � 2 Mod, on appelle mod�ele de � toute structure plateM = hEM ; �Mitelle que la relation M j= � est satisfaite selon les r�egles usuelles pour les conjonctions etdisjonctions, la s�emantique des modalit�es �etant d�ecrite par :1. M j= 3p lorsque il existe un point e 2 EM tel que p 2 �M(e),2. M j= 2p lorsqu'en tout point e 2 EM on a p 2 �M(e).Remarque. Notons ici que pour toute formule � 2 mod il existe une formule '� de lalogique du premier ordre sans �egalit�e telle que, pour toute structure plate M ,M j= � ssi M j= '�La r�eciproque de cette remarque est prouv�ee proposition 1.2.2.3.1.2.1.2 D�e�nition. Pour toute structure plate M , on d�e�nit le type modal de M , not�eTmod(M), comme l'ensemble Tmod(M) = f�M(e) j e 2MgDeux structures plates M et N sont dites �equivalentes par bisimulation lorsqu'elles ontmême type modal, i.e. Tmod(M) = Tmod(N); de fa�con �equivalente, lorsqu'il existe unerelation R � EM � EN , appel�ee relation de bisimulation, telle que :1. pour tout x1 2 EM1 il existe x2 2 EM2 tel que �M1(x1) = �M1(x2),2. pour tout x2 2 EM2 il existe x1 2 EM1 tel que �M1(x1) = �M1(x2).1.2.1.3 Proposition. Deux structures plates M et N sont �equivalentes par bisimulationssi pour toute formule � 2 mod, M j= � ssi N j= �.Preuve. On se place ici dans le cas ou Prop est �nie. Si ce n'est pas le cas, il faut autoriserdns mod des disjonctions et conjonctions de même cardinalit�es que Prop. 21.2.2 Caract�erisation modale des formules sans �egalit�e1.2.2.1 D�e�nition. Pour toute formule ' de la logique du premier ordre on d�e�nit aussile type modal Tmod(') comme l'ensembleTmod(') = f�'(Tmod(M)) j M j= 'g



8 Chapitre 1. Propri�et�es �el�ementaires du non-d�eterminismeo�u Prop' d�esigne l'ensemble des symboles p 2 Prop apparaissant dans  et �' d�esigne laprojection de P(P(Prop)) dans P(P(Prop')), i.e. pour tout ensemble A � P(Prop),�'(A) = fP \ Prop' j P 2 Ag1.2.2.2 Proposition. Pour toute formule ' sans �egalit�e, pour toute structure plate M ,M j= ' ssi �'(Tmod(M)) 2 Tmod(').Preuve. Pour simpli�er les notations, on supose tout d'abord que Prop = Prop'. Soientalors M1 et M2 deux structures plates telle que Tmod(M1) = Tmod(M2), i.e. l'ensemble destypes des points de M1 est �egal �a l'ensemble des types des points de M2. On d�emontre toutd'abord par induction sur la longueur de x et la structure de '(x) que pour tout vecteurde variables deux �a deux distinctes x = (x1; � � � ; xn), pour toute formule du premier ordre'(x) sans �egalit�e et sans quanti�cations, dont les variables libres sont parmi fx1; � � � ; xng,pour tout vecteur a 2 EnM1 et b 2 EnM2 si �M1(a) = �M2(b) alors M1 j= '[a] ssi M2 j= '[b].Les jeux de Ehrenfeucht et Fra��ss�e tels qu'on les pr�esente dans l'annexe A.2 nous per-mettent alors de conclure. 2Il vient donc :1.2.2.3 Proposition. Toute formule ' de la logique du premier ordre sur les structuresplates ne contenant pas le pr�edicats d'�egalit�e est �equivalente �a la formule modale �' d�e�niepar : �' = _Tm2Tmod(')( ^P2Tm3TP ^2 _P2Tm TP )Une telle formule est appel�ee disjonctive.Preuve. On v�eri�e facilement que le type modal de Tmod(�')) est bien Tmod('). La pro-position 1.2.2.2 nous permet alors de conclure. 2Remarque. L�a encore, la construction explicite, s'il en existe, d'un mod�ele d'une formulemodale disjonctive est un probl�eme de complexit�e lin�eaire en la taille de cette formule.1.3 Propri�et�es d'ensembles et ensembles de propri�et�esDans cette section, on g�en�eralise les travaux pr�ec�edents en s'int�eressant �a la descriptiondes propri�et�es d'ensembles de structures.Plus pr�ecis�ement, �etant donn�e un vocabulaire L, �etant donn�e une classe de L-structuresC d�e�nissable en logique du premier ordre par une formule 'C, on souhaite d�ecrire lespropri�et�es des ensembles de L-structures de C.



1.3. Propri�et�es d'ensembles et ensembles de propri�et�es 9Pour ce faire, on montre tout d'abord que P(C), la classe des ensembles de L-structuresde C, est en correspondance bijective avec un ensemble d�e�nissable au premier ordre dePL-structures pour PL un vocabulaire appropri�e.Ce r�esultat nous permet ensuite de consid�erer les ensembles de structures de C \comme"des structures plates , nous permettant ainsi, via notre pr�esentation logique des domainesrappel�ee dans l'annexe B, de montrer comment les trois constructions usuelles de \power-domain" peuvent être g�en�eralis�ees.Ce travail g�en�eralise et pr�ecise les travaux d'Abramsky [1, 2], de Robinson [41] etWinskel [49].1.3.1 Un vocabulaire pour les ensembles de structuresDans cette partie, on montre comment construire, pour tout vocabulaire �ni L, unvocabulaire PL permettant de \coder" les ensembles de L-structures comme des PL-structures. Ce codage est r�ealis�e de telle sorte que tout ensemble de structures peut êtremanipul�e \comme" une structure plate dont les points sont les structures consid�er�ee. Unetelle construction nous a �et�e sugg�er�ee par Bruno Courcelle.Soit donc L un vocabulaire. On vas d�e�nir le vocabulaire PL et une formule de logiquedu premier ordreP(L)-structL 1 sur le vocabulaire PL tels que, en notantmod(P(L)-struct)la classe des mod�eles de la formule P(L)-struct et CL la classe des L-structures, il existeune correspondance bijectiveh : mod(P(L)-struct) ! P(CL)nous permettant d'interpr�eter P(CL) comme la classe des structures plates dont les universsont compos�es de L-structures, les \pr�edicats" sur ces L-structures pouvant être n'importequelle formule de logique monadique du second ordre sur le vocabulaire L.Soit en e�et PL le vocabulaire compos�e de tous les symboles de L augment�e despr�edicats point(x) et �el�ement-de(x; y), et dont tous les symboles de constantes de L sontinterpr�et�es dans PL comme des pr�edicats unaires.Intuitivement, pour toute PL-structure M , les �el�ements x 2 EPM satisfaisant le pr�edi-cat point(x) seront interpr�et�es comme des �el�ements de l'univers d'une L-structure se trou-vant \dans" M , de même chaque �el�ement x 2 EPM ne satisfaisant pas le pr�edicat point(x)d�esignera l'une de ces L-structures. Avec cette intuition, le pr�edicat �el�ement-de(x; y) per-mettra d'associer �a chaque \L-structure" y l'ensemble des points x de son \univers".1avec une conjonction de cardinalit�e jLj dans le cas o�u L est in�ni



10 Chapitre 1. Propri�et�es �el�ementaires du non-d�eterminismeBien entendu, toute PL-structure ne se prête pas �a une telle interpr�etation. Il fautimposer les conditions suivantes, �a l'aide de formules sur le vocabulaire PL :1. la formule  1 sp�eci�e, que, \dans" une PL-structure, une \L-structure" ne peut fairepartie de l'univers d'une autre L-structure : 1 = 8y (9x �el�ement-de(x; y))):point(y)2. la formule  2 sp�eci�e que tout \point" appartient �a une et une seule L-structure : 2 = 8x point(x))9!y �el�ement-de(x; y)3. pour tout arit�e i > 0 de symbole dans L, en notant fRi;1; � � � ; Ri;j; � � �g les symbolesrelationnels dans L d'arit�e i la formule  3;i;j sp�eci�e que l'interpr�etation du symbolerelationnel Ri;j n'est d�e�nie qu'�a l'\int�erieur" des L-structures : 3;i;j = 8x1; � � � ; xiRi;j(x1; � � � ; xi))9y ^k2f1;���;ig�el�ement-de(xk; y)4. en notant c1,: : : , ck, : : : , les constantes de L, la formule  4;k sp�eci�e que chaqueL-structures admet une et une seule interpr�etation de la constante ck (qui est unpr�edicat unaire dans le vocabulaire PL) : 4;k = 8y:point(y))9!x �el�ement-de(x; y)^ ci(x)On d�e�nit alors P(L)-struct =  1 ^  2 ^ î;j  3;i;j ^ k̂  4;kOn se convainc facilement que toute PL-structureM satisfaisant la formule P(L)-struct\code" un ensemble de L-structures caract�eris�e par l'ensemble des points x 2 EM tels que:point(x). R�eciproquement, tout ensemble de L-structures peut être cod�e par une PL-structure satisfaisant cette même conjonction.Notation. Dans la suite, pour toute PL-structure M 2 mod(P(L)-struct), pour touty 2 EM ne satisfaisant pas le pr�edicat point(y), on note L-struct(y) la L-structure d�enot�eepar y dans M .1.3.1.1 Proposition. Pour toute MS-formule close ' sur le vocabulaire L il existe uneformule L-sat-'(y) sur le vocabulaire PL telle que, pour toute PL-structure M mod�ele deP(L)-struct), pour tout point e 2 EM ,M j= :point[e] ^ L-sat-'[e] ssi L-struct(e) j= '



1.3. Propri�et�es d'ensembles et ensembles de propri�et�es 11Preuve. Soit ' une MS-formule close sur le vocabulaire L, soient c1, : : : , cn les n-constantesapparaissant dans ', et soient y, x1, x2, : : : , xn, n+1 variables n'ayant aucune occurrencedans '. On d�e�nit la formule '0(y; x1; x2; � � � ; xn)obtenue �a partir de ' via les r�egles de r�e�ecriture :1. pour tout i 2 f1; � � � ; ng ci ; xi,2. sous r�eserve que �el�ement-de(x; y) n'est pas une sous-formule de '1 :9x'1 ; 9x�el�ement-de(x; y)^ '1et 8x'1 ; 8x�el�ement-de(x; y))'13. sous r�eserve que �el�ement-de(x; y) n'est pas une sous-formules de '1 :9X'1; 9X(8x 2 X �el�ement-de(x; y))^ '1et 8X'1; 8X(8x 2 X �el�ement-de(x; y)))'1On se convainc sans di�cult�e que la formule :L-sat-'(y) = 9x1; � � � ; xn'0(y; x1; � � � ; xn) ^i2f1;���;ng�el�ement-de(xi; y)^ ci(xi)a bien les propri�et�es souhait�ees. 2Remarque. Si ' est une formule du premier ordre (resp. du premier ordre sans �egalit�e)alors L-sat-'(x) est d�e�nissable au premier ordre (resp. au premier ordre sans �egalit�e).Dans la suite, on manipulera sans scrupules les ensembles de L-structures comme desstructures plates .1.3.2 Trois s�emantiques pour les ensembles de propri�et�esDans cette partie, on d�ecrit les propri�et�es des ensembles de structures �a l'aide d'en-sembles de propri�et�es dont on donne trois s�emantiques possibles.On se donne un vocabulaire L, la classe C des L-structures, et � un ensemble deformules.



12 Chapitre 1. Propri�et�es �el�ementaires du non-d�eterminismePour tout ensemble de structures S 2 P(C), tout ensemble �ni de formules A 2Pfin(�), on �etend la relation de satisfaction j= par :1. Hoare : S j= A lorsque pour toute formule ' 2 A il existe M 2 S telle que M j= ',2. Smyth : pour toute structure M 2 S il existe ' 2 A telle que M j= ',3. Plotkin : les deux conditions pr�ec�edentes sont satisfaites.Remarque. Dans le cas de Hoare, lorsqu'au moins une des propri�et�es de A garantit uncomportement acceptable, le non-d�eterminisme envisag�e est ang�elique. Chaque propri�et�ede A est satisfaite par une structure de S, et qu'importe s'il reste des structures dans Sd�ecrivant un comportement catastrophique.Au contraire, dans le cas de Smyth, le non-d�eterminisme envisag�e est d�emoniaque. Toutestructure de S doit satisfaire au moins une formule de A. Si toute les formules de Agarantissent des comportements acceptables, on est certain de la \qualit�e" de l'alternatived�ecrite par S.Avec les notations modales, les s�emantiques de Hoare, Smyth et Plotkin d'un ensemble�ni de formules A � � s'expriment respectivement comme :1. pour la s�emantique de Hoare comme la formule Vf3'j' 2 Ag; en particulier, l'unionA[B de deux ensembles de formules A et B est �equivalente �a la \conjonction" A^Bau sens o�u, pour tout ensemble S de C-structures,S j=hoare A [B ssi S j=hoare A et S j=hoare B2. pour la s�emantique de Smyth comme la formule 2WA,3. pour la s�emantique de Plotkin comme la formule Vf3' j ' 2 Ag ^2WA.Remarque. On appelle dans ce qui suit pr�e-ordre s�emantique l'implication inverse, i.e.' pr�ec�ede s�emantiquement  lorsque tout mod�ele de  est aussi un mod�ele de '. Uned�e�nition pr�ecise est donn�ee en annexe B.2.1.2.1.3.2.1 Proposition. Les pr�eordres s�emantiques associ�e �a ces trois s�emantiques sontdonn�es, pour toutes parties �nies A1 et A2 de � par :1. A1 �hoare A2 ssi pour toute formule '1 2 A1 il existe une formule '2 2 A2 telle que'1 �C '2,2. A1 �smyth A2 ssi WA1 �C WA2,



1.3. Propri�et�es d'ensembles et ensembles de propri�et�es 133. A1 �plotkin A2 ssi A1 �smyth A2 et A1 �hoare A2.Preuve. Seul le cas de Hoare n�ecessite une petite d�emonstration. Par l'absurde, supposonsqu'il existe une formule ' 2 A1 tel que, pour toute formule  2 A2 on ait ' 6�C  .Autrement dit, pour toute formule  2 A2 il existe une structureM 2 C telle que M j=  alors que M 6j= '. On consid�ere alors l'ensemble de structures fM g 2A2 2 P(C). C'estun mod�ele (au sens de la s�emantique de Hoare) de A2 mais par construction, ce n'estpas un mod�ele de A1 (toujours pour la même s�emantique), ce qui contredit l'hypoth�eseA1 �hoare A2. 2Remarque. Seule la s�emantique de Hoare conduit au pr�eordre sur les parties �nies de �qui est g�en�eralement utilis�e dans la construction des \power-domains" [39, 42].1.3.3 Connexions avec les constructions classiquesDans cette partie, on utilise le vocabulaire de la pr�esentation logique des domainespr�esent�ee annexe B. Elle est ind�ependante de la suite de ce m�emoire.On suppose maintenant que � est C-conditionnellement close par conjonction B.2.1.7.En particulier, en appliquant le th�eor�eme B.2.1.6, il vient que l'ensemble des classes deth�eories consistantes et �equivalente sur C ordonn�ees par implication s�emantique inverseforme un domaine de Scott-Ershov.On note P(C) (resp. P�(C)) la classe des ensembles (resp. des ensembles non vides) deL-structures. On note aussi Pfin(�) (resp. Pfin�(�)) l'ensemble des parties �nies (resp.des parties �nies non vides) de �.Le pr�e-ordre �hoare d�e�ni ci-dessus conduisant au pr�e-ordre usuellement associ�e �a laconstruction du \power-domain" de Hoare, il vient :1.3.3.1 Th�eor�eme. Le \power-domain" de Hoare PH(T (�)=C) est isomorphe au do-maine T (Pfin(�))=P(C) pour la s�emantique de Hoare.Preuve. On constate tout d'abord que Pfin(�)=P(C) ordonn�e par �hoare est conditionnel-lement clos par conjonction sur P(C). En e�et, le minimum est ;, tout ensemble �ni deformules est satisfaisable dans C au sens de la s�emantique de Hoare et, pour tout ensemble�ni A1 et A2 � �, on a : A1 ^A2 'hoare A1 [A2La remarque pr�ec�edente, le corollaire B.1.2.5, le th�eor�eme B.2.1.6 et la proposition B.2.1.8nous permettent alors de conclure. 2Remarque. Les propri�et�es des \power-domains" nous assurent que la fonction singleton



14 Chapitre 1. Propri�et�es �el�ementaires du non-d�eterminisme3 : T (�)=C ! T (Pfin(�))=P(C) est, pour la s�emantique de Hoare, continue. Or, pourtoute th�eorie T � � dirig�ee et C-consistante on a certes :^f3' j ' 2 Tg �hoare 3^Tmais l'�equivalence n'est pas satisfaite en toute g�en�eralit�e. En fait, ce paradoxe apparents'explique par le fait que 3VT n'est pas une th�eorie de T (Pfin(�))=P(C). Pour d�e�nirl'image dans T (Pfin(�))=P(C) par la fonction \singleton" 3 de toute th�eorie T 2 T (�)=Cil est donc n�ecessaire de proc�eder par approximation, i.e. prendre le supremum des �el�ementscompacts de T (Pfin(�))=P(C) inf�erieurs �a 3VT . Il apparâ�t alors que ce supremum estbien la classe d'�equivalence (modulo 'hoare) de la th�eorief3' j ' 2 TgEn un sens, la continuit�e est ici \forc�ee" !Pour reconstruire les autres \power-domains", il nous faut imposer une condition sup-pl�ementaire : la propri�et�e de couverture simple B.2.2.3, a�n de retrouver les pr�e-ordresutilis�es dans les constructions usuelles.Il vient en e�et :1.3.3.2 Th�eor�eme. Lorsque � couvre simplement C le \power-domain" PS(T (�)=C) deSmyth est isomorphe au domaine T (Pfin(�))=P(C) pour la s�emantique de Smyth.Preuve. La condition de couverture simple nous assure que l'ordre s�emantique �smythco��ncide bien avec l'ordre �S dit de Smyth donn�e parA1 �S A2 lorsque 8' 2 A2 9 2 A1  �C 'On montre alors que Pfin(�)=P(C) est, vis �a vis de la s�emantique de Smyth, condition-nellement clos par conjonction. En e�et, on prend pour minimum l'ensemble f'Cg, toutepartie de � est satisfaisable au sens de cette s�emantique, et pour toutes parties �nies A1et A2 de � on a, lorsque A1 ^A2 est satisfaisable dans P(C) :A1 ^ A2 'Smyth f' ^  2 �j' 2 A1 ^  2 A2gen notant que la condition ' ^  2 C est �a comprendre modulo �equivalence s�emantique,et implique bien entendu que ' ^  est satisfaisable dans C. La proposition B.2.1.8 nouspermet de conclure. 2Pour la s�emantique de Plotkin, l'argument pr�ec�edent ne peut être utilis�e. Rien n'assureque Pfin�(�) est conditionnellement close par conjonction. On a en e�et, pour toutes



1.3. Propri�et�es d'ensembles et ensembles de propri�et�es 15parties �nies A1 et A2 de � :A1 ^A2 'P lotkin f' ^_A2 j' 2 A1g [ f_A1 ^  j  2 A2grien n'assurant que �, même lorsqu'elle couvre simplement C, est close par disjonction. Onobtient cependant le \power-domain" de Plotkin comme le domaine des th�eories dirig�eesde Pfin�(�). Plus pr�ecis�ement:1.3.3.3 Th�eor�eme. Lorsque � couvre simplement C le \power-domain" PP (T (�)=C) dePlotkin est isomorphe au domaine TD(Pfin�(�))=P(C) pour la s�emantique de Plotkin.Preuve. Imm�ediat selon la remarque de la page 115. 2





Chapitre 2Syst�emes de transitions,bisimulation et logiqueDans ce chapitre, on d�e�nit la notion de syst�emes de transitions qui apparâ�t dansde nombreux cas comme un mod�ele ad�equat de syst�eme informatique. Pour simpli�er lesd�e�nitions et notations, on supposera, contrairement �a la tradition, que les syst�emes detransitions sont toujours munis d'un �etat distingu�e appel�e �etat initial ou bien racine.La notion, tr�es intuitive, de comportement de syst�eme informatique, conduit cependant�a s'int�eresser plus aux arbres induits par les syst�emes de transitions, i.e. les arbres obtenuspar \d�eveloppement" ou \expansion" des syst�emes de transitions �a partir de leur racine.On explicite alors les r�esultats et outils fondamentaux pour l'�etude \comportementale" deces mod�eles de machines.2.1 D�e�nitions et propri�et�es �el�ementaires des syst�emes detransitionsDans cette partie, nous donnons les d�e�nitions des syst�emes et arbres de transitions.Nous rappelons en particulier la d�e�nition de l'�equivalence de bisimulation sur les syst�emesde transitions et sa justi�cation logique.Dans tout ce qui suit, Act = fa; b; c; � � �g d�esigne un ensemble au plus d�enombrabled'�etiquettes appel�ees actions, et Prop = fp; q; � � �g un ensemble au plus d�enombrable desymboles ensemblistes. 17



18 Chapitre 2. Syst�emes de transitions, bisimulation et logique2.1.1 Syst�emes de transitions2.1.1.1 D�e�nition. Un syst�eme de transitions est un quadrupletS = hES; rS; RS ; �Siavec :{ un ensemble d'�etats ou sommets ES ,{ un �etat initial ou sommet initial rS 2 ES ,{ une fonction de transition RS : Act ! P(ES � ES) telle que, pour toute actiona 2 Act , la relation RS(a) � ES � ES est appel�ee relation de transition ,{ une fonction d'�etiquetage des �etats �S : ES ! P(Prop) associant �a chaque �etate 2 ES l'ensemble �S(e) des propri�et�es valides dans cet �etat.Un tel syst�eme est dit �a branchement �ni lorsque, pour tout �etat e 2 ES , toute actiona 2 Act , l'ensemble ff 2 ES j (e; f) 2 RS(a)g est �ni.Remarque. D'un point de vue logique, un syst�eme de transitions apparâ�t e�ectivementcomme une structure sur le vocabulaire form�e de la constante r, des symbole de pr�edicatsunaires p 2 Prop et, pour toute action a 2 Act , d'un symbole de relation binaire qui seranot�e, si besoin est, Ra.Notation. Etant donn�e deux �etats e et f d'un syst�eme S, une action a 2 Act , on noteaussi e a!S f la propri�et�e (e; f) 2 RS(a), i.e. dans le syst�eme S, la paire (e; f) est unetransition �etiquet�ee par l'action a. On dira alors que f est un a-successeur ou a-�ls del'�etat e. L'ensemble des a-successeurs de e est not�e Succa(e). On note aussi :Succ(e) = [a2Act Succa(e)l'ensemble de tous les successeurs ou �ls de l'�etat e. Pour tout �etat e 2 ES , on note aussi :S[e=rS] = hES; e; RS; �Sile syst�eme obtenu �a partir de S en changeant la racine rS en l'�etat e.Remarque. Par abus de notation, �etant donn�es deux syst�emes S1 et S2 on note aussi,pour toute action a 2 Act , S1 a! S2



2.1. D�efinitions et propri�et�es �el�ementaires des syst�emes de transitions 19le fait qu'il existe un �etat e 2 ES1 tel que rS1 a!S1 e les syst�emes de transitions S2et S1[e=rS1 ] �etant isomorphes. Cette notation induit une relation de transition sur laclasse des syst�emes de transitions d�e�nissant ainsi un \syst�eme de transition" universeldans lequel tout syst�eme de transitions peut être plong�e. Ainsi, toutes les d�e�nitions quisuivent pourraient directement porter sur une telle \structure", au risque, cependant, desoulever quelques paradoxes. Les �etats de ce syst�eme de transitions universel forment uneclasse propre au sens de la th�eorie des ensembles. Dans la suite, on pr�ef�ere donc, le plussouvent possible, faire porter les d�e�nitions sur des syst�emes de transitions donn�es, cesd�e�nitions se g�en�eralisant chaque fois, via des abus de notations similaires, au syst�emeuniversel �evoqu�e ici.2.1.1.2 D�e�nition (Chemins dans un syst�eme). Etant donn�e un syst�eme de transi-tions S et deux �etats e et f 2 ES , un chemin �ni de e �a f est un mot e0:a1:e1:a2: � � � :an:en 2ES :(Act:ES)� tel que e = e0, f = en, et pour tout i 2 f1; : : : ; ng, ei�1 ai!S ei. La longueurd'un tel chemin est l'entier n. On dit alors qu'un �etat f 2 ES est accessible �a partir d'un�etat e 2 ES lorsqu'il existe un chemin de e �a f .2.1.2 D�eveloppement d'un syst�eme et arbres de transitionsDans [13] Courcelle formalise une premi�ere distinction entre mod�ele syntaxique demachine et mod�ele syntaxique de comportements. Dans son approche, les comportementssont d�e�nis comme des d�eveloppements de syst�emes de transitions.2.1.2.1 D�e�nition (d�eveloppement d'un syst�eme). Etant donn�es deux syst�emes detransitions S1 = hE1; r1; R1; �1i et S2 = hE2; r2; R2; �2i, on dit que S1 est un d�eveloppementde S2 lorsqu'il existe une fonction partielle h : E1 ! E2 telle que :1. h est d�e�nie sur r1 avec h(r1) = r2,2. pour tout �etat e 2 E1 sur laquelle h est d�e�nie :(a) �1(e) = �2(h(e)),(b) pour toute action a 2 Act , la restriction de h �a Succa(e) est une bijection deSucca(e) dans Succa(h(e)),Remarque. La fonction h ci-dessus induit un isomorphisme entre les chemins de S1 etde S2 issus des racines rS1 et rS2 .La �gure 2 illustre cette notion de d�eveloppement.



20 Chapitre 2. Syst�emes de transitions, bisimulation et logique
b aba

a
bS S1

Fig. 2 - S1 est un d�eveloppement de SRemarque. La composition de deux morphismes au sens ci-dessus restant un morphisme,la notion de d�eveloppement est transitive.Il vient :2.1.2.2 Th�eor�eme. Pour tout syst�eme de transitions S il existe un d�eveloppement bS dusyst�eme S tel que pour tout syst�eme S1, si S1 est un d�eveloppement de S alors bS est und�eveloppement de S1.Preuve. On construit bS comme l'arbre des chemins issus de la racine de S. Plus pr�ecis�e-ment, on pose : bS = hE bS; r bS;R bS; � bSio�u :{ l'ensemble des �etats E bS est l'ensemble des chemins de S issus de l'�etat initial rS ,{ l'�etat initial est r bS = rS ,{ pour toute action a 2 Act , toute paire de chemins u et v, avec u de la forme u1:e onpose (u; v) 2 R bS(a) lorsque v est de la forme u1:e:a:f avec (e; f) 2 RS(a).{ et, pour tout u de la forme u1:e, � bS(u) = �S(e).



2.1. D�efinitions et propri�et�es �el�ementaires des syst�emes de transitions 21Il est imm�ediat de constater que bS ainsi d�e�ni satisfait bien les conditions du th�eor�eme. 2Remarque. Un tel d�eveloppement est, �a isomorphisme pr�es, unique. On dit alors que bSest le d�eveloppement universel de S.2.1.2.3 D�e�nition (Arbre de transitions). On appel arbre de transitions tout sys-t�eme S isomorphe �a son d�eveloppement universel.2.1.3 Expansion d'un syst�eme, simulation et bisimulationLe comportement d'un syst�eme S peut être d�e�ni comme son d�eveloppement universelbS. Cependant, comme nous l'avons d�ej�a sugg�er�e dans le premier chapitre, on doit pouvoirdupliquer les successeurs de tout �etat d'un syst�eme de transitions sans changer la s�eman-tique du comportement qu'il code. Cette intuition conduit �a la notion d'expansion d'unsyst�eme.2.1.3.1 D�e�nition (Expansion d'un syst�eme). Etant donn�es deux syst�emes de tran-sitions S1 = hE1; r1; R1; �1i et S2 = hE2; r2; R2; �2i, on dit que S1 est une expansion de S2lorsqu'il existe une fonction partielle h : E1 ! E2 telle que :1. h est d�e�nie en r1 avec h(r1) = r2,2. pour tout �etat e 2 E1 sur lequel la fonction h est d�e�nie :(a) �2(h(e)) = �1(e),(b) pour toute action a 2 Act , la restriction de h �a Succa(e) est une surjection deSucca(e) dans Succa(h(e)).Remarque. La fonction h ci-dessus induit un morphisme surjectif entre les chemins deS1 et de S2 issus des racines rS1 et rS2 . Cette propri�et�e n'est pas su�sante cependant pourcaract�eris�e les fonctions d�e�nies ci-dessus.La �gure 3 illustre cette notion d'expansion.Remarque. Les fonctions caract�erisant ci-dessus la notion d'expansion sont appel�ees\abstraction homomorphisms" par Castellani [9]. Dans le cadre de la logique des proces-sus, Arnold et Dicky [6, 4] en donnent une g�en�eralisation sous le nom d'\homomorphismessaturants".



22 Chapitre 2. Syst�emes de transitions, bisimulation et logique
b aba

a
bS ab a S2

Fig. 3 - S2 est une expansion de SNotons aussi que si un syst�eme S1 est un d�eveloppement d'un syst�eme S2, alors S1 estaussi une expansion de S2.2.1.3.2 D�e�nition (Chemin �-index�e). Pour tout cardinal �, �etant donn�e N� un en-semble de cardinal �, on appelle chemin �-index�e de S un mot w 2 E:(Act:N�:E)� telque sa projection sur (E + Act)� est un chemin de S.Il vient alors :2.1.3.3 Th�eor�eme. Pour tout cardinal in�ni �, pour tout syst�eme de transitions S decardinalit�e au plus �, il existe une expansion eS de S telle que, pour tout syst�eme S1 decardinalit�e au plus �, si S1 est une expansion de S alors le syst�eme eS est une expansionde S1.Preuve. On construit eS comme l'arbre des chemins �-index�es de S. Plus pr�ecis�ement, onpose : eS = hEeS; reS; ReS ; �eSio�u :{ l'ensemble des �etats EeS est l'ensemble des chemins �-index�es de S issus de l'�etatinitial rS ,{ l'�etat initial est reS = rS ,



2.1. D�efinitions et propri�et�es �el�ementaires des syst�emes de transitions 23{ pour toute action a 2 Act, toute paire de chemins u et v, avec u de la forme u1:e onpose (u; v) 2 ReS(a) lorsque v est de la forme u1:e:a:n:f avec (e; f) 2 RS(a).{ et, pour tout u de la forme u1:e, �eS(u) = �S(e).Etant alors donn�e S1 une expansion de S, il est facile de voir que, en termes de d�eveloppe-ments, bS1 est une expansion de bS. De surcrô�t, �etant donn�e h : E bS1 ! E bS une fonctiond�emontrant cette expansion, pour tout �etat e 2 E bS le cardinal de h�1(e) est au plus �. Ilest alors facile de construire une fonction surjective h0 : EeS ! E bS1 telle que, pour toutchemin �-index�e w 2 EeS , h � h0(w) 2 bS est la projection de w sur (ES +Act)�. Cela nousprouve alors que eS est bien une expansion de bS1 et donc, par composition, une expansionde S1. 2Remarque. Une telle expansion est unique �a isomorphisme pr�es. On dit alors que lesyst�eme eS est l'expansion �-universelle de S. Du point de vue de l'informatique on s'in-t�eressera essentiellement au cas d�enombrable. Les expansions !-universelles sont aussiappel�ees dans la suite !-expansions.2.1.3.4 D�e�nition (Milner). Etant donn�e S1 et S2 deux syst�emes de transitions, unerelation de simulation entre S1 et S2 est une relation R � ES1 � ES2 satisfaisant :1. (r1; r2) 2 R,2. pour toute paire (e1; e2) 2 R, �S1(e1) = �S2(e2) et, pour toute action a 2 Act , s'ilexiste un �etat f1 2 E1 tel que e1 a!S1 f1 alors il existe un �etat f2 2 E2 tel quee2 a!S2 f2 avec (e2; f2) 2 R.Lorsqu'il existe une telle relation, on dit que S2 simule S1. On v�eri�e ais�ement que, sur laclasse des syst�emes de transitions, la relation de simulation est un pr�eordre. L'�equivalenceinduite par ce pr�eordre est appel�ee �equivalence de simulation.Remarque. Les notions de d�eveloppements et d'expansions pr�eservent la simulation ausens o�u, pour tous syst�emes S1 et S2, si S1 simule S2 alors tout d�eveloppement (resp. touteexpansion) de S1 simule tout d�eveloppement (resp. toute expansion) de S2. En particulier,la notion de simulation �etant invariante par d�eveloppement, on peut tout aussi bien limiternotre �etude au cas des arbres de transitions.2.1.3.5 D�e�nition (Park). On dit qu'une relation de simulation R entre S1 et S2 estune relation de bisimulation [38] lorsque R�1 est aussi une relation de simulation entre S2



24 Chapitre 2. Syst�emes de transitions, bisimulation et logiqueet S1. Lorsqu'il existe une telle relation, on dit que les syst�emes S1 et S2 sont bisimilaires.On v�eri�e ais�ement que, sur la classe des syst�emes de transitions, cette relation est unerelation d'�equivalence appel�ee �equivalence de bisimulation. Par extension, deux �etats e et fd'un même syst�eme S sont dit en bisimulation lorsqu'il existe une relation de bisimulationR sur ES avec (e; f) 2 R.Remarque. Bien entendu, deux syst�emes �equivalents par bisimulation sont �equivalentspar simulation. La r�eciproque est fausse comme le montre la �gure 4 o�u les syst�emes S1et S2 sont �equivalents par simulation sans être en bisimulation.a b aa S1 b a baS2Fig. 4 - Deux syst�emes �equivalents par simulation sans être bisimilaires.En fait, la notion d'expansion caract�erise l'�equivalence de bisimulation au sens suivant :2.1.3.6 Proposition. Deux syst�emes sont en bisimulation ssi ils admettent une expansioncommune.Preuve. Classique. 2Remarque. Dans les travaux de Castellani, Arnold et Dicky [3, 6, 9] il est prouv�e que deuxsyst�emes sont en bisimulation ssi ils sont expansions d'un même syst�eme. Bien entendu,un tel syst�eme peut être choisi \minimal" en consid�erant les quotients (des composantesconnexes de des racines) de ces syst�emes par �equivalence de bisimulation. Notre approcheici, avec la notion d'�-expansion qui joue un rôle fondamentale dans le dernier chapitre,s'attache �a d�e�nir des repr�esentants \maximaux" de classes de syst�emes �equivalents parbisimulation.



2.2. Caract�erisation logique de la bisimulation 25Plus pr�ecis�ement:2.1.3.7 Corollaire. Pour tout cardinal in�ni �, deux syst�emes de cardinal au plus � sonten bisimulation ssi il admettent la même �-expansion.2.2 Caract�erisation logique de la bisimulationDans cette partie, nous montrons que l'�equivalence de bisimulation est la plus �nedes �equivalences comportementales possibles au sens o�u, sur les arbres de transitions �abranchements �nis, elle peut être caract�eris�ee par la logique du premier ordre sans �egalit�e.On montre aussi comment l'�equivalence de bisimulation caract�erise la logique modaleparam�etr�ee dont on rappelle la d�e�nition.2.2.1 Logique du premier ordre sans �egalit�eOn rappelle que LPOSEG d�esigne l'ensemble des formules de la logique du premierordre sans pr�edicat d'�egalit�e.2.2.1.1 Proposition. Pour tous arbres de transitions S1 et S2 �a branchement �ni, lesdeux propositions suivantes sont �equivalentes :1. les arbres S1 et S2 sont bisimilaires,2. pour toute formule close ' 2 LPOSEG on a S1 j= ' ssi S2 j= '.Preuve. Il est bien connu [22], que si les syst�emes S1 et S2 ne sont pas en bisimulation, alorsil existe une formule de logique du premier ordre sans �egalit�e qui les distingue. R�ecipro-quement, il nous faut montrer qu'il n'existe pas de formule de la logique du premier ordresans �egalit�e qui puisse distinguer deux arbres de transitions �equivalents par bisimulation.Etant donn�e '(x) 2 LPOSEG une formule ayant au plus n variables libres parmix = x1; x2; � � � ; xn, on rappelle qu'un mod�ele de '(x) est un syst�eme de transition S asso-ci�e �a un vecteur d'�etats e 2 EnS . Il apparâ�t alors que pour tout n 2 IN, deux mod�eles hS; eiet hS 0; e0i pour e 2 EnS et e0 2 EnS0 satisfont les mêmes formules sans quanti�cateurs ayantau plus n variables libres ssi la relation f(rS1 ; rS2)g[f(ei; e0i)gi2f1;���;ng est une relation debisimulation entre les sous-syst�emes de S1 et S2 induits par les n + 1 �etats rS1 , e1, : : : ,en (resp. les n+ 1 �etats rS2 , e01, : : : , e0n). Une induction sur le nombre de quanti�cateurset les jeux de Ehrenfeucht et Fra��ss�e tels qu'on les pr�esente annexe A.2 nous permettent



26 Chapitre 2. Syst�emes de transitions, bisimulation et logiquealors de conclure. 2Remarque. La restriction aux arbres est essentielle comme l'illustre la �gure 5 o�u le sys-t�eme S est un mod�ele de Ra(r; r) alors que son d�eveloppement bS ne satisfait pas Ra(r; r).Ce ph�enom�ene s'explique intuitivement par le fait que la formule Ra(r; r) contient implici-tement le pr�edicat d'�egalit�e, les formules Ra(r; r) et 9x Ra(r; x)^r= x �etant �equivalentes.a bSS a a aFig. 5 - S j= Ra(r; r) alors que bS 6j= Ra(r; r).La restriction aux arbres �a branchement �ni est tout aussi essentielle. En notant, pourtout n 2 IN, Ln(a) l'arbre de transitions �etiquet�ees par la seule action a qui est form�e d'uneseule branche de n + 1 �etats, en notant aussi L1(a) l'arbre de transitions �etiquet�ees parl'action a qui est form�e d'une seule branche in�nie, on d�e�nit, comme l'illustre la �gure 6,les syst�emes S1 et S2 par S1 b! S (resp. S2 b! S) ssi b = a et S 2 fLn(a) j n 2 INg (resp.S 2 fLn(a) j n 2 INg [ fL1(a)g. Il vient :2.2.1.2 Proposition. Les arbres S1 et S2 ne sont pas bisimilaires, alors que pour touteformule ' 2 LPO (�a fortiori avec LPOSEG) on a �equivalence de S1 j= ' et S2 j= '.Preuve. On v�eri�e tout d'abord que lorsque deux syst�emes de transitions sont �equivalentspar bisimulation les ensembles des mots �nis et in�nis port�es par les chemins issus deleur racine sont identiques. Il apparâ�t donc que les syst�emes S1 et S2 ne sont pas enbisimulation.Par ailleurs, on montre facilement �a l'aide des jeux de Ehrenfeucht et Fraiss�e qu'iln'existe pas de formule de logique du premier ordre qui s�epare l'arbre S1 de l'arbre S2. Ene�et, ces jeux s'arrêtent n�ecessairement apr�es un nombre �ni de coups, un nombre �ni desommets sur les arbres S1 et S2 ayant �et�e s�electionn�es. De fait, l'existence d'une branchein�nie n'est pas exprimable en logique du premier ordre. 2



2.2. Caract�erisation logique de la bisimulation 27
S1 S2a aa a

a aa a a a
aaaa � � � � � � a aa a a a a a� � � � � �Fig. 6 - Deux syst�emes non bisimilaires et non s�eparable par LPO.Remarque. Pour tout cardinal �, il faut en fait, pour caract�eriser l'�equivalence de bisi-mulation sur les arbres de transitions de cardinalit�e �, �etendre la logique LPO �a l'aide deconjonctions et disjonctions de même cardinalit�e [2].2.2.2 Logique modale param�etr�eeDans cette partie, on rappelle la d�e�nition de la logique modale param�etr�ee, une ex-tension, pour traiter le cas des �etiquettes de transitions, de la logique modale K.2.2.2.1 D�e�nition. On d�e�nit l'ensemble des formules modales param�etr�ees LMod (dontl'introduction en informatique est due �a Hennessy et Milner [23]) comme l'ensemble desformules � de la forme� ::= > j ? j p j �1 ^ �2 j �1 _ �2 j hai� j [a]� j :�pour :1. toute action a 2 Act ,2. toute constante p 2 Prop,



28 Chapitre 2. Syst�emes de transitions, bisimulation et logique3. toutes formules �, �1 et �2 de LMod.2.2.2.2 D�e�nition. Etant donn�ee une formule � de logique modale param�etr�ee et unsyst�eme S, on d�e�nit l'ensemble �S des �etats de S satisfaisant la formule � par l'inductionsuivante :1. >S = ES , ?S = ;, pS = fe 2 ES j p 2 �S(e)g,2. (:�)S = ES � �S ,3. (� ^ �)S = �S \ �S ,4. (� _ �)S = �S [ �S ,5. (hai�)S = fe 2 ES j 9f 2 �S ; (e; f) 2 RS(a)g,6. ([a]�)S = fe 2 ES j 8f 2 ES ; (e; f) 2 RS(a)) f 2 �Sg.2.2.2.3 Proposition. Pour toute formule � 2 LMod, il existe une formule '� 2 LPOSEGtelle que, pour tout syst�eme S, rS 2 �S ssi S j= '�.Preuve. On d�e�nit '� par induction sur la structure de � de la fa�con suivante :1. '> = >, '? = ?,2. ':� = :'�,3. '�^� = '� ^ '� et '�_� = '� _ '� ,4. et, en�n, 'hai� = 9zRa(r; z) ^ '�[z=r] et '[a]� = 8z:Ra(r; z) _ '�[z=r] pour z unevariable du premier ordre n'apparaissant pas dans '�, en notant '�[z=r] la formuleobtenue �a partir de '� en rempla�cant toute occurrence de la constante r par lavariable z.L'�equivalence s�emantique des formules � et '� se prouve alors facilement par induction.2Remarque. La r�eciproque est fausse comme l'illustre, par exemple, la formule 9x 9y Ra(x; y).Intuitivement, en logique modale param�etr�ee, les propri�et�es des �etats sont d�ecrites \deproches en proches", �a partir de la racine des syst�emes de transitions.Notation. Par abus, on notera S j= � la propri�et�e rS 2 �S .Remarque. On note que les op�erateurs de modalit�es hai: et [a]: sont duaux l'un del'autre. Plus pr�ecis�ement, pour toute formule � 2 LMod, les formules :hai:� et [a]� sont



2.3. Forme normale disjonctive pour LMod 29�equivalentes sur la classe des syst�emes de transitions.2.2.2.4 D�e�nition. [Van Benthem] On dit qu'une formule close ' 2 LPO pr�eserve labisimulation lorsqu'il n'existe pas deux syst�emes S1 et S2 bisimilaires tels que S1 j= 'alors que S2 j= :' (de fa�con �equivalente lorsque, pour tout syst�eme S, toute expansionS1 de S, S j= ' ssi S1 j= ').Il vient :2.2.2.5 Th�eor�eme (Van Benthem). Une formule close ' 2 LPO pr�eserve la bisimula-tion ssi elle est s�emantiquement �equivalente �a une formule de la logique modale param�etr�ee.Preuve. Cf. l'ouvrage de Van Benthem [7]. 22.3 Forme normale disjonctive pour LModDans cette partie, on applique l'�etude faite de la logique du premier ordre sans �ega-lit�e sur les structures plates au cas de la logique modale param�etr�ee sur les syst�emes detransitions. Cette approche nous conduit �a la notion de forme normale disjonctive pourtoute formule de la logique modale param�etr�ee et �a un nouveau combinateur modal quipermet de mieux comprendre, dans cette �n de chapitre, le pouvoir d'expression de lalogique modale param�etr�ee, et dans toute la suite de cette th�ese, le pouvoir d'expressiondu �-calcul modal.Une version pr�eliminaire de ce qui suit fut d�ej�a pr�esent�ee par l'auteur [25].2.3.1 Un connecteur pour deux modalit�esEn s'inspirant de la proposition 1.2.2.3 on d�e�nit le combinateur a! A de la fa�consuivante :2.3.1.1 D�e�nition. Etant donn�e un ensemble �ni A de formules de LMod, �etant donn�eune action a 2 Act , on d�e�nit la formule a! A par :a! A def= �̂2A hai� ^ [a] _�2A�On v�eri�e que pour tout syst�eme de transitions S, les propositions suivantes sont �equiva-lentes :1. S j= a! A,



30 Chapitre 2. Syst�emes de transitions, bisimulation et logique2. les deux conditions suivantes sont satisfaites :(a) pour tout S 0 tel que S a! S0 il existe � 2 A telle que S 0 j= �,(b) pour tout � 2 A il existe S0, tel que S a! S0 avec S0 j= �.2.3.1.2 Proposition. De fa�con analogue au cas des structures discr�etes, les modalit�esparam�etr�ees peuvent être cod�ees de la fa�con suivante :hai� def= a! f�;>get [a]� def=(a! f�g) _ (a! ;)Preuve. Imm�ediate. 2Dans la suite, on utilisera ce connecteur �a la place des connecteurs modaux.2.3.2 Formules modales disjonctives2.3.2.1 D�e�nition. L'ensemble des formules modales disjonctives (de la logique modaleparam�etr�ee) est inductivement d�e�ni comme :1. les constantes ? et >,2. toutes disjonctions de formules disjonctives,3. toutes conjonctions de la forme Vi2I(ai ! Ai)Vj2J lj, o�u :(a) les ai sont des actions de Act deux �a deux distinctes,(b) les Ai sont des ensembles �nis de formules disjonctives,(c) les lj sont des litt�eraux, c'est �a dire des constantes propositionnelles de Prop oudes n�egations de constantes propositionnelles,(d) I et J sont des ensembles �nis d'indices.Il vient :2.3.2.2 Proposition. Pour toute formule � de la logique modale param�etr�ee il existe uneformule disjonctive b� qui est �equivalente �a �.Preuve. Par induction sur la structure de �. On suppose que toutes les modalit�es ont �et�e\encod�ees" �a l'aide du constructeur a! A selon la proposition 2.3.1.2. Modulo les r�egles



2.3. Forme normale disjonctive pour LMod 31classiques de logique propositionnelle, on fait alors \descendre" les conjonctions �a l'aidede la r�egle de r�e�ecriture :(a! A) ^ (a! B); a! f� ^_Bj� 2 Ag [ f_A ^ �j� 2 Bgpour toute action �, tous ensembles �nis de formules A et B; une r�egle dont on v�eri�esans peine qu'elle pr�eserve la s�emantique des formules. 2La pertinence de la notion de formule disjonctive, et l'usage restreint de la conjonctionqu'elle induit, apparâ�t lorsqu'on s'int�eresse au probl�eme de la satisfaisabilit�e. Etant donn�eune formule, on souhaite d�ecider si elle admet un mod�ele. En g�en�eral, dans le cas de lalogique modale param�etr�ee, contenant d�ej�a la logique propositionnelle, ce probl�eme est aumoins NP-di�cile.2.3.2.3 Th�eor�eme. La satisfaisabilit�e de toute formule disjonctive � 2 LMod est d�eci-dable en temps lin�eaire en la taille de la formule �.Preuve. Pour illustrer les propri�et�es des formules disjonctives on donne la constructionexplicite d'un mod�ele de � lorsque c'est possible. Cette construction proc�ede par inductionsur la structure de �.1. Si � est une constante > ou ?, on conclut ais�ement.2. Si � est de la forme �1 _ �2, la construction d'un mod�ele pour � se fait soit enconstruisant un mod�ele pour �1, soit un mod�ele pour �2,3. Si � est de la forme Vi2I(ai ! Ai)Vj2J lj , de deux choses l'une :(a) l'une des formules apparaissant dans l'un des Ai n'est pas satisfaisable, ou bienl'ensemble des litt�eraux fljgj2J est inconsistant, i.e. il existe une propositionp 2 Prop telle que p et :p apparaissent tous deux dans cet ensemble, dans cecas, la formule � n'est pas satisfaisable,(b) ou bien, dans le cas contraire, pour toute formule � appartenant �a l'un desensembles Ai on dispose d'un mod�ele S� de la formule �. La construction d'unmod�ele S pour � se fait alors de la fa�con suivante : pour toute action ai, pourtoute formule formule � 2 Ai, on construit un et un seul ai-successeur de Sisomorphe �a S� , i.e. S ai! S� et on pose�S(rS) = fp 2 Propj9j 2 J ; p = ljgOn v�eri�e que S est bien un mod�ele de �.



32 Chapitre 2. Syst�emes de transitions, bisimulation et logique
Mod�eles de � Mod�eles de �1aa Mod�eles de �2bFig. 7 - Mod�eles de a! f�1; �2g ^ b! f�g avec Act = fa; bg. 2Remarque. Ce r�esultat provient du fait, comme l'illustre la �gure 7, que la s�emantiquedes formules disjonctives peut se d�e�nir sans intersection. En e�et, les seules conjonctionsautoris�ees apparaissent dans les sous-formules de la forme :^a2Act1 a! Aapour Act1 une partie �nie de Act . Or les mod�eles d'une telle formule sont exactement ceuxadmettant :1. pour toute action a 2 Act1, un ensemble de a-successeurs S admettant un recouvre-ment fS�j� 2 Aag de telle sorte que pour chaque � 2 Aa, l'ensemble S�, non vide,ne contient que des mod�eles de �,2. pour toute action a 62 Act1, un ensemble arbitraire de a-successeurs.Ainsi, les conjonctions apparaissant implicitement dans le connecteur a! A ont une s�e-mantique qui s'exprime �a l'aide d'une union. De même, la conjonction sur les actions aune s�emantique qui s'exprime �a l'aide d'une union, a posteriori disjointe.



Chapitre 3Un calcul de points �xesDans ce chapitre, on pr�esente le �-calcul modal : une extension par point �xe de lalogique modale param�etr�ee g�en�eralement attribu�ee �a Kozen [30].Intuitivement, on d�esire associer �a toute formule du �-calcul une sorte d'automatelisant les �etats de tout syst�eme de transitions de telle sorte que l'�etat d'un syst�eme detransitions est accept�e par cet automate ssi le syst�eme induit par cet �etat est un mod�elede la formule.Par exemple, pour savoir si la formule � _ � est satisfaite par un �etat donn�e, il su�tde v�eri�er que la formule � ou la formule � est satisfaite par cet �etat; c'est du non-d�eterminisme au sens de la th�eorie des automates. Pour savoir si la formule de point �xe�X:�(X) est satisfaite dans un certain �etat on teste la formule �[�X:�(X)=X ]. Pour savoirsi la formule �^ � est satisfaite dans un �etat, on v�eri�e en parall�ele que chaque formule �et � est satisfaite par cet �etat; c'est un branchement universel �a la mani�ere des automatesalternants [34] sur les arbres binaires.Cette intuition nous conduit tout d'abord �a la caract�erisation de la s�emantique desformules du �-calcul �a l'aide de la notion de tableaux de formules : sortes d'automatestotalement d�evelopp�es qui nous ont �et�e pr�esent�es par Walukiewicz. Pour ce faire, on pr�e-sente en d�etail la notion de calcul de points �xes par approximations successives qui, avecla notion de signature [43], se r�ev�ele être un outil puissant d'�etude de la s�emantique descalculs de points �xes. Cette �etude montre en particulier que le crit�ere in�nitaire de parit�epour les automates sur les objets in�nis, appel�e aussi condition de châ�ne [31], co��ncidetr�es pr�ecis�ement avec la notion d'alternance de points �xes.On d�e�nit alors la notion d'automates modaux alternants dont on prouve qu'elle cap-ture, d'un point de vue s�emantique, le pouvoir d'expression du �-calcul. Ces automatesmodaux permettent une description compacte de tout syst�eme d'�equations modales de33



34 Chapitre 3. Un calcul de points fixesplus petits et plus grands points �xes, �evitant ainsi la n�ecessaire \forme arborescente" desformules du �-calcul.3.1 Le �-calcul modalDans cette section, on d�e�nit le �-calcul de Kozen [30] : une extension par plus petitset plus grands points �xes de la logique modale param�etr�ee. Contrairement �a l'approcheusuelle, on �evite cependant d'utiliser les modalit�es hai et [a] en utilisant plutôt le combi-nateur a! A d�e�ni en 2.3.1.1.Dans ce qui suit, Const = fp; q; � � �g d�esigne un ensemble de constantes proposition-nelles, et Var = fX; Y; Z; � � �g d�esigne un ensemble de variables d'ensembles, en supposantque l'ensemble Prop des symboles propositionnels est �egal �a la r�eunion de Const et Var .On appel alors litt�eral tout symbole p ou X 2 Prop ou sa n�egation :p ou :X .3.1.1 Un calcul de points �xes3.1.1.1 D�e�nition. Le �-calcul modal est d�e�ni comme le plus petit ensemble des for-mules � de la forme :� = lj�1 ^ �2j�1 _ �2ja! Aj�X:�(X)j�X:�(X)pour :{ tout litt�eral l,{ toutes formules �, �1, �2 et tout ensemble �ni A de formules du �-calcul,{ toute action a 2 Act ,{ toute variable X 2 Var .L'occurrence d'une variable X dans une formule � est dite li�ee lorsqu'elle apparâ�tdans une sous-formule de la forme �X:� pour � valant � ou �. Dans le cas contraire, unetelle occurrence de variable est dite libre. Une formule n'admettant aucune occurrence devariable libre est dite close.3.1.1.2 D�e�nition. Dans une formule �, une occurrence de variable est dite positive lors-qu'elle n'apparâ�t pas sous la forme :X . Une formule � est alors dite positive lorsque, pourtoute sous-formule de � de la forme �X:�, toutes les occurrences libres de X apparaissantdans � sont positives.



3.1. Le �-calcul modal 35Dans la suite, on notera L� l'ensemble des formules positives du �-calcul.3.1.1.3 D�e�nition. Pour toute formule positive � du �-calcul, tout syst�eme de transi-tions S, on d�e�nit l'ensemble �S des �etats du syst�eme S satisfaisant la formule � �a l'aidede l'ensemble des r�egles d'inf�erences de la logique modale param�etr�ee, d�e�nition 2.2.2.2,augment�e, pour le traitement des op�erateurs de point �xe, des r�egles suivantes :1. (�X:�(X))S = TfE 0 � ES j�S[E0=X] � E 0g,2. (�X:�(X))S = SfE 0 � ES jE 0 � �S[E0=X]g,o�u S[E0=X ] d�esigne le syst�eme de transitions obtenu �a partir de S en changeant la fonction�S d'�etiquetage des �etats en la fonction �S [E 0=X ] d�e�nie pour tout e 2 ES par :�S [E 0=X ](e) = 8<: �S(e)� fXg si e =2 E 0;�S(e) [ fXg si e 2 E 0:Remarque. La restriction �a des occurrences positives dans �(X) nous assure que lafonction E0 7! (�(X))S[E0=X] est croissante sur l'ensemble des parties de ES . Le th�eor�emede point �xe dit \de Knaster-Tarski" s'applique. On v�eri�e alors que (�X:�(X))S et(�X:�(X))S sont respectivement le plus petit et le plus grand point �xe de cette fonction.En particulier, la formule �X:X est satisfaite par tout �etat, la formule �X:X n'est satisfaitepar aucun.3.1.1.4 Proposition. Pour toute formule positive �, il existe une formule '� 2 LMSOtelle que, pour tout syst�eme S, rS 2 (�)S ssi S j= '�.Preuve. Par induction sur la structure de � selon les r�egles suivantes :1. 'X = X(r) et 'p = p(r),2. ':� = :'�,3. '�1^�2 = '�1 ^ '�2 ,4. '�1_�2 = '�1 _ '�2 ,5. 'a!A = V�2A 9x Ra(r; x)'�[x=r] ^ 8x :Ra(r; x)_W�2A'�[x=r]6. '�X:�(X) = 9X ((8y (X(y))'�(X)[y=r]))^X(r)),7. '�X:�(X) = 8X ((8y '�(X)[y=r])X(y)))X(r)),



36 Chapitre 3. Un calcul de points fixesOn v�eri�e facilement que ces r�egles ne font que traduire la s�emantique des �-formulespositives. 2Notation. Par abus, on notera S j= � le fait que rS 2 �S . La notion de pr�eordre s�eman-tique s'�etend aux formules positives du �-calcul modal. On note alors � � � le fait quepour tout syst�eme de transitions S, si S j= � alors S j= �.Remarque. On peut toujours d�e�nir la n�egation de toute �-formule � en posant, commedans le cas de la logique modale param�etr�ee, (:�)S = ES � �S . C'est en fait sans pertesde g�en�eralit�e que nous nous sommes restreint aux n�egations ne portant que sur des occur-rences libres de variables libres ou des constantes. Les r�egles de r�e�ecriture suivantes, quipr�eservent la s�emantique des formules, nous permettent en e�et de nous y ramener :1. ::�; �,2. :�X:�; �X::�[:X=X ],3. :�X:�; �X::�[:X=X ],4. :(�1 ^ �2); :a1 _ :�2,5. :(�1 _ �2); :a1 ^ :�2,6. :a! A; a! fV�2A:�;>g_W�2A(a! f:�g_a ! ;) o�u > d�esigne ici la formule�X:X .Notons aussi qu'une variable libre a le même comportement qu'une constante proposition-nelle. Dans la suite, on pourra donc, sans perte de g�en�eralit�e, restreindre notre �etude auxformules closes.En terme de pouvoir de s�eparation, on v�eri�e, par exemple en codant les points-�xes �al'aide de conjonctions et disjonctions in�nies, que la s�emantique des formules est close parbisimulation, i.e. pour toute formule �, tous syst�emes S1 et S2 bisimilaires, on a �equivalencede S1j=� et S2j=�.La proposition suivante montre cependant que le pouvoir de s�eparation du �-calculmodal est sup�erieur �a celui de la logique du premier ordre sans �egalit�e:3.1.1.5 Proposition. Les syst�emes S1 et S2 de la proposition 2.2.1.2 sont s�eparables parla formule � = �X:a! fX;>g, i.e. S1 6j= � alors que S2 j= �. Ces deux syst�emes �etaientnon s�eparables par LPOSEG.



3.1. Le �-calcul modal 37Preuve. La formule �X:a! X;> caract�erise en e�et les syst�emes de transitions ayant, �apartir de leur racine, une branche in�nie (ou bien un cycle) de transitions �etiquet�ees parl'action \a". 23.1.2 Formules bien nomm�eesDans les preuves portant sur le �-calcul, il est souvent n�ecessaire de distinguer lesoccurrences de variables li�ees par des op�erateurs de point �xe di��erents. La d�e�nitionsuivante et la proposition qui l'accompagne facilitent cette distinction.3.1.2.1 D�e�nition. Une formule � du �-calcul est dite bien nomm�ee, ou bien �a variabless�epar�ees, lorsque, pour toute variable X :1. il existe au plus un sous-terme de � de la forme �X:�,2. s'il existe un sous-terme de � de la forme �X:� alors aucune occurrence de la variableX n'est libre dans �.Dans une formule bien nomm�ee �, tout sous-terme de la forme �X:� est appel�e la d�e�nitionde la variable X dans � et on le note D�(X). La fonction (partielle) D� associant �a toutevariable li�ee sa d�e�nition dans � est appel�ee fonction de liaison de �.Dans la suite, on appelle �-variable (resp. �-variable) de la formule � toute variable Xli�ee dans � avec D�(X) de la forme �X:� (resp. �X:�).3.1.2.2 Proposition. Pour toute formule � du �-calcul il existe une formule � bien nom-m�ee �equivalente �a �.Preuve. Par induction sur la structure de � en utilisant le fait que, pour toute formule�, si toute occurrence de X dans � est libre et si Y n'apparâ�t pas dans � les formules�X:� et �Y:�[Y=X ] (� d�esignant � ou �) sont �equivalentes. Cette op�eration est appel�eeun renommage consistant de la variable X en la variable Y . 2Dans la suite, on se place syst�ematiquement dans le cas de formules bien nomm�ees. Enparticulier, l'op�eration de substitution pour construire la formule �[�=X ] est implicitementaccompagn�ee d'un renommage consistant des variables li�ees de � ou � de telle sorte quela formule ainsi obtenue soit bien nomm�ee.3.1.2.3 D�e�nition (Ordre de d�ependance). Pour toute formule (bien nomm�ee) �,on d�e�nit l'ordre de d�ependance sur l'ensemble des variables li�ees comme la plus petite



38 Chapitre 3. Un calcul de points fixesrelation d'ordre �� telle que,� pour toutes variables X et Y li�ees dans �, si la variable X admet une occur-rence libre dans D�(Y ) alors X �� Y .Lorsque X �� Y on dira que la variable Y d�epend de la variable X dans �.Remarque. L'ordre de d�ependance est plus faible que l'ordre consid�er�e g�en�eralement surles variables li�ees apparaissant dans une formule. En particulier, les variables X et Y dansla formule �X:hai(X _ �Y:[a]Y ) sont ind�ependantes.De cet ordre de d�ependance sur les variables li�ees d'une formule, on extrait la notiond'indice d'une variable.3.1.2.4 D�e�nition. Pour toute formule �, toute variable li�ee X apparaissant dans �, ond�e�nit inductivement le �-indice ���(X) (resp. le �-indice ���(X)) de la variable X dans �par les r�egles suivantes.1. Lorsque X est une �-variable, s'il n'existe pas de �-variable Y dans � dont X d�epend,i.e. telle que Y �� X , alors ���(X) = 0 et ���(X) = 1, sinon ���(X) (resp. ���(X))est �egale au maximum des �-indices (resp. �-indices) des �-variables dont X d�ependaugment�e de un.Par exemple, dans la formule � = �X:�Y:a! fX _ Y g, ���(X) = 1 et ���(Y ) = 2.2. Lorsque X est une �-variable, s'il n'existe pas de �-variable Y dans � dont X d�epend,i.e. telle que Y �� X , alors ���(X) = 1 et ���(X) = 0, sinon ���(X) (resp. ���(X))est �egale au maximum des �-indices (resp. �-indices) des �-variables dont X d�ependaugment�e de un.Avec le même exemple ���(X) = 0 et ���(Y ) = 1.Autrement dit, le �-indice (resp. le �-indice) d'une variable li�ee dans une formule � est�egal au nombre d'alternances de � et de �-variables dont X d�epend, en consid�erant quetoutes les variables d�ependent d'une �-variable (resp. une �-variable) �ctive.Remarque. L'indice ���(X) (resp. l'indice ���(X)) est pair ssi X est une �-variable (resp.une �-variable).3.1.3 Calcul de point �xe par approximationsLa notion de calcul par approximation et la notion de signature ordinale qu'elle in-duit, pr�esent�es succinctement dans [43], nous donnent un outil puissant pour �etudier la



3.1. Le �-calcul modal 39s�emantique du �-calcul.3.1.3.1 D�e�nition. Pour tout ordinal � on d�e�nit les constructeurs de point �xe ��X:� et��X:� dont la s�emantique est inductivement d�e�nie, en usant des notations de la d�e�nition3.1.1.3, par :{ (�0X:�)S = ; et (�0X:�)S = ES ,{ (��+1X:�)S = �S[(��X:�(X))S=X] pour � valant � ou �, tout ordinal � ,{ (��X:�)S = S� 0<� (�� 0X:�)S pour tout ordinal limite � ,{ et (��X:�)S = T� 0<� (�� 0X:�)S pour tout ordinal limite � .Il vient :3.1.3.2 Lemme (Knaster-Tarski). Pour toute formule � dans laquelle toutes les oc-currences libres de la variable X sont positives, les �egalit�es (�X:�)S = S� (��X:�)S et(�X:�)S = T�(��X:�)S sont satisfaites.Dans la suite, on �etend la notion de fonction de liaison en autorisant des approximationsde points �xes.3.1.3.3 D�e�nition (Fonction de liaison g�en�eralis�ee). Pour toute formule positive 
,D
 �etant la fonction de liaison associ�ee �a 
, on appelle fonction de liaison g�en�eralis�ee toutefonction D0 telle que, pour toute variable X li�ee dans 
, si D0(X) est de la forme ��X:�alors D
(X) = �X:�, sinon D0(X) = D(X).3.1.3.4 D�e�nition (Expansion). Pour toute formule positive 
, toute sous-formule �de 
 on d�e�nit l'expansion de la formule � dans la formule 
 via la fonction de liaison D
de 
 comme la formule :hj�ji
 = (� � �(�[D
(Xn)=Xn]) � � �)[D
(X1)=X1]o�u X1, : : : , Xn sont les variables li�ees de 
 apparaissant librement dans � ordonn�ees detelle sorte que si Xi �
 Xj alors i � j, les substitutions �etant e�ectu�ees l'une apr�es l'autre,dans l'ordre des indices d�ecroissants.Remarque. La notion d'expansion d'une variable permet d'associer �a toute sous-formule� de 
 une formule (close lorsque 
 est close) �equivalente au sens o�u on peut, sans changerla s�emantique de 
, remplacer la sous-formule � dans 
 par son expansion.



40 Chapitre 3. Un calcul de points fixesExemple : Avec � = �X:�Y:(a! fXg _ b! fY g), qui d�esigne la classe des syst�emesdont les d�eveloppements sont des arbres �etiquet�es sur Act = fa; bg et dont toutes lesbranches sont in�nies et contiennent une in�nit�e de a, on a X �� Y , et donchjY ji� = Y [�Y:(a! fXg _ b! fY g)=Y ][�=X ]= �Y:(a! f�g _ b! fY g)Notons qu'appliquer les substitutions dans l'autre sens conduirait �a le formuleY [�=X ][�Y:(a! fXg _ b! fY g)=Y ] = �Y:(a! fXg _ b! fY g)qui n'est pas une formule close.Notation. Par extension, pour toute fonction de liaison g�en�eralis�ee D0 de 
, pour toutesous-formule � de 
, on note hj�jiD0 l'expansion de la formule � �a l'aide de la fonction D0au lieu de D
 .3.1.4 SignaturesDans la suite, on se �xe une formule 
, positive, et on suppose que les �-variablesfX1; � � � ; Xmg et les �-variables fY1; � � � ; Ymg sont indic�ees de telle sorte que, pour toutindice i et j, si Xi �
 Xj (resp. Yi �
 Yj) alors i � j, i.e. l'indexation des �-variable (resp.des �-variables) induit une extension lin�eaire de l'ordre d�ependance sur les �-variables(resp. les �-variables).3.1.4.1 D�e�nition. Etant donn�ee s = (�1; �2; � � � ; �p) une s�equence de p ordinaux avecp � m (resp. p � n) on note D�s (resp. D�s ) la fonction de liaison g�en�eralis�ee d�e�nie par :1. pour toute �-variable Xi avec D(Xi) = �Xi:�, si i � p alors D�s (Xi) = ��iXi:�(resp. D�s (Xi) = �Xi:�), sinon D�s (Xi) = D(Xi),2. pour toute �-variable Yj avec D(Yj) = �Yj :�, si j � p alors D�s (Yj) = �Yj :� (resp.D�s (Yj) = ��jYj :�), sinon D�s (Yj) = D(Yj),pour � d�enotant � ou �.L'ordre lexicographique sur les s�equences d'ordinaux �etant total et bien fond�e, ond�e�nit :3.1.4.2 D�e�nition (Signatures). Pour tout syst�eme de transitions S, pour toute sous-formule � de 
 :1. si hj�jiD est satisfaite dans un �etat e 2 ES , la �-signature Sig�(�; e) de la formule �dans l'�etat e est la plus petite, selon l'ordre lexicographique, s�equence d'ordinaux s



3.1. Le �-calcul modal 41de longueur m telle que : S[e=r]j=hj�jiD�s2. si hj�jiD n'est pas satisfaite dans un �etat e 2 ES , la �-signature Sig�(�; e) de laformule � dans l'�etat e est la plus petite, selon l'ordre lexicographique, s�equenced'ordinaux s de longueur n telle que :S[e=r] 6j= hj�jiD�so�u S[e=r] d�esigne le syst�eme de transitions obtenu �a partir de S en prenant l'�etat e commeracine �a la place de l'�etat rS .La proposition suivante illustre les propri�et�es \compositionnelles" des signatures quise r�ev�elent fondamentales pour donner une s�emantique \calculatoire" aux formules du�-calcul.3.1.4.3 Lemme. Pour tout syst�eme de transitions S, tout �etat s 2 ES tel que S[s=r]j=hj�jiD,les propri�et�es suivantes sont satisfaites.1. Si � = �^ � alors Sig�(�^ �; s) � maxlex(Sig�(�; s); Sig�(�; s)),2. Si � = � _ � alors Sig�(� _ �; s) = Sig�(�; s) ou bien Sig�(� _ �; s) = Sig�(�; s),3. Si � = l1 ^ � � � ^ ln ^ Va2Act1 a! Aa pour Act1 � Act, alors, pour toute actiona 2 Act1 :(a) pour toute formule � 2 Aa il existe un �etat t tel que (s; t) 2 RS(a) avecSig�(�; t) � Sig�(�; s),(b) pour tout �etat t tel que (s; t) 2 RS(a) il existe � 2 Aa telle que Sig�(�; t) �Sig�(�; s),4. Si � = �Y:�(Y ) alors Sig�(�Y:�(Y ); s) = Sig�(�(Y ); s).5. Si � = �X:�(X) avecX = Xi alors les pr�e�xes de longueur i�1 de Sig�(�X:�(X); s)et Sig�(�(X); s) sont �egaux.6. Si � = Y avec D(Y ) = �Y:�(Y ) alors Sig�(Y; s) = Sig�(�(Y ); s).7. Si � = X avec D(X) = �X:�(X) et X = Xi alors Sig�(�(X); s) < Sig�(X; s) et ladi��erence est �a la i-i�eme position.o�u D d�esigne la fonction de liaison associ�ee �a la formule 
, des propri�et�es similaires �etantobtenues pour les �-signatures par dualit�e.



42 Chapitre 3. Un calcul de points fixesPreuve. Les cas 1, 2 sont imm�ediats. Le cas 3 s'obtient par g�en�eralisation des cas 1 et 2 �ades conjonctions et disjonctions in�nies.Les cas 4 et 6 proviennent du fait que pour toute s�equence d'ordinaux s de longueurm, les formules hjY jiD�s , hj�(Y )jiD�s et hj�Y:�(Y )jiD�s sont trivialement �equivalentes. On aen e�et �Y:�(Y ) ' �[�Y:�(Y )=Y ], et ' est pr�eserv�e par les substitutions.Cas 5 : Pour toutes s�equences d'ordinaux s de longueur i�1, les formules hj�(Xi)jiD�s ethj�Xi�(Xi)jiD�s sont �equivalentes. De plus, aucune variableXj avec j > i ne peut apparâ�trelibre dans D(Xk) pour k � i. Il apparâ�t donc que Sig�(�(Xi); s) est de la forme s:�:s1pour s une s�equence de longueur i � 1, � un ordinal et s1 une s�equence d'ordinaux delongueur m� i ssi s1 = 0: � � � :0 et Sig�(�Xi:�(Xi); s) = s:0:0: � � � :0.Cas 7 : Pour toute s�equence d'ordinaux s de longueur i � 1, pour tout ordinal � ,pour toute s�equence d'ordinaux s1 et s2 de longueur m � i les formules hj�(Xi)jiD�s:�:s1 ethjXijiD�s:(�+1):s2 sont �equivalentes car, l�a encore, aucune variable Xj avec j > i ne peut appa-râ�tre libre dans D(Xk) pour k � i, et les formules �[��Xi:�(Xi)=Xi] et ��+1Xi:�(Xi) sont�equivalentes. On en d�eduit donc que Sig�(�(Xi); s) est de la forme s:�:s1 ssi Sig�(Xi; s)est de la forme s:(� + 1):s2 avec s1 = s2 = 0: � � � :0. 23.2 Une s�emantique calculatoire pour le �-calculDans cette partie, nous donnons une s�emantique calculatoire aux formules du �-calcul.Apr�es avoir d�e�ni la notion de tableau associ�e �a une formule du �-calcul nous montronsqu'un syst�eme de transitions S satisfait une formule � si et seulement si pour tout tableauT pour � il existe un marquage ad�equat de T par S.3.2.1 TableauxLa notion de formule gard�ee permet de simpli�er sensiblement les �enonc�es et preuvesqui vont suivre.3.2.1.1 D�e�nition. Un point �xe de la forme �X:� est dit gard�e lorsque toute occurrencede la variable X apparaissant dans � se trouve dans une sous-formules de la forme a! A.Une formule � est dite gard�ee lorsque tout point �xe apparaissant dans � est gard�e.Il vient :3.2.1.2 Proposition (Kozen 1983). Pour toute formule � du �-calcul, il existe uneformule gard�ee � �equivalente �a �.



3.2. Une s�emantique calculatoire pour le �-calcul 43Preuve. [30]. 23.2.1.3 D�e�nition. Etant donn�ee 
 une formule bien nomm�ee et gard�ee, D
 �etant lafonction de liaison des variables li�ees de 
, on d�e�nit le syst�eme de r�eduction S
 associ�e �ala formule 
 de la fa�con suivante :(et) f�; �; Cgf�^�; Cg (ou) f�; Cg f�; Cgf� _ �; Cg(�) f�(X); Cgf�X:�(X); Cg (�) f�(X); Cgf�X:�(X); Cg(reg) f�(X); CgfX;Cg pour toute variable X li�ee dans 
avec D
(X) = �X:�(X)(mod) f�g [ fWBja! B 2 fCg; B 6= Ag pour tous a! A 2 fCg; � 2 AfCgo�u W ; est interpr�et�e par ?, � et � �etant n'importe quelles formules du �-calcul, a n'importequelle action, A et B n'importe quels ensembles �nis de formules et C une s�equence deformules, en notant par exemple f�; Cg l'ensemble contenant la formule � et toutes lesformules apparaissant dans C.Etant donn�e un ensemble �ni de formules C que nous voulons d�eriver, nous cherchons�a instancier une r�egle de telle sorte que ses conclusions (apparaissant en dessous de lar�egle) co��ncident avec l'ensemble de formules C. Les nouveaux ensembles de formules �ar�eduire sont alors les hypoth�eses (apparaissant au dessus) de la r�egle appliqu�ee.Remarque. La r�egle (mod) admet autant de pr�emisses qu'il y a de formules dans lesensembles A tels que a! A 2 C. Par exemplef�1; �3g f�2; �3g f�1 _ �2; �3g f�1g f�2gfa! f�1; �2g; a! f�3g; b! f�1; �2ggest une instance de la r�egle (mod).3.2.1.4 D�e�nition. Un tableau pour 
 est une paire hT; Li, o�u T est un arbre (�eventuel-lement in�ni) et L est une fonction d'�etiquetage tels que :1. la racine de T est �etiquet�ee par f
g,2. les �ls de tout noeud n sont cr�e�es et �etiquet�es selon les r�egles du syst�eme S
 , i.e.pour tout noeud n, l'ensemble de ses �ls �etant fm1; m2; � � � ; mkg, la r�egleL(m1)L(m1) � � �L(mk)L(n)



44 Chapitre 3. Un calcul de points fixesest une instance de l'une des r�egles du syst�eme S
 , la r�egle (mod) �etant uniquementappliqu�ee lorsqu'aucune autre r�egle n'est applicable.Remarque. Consid�erons �a nouveau notre exemple d'instanciation de la r�egle (mod) ci-dessus. Si un noeud n est �etiquet�e par la conclusion de cette r�egle alors il admet cinq�ls �etiquet�es par les hypoth�eses correspondantes. Un noeud ainsi obtenu par r�eduction del'action a sera appel�e a-noeud. Dans notre exemple, le noeud n admet trois a-�ls et deuxb-�ls.Pour une formule donn�ee, il existe en g�en�eral plusieurs tableaux. La notion de noeudmodal et de noeud de choix nous permet cependant d'expliciter un peu plus les similitudesentre deux tableaux pour une même formule.3.2.1.5 D�e�nition. Pour tout tableau T = hT; Li, un noeud n 2 T sera appel�e :1. noeud modal lorsque n est une feuille ou bien un noeud �a partir duquel la r�egle (mod)est appliqu�ee,2. noeud de choix lorsque n est la racine de T ou bien le �ls d'un noeud modal.On dira aussi qu'un noeud m 2 T est proche d'un noeud n 2 T lorsqu'il existe un chemindans T de n �a m sans application de la r�egle (mod).Il vient :3.2.1.6 Proposition. Si T1 = hT1; L1i et T2 = hT2; L2i sont deux tableaux pour 
 alors ilexiste une bijection E entre les noeuds modaux et les noeuds de choix de T1 et T2 telle que :1. en notant n0 la racine T1, E(n0) est la racine de T2,2. pour tout noeud de choix n 2 T1, pour tout noeud modal m 2 T1, m est proche de nssi E(m) est proche de E(n),3. pour tout noeud modal n 2 T1, pour toute action a 2 Act, pour tout noeud de choixm 2 T1, m est un a-�ls de n ssi E(m) est un a-�ls de E(n),4. pour tout noeud modal, tout noeud de choix n 2 T1, L1(n) = L2(E(n)).Preuve. Il su�t de constater que tout noeud de choix est caract�eris�e par les noeuds modauxqui en sont proches. 2Remarque. Les noeuds modaux ont la particularit�e d'être caract�erisables par leur �eti-quette. Plus pr�ecis�ement, lorsque T = hT; Li est un tableau pour une formule 
, un noeud



3.2. Une s�emantique calculatoire pour le �-calcul 45n 2 T est un noeud modal ssi l'ensemble de formules L(n) est compos�e de formules de laforme p ou :p pour p 2 Prop ou bien a! A pour une action a 2 Act et un ensemble �nide formules A. De plus, toutes les formules apparaissant dans L(n) sont des sous-formulesde 
.3.2.2 S�emantique des tableauxDans cette partie, on interpr�ete les tableaux comme des automates in�nis sur les sys-t�emes de transitions qui capture la s�emantique des formules �a partir desquelles ils sontconstruits.3.2.2.1 D�e�nition (Trace). Etant donn�e un chemin P sur un tableau T = hT; Li, unetrace sur P est une fonction F associant �a tout noeud n sur un segment initial de P (�even-tuellement P tout entier) une formule � de L(n) satisfaisant les conditions suppl�ementairessuivantes. Pour tout noeud m o�u F (m) est d�e�nie, pour n 2 P le �ls de m dans P :1. si la formule F (m) n'est pas r�eduite par la r�egle associant m �a n alors F (n) = F (m),2. si la formule F (m) est r�eduite en m alors F (n) est l'un des r�esultats de cette r�educ-tion.La notion de \r�esultat de r�eduction" est �evidente sauf pour la rêgle (mod). Dans le cas o�um est un noeud modal et L(n) = f�g [ fWBja! B 2 C;B 6= Ag avec a! A 2 L(m) et� 2 A, la trace F devra v�eri�er :1. F (n) = � si F (m) = a! A,2. F (n) = WB si F (m) = a! B pour une certaine formule a! B 2 C telle queB 6= A,3. dans les autres cas, F (m) est un litt�eral, F (n) n'est pas d�e�nie et la trace termineau noeud m.Remarque. Les formules �etant gard�e, tout chemin in�ni passe in�niment souvent par desnoeuds modaux. Toute trace in�nie est donc compl�etement caract�eris�ee par son image surles noeuds modaux et les noeuds de choix, sa valeur sur les noeuds se trouvant entre unnoeud modal m et un noeud de choix n qui lui est proche �etant totalement d�etermin�e parces noeuds.3.2.2.2 D�e�nition (�-trace). On dit qu'il y a une r�eg�en�eration de la variable X surune trace F associ�ee �a un chemin P lorsque, pour un certain noeud m et son �ls n sur le



46 Chapitre 3. Un calcul de points fixes
� _ (a! f�1; b2g ^ a! f�1; �2g)| {z }� a! f�1; �2g| {z }; a! f�1; �2g(ou) (et)�1; �1 _ �2 �2; �1 _ �2 �1 _ �2; �1 �1 _ �2| {z }; �2a! f�1; �2g ^ a! f�1; �2g| {z }Fig. 8 - Un exemple de chemin et trace.chemin P on a F (m) = X et F (n) = �(X) avec D
(X) = �X:�(X), i.e. la r�egle (reg) estappliqu�ee au noeud m sur la variable X .Une telle trace sera appel�ee �-trace lorsque c'est une trace in�nie (d�e�nie sur tout lechemin P) sur laquelle la plus petite variable (au sens de l'ordre de d�ependance) r�eg�en�er�eein�niment souvent est une �-variable.De fa�con similaire, une trace sera appel�ee �-trace lorsque c'est une trace in�nie surlaquelle la plus petite variable r�eg�en�er�ee in�niment souvent est une �-variable.Remarque. Toute trace in�nie est soit une �-trace soit une �-trace. En e�et, toutes lesr�egles except�e la r�eg�en�eration diminuent la taille des formules apparaissant dans les labelsde tableaux. De plus, bien que l'ordre de d�ependance soit un ordre partiel, deux variablesapparaissant in�niment souvent et pouvant être r�eg�en�er�ees successivement sur une mêmetrace sont n�ecessairement comparables selon l'ordre de d�ependance. Ceci garantit l'exis-tence de la plus petite variable r�eg�en�er�ee in�niment souvent.La s�emantique proprement dite est d�ecrite via la notion de marquage.3.2.2.3 D�e�nition (Marquage). Pour un tableau T = hT; Li nous d�e�nissons un mar-quage du tableau T par un syst�eme de transitions S comme une relation M � ES � T



3.2. Une s�emantique calculatoire pour le �-calcul 47satisfaisant les conditions suivantes :1. (rS; n0) 2M , o�u n0 est la racine de T .2. Si une paire (s;m) appartient �a M et une r�egle autre que (mod) est appliqu�ee en malors pour au moins un �ls n de m la paire (s; n) appartient �a M .3. Si une paire (s;m) appartient �a M et la r�egle (mod) est appliqu�ee au noeud m alors,pour toute action a telle qu'il existe une formule de la forme a! A dans L(n):(a) pour tout a-�ls n de m il existe un �etat f 2 ES tel que e a!S f avec (f; n) 2M .(b) pour tout �etat f tel que e a!S f il existe un a-�ls n de m avec (f; n) 2M .3.2.2.4 D�e�nition (Marquage consistant). En utilisant les notations de la d�e�ni-tion 3.2.2.3, un marquage M d'un tableau T par un syst�eme de transitions S est ditconsistant lorsqu'il satisfait les conditions suivantes :consistance locale pour tout noeud modal et pour tout �etat e, si (e;m) 2M alors pourtout litt�eral l apparaissant dans L(m), si l = :p alors p 62 �S(e), et si l = p alorsp 2 �S(e),consistance globale pour tout chemin P = n0; n1; : : : de T marqu�e, i.e. pour tout i =0; 1; : : : il existe un �etat ei tel que (ei; ni) 2M , P ne contient pas de �-trace.Il vient :3.2.2.5 Th�eor�eme. Pour toute formule positive et gard�ee 
, tout syst�eme de transitionsS, Sj=
 si et seulement si pour tout tableau T de 
 il existe un marquage consistant de Trelativement �a S.Preuve. Le reste de cette partie est d�evolu �a la preuve de ce th�eor�eme.Soit 
 une telle formule, D la fonction de liaison associ�ee, S un syst�eme de transitions.Notre preuve repose essentiellement sur le calcul par approximation trans�nie des points�xes.(Seulement si) Supposons 
 satisfaite dans un �etat e0 d'un syst�eme de transitions S.Soit T un tableau pour 
. Nous allons construire un marquage consistant M de T par S.{ Pour n0 la racine de T , on pose (e0; n0) 2M .{ Si une r�egle unaire (hormis un cas particulier de (mod)) est appliqu�ee en un noeudn alors, comme souhait�e, pour l'unique noeud m �ls de n, pour tout �etat e tel que(e; n) 2M , on pose (e;m) 2M .



48 Chapitre 3. Un calcul de points fixes{ Si la r�egle (ou) est appliqu�ee dans un noeud n,f�; Cg f�; Cgf� _ �; Cgalors, pour toute paire (e; n) 2 M , �etant donn�e m1 le �ls de n �etiquet�e par f�; Cget m2 l'autre �ls, si Sig�(�; e) � Sig�(�; e) alors on pose (e;m1) 2M sinon on pose(e;m2) 2M .{ Si la r�egle (mod) est appliqu�ee dans un noeud n avec (e; n) 2 M , alors pour touter�egle a! A 2  L(n) :1. pour toute formule � 2 A il existe un �etat f avec (e; f) 2 R(a) tel queSig�(�; f) � Sig�(a! A; e), on pose alors (f;m�) 2 M pour m� le a-�lsde n tel que L(m�) = f�g [ fWB j a! B 2 L(n) avec A 6= Bg.2. pour tout �etat f tel que (e; f) 2 R(a) on sait que Sig�(WA; f) � Sig�(a! A; e)ainsi, en appliquant le lemme 3.1.4.3, pour au moins un � 2 A, Sig�(�; f) =Sig�(WA; f) � Sig�(a! A; e), on pose alors (f;m�) 2 M avec m� d�e�nicomme dans le cas 1 ci-dessus,Remarque. Notre construction nous assure donc que tout �etat f tel que (e; f) 2RS(a) est marqu�e par au moins un a-�ls du noeud n, et, de fa�con similaire, tout a-�lsdu noeud n est marqu�e par un �etat a-successeur de l'�etat e.Dans les deux cas, pour un tel �etat f , pour toute formule a! B 2 L(n) avec B 6= A,on a bien Sig�(WB; f) � Sig�(a! B; e). Par cons�equent, pour toute trace Tr surun chemin P contenant n et m� respectivement marqu�es par e et f comme ci-dessus,on a bien Sig�(Tr(��); f) � Sig�(Tr(n); f).On v�eri�e alors, par induction, que pour toute paire (s; n) 2 M construite selon lesr�egles pr�ec�edentes, pour toute formule � 2 L(n), S[s=r]j=hj�jiD. En particulier, un telmarquage est localement consistant.Pour v�eri�er la consistance globale d'un tel marquage, �etant donn�ef(s;m) 2M js 2 S ^m 2 Pgun chemin quelconque de M , S et P �etant ses projections sur S et T , nous allons montrerqu'il ne peut y avoir de �-trace sur P .Supposons en e�et que Tr est une �-trace sur P et soit Xi la plus petite variable r�eg�e-n�er�ee in�niment souvent sur cette trace. La variable Xi est une �-variable et, �a partir d'un



3.2. Une s�emantique calculatoire pour le �-calcul 49certain rang dans P seules des variables d�ependant de Xi sont r�eg�en�er�ees. Le lemme 3.1.4.3et la construction de notre marquage nous assurent que, �a partir de ce rang, pour toutespaires (e; n) et (f;m) apparaissant dans ce chemin de M telles que m et le �ls de n, on a :�i(Sig�(Tr(m); f)) � �i(Sig�(Tr(n); e))o�u, pour toute signature s, �i(s) d�esigne les i premiers ordinaux de s, cette in�egalit�e �etantstricte chaque fois que le noeud m s'obtient �a partir du noeud n en appliquant la r�eglede r�eg�en�eration de la variable Xi. La variable Xi �etant r�eg�en�er�ee in�niment souvent, onpeut donc extraire de ce chemin une suite in�nie strictement d�ecroissante de s�equencesd'ordinaux de longueur i. L'ensemble des ordinaux �etant bien fond�e, cela conduit �a uneabsurdit�e.(Si) Soit T un tableau pour 
. Par l'absurde, supposons qu'il existe un marquage consistantde T par S tout en supposant S 6j=
. Nous allons alors montrer, par induction, qu'il existeune �-trace Tr sur un chemin P de T dont tous les noeuds sont marqu�es par des �etats deS. Avec n0 la racine de T , on pose Tr(n0) = 
, on a bien (rS ; n0) 2M . Supposons alorsque nous ayons construit P et Tr jusqu'�a un certain noeud n avec � = Tr(n) 2 L(n) et(e; n) 2 M pour un certain �etat e 2 ES tel que S[e=rS] 6j= �. On proc�ede alors selon lar�egle de r�eduction appliqu�ee au noeud n.{ Dans le cas d'une r�egle unaire, en notant m l'unique �ls de n : si elle est appliqu�ee�a la formule � on pose Tr(m) = � o�u � est le r�esultat de cette r�eduction de �; sielle n'est pas appliqu�ee �a � on pose Tr(m) = �. Dans le cas o�u la r�egle (et) estappliqu�ee sur � = �1 ^ �2 on pose Tr(m) = �1 lorsque Sig�(�1; s) est plus petiteque Sig�(�2; s), sinon on pose Tr(m) = �2.{ Si la r�egle (ou) est appliqu�ee en n on choisit l'un des �ls m de n tel que (e;m) 2Men posant Tr(m) = �1 2 L(m) ou Tr(m) = �2 2 L(m) dans le cas o�u la r�eductionporte sur la formule � = �1 _ �2 selon le r�eduit port�e par m, ou bien Tr(m) = �dans le cas o�u � n'est pas r�eduite. Dans tous les cas, S[e=rS] 6j= � et donc l'�etat e nesatisfait pas le nouvel �el�ement de cette trace.{ Si la r�egle (mod) est appliqu�ee en n alors, par d�e�nition d'un marquage consistant,� ne peut être un litt�eral, c'est donc une formule de la forme a! A. Dans ce cas :1. Soit il existe une formule � 2 A telle que pour tout a-successeur t de s on aS[t=rS] 6j= � et Sig�(�; t) � Sig�(a! A; s). Dans ce cas, on choisit un �ls m de



50 Chapitre 3. Un calcul de points fixesn �etiquet�e par f�g [ fWE : a! E 2 L(n);E 6= Ag. On prend aussi un �etat t,a-successeur de s, tel que (t;m) 2M . On pose Tr(m) = �.2. Soit il existe un �etat t, tel que (s; t) 2 RS(a) avec S[t=rS ] 6j= WA et Sig�(WA; t) �Sig�(a! A; s). Dans ce cas, on prend un �ls m de n tel que (t;m) 2 M . Onpose alors Tr(m) = WA ou bien Tr(m) = � 2 A selon que WA 2 L(m) ou� 2 L(m). De toute fa�con, on a Sig�(�; t) � Sig�(WA; t).En utilisant des arguments similaires au cas Seulement Si, on montre alors facilement quecette trace ne peut être une �-trace, c'est donc une �-trace ce qui contredit la consistanceglobale du marquage. 23.3 Automates modaux alternantsDans cette section, on caract�erise le pouvoir expressif du �-calcul modal �a l'aide d'unenotion appropri�ee d'automates appel�es automates modaux alternants. Intuitivement, unetelle caract�erisation illustre le fait que les syst�emes d'�equations de plus grands et pluspetits points �xes ne sont ni plus ni moins que des automates avec crit�ere de parit�e [32].La notion d'automate modal alternant nous permettra dans le dernier chapitre de cetteth�ese de manipuler plus simplement les langages de syst�emes de transitions d�e�nissablesen �-calcul modal.3.3.1 D�e�nition des automates modaux alternants3.3.1.1 D�e�nition (Automates modaux alternants). Un automate modal alternantest un quadruplet A = hQ; q0;Act;�p; �;
iavec :1. un ensemble �ni d'�etats Q,2. un �etat initial q0,3. un ensemble d'�etiquettes �p = P(PropA), PropA une partie �nie de Prop,4. une fonction de transition � : Q� �p ! P(Act ! P(P(Q))),5. une fonction de parit�e 
 : Q! IN.



3.3. Automates modaux alternants 513.3.1.2 D�e�nition (Calcul). Etant donn�e un syst�eme de transitions S, un automatemodal alternant A, un calcul modal alternant ou plus simplement calcul de A sur S est unarbre T �ni ou in�ni dont les noeuds sont �etiquet�es sur Q�ES et qui v�eri�e les propri�et�essuivantes :1. la racine de T est �etiquet�ee par (q0; rS),2. pour tout noeud n de T �etiquet�e par une paire (q; e) il existe une transition f 2�(q; �S(e) \ PropA) telle que, pour toute action a 2 Act :(a) pour tout sommet e1 2 ES tel que (e; e1) 2 RS(a) il existe un ensemble d'�etatsQ1 2 f(a) tel que, pour tout �etat q1 2 Q1, le noeud n admet un �ls �etiquet�e(q1; e1),(b) pour tout ensemble d'�etats Q1 2 f(a) il existe un sommet e1 2 ES tel que(e; e1) 2 RS(a) et, pour tout �etat q1 2 Q1, le noeud n admet un �ls �etiquet�e(q1; e1).Un calcul T est dit acceptant lorsque, pour tout chemin in�ni de T le minimum des indices
(q), pour q variant dans l'ensemble des �etats apparaissant in�niment souvent sur cechemin, est pair.Remarque. En fait, le calcul de l'automate d�e�ni ci-dessus porte implicitement sur led�eveloppement universel du syst�eme consid�er�e. Il est parfaitement possible de d�e�nir uneautre notion de calcul portant sur le syst�eme S lui-même, i.e. un marquage ad�equat des�etats de S. Cette alternative n'est cependant pas explicit�ee dans le pr�esent m�emoire.On dit qu'un syst�eme de transitions S est reconnu par un automate modal alternantA lorsqu'il existe un calcul acceptant de l'automate A sur le syst�eme S. On note alorsL(A) le langage reconnu par A, c.a.d. la classe des syst�emes de transitions reconnus parl'automate A. Par extension, pour tout �etat q 2 Q, on notera LA(q) le langage reconnupar l'automate obtenu �a partir de A en prenant l'�etat q comme �etat initial �a la place del'�etat q0.3.3.2 Traces et d�eveloppement d'un automate3.3.2.1 D�e�nition (Traces d'automate). On appelle trace de A tout mot �ni u de laforme u = (P1; f1; a1; Q1; q1): � � � :(Pn; fn; an; Qn; qn)avec, pour tout i 2 f1; � � � ; ng,1. un ensemble de propositions Pi 2 �p,



52 Chapitre 3. Un calcul de points fixes2. une \transition modale alternante" fi 2 �(qi�1; Pi) (avec q0 l'�etat initial de A),3. une action ai 2 Act,4. un ensemble d'�etats Qi 2 fi(ai),5. et un �etat qi 2 Qi.Notation. Dans la suite, pour toute trace u on pose dest(u) = q0 si u est le mot vide etdest(u) = q si u est de la forme v:(P; f; a; Q0; q).3.3.2.2 D�e�nition (D�eveloppement d'un automate modal alternant). On appelled�eveloppement d'un automate modal alternant A, l'automate bA, en forme d'arbre et �even-tuellement in�ni, d�e�ni par :1. un ensemble d'�etats bQ �egal �a l'ensemble des traces �nies de A,2. un �etat initial bq0 = �,3. une fonction de transition b� : bQ��p ! P(Act ! P(P( bQ))) d�e�nie, pour toutetrace u, tout ensemble de propositions P 2 �p par F 2 b�(u; P ) ssi il existe unefonction f 2 �(dest(u); P ) telle que, pour toute action a 2 Act ,F (a) = ffu:(P; f; a; Q0; q0)jq0 2 Q0g j Q0 2 f(a)g4. une fonction de parit�e b
 d�e�nie pour toute trace u par cW (u) = 
(dest(u)).Remarque. Le d�eveloppement d'un automate A est e�ectivement un \arbre" 1 dontles \transitions" sont cependant de formes plus complexes que dans le cas des arbres detransitions. En g�en�eral l'ensemble des �etats de bA est in�ni. Cela ne nous empêche pas pourautant d'�etendre les notions de calcul et calcul acceptant d'un automate �ni �a ce cas in�ni.3.3.2.3 Proposition. Pour tout automate modal alternant A, le langage des syst�emes detransitions reconnus par A est �egal au langage des syst�emes de transitions reconnus par led�eveloppement bA de A.Preuve. Imm�ediate. 2Remarque. Tout calcul T de bA sur S est compl�etement d�ecrit par l'ensemble de ses�etiquettes. Un noeud �etiquet�e par une paire (u1; e1) est le �ls d'un noeud �etiquet�e (u; e) ssiu1 est de la forme u:(P; f; a; Q; q), et dans ce cas (e; e1) 2 RS(a).1c'est l'analogue des d�eveloppements universels de syst�emes de transitions !



3.3. Automates modaux alternants 533.3.3 Formes normales arborescentes3.3.3.1 D�e�nition (Forme normale arborescente). Un automate modal alternantA = hQ; q0;�p; �;
iest dit sous forme normale arborescente lorsqu'il existe une relation d'ordre �A� Q �Q,dont la relation de couverture associ�ee est not�ee<<A (i.e. q <<A q0 ssi q <A q0 et il n'existepas d'�etat q00 tel que q < q00 < q0), satisfaisant :1. q0 est le minimum,2. pour tous �etats q1, q2, q3 2 Q, si q2 �A q1 et q3 �A q1 alors q2 et q3 sont comparables,i.e. la relation de couverture <<A induit une structure d'arbre sur les �etats de A,3. pour tous �etats q1, q2 2 Q, s'il existe P 2 �p, a 2 Act, f 2 �(q1; P ), Q1 2 f(a) telsque q2 2 Q1 alors :(a) soit q1 <<A q2,(b) soit q2 �A q1 (on dit alors que q2 est un �etat retour et que q1 est la source d'unretour),4. pour tout �etat retour q2 2 Q, pour tout �etat q 2 Q tel que q2 �A q, 
(q2) � 
(q).La �gure 9 illustre la notion d'automate sous forme arborescente dans le cas, plus \lisible",d'un automate de mots avec crit�ere de parit�e.3.3.3.2 Lemme. Sans perte de g�en�eralit�e, on peut se restreindre aux automates modauxalternants sous forme normale arborescente.Preuve. Etant donn�e un automate modal alternantA = hQ; q0;�p; �;
ila construction �a partir de A d'un automate sous forme arborescente se fait par d�evelop-pement de A, puis par repliage en veillant �a satisfaire la condition 4.Plus pr�ecis�ement, en notant bQ l'ensemble des traces �nies de A, on d�e�nit la relationde transition �c en posant, pour toute trace de la formeu = (P1; f1; a1; Q1; q1): � � � :(Pn; fn; an; Qn; qn)pour tout ensemble de propositions P 2 �p, �c(u; P ) est l'ensemble des fonctions fg pourg 2 �(qn; P ) avec fg d�e�ni de la fa�con suivante : pour toute action a 2 Actfv1; v2; � � � ; vmg 2 fg(a)



54 Chapitre 3. Un calcul de points fixesa2 1 9c d5
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ebc c eb b b
: �etats retoursFig. 9 - Un automate de mots sous forme normale arborescente reconnaissantL = (a(b(cd)�ee+ cc) + b(bb)!)!.ssi il existe Q0 = fr1; � � � ; rmg 2 g(a) tel que, pour tout k 2 f1; � � � ; mg :1. s'il existe i 2 f1; ng tel que qi = rk avec, pour tout �etat q 2 fqi; qi+1; � � � ; qng,
(qi) = 
(rk) � 
(q), alors vk = (P1; f1; a1; Q1; q1): � � � :(Pi; fi; ai; Qi; qi)2. sinon vk = u:(P; g; a;Q0; rk).On v�eri�e alors que si A est un automate �ni, il n'existe qu'un nombre �ni de traces de Aaccessibles �a partir du mot vide � 2 bQ en n'usant que des transitions d�e�nies par �c.En prenant comme ensemble d'�etats l'ensemble de ces traces accessibles via �c, comme�etat initial le mot vide �, comme fonction de transition la fonction �c et comme fonctionde parit�e la fonction 
c d�e�nie �a partir de 
 par 
c(�) = 
(q0) et pour tout chemin dela forme u:(P; f; a; Q; q), 
c(u:(P; f; a; Q; q)) = 
(q), on a bien un automate sous formearborescente (en prenant comme ordre l'ordre pr�e�xe) reconnaissant le même langage desyst�emes de transitions que l'automate modal alternant A. 2Remarque. Dans un automate sous forme normale arborescente, l'ordre �A d�e�nissantla structure arborescente sous-jacente est d�etermin�e de fa�con unique. Il caract�erise en e�etla distance de chaque �etat �a l'�etat initial.



3.3. Automates modaux alternants 553.3.4 Automates alternants et �-formules modales3.3.4.1 Th�eor�eme. Pour tout automate modal alternant A il existe une formule positive� du �-calcul modal telle que, pour tout syst�eme de transitions S, S 2 L(A) ssi S j= �.Preuve. En appliquant le lemme 3.3.3.2, on peut toujours supposer que l'automate A estsous forme normale arborescente. On construit alors la formule � �a partir de l'automateA par induction sur la structure arborescente de A des feuilles vers la racine.On suppose qu'on dispose d'un ensemble de variables fXqgq2Q. Pour tout �etat q 2 Q,on construit par induction la formule �q de la fa�con suivante :�q = (�qXq) _P2�p _f2�(q;P )�P ^ ^a2Act a! 8<: ^q12Q1 �q;q1 j Q1 2 f(a)9=;avec :1. �q = � lorsque 
(q) est pair, �q = � lorsque 
(q) est impair,2. �q;q1 = Xq1 si q1 �A q, i.e. q1 est un �etat retour, et q la source d'un retour sur q1, et�q;q1 = �q1 dans le cas contraire.Remarque. Dans cette formule, on peut tout aussi bien supprimer le constructeur depoint �xe lorsque q n'est pas un �etat retour sans changer la s�emantique de la formule�q. La variable Xq ne peut en e�et apparâ�tre librement dans la suite de la formule. Cesconstructeurs sont introduits dans ce cas dans le seul but d'uniformiser la construction.Notation. Dans la suite, pour tout �etat q 2 Q, pour toute partie Q1 � Q on noteC(q; Q1) def= ^q12Q1 �q;q1et on note, pour toute fonction f : Act ! P(P(Q)), pour toute action a 2 Act :V (q; f; a) def= a! fC(q; Q1) j Q1 2 f(a)gAvec ces notations, �q = �qXq _P2�p _f2�(q;P ) ^a2Act V (q; f(a))On pose alors � = �q0 . Il nous reste �a montrer qu'un syst�eme de transitions estreconnu par A ssi c'est un mod�ele de �. La s�emantique du �-calcul modal et celle desautomates modaux alternants pr�eservant l'�equivalence de bisimulation, on peut, sans perte



56 Chapitre 3. Un calcul de points fixesde g�en�eralit�e se restreindre au cas des arbres de transitions. Soit donc T = hT; Li untableau pour � et S un arbre de transitions.Un noeud modal m 2 T est dit imm�ediatement inconsistant lorsque qu'il existe uneproposition p 2 PropA telle que p 2 L(m) et :p 2 L(m). Par d�e�nition des marquagesconsistants, un noeud modal imm�ediatement inconsistant ne peut apparâ�tre dans cesmarquages, on pourra donc se restreindre �a l'ensemble Tmc � T des noeuds modaux de Tqui ne sont pas imm�ediatement inconsistants. Dans la suite, pour tout noeud m 2 Tmc, onnote Pm = L(m) \ PropAEn notant TrA l'ensemble des traces �nies de l'automate A on peut montrer parinduction sur la structure de T qu'il existe une unique fonctionF : Tmc ! Pfin(TrA � (Act ! P(P(Q))))telle que :1. pour tout noeud m 2 Tmc, m est proche de la racine de T ssi il existe f 2 �(q0; Pm)tel que F (m) = f(�; f)g2. pour tout noeud m 2 Tmc tel que F (m) = f(ui; fi)gi2Im :(a) en notant, pour toute trace de l'automateA, dest(u) = q0 si u = � et dest(u) = qsi u est de la forme v:(P; f; Q; q),L(m) = Pm [ f:p j p 62 Pmg [ [i2ImfV (dest(ui); fi(a))ja 2 Actg(b) pour tout noeud n 2 Tmc, pour toute action a 2 Act , n est proche d'un a-�lsdu noeud m ssi pour tout i 2 Ik il existe Qi 2 fi(a), et pour tout q 2 Qi, unefonction fq 2 �(q; Pn) tels queF (n) = [i2Imf(ui:(Pm; fi; a; Qi; q); fq) j q 2 QigIl vient :3.3.4.2 Proposition (Correspondance locale). Il existe un marquage localement con-sistant de T par S ssi il existe un calcul du d�eveloppement de l'automate A sur S.



3.3. Automates modaux alternants 57Preuve. Soit M un marquage localement consistant de T par S. On poseF (M) = f(u; e) 2 TrA �ES j 9m 2 Tmc; (e;m) 2M ^ 9f; (u; f) 2 F (m)gUne induction simple mais fastidieuse sur la structure de T nous permet de v�eri�er queF (M) est bien un calcul du d�eveloppement de l'automate A sur S.R�eciproquement, soit C � TrA � ES un calcul du d�eveloppement de l'automate Asur S. On poseF�1mc (C) = f(e;m) 2 ES � Tmc j F (m) = f(ui; fi)gi2Im ^ 8i 2 Im; (ui; e) 2 CgEn d�e�nissant alors F�1(C) � ES �T comme le plus petit ensemble contenant F�1mc (C) ettel que, pour toute paire (e;m) et (e1; m1) 2 F�1mc (C), tout �ls n de m, pour tout sommetn1, si m1 est proche de n1 et n1 est proche de n alors (e1; n1) 2 F�1(C), on v�eri�e, l�aencore par une induction simple mais fastidieuse sur la structure de C, que F�1(C) ainsid�e�ni est bien un marquage localement consistant de T par S. En fait, on v�eri�e que toutmarquage localement consistant de T par S dont la restriction au noeud modaux est �egale�a F�1mc (C) est n�ecessairement �egal �a F�1(C). 2De plus :3.3.4.3 Proposition (Correspondance globale). En usant des notations de la preuvepr�ec�edente : si M est un marquage consistant de T par S alors F (M) est un calcul ac-ceptant du d�eveloppement de l'automate A sur S et, r�eciproquement, si C est un calculacceptant du d�eveloppement de l'automate A sur S alors F�1(C) est un marquage consis-tant de T par S.Preuve. Soit M un marquage consistant de T par S et (u0; e0):(u1; e1): � � � une branchein�nie de F (M). Il nous faut montrer que cette branche est acceptante.Par construction de la fonction F il existe un chemin P de T et une trace Tr de P telsque, en notant m0:m1: � � � la s�equence de noeuds modaux apparaissant sur P , pour touti 2 IN, (ei; mi) 2M et il existe une \transition" fi et une action ai 2 Act telle que :1. Tr(mi) = V (dest(ui); fi(ai)),2. ui+1 est de la forme ui:(Pmi ; fi; ai; Q0; q0) pourQ0 2 �(dest(ui); Pmi) et q0 = dest(ui+1) 2Q0.Or le marquage M est consistant donc Tr est une �-trace, autrement dit, la plus petite(selon l'ordre de d�ependance) variable Xq r�eg�en�er�ee in�niment souvent sur Tr est une �-variable, i.e. 
(q) est pair. Mais, comme l'automateA est sous-forme normale arborescente,



58 Chapitre 3. Un calcul de points fixesla condition 3b de la d�e�nition 3.3.3.1 nous assure que l'�etat q est aussi, parmi les �etatsapparaissant in�niment souvent sur la s�equence dest(u0):dest(u1): � � �, celui d'indice deparit�e minimal.R�eciproquement, soit C un calcul du d�eveloppement de l'automate A sur l'arbre S,soit P un chemin in�ni de T apparaissant dans F�1(C), i.e. tel que en notant m0:m1: � � �la s�equence de noeuds modaux apparaissant sur P il existe e0:e1: � � � 2 E!S tel que, pourtout i 2 IN, (ei; mi) 2 F�1(C), et soit Tr une trace sur le chemin P .L�a encore, on v�eri�e qu'il existe une s�equence u0:u1: � � � 2 Tr!A telle que, pour touti 2 IN, (ui; ei) 2 C satisfaisant les conditions 1 et 2 ci-dessus. Un raisonnement analogue,comme C est un calcul acceptant, nous permet alors d'a�rmer que Tr est une �-trace carl'indice minimum des �etats apparaissant in�niment souvent sur dest(u0):dest(u1): � � � estpair. 2Preuve 3.3.4.1 suite. On a donc montr�e que pour tout marquage consistant M du tableauT par S, la restriction de M aux noeuds modaux de T nous permet d'extraire un calculacceptant F (M) du d�eveloppement de l'automateA sur S, et, r�eciproquement, tout calculC acceptant du d�eveloppement de l'automate A sur S induit un marquage F�1m c(C) desnoeuds modaux de T par S consistant au sens o�u le marquage minimal de T par S qu'ilinduit est consistant. Le th�eor�eme 3.2.2.5 nous permet alors de conclure. 23.3.4.4 Th�eor�eme. Pour toute formule du �-calcul modal � il existe un automate modalalternant �ni A tel que, pour tout syst�eme de transitions S, S j= � ssi S 2 L(A).Preuve. Ce th�eor�eme sera une cons�equence imm�ediate des r�esultats �enonc�es dans le cha-pitre suivant. On ne donne donc ici qu'une id�ee de la preuve.En appliquant le lemme 3.2.1.2, On peut toujours supposer que � est gard�ee et biennomm�ee. A l'aide des r�egles de r�e�ecriture suivantes :1. �X:�1(X); �1[�X:�1(X)=X ] pour � = � ou � = �,2. �; �X:�, lorsque la variable X n'apparâ�t pas dans � pour � = � ou � = �,3. a! A1 ^ a! A2 ; a! f�1 ^ WA2 j �1 2 A1g [ fWA1 ^ �2 j �2 2 A2g,4. et �1 ^ (�2 _ �3); (�1 ^ �2) _ (�1 ^ �3),qui pr�eservent l'�equivalence s�emantique, on peut, modulo associativit�e et commutativit�edes op�erations bool�eennes, se ramener �a une formule � �equivalente �a �, bien nomm�ee, dela forme de la formule construite dans la preuve du th�eor�eme 3.3.4.4.



3.3. Automates modaux alternants 59De la structure de � on extrait facilement alors un automate modal alternant sous-forme normale arborescente A que l'on prouve �equivalent �a � de la même fa�con que pr�e-c�edemment. 2





Chapitre 4Formes normales disjonctivesDans le cas des arbres binaires, les travaux de Muller et Schupp montrent que toutautomate alternant peut être simul�e par un automate non alternant [35]. Dans ce cas, une\alternance" est simplement d�e�nie par le fait que l'automate lit, en parall�ele et �a partirde deux �etats di��erents, le même sommet de l'arbre �a reconnâ�tre.En terme de �-calcul, Niwi�nski [36], en traduisant tout automate de Rabin en formuled'un \�-calcul binaire" sans conjonctions, nous indique que le th�eor�eme de simulationdans le cas des automates alternants se traduit par une suppression de la plupart desconjonctions. Seules demeurent dans ce \�-calcul binaire" les conjonctions permettant desp�eci�er les propri�et�es des �ls droit et gauche d'un même sommet. Ces conjonctions neg�en�erent pas pour autant d'alternance au sens pr�ec�edent.Dans le cas des syst�emes de transitions les choses se compliquent. Il ne semble paspossible de faire disparâ�tre toutes les alternances au sens ci-dessus. Une premi�ere intuitionsugg�ere que l'absence totale d'alternances permettrait de compter partiellement le nombrede successeurs d'un sommet ce qui, dans une s�emantique \close par bisimulation" est exclu.Par contre, l'usage du combinateur a! A et les r�esultats obtenus dans le cas de lalogique modale param�etr�ee nous sugg�erent qu'il est cependant possible d'interdire au moinstoute conjonction de la forme a! A1 ^ a! A2 sans a�ecter le pouvoir d'expression ducalcul. Cette intuition nous conduit �a la notion de forme normale disjonctive pour le �-calcul : une notion d�ecouverte ind�ependamment par Igor Walukiewicz et le pr�esent auteur,et qui a fait l'objet d'une publication jointe [27].Plus pr�ecis�ement, on d�e�ni un sous-ensemble de formules du �-calcul modal, appel�eesdisjonctives, qui a les propri�et�es remarquables suivantes :1. toute formule du �-calcul est �equivalente �a une formule disjonctive, appel�ee formenormale disjonctive, 61



62 Chapitre 4. Formes normales disjonctives2. le probl�eme de la satisfaisabilit�e est d�ecidable en temps lin�eaire dans le cas desformules disjonctives (alors qu'il est EXP -space complet dans le cas g�en�eral).Ce r�esultat quant �a la complexit�e du probl�eme de la satisfaisabilit�e s'accompagne de laconstruction explicite, pour tout formule satisfaisable, d'un mod�ele �ni. On retrouve ainsi,dans un cadre uniforme, les r�esultats pr�esent�e par Streett, Emerson et Jutla [43, 17]. Cettenotion de forme normale disjonctive apparâ�t aussi comme un outil fondamental dans lapreuve, par Igor Walukiewicz [47], de compl�etude de l'axiomatisation du �-calcul modalpropos�ee par Kozen.Dans ce chapitre, on montre aussi comment les formules disjonctives induisent naturel-lement une notion d'automate non alternant au sens o�u, sur les !-expansions de syst�emesde transitions, on peut restreindre la notion de calcul �a une notion sans alternances ausens ci-dessus, sans a�ecter la s�emantique des automates. En se restreignant aux arbresbinaires, cette approche apparâ�t comme une preuve alternative du th�eor�eme de simulationde Muller et Schupp [35] et du lemme de compl�ementation de Rabin [40].4.1 Formes normales disjonctivesDans cette section, nous d�e�nissons la notion de formule disjonctive pour le �-calcul,donnons leurs propri�et�es essentielles et montrons que toute formule est �equivalente �a uneformule disjonctive.4.1.1 D�e�nitions et propri�et�es �el�ementaires4.1.1.1 D�e�nition. L'ensemble des formules disjonctives du �-calcul est le plus petitensemble satisfaisant les conditions suivantes :1. si A1, A2, : : : , An sont n ensembles �nis de formules disjonctives, si a1, a2, : : : , ansont n actions deux �a deux distinctes, si l1, l2, : : : , lm sont m litt�eraux, alors laformule ^i2[1;n](ai ! Ai) ^j2[1;m] ljest aussi disjonctive1,2. si � et � sont disjonctives alors � _ � l'est aussi,1le cas n = 0 constitue la base de l'induction !



4.1. Formes normales disjonctives 633. si � est disjonctive et si toutes les occurrences de la variableX dans � sont positives etn'apparaissent pas dans un contexte de la formeX^� pour une formule � quelconque,alors �X:� et �X:� sont disjonctives 2.Remarque. Avec un parenth�esage appropri�e des conjonctions, par exemple un parenth�e-sage de la forme(� � �(((� � �(a1 ! A1 ^ a2 ! A2) ^ � � �) ^ an ! An) ^ l1) ^ � � �) ^ lmles formules disjonctives admettent un unique tableau. De plus, chaque chemin in�ni surun tel tableau admet une et une seule trace.La pertinence des formules disjonctives est illustr�ee par la proposition suivante :4.1.1.2 Th�eor�eme. Une formule disjonctive � est satisfaisable ssi la formule � obtenue�a partir de � en rempla�cant toutes les occurrences de �-variables par la constante ? ettoutes les occurrences de �-variables par la constante > est satisfaisable.Preuve. Soit T� = hT�; L�i et T� = hT�; L�i des tableaux pour les formules � et � res-pectivement. Observons tout d'abord que T� est un arbre �ni. L'arbre T� au contrairepeut être vu comme le d�eveloppement d'un graphe obtenu �a partir de T� en ajoutant unearête de retour �a partir de tout noeud �etiquet�e par f?g ou f>g vers le noeud portant lad�e�nition de la variable correspondante, i.e. une �-d�e�nition pour les noeuds �etiquet�es par?, une �-d�e�nition pour les noeuds �etiquet�es par >.Nous supposons donc construite une projection h : T� ! T� qui, �a tout noeud del'arbre T� associe le noeud correspondant dans l'arbre T� . La �gure 10 illustre une telleconstruction.Il est facile de montrer, par induction sur la structure de � que si � est satisfaisablealors � l'est aussi.R�eciproquement, supposons que � est satisfaisable et soit M un marquage consistantde T� par un mod�ele arbitraire de �. On peut supposer que M� est minimal vis-�a-vis del'inclusion. Soit alors T 0� le sous-arbre de T� form�e de tous les noeuds apparaissant dans M�et posons T 0� = h�1(T 0�). Nous construisons alors un mod�ele S� = hE; r; fR(aga2Actg; �ipour � de la fa�con suivante :1. E est l'ensemble des noeuds modaux de T 0�,2. r est l'unique (sous l'hypoth�ese de minimalit�e) noeud modal de T 0� qui soit prochede la racine de T�.2on doit autoriser les sous-formules de la formes X ^ � lorsque la variable X est libre !



64 Chapitre 4. Formes normales disjonctives
� � �a(X) a(X) a(X) a(X) a(>)hT� T��X:a(X) �X:a(>)

Fig. 10 - Projection de T� sur T� dans le cas � = �X:a(X)3. pour tout �etat e et f 2 E, on pose (e; f) 2 R(a) ssi le noeud f est proche d'un a-�lsdu noeud e,4. en�n �(e) = fp jp 2 L�(e)g; notons que, en travaillant �a partir d'un mod�ele de �, sip 2 �(e), on ne peut avoir :p 2 �(e).Un marquage consistant de T� par S� est alors donn�e par l'ensemble M� des paires(e;m) 2 E � T�0 telles que e est proche de m. Comme aucun noeud �etiquet�e par f?gn'appartient au marquage M� , aucune �-variable n'est r�eg�en�er�ee dans les chemins de M�.Toutes les traces apparaissant dans M� sont donc des �-traces. 24.1.1.3 Proposition. Toute formule disjonctive � satisfaisable admet un mod�ele �ni.Preuve. Le mod�ele de � construit ci-dessus est in�ni. Cependant, comme T� est un arbrer�egulier, ce mod�ele peut être repli�e en un syst�eme �ni qui sera toujours, � �etant stable pard�eveloppement, un mod�ele de �. 2Puisque la formule � dans le th�eor�eme pr�ec�edent ne contient pas de point �xe, leth�eor�eme 2.3.2.3 s'applique, il vient :4.1.1.4 Corollaire. La satisfaisabilit�e d'une formule disjonctive du �-calcul modal estd�ecidable en temps lin�eaire.Remarque. Ce r�esultat peut être compar�e au probl�eme de la satisfaisabilit�e d'une formuledu �-calcul quelconque qui est EXPSPACE-complet !



4.1. Formes normales disjonctives 654.1.2 Une �equivalence de tableauxAvant de prouver, pour toute formule �, l'existence d'une formule disjonctive �equiva-lente �a �, on introduit une notion d'�equivalence sur les tableaux nous permettant d'a�rmerque les formules �a partir desquels ils sont construits sont �equivalentes. Bien entendu, cettecondition n'est pas n�ecessaire, mais elle nous su�ra dans la suite pour prouver le th�eor�emeprincipal de ce chapitre.On montre en fait que la structure de tableau induite par les noeuds de choix et lesnoeuds modaux auxquels on ajoute la notion de traces, capture la s�emantique des tableaux.4.1.2.1 D�e�nition. Deux tableaux T1 et T2 sont dits simplement �equivalents ou plussimplement �equivalents dans la suite lorsqu'il existe une bijection E entre les noeuds dechoix et les noeuds modaux de T1 et T2 telle que :1. en notant n0 la racine de T1, E(n0) est la racine de T2,2. pour tout noeud de choix n 2 T1, pour tout noeud modal m 2 T1, m est proche de nssi E(m) est proche de E(n),3. pour tout noeud modal n 2 T1, pour toute action a 2 Act , pour tout noeud de choixm 2 T1, m est un a-�ls de n ssi E(m) est un a-�ls de E(n),4. pour tout noeud modal n, les ensembles des litt�eraux apparaissant dans L1(n) etdans L2(E(n)) sont �egaux.5. pour tout chemin P de T1 il existe une �-trace sur P ssi il existe une �-trace sur (lechemin induit par) l'image par E (des noeuds de choix et des noeuds modaux) de P .Remarque. Cette d�e�nition d'�equivalence n'est pas sans rappeler la d�e�nition 3.2.1.6.Dans le cas pr�esent, la contrainte sur l'�etiquetage ne porte plus que sur les litt�eraux�etiquetant les noeuds modaux. La s�emantique est cependant conserv�ee via la conservationdes types de traces.Il vient :4.1.2.2 Th�eor�eme. Si deux formules gard�ees ont des tableaux �equivalents alors elles sont�equivalentes.Preuve. Soit � et � deux formules gard�ees et T� et T� deux tableaux �equivalents pour � et�. Soit E la bijection donnant l'�equivalence entre T� et T� . On montre alors, en utilisantle th�eor�eme 3.2.2.5 que tout mod�ele de � est un mod�ele de �, ce qui, par sym�etrie, nouspermettra de conclure.



66 Chapitre 4. Formes normales disjonctivesSoit S un mod�ele de �. En appliquant le th�eor�eme sus-cit�e, il existe un marquageconsistant M� de T� par T� . Soit alors (e; n) 2 M�. Il est imm�ediat de constater que lemarquage des noeuds qui ne sont ni des noeuds de choix, ni des noeuds modaux est induitpar le marquages de ces derniers. En e�et, pour tout noeud n de cette sorte, pour tout�etat e 2 ES , on a �equivalence de :1. (e; n) 2M�,2. il existe un noeud de choix m1 et un noeud modal m2 tel que m1 est un parent den, lui-même parent de m2 avec (e;m1) 2 M� et (e;m2) 2 M� (et il n'existe pasd'autres noeuds de choix ou noeuds modaux entre m1 et n et entre n et m2).On d�e�nit alors un marquage M� de T� par S comme le plus petit marquage satisfaisant :1. pour tout noeud modal ou noeud de choix m, pour tout �etat e 2 ES , si (e;m) 2M�alors (e; E(m)) 2M� .2. pour tout autre noeud n de T�, si n apparâ�t entre un noeud de choix m1 et un noeudmodal m2 tels que (e;m1) et (e;m2) 2 M� , aucun autre noeud modal ou noeud dechoix n'apparaissant entre m1 et n ni entre n et m2, alors (e; n) 2M�.En appliquant alors la d�e�nition de l'�equivalence de tableaux, on obtient imm�ediatementla consistance locale et globale de M�, d'o�u le r�esultat. 24.1.3 Existence de forme normale disjonctive4.1.3.1 Th�eor�eme. Pour toute formule positive 
 du �-calcul il existe une formule dis-jonctive b
 �equivalente �a 
.Remarque. L'analyse de complexit�e est, �a ce jour, laiss�e aux lecteurs int�eress�e. Il estclair cependant que, dans la construction propos�ee ci-dessous, la formule b
 est de tailleau moins doublement exponentielle en la taille de la formule 
, la construction restant\�el�ementaire" au sens o�u le nombre d'exponentielles imbriqu�es est �a l'�evidence born�e partrois.Preuve. Sans perte de g�en�eralit�e, nous pouvons supposer que la formule 
 est close,gard�ee, construite avec le connecteur a! A �a la place des modalit�es, toutes les n�egationsne portant que sur des constantes.



4.1. Formes normales disjonctives 67Soit T un tableau r�egulier pour 
. Il en existe car la structure locale de tout tableau estd�e�nie �a l'aide d'un ensemble �ni de r�egles �a instancier sur un ensemble �ni d'�etiquettespossibles. Un ordre arbitraire de priorit�e sur ces instances de r�egles nous donne un tableaur�egulier.On cherche alors �a replier le tableau T en un tableau sous forme arborescente de tellesorte que ce graphe puisse être lu comme le tableau r�egulier d'une formule disjonctive b
�equivalente �a 
.Un repliage simple, reposant uniquement sur la r�egularit�e de T , nous permet simple-ment de conserver toute l'information relative �a la consistance locale. Pour conserver uncrit�ere ad�equat de consistance globale la construction se r�ev�ele un peu plus complexe.Plus pr�ecis�ement:4.1.3.2 Lemme. Pour le tableau T = hT; Li il existe un arbre avec arêtes retoursTl = hTl; Llitel que :1. Tl se d�eveloppe en T .2. tout noeud de Tl peut être associ�e �a une couleur rouge ou bleu de telle sorte que pourtout chemin in�ni de Tl il y a une �-trace sur ce chemin ssi le noeud le plus hautdans Tl apparaissant in�niment souvent sur ce chemin est rouge.Remarque. Avant de faire la preuve de ce lemme, on notera la similitude d'un arbreavec arêtes retour tel que d�ecrit ci-dessus et la forme normale arborescente d'un automated�ecrite en 3.3.3.1.Preuve. On construit tout d'abord un automate de mots ad�equat :4.1.3.3 Proposition. Il existe un automate de mots A, sur l'alphabet Pfin(L�) des en-sembles �nis de �-formules, d�eterministe et complet, avec crit�ere de parit�e qui reconnâ�texactement les chemins in�nis de T qui ne contiennent pas de �-trace.Preuve. Soit A1 l'automate d�e�ni en prenant :1. comme ensemble d'�etats l'ensemble des couples (�;A) pour A n'importe quelle �eti-quette de noeud du tableau T et � toute formule de A,2. comme ensemble de transitions l'ensemble des triplets de la forme ((�;A); A; (�;B))tels qu'il existe B1, : : : , Bn tels queBB1B2 � � �BnA



68 Chapitre 4. Formes normales disjonctivessoit une instance de r�egle dans la construction de T , la formule � �etant, dans le casou � 6= �, l'une des r�eductions possibles, par cette instance de r�egle, de la formule�,3. comme fonction de parit�e�((�;A)) = 8<: ��
 (
) si � n'est pas une variable,��
 (X) si � = X pour une variable X apparaissant dans 
.Il apparâ�t donc que l'automate A1, non d�eterministe, reconnâ�t un chemin in�ni de Pssi ce dernier contient au moins une �-trace. On obtient alors l'automate A d�esir�e parcompl�ementation et d�eterminisation, le crit�ere de parit�e pouvant être conserv�e [31]. 2Preuve. Lemme 4.1.3.2 (suite). Etant donn�e A l'automate construit ci-dessus, on \syn-chronise" le tableau T avec l'automate A. Plus pr�ecis�ement on associe �a chaque noeud nde T un �etat S(n) de A mod�elisant la lecture de T par A :1. pour n0 la racine de T on d�e�nit S(n0) comme l'�etat initial de A,2. pour tout noeud n, tout �ls m de n, on prend S(m) �egal �a l'unique �etat de A tel que(S(n); L(n); S(m)) soit une transition de l'automate A (A est d�eterministe).Avec un tel �etiquetage, un chemin in�ni de T contient une �-trace ssi l'indice minimumdes �etats apparaissant sur le calcul associ�e est impair.L'arbre avec arêtes retour Tl = hTl; Lli que nous cherchons peut alors être d�e�ni de lafa�con suivante :� Tl est la plus petite partie de T � S(T ) telle que :1. (n0; s0) 2 Tl avec n0 (resp. s0) la racine de T (resp. l'�etat initial de A),2. pour tout (n; s) 2 Tl (avec S(n) = s), pour tout �ls m de n dans T :(a) soit il existe un noeud (n1; s1) 2 Tl tel que :{ L(m) = L(n1),{ S(m) = S(n1) c'est �a dire s1,{ il existe un chemin (n�ecessairement unique) du noeud n1 au noeud m dansT tel que, pour tout noeud n2 sur ce chemin, �(S(n1)) � �(S(n2)),dans ce cas, on oublie le noeud m et on cr�ee une arête retour de (n; s) vers(n1; s1),



4.1. Formes normales disjonctives 69(b) ou bien la condition pr�ec�edente n'est pas remplie, on prend alors (m;S(m)) 2 Tl.� Ll est d�e�nie, pour tout (n; s) 2 Tl, par Ll(n; s) = L(n).Remarque. Observons tout d'abord que Tl ainsi construit est �ni. En e�et, le tableau Test �a branchements �nis et l'automate A est �ni. Il vient donc que sur tout chemin P deT la condition 2a est toujours remplie avant une profondeur born�ee dans l'arbre T .On v�eri�e ais�ement que le d�eveloppement de Tl est bien isomorphe �a T . On d�e�nitalors la couleur d'un noeud (n; s) 2 Tl sur lequel pointe une arête de retour comme �etantrouge si l'indice de l'�etat s and A est impair, bleu sinon, tous les noeuds qui ne sont pasde retour �etant colori�es en bleu.Un tel coloriage remplit bien la seconde condition �enonc�ee, i.e. sur le d�eveloppementde Tl (c'est �a dire T ) un chemin in�ni contient une �-trace ssi le noeud le plus haut dansTl apparaissant in�niment souvent est un noeud rouge. 2Preuve du th�eor�eme 4.1.3.1 (suite). A partir de cet arbre avec arêtes retours Tl on construitune formule disjonctive b
 qui a un tableau �equivalent �a T . Pour ce faire, on suppose qu'ondispose pour chaque noeud (n; s) 2 Tl d'une variable Xn;s.On construit alors la formule recherch�ee en associant �a chaque noeud (n; s) 2 Tl telque L(n) 6= ; une formule d(n; s) inductivement d�e�nie, des \feuilles" vers la racine, par :1. si (n; s) est une feuille alors (n; s) n'est pas la cible d'une arête retour (car la formule
 est gard�ee); en ce cas :(a) soit (n; s) est la source d'une arête retour vers un noeud (n1; s1), on pose doncd(n; s) = Xn1 ;s1(b) soit L(n) 6= ; et (n; s) n'est pas la source d'une arête retour, c'est donc que n estun noeud modal et que L(n) ne contient que des litt�eraux constants (de la formep ou :p); �etant donn�e l1, l2, : : : , ln ces litt�eraux on pose d(n; s) = Vi2f1;���;ng li,(c) soit L(n) = ; (n est le a-�ls d'un noeud m avec a! A 2 L(m) ssi A = ;), onpose temporairement d(n; s) = �,2. lorsque l'une des r�egles (�), (�) ou (and) est appliqu�ee alors (n; s) admet un �lsunique (n1; s1) et on pose d(n; s) = �n;sXn;s d(n1; s1) o�u �n;s = � ou � selon que lenoeud dans Tl est rouge ou bleu,3. lorsque la r�egle (ou) est appliqu�ee (n; s) admet deux �ls v1 et v2, on pose doncd(n; s) = �n;sXn;s bv1 _ bv2, selon la même convention que ci-dessus pour �n;s,



70 Chapitre 4. Formes normales disjonctives4. lorsque la r�egle (mod) est appliqu�ee, i.e. n est un noeud modal selon la typolo-gie 3.2.1.5, soit Act1 l'ensemble des actions a 2 Act telle que (n; s) admet au moinsun a-�ls, et pour toute action a 2 Act1, Aa l'ensemble des formules bv des a-�ls v de(n; s), en posant Aa = ; si bv = � pour un a-�ls v de (n; s); on pose alorsd(n; s) = �Xn;s^B ^ ^a2Act 0 a! Aao�u B est l'ensemble des litt�eraux constants apparaissant dans L(n) et �n;s est d�e�nicomme pr�ec�edemment .A la suite de cette construction, comme 
 est close, pour la racine u0 de Tl, la formulebu0, disjonctive, est elle-même close. On pose alors b
 = bu0.Soit alors bT un tableau pour b
. Il est alors facile de construire, en s'aidant de la d�e-�nition des bu pour tout noeud u 2 Tl, une fonction E : bT dans T prouvant, au sens dela d�e�nition 4.1.2.1 que les tableaux bT et T sont �equivalents ce qui, par application duth�eor�eme 4.1.2.2, nous prouve l'�equivalence de 
 et b
. 2En particulier, cette r�eduction de toute formule positive du �-calcul �a une formuledisjonctive �equivalente nous donne :4.1.3.4 Corollaire. La satisfaisabilit�e d'une formule positive du �-calcul est d�ecidable.De plus, toute formule positive du �-calcul satisfaisable admet un mod�ele �ni.Preuve. Cons�equence imm�ediate des th�eor�emes 4.1.1.2 et 4.1.3.1. 24.2 Automates modauxDans cette section, on d�e�nit la notion d'automate modal non alternant qu'on montre�equivalente, en termes de pouvoir expressif, au �-calcul modal.L'id�ee de construire des automates pouvant \lire" directement des syst�emes de transi-tions est d�ej�a pr�esente dans les travaux de Bernholtz et Grumberg [8] mais la constructionpropos�ee traite seulement de la logique temporelle arborescente et nous conduirait �a unenotion d'automate trop expressive dans le cas g�en�eral.Dans cette section �p d�esigne, comme dans le cas des automates modaux alternants,l'ensemble P(PropA) pour PropA une partie �nie de Prop.4.2.1 D�e�nitions des automates



4.2. Automates modaux 714.2.1.1 D�e�nition. Un automate modal est un n-upletA = hQ; q0;�p; �;
ipour :1. un ensemble �ni d'�etats Q,2. un �etat initial q0,3. un ensemble �ni d'�etiquette �p,4. une fonction de transition � : Q� �p ! P(Act ! P(Q)),5. une fonction de parit�e, 
 : Q! IN.4.2.1.2 D�e�nition. Pour un syst�eme de transitions S et un automate modal A tel qued�ecrit ci-dessus, un calcul de A sur S est un arbre �ni ou in�ni T dont les noeuds sont�etiquet�es sur (Q;ES) satisfaisant les conditions suivantes :{ La racine est �etiquet�ee par (q0; rS).{ Pour tout noeud n de T �etiquet�e par (q; e) il existe une transition f 2 �(q; �S(e) \PropA) telle que pour toute action a :{ pour tout �etat qa 2 f(a), n admet un �ls �etiquet�e par (qa; t) pour un certaint 2 ES tel que (s; t) 2 R(a),{ pour tout t 2 ES tel que (s; t) 2 R(a) il existe un �etat qa 2 f(a) de l'automatetel que n admette un �ls �etiquet�e (qa; t).Un calcul est acceptant ssi pour tout chemin P de ce calcul, le minimum des indices 
(q)pour q apparaissant in�niment souvent sur ce chemin est pair.Remarque. Etant donn�e un automate A et un syst�eme de transitions S, on peut associer�a chaque �etat q 2 Q le pr�edicat Pq(x) d�e�ni pour tout �etat e 2 ES par Pq(e) ssi S[e=rS] 2Lq(A). Lors de la lecture d'un sommet e 2 ES �a partir d'un �etat q 2 Q, le choix d'unetransition f 2 �(q; �S(e)) revient �a choisir, pour toute action a 2 Act , le \type" modal (enun sens proche de celui d�e�ni en 1.2.1.2)Tf = fPq1(x) j q1 2 f(a)gde telle sorte que l'ensemble Succa(e) satisfasse ce type. Une di��erence majeure cependantavec la d�e�nition 1.2.1.2, les types manipul�es ici ne sont pas forc�ement disjoints. Une telle



72 Chapitre 4. Formes normales disjonctivescontrainte, dans le cas des automates modaux, reviendrait �a manipuler des automates nonambig�us dont on sait [46], dans le cas des arbres binaires, qu'ils sont strictements moinsexpressifs que les automates ambig�us.Nous allons prouver que le pouvoir expressif de ces automates est exactement le pouvoirexpressif du �-calcul.4.2.2 Automates modaux et �-formules modales4.2.2.1 Th�eor�eme. Pour toute formule positive � du �-calcul modal il existe un automatemodal �equivalent.Preuve. On suppose tout d'abord que � est disjonctive. Sans perte de g�en�eralit�e, on peuttoujours supposer que toute les conjonctions apparaissant dans � sont \compl�etes" vis-�a-vis de l'alphabet Act au sens o�u elles sont de la forme :l1 ^ l2 ^ � � � ^ ln ^ ^a2Act a! Aapour l1, : : : , ln des litt�eraux et, pour toute action a 2 Act, Aa un ensemble �ni de formulesdisjonctives.En e�et, si ce n'est pas le cas, on peut toujours \compl�eter" chaque conjonction pardes formules de la forme a! ;_ a! f>g avec > def= �X:Va2Act a! ;_ a! X . Quitte �adistribuer les disjonctions sur les conjonctions, on obtient bien une formule de la formed�esir�ee.Soit alors Tl un arbre avec arêtes retour se d�eveloppant en un tableau T pour �. Onpose : A = hQ; q0;�p; �;
i, avec:{ Q = (CN�BV ) o�u CN est l'ensemble des noeuds de choix de Tl (cf. d�e�nition 3.2.1.5,et BV est l'ensemble des variables li�ees de � augment�e du symbole �,{ q0 est la racine de Tl associ�ee au symbole �,{ �p est l'ensemble des parties de l'ensemble Prop� des symboles propositionnels ap-paraissant dans �,{ pour toute partie P � Prop�, �((n;X); P ) est l'ensemble des fonctions fm;Y (unepour chaque noeud modal m proche de n) telles que :{ tout symbole propositionnel apparaissant dans L(m) appartient �a P ,{ aucun symbole propositionnel apparaissant ni�e dans L(m) n'appartient �a P 3,3ainsi, lorsque m est localement inconsistant, aucune transition n'est construite.



4.2. Automates modaux 73Y �etant la plus petite variable (au sens de l'ordre de d�ependance) qui est r�eg�en�er�eesur le chemin (sans cycles car � est gard�ee) du noeud n au noeud m, ou bien � s'iln'existe pas une telle variable, avec, pour toute action a 2 �a, la fonction fm;Y (a)d�e�nie par cas :{ si a! ; 2 L(m) alors fm;Y (a) = ;,{ si le noeud m admet un a-�ls alors fm;Y (a) = f(n0; Y )jn0 est un a-�ls de mg,la condition pr�ealable de \compl�etude" des conjonctions nous assurant qu'aucunautre cas n'est possible,{ 
((n;X)) est �egal au �-indice de X dans � (voir def. 3.1.2.4) ���(X) si X est e�ec-tivement une variable, �egale au maximum des �-indices des variables li�ees dans �sinon.On v�eri�e alors facilement qu'un marquage consistant du tableau T par un syst�emeS induit un calcul acceptant de l'automate ci-dessus. R�eciproquement, un calcul accep-tant de A sur un syst�eme S induit un marquage consistant de Tl (puis T ) par S. Leth�eor�eme 3.2.2.5 s'applique donc, nous donnant l'�equivalence s�emantique de la formuledisjonctive � avec l'automate ainsi construit. Le th�eor�eme 4.1.3.1 prouvant pour touteformule positive � du �-calcul l'existence d'une forme disjonctive �equivalente nous permetde conclure. 24.2.2.2 Corollaire (Simulation des automates alternants). Pour tout automate mo-dal alternant Aalt il existe un automate modal (non alternant) A tel que L(Aalt) = L(A).Preuve. C'est en e�et une cons�equence imm�ediate du th�eor�eme 3.3.4.1 et du th�eor�emeci-dessus. 24.2.2.3 Th�eor�eme. A tout automate modal A on peut associer une formule � (disjonc-tive) du �-calcul qui lui est �equivalente.Preuve. C'est ici un cas particulier de la preuve du th�eor�eme 3.3.4.1. Remarquons toutde même que dans le cas des automates modaux non alternants, on obtient une formuledisjonctive, et la preuve de leur �equivalence s�emantique se simpli�e consid�erablement. 24.2.2.4 Corollaire. L'ensemble des langages de syst�emes (ou d'arbres) de transitionsreconnaissables au sens des automates modaux est clos par compl�ementation.



74 Chapitre 4. Formes normales disjonctives4.3 Restrictions au cas des arbres binaires in�nisDans cette section, on montre comment les r�esultats ci-dessus s'appliquent au casdes arbres binaires. En particulier, on montre que le th�eor�eme de compl�ementation deRabin [40] en est une cons�equence imm�ediate.On suppose que Act contient au moins deux actions distinctes not�ees d et g. On notealors T = fd; gg� l'ensemble des mots �nis sur l'alphabet fd; gg. On dit aussi que u 2 Test pr�e�xe de v 2 T , ce qui est not�e u �pref v, lorsqu'il existe w 2 T tel que u:w = v. Onv�eri�e que la relation �pref ainsi d�e�nie est bien un ordre sur T appel�e ordre pr�e�xe.4.3.1 D�e�nitions et r�esultats classiques sur les arbres binairesDans cette section, on se place dans le cas o�u Prop est �ni.4.3.1.1 D�e�nition. Un arbre binaire in�ni, appel�e aussi arbre binaire, est un arbre detransitions dont tout �etat admet exactement deux successeurs, un accessible via une tran-sition �etiquet�ee d 2 Act, l'autre accessible via une transition �etiquet�ee par g 2 Act .Remarque. Pour tout arbre binaire S, en identi�ant les sommets de S avec les mots deT = fd; gg� avec :1. la racine rS = � (le mot vide),2. pour tout sommet u 2 T , (u; u:g) 2 RS(g) (resp. (u; u:d) 2 RS(d)) o�u le sommet u:g(resp. u:d) est appel�e �ls droit (resp. �ls gauche) du sommet u,l'arbre binaire S est compl�etement d�etermin�e par sa fonction d'�etiquetage des �etats �S :T ! P(Prop). Dans la suite, on pourra identi�er modulo �equivalence par isomorphismela classe des arbres binaires in�nis et l'ensemble des fonctions de T dans P(Prop). C'estcette d�e�nition d'arbres binaires qui est g�en�eralement utilis�ee, e.g. dans [40].Cette d�e�nition des arbres binaires comme un cas particulier des arbres de transitionsnous conduit �a voir les automates d'arbres binaires comme des cas particuliers d'automatesmodaux. Plus pr�ecis�ement:4.3.1.2 D�e�nition. Un automate d'arbre binaire est un automate modalA = hQ; q0;P(Prop); �;
idont la fonction de transition satisfait la propri�et�e suivante : pour tout �etat q, pour toutepartie P � Prop, pour toute fonction f : Act ! P(Q) de �(q; P ) on a, pour toute actiona 2 Act , f(a) 6= ; ssi a 2 fd; gg et, dans ce cas, f(a) est un singleton.



4.3. Restrictions au cas des arbres binaires infinis 75On dit alors, comme dans le cas des automates modaux, qu'un arbre binaire S estreconnu par un automate binaire A ssi il existe un calcul acceptant de l'automate A surl'arbre S au sens de la d�e�nition 4.2.1.2.Remarque. On pourra utiliser dans la suite des fonctions de transitions � : Q � �p !P(Q � Q), en reconstruisant, pour tout �etat q, pour tout P 2 �p, toute paire (q1; q2) 2�(q; P ) la \transition" fq1 ;q2 d�e�nie, poour toute action a 2 Act , par fq1;q2(a) 6= ; ssia = g, dans ce cas fq1;q2(a) = q1, ou bien a = d et dans ce cas fq1;q2(a) = q2. On retrouveainsi la d�e�nition usuelle des automates d'arbres binaires.La th�eorie des automates et les travaux de Rabin nous assurent que cette notion d'auto-mate capture la s�emantique de la logique monadique �a deux successeurs. Plus pr�ecis�ement:4.3.1.3 Th�eor�eme (Rabin et al.). Pour toute MS-formule ' sur les arbres binairesil existe un automate d'arbres binaires A tel que, pour tout arbre binaire S, S j= ' ssiS 2 L(A).Preuve. Voir les travaux de Rabin [40] connectant la logique monadique du second ordresur les arbres binaires et la notion d'automates binaires, les travaux de Mostowski [32]nous permettant alors de nous ramener au cas d'automates avec crit�ere de parit�e. Une�etape importante de la preuve de Rabin est le th�eor�eme de compl�ementation:4.3.1.4 Th�eor�eme (Compl�ementation). Pour tout automate d'arbres binaires A ilexiste un automate d'arbre binaire Ac tel que, pour tout arbre binaire binaire S, S 2 L(Ac)ssi S 62 L(A).Preuve. Il y a plusieurs preuves de ce th�eor�eme r�eput�e di�cile [40, 17, 20, 33, 34, 5]. Onen donne une nouvelle dans la partie suivante.4.3.2 Une preuve du th�eor�eme de compl�ementation4.3.2.1 D�e�nition. Une formule disjonctive � est appel�ee formule disjonctive binairelorsque toutes les conjonctions apparaissant dans � sont de la formed! f�1g ^ g ! f�2g ^^Lpour �1 et �2 deux �-formules et L un ensemble (�ni) de litt�eraux.Il vient :4.3.2.2 Proposition. Pour tout automate d'arbres binaires A la formule disjonctive bi-naire � obtenue �a partir de A selon la preuve du th�eor�eme 4.2.2.3 est une formule dis-jonctive binaire et, r�eciproquement, pour toute formule disjonctive binaire � l'automate A



76 Chapitre 4. Formes normales disjonctivesextrait de � selon la preuve du th�eor�eme 4.2.2.1 est un automate d'arbres binaires.Preuve. Par construction. 2La preuve du th�eor�eme de compl�ementation de Rabin apparâ�t alors comme une con-s�equence imm�ediate du lemme suivant :4.3.2.3 Lemme. Pour toute formule disjonctive binaire � il existe une formule disjonc-tive binaire �c telle que, pour tout arbre binaire S, S j= �c ssi S j= :�.Preuve. Soit � une formule disjonctive binaire. Remarquons tout d'abord que la formule�c souhait�ee n'est pas n�ecessairement �equivalente �a :� sur la classe des syst�emes detransitions. On requiert seulement qu'elle lui soit �equivalente sur l'ensemble des arbresbinaires. On peut alors utiliser le r�esultat suivant :4.3.2.4 Proposition. Pour toute formule � du �-calcul, toute action a 2 fd; gg, toutensemble �ni A de formules, les formules :1. hai� et [a]�,2. :a! f�g et a! f:�g,3. a! A et a! fVAg.sont �equivalentes sur l'ensemble des arbres binaires.Preuve. Imm�ediate. 2Ainsi, �a partir de :�, les lois 2 et 3 ajout�ees aux lois de De Morgan nous permettentde supprimer toutes les n�egations obtenant ainsi une formule dont toutes les \modalit�es"sont de la forme a! f�g pour a 2 fd; gg. Quitte alors �a compl�eter chaque modalit�e a! �en a! �^ b! > (lorsque fa; bg= fd; gg), on obtient une formule �1 qui nous permet deconclure. En e�et :1. par construction, la formule �1 est, sur les arbres binaires, �equivalente �a la for-mule :�,2. la forme normale disjonctive de �1 construite comme dans la preuve du th�eor�eme 4.1.3.1est bien une formule disjonctive binaire; lorsque toute les formules apparaissant dansfCg sont, soit des litt�eraux, soit des formules de la forme a! f�g, la r�egle (mod)se simpli�e en e�et en :f�j a! f�g 2 fCgg pour toute action � 2 Act telle qu'il existe � avec a! f�g 2 CfCg 2



Chapitre 5Compl�etude expressive dumu-calculDans ce chapitre, on �etudie la s�emantique de la logique monadique du second ordresur les arbres de transitions a�n de pouvoir comparer le pouvoir expressif de cette logiqueavec le �-calcul modal.Plus pr�ecis�ement, on montre qu'une formule de logique monadique du second ordre est�equivalente �a une formule du �-calcul modal si et seulement si sa s�emantique est close par�equivalence de bisimulation.Les formules du �-calcul ayant une s�emantique d�e�nissable en logique monadique dusecond ordre, ce r�esulat apparâ�t en fait comme une caract�erisation du pouvoir expressifdu �-calcul : c'est exactement l'ensemble des formules de logique monadique du secondordre dont la s�emantique est close par �equivalence de bisimulation.Notre preuve est e�ective au sens ou on d�emontre en particulier qu'il est d�ecidable desavoir si une formule de LMSO admet comme mod�ele une classe d'arbre de transition closepar bisimulation.Remarque. Dans sa forme actuelle, ce r�esultat est limit�e au cas des syst�emes de tran-sitions dont l'ensemble des sommets est au plus d�enombrable. Un travail posterieur �ala r�edaction de cette th�ese [28], en collaboration avec Igor Walukiewicz, qui repose lar-gement sur les d�eveloppements r�e�cents de la th�eories des automates sur les structuresarborescentes [48], en o�re une preuve alternative qui s'applique aux cas g�en�eral de tousles syst�emes de transitions. 77



78 Chapitre 5. Compl�etude expressive du mu-calcul5.1 Pr�esentation lexicographique des arbresOn s'int�eresse ici �a une forme particuli�ere d'arbres, appel�es lexiques, qui peuvent êtrevus comme des arbres de cardinalit�e au plus d�enombrable, dont les �ls de chaque sommetsont ordonn�es de telle sorte qu'ils forment un mot �ni ou in�ni. Cette �etude constituel'une des approches possibles pour prouver le r�esultat principal de ce chapitre : une ca-ract�erisation alg�ebrique du pouvoir expressif du �-calcul modal par rapport �a la logiquemonadique du second ordre.Dans tout ce qui suit :� � d�esigne l'ensemble Act � P(Prop) pour Act un ensemble �ni d'actions et Prop unensemble �ni de constantes propositionnelles,� �� d�esigne l'ensemble � [ f�g pour � une �etiquette n'apparaissant pas dans �.5.1.1 Lexiques et arbres de transitions induits5.1.1.1 D�e�nition. Etant donn�e S = hE; r;R; �i un arbre de transitions, on appelle pr�e-sentation lexicographique de S une relation d'ordre �S satisfaisant les propri�et�es suivantes :1. la relation �S est locale, i.e. pour tous sommets e et f 2 ES , si e �S f alors il existeg 2 ES tel que e 2 Succ(g) et f 2 Succ(g),2. pour tout sommet e 2 ES , l'ensemble Succ(e), totalement ordonn�e par �S , estisomorphe �a une partie de IN.Remarque. Si S admet une pr�esentation lexicographique alors l'ensemble de ses �etatsest au plus d�enombrable.Dans la suite, on vas caract�eriser �a l'aide d'une notion d'automate la logique monadiquesur les arbres de transitions munie de pr�esentation lexicographique. Pour ce faire, onintroduit la notion de lexique qui apparâ�t comme une d�e�nition possible de la structurelogique sous-jacente aux arbres de transitions ainsi pr�esent�es.5.1.1.2 D�e�nition. Un lexique est un n-upletL = hE; r;R;O; �ipour :1. un ensemble de sommets,2. r une racine,



5.1. Pr�esentation lexicographique des arbres 793. R une relation sur E �E telle que le graphe hE;Ri est un arbre de racine r,4. O une pr�esentation lexicographique de cet arbre.On dit que e est un voisin gauche de f lorsque (e; f) 2 O.Notation. De fa�con analogue aux syst�emes de transitions on note, pour tout sommete 2 E, Succ(e) = ff 2 E j (e; f) 2 RgOn note aussi MSucc(e) l'ensemble Succ(e) ordonn�ee par O sur Succ(e). Par d�e�nition,l'ensemble Succ(e) ainsi ordonn�ee apparâ�t comme un mot, �ni ou in�ni, sur l'alphabet E.On consid�ere donc que MSucc est une fonction de E dans E1.Remarque. La donn�ee de MSucc d�e�nie, sans ambigu��t�e possible, les relations R et O.Dans la suite, on convient donc, aussi souvent que n�ecessaire, de consid�erer un lexiquecomme un quadruplet : L = hE; r;MSucc; �iLa logique monadique du second ordre sur les lexiques restant bien entendu d�e�nie sur levocabulaire form�e des deux relations R et O. La fonction MSucc �etant d�e�nissable LMSOsur ce vocabulaire, on pourra tout aussi bien l'utiliser dans les formules de LMSO.5.1.1.3 Proposition. Etant donn�e a0 une action arbitrairement choisie, il existe unetransduction MS-d�e�nissable bijective entre l'ensemble des lexiques dont la racine porteune �etiquette de la forme (a0; P ) et l'ensemble des arbres de transitions munis d'une pr�e-sentation lexicographique.Preuve. Pour une d�e�nition et pour les propri�et�es g�en�erales des transductions, on pourraconsulter le tour d'horizon de Courcelle [11]. Pour tout lexique L = hE; r;MSucc; �i ond�e�nit l'arbre de transitions ArT(L) = hE1; r1; R1; �1i induit par L en prenant :1. l'ensemble de sommets E1 = E,2. le sommet initial r1 = r,3. la fonction de transition R1, d�e�nie pour toute action a 2 Act , tous sommets eet f 2 E par (e; f) 2 R1(a) ssi f 2 Succ(e) avec �1(�(f)) = a, i.e. la premi�ereprojection de �(f),4. la fonction d'�etiquetage �1 : E ! P(Prop) d�e�nie pour tout sommet e 2 E1 par�1(e) = �2(�(e)), i.e. la seconde projection de �(e).



80 Chapitre 5. Compl�etude expressive du mu-calculEn prenant alors comme relation d'ordre �ArT(L) la relation de voisinage gauche in-duite par L il est imm�ediat que c'est une pr�esentation lexicographique de S. A l'�evidence,cette construction est une bijection, l'action a0, n'apparaissant pas dans ArT(L) devante�ectivement être �x�ee. C'est bien une transduction d�e�nissable en LMSO car tous lescomposants de ArT(L) et la relation �ArT(L) sont d�e�nissables �a l'aide de MS-formules.2Notation. Dans la suite, pour tout arbre de transitions S de cardinalit�e au plus d�enom-brable, toute pr�esentation lexicographique �S de S, on note L(S;�S) le lexique d�e�nicomme ci-dessus, l'action a0 �etiquetant la racine �etant �x�ee une fois pour toutes.5.1.2 Codage binaire des lexiquesDans la suite, on note T = fd; gg�. On dit qu'un mot u 2 T est pr�e�xe d'un mot v 2 T ,ce que l'on note u �pref v, lorsqu'il existe w 2 T tel que u:w = v. On note aussi u �lex vle fait que u est plus petit que v selon l'ordre lexicographique sur T en posant g < d.5.1.2.1 D�e�nition. Un arbre binaire de codage ou plus simplement arbre de codage estune fonction V : T ! �� telle que V (�) 6= �.Un arbre de codage V est appel�e arbre gauche lorsque pour tout u 2 T :1. si V (u:g) = � alors pour tout v 6= �, V (u:v) = �,2. si V (u:g) 6= � alors soit V (u:d) 6= �, soit V (u:d:g) 6= �.5.1.2.2 D�e�nition. Pour tout arbre de codage gauche V , on appelle L-sommet toutsommet u 2 T tel que V (u) 6= �, et on appelle �-sommet tout sommet u 2 T tel queV (u) = �. On d�e�nit alors le lexique induit par V en posant :Lex(V ) = hEV ; rV ;MSuccV ; �V iavec :1. l'ensemble d'�etats EV = T � V �1(�),2. la racine rV = �,3. pour tout sommet u 2 EV , MSuccV (u) = v0:v1: � � �, le mot compos�e de tous lessommets v 2 EV tels que pour tout sommet w 2 T , si u <pref w <pref v, alorsV (w) = �, et satisfaisant, pour tous indices i et j, i � j ssi vi �lex vj ,



5.1. Pr�esentation lexicographique des arbres 814. pour tout sommet u 2 E, �V (u) = V (u).Pour tout L-sommet u 2 T , on note aussi SuccV (u) l'ensemble des L-sommets qui sontsuccesseurs de u dans Lex(V ). Les fonctions SuccV et MSuccV s'�etendent sans di�cult�e�a tout sommet u 2 T , la d�e�nition ci-dessus ne faisant pas intervenir le fait que u est unL-sommet.5.1.2.3 Proposition. La fonction Lex est une transduction bijective, d�e�nissable en lo-gique monadique du second ordre, entre l'ensemble des arbres binaires de codage gaucheet l'ensemble des lexiques.Preuve. Par construction Lex est bien une transduction d�e�nissable, chaque �el�ement dulexique Lex(V ) �etant d�e�nissable, �a partir des sommets de T et de V , en logique monadiquedu second ordre. Montrons que c'est une bijection. Pour ce faire, on explicite sa r�eciproquenot�ee CodG.Soit en e�et L = hE; r;MSucc; �i un lexique. On d�e�nit les coordonn�ees binairesgauches de tout sommet e 2 E comme l'unique mot c(e) 2 T inductivement d�e�ni par :1. c(r) = �,2. pour tout sommet e 2 E :(a) si MSucc(e) = � l'induction termine,(b) si MSucc(e) = e0 on pose c(e0) = c(e):g,(c) si MSucc(e) = e0:e1: � � � :en+1, pour tout i 2 f0; � � � ; ng on pose c(ei) = c(e):di:get on pose aussi c(en+1) = c(e):dn,(d) si MSucc(e) = e0:e1:e2: � � �, pour tout i 2 IN on pose c(ei) = c(e):di:g,On d�e�nit alors CodG(L) : T ! �� par :1. si u = � alors CodG(L)(u) = (a0; �(r)),2. si u 6= � :(a) s'il existe un sommet e 2 E tel que c(e) = u alors, en notant a 2 Act l'action�etiquetant l'unique transition entrante dans le sommet e, V (u) = (a; �(e)),(b) sinon V (u) = �.Par construction, CodG(L) est bien un arbre gauche avec Lex(CodG(L)) isomorphe �a L.De surcrô�t, on v�eri�e facilement que pour tout arbre gauche V , on a bienV = CodG(Lex(V ))



82 Chapitre 5. Compl�etude expressive du mu-calcul2L'existence de la transduction Lex, MS-d�e�nissable, nous permet de traduire touteformule sur les lexiques en une formule sur les arbres de codage gauche et r�eciproquement.Plus pr�ecis�ement :5.1.2.4 Proposition. Pour toute formule de la logique monadique du second ordre ' surle vocabulaire des lexiques (resp. sur le vocabulaire des syst�emes de transitions) il existeune formule  sur les arbres de codage telle que, pour tout arbre de codage V , V j=  ssiLex(V ) j= ' (resp. ArT(Lex(V )) j= ').Preuve. C'est une cons�equence imm�ediate et classique de la th�eorie des mod�eles [11, 24].La formule  s'obtient en e�et �a partir de ' en rempla�cant tout symbole du vocabulairedes lexiques (resp. des syst�emes de transitions) par son interpr�etation sur les arbres decodages (resp. par son interpr�etation sur les arbres de codages via son interpr�etation surles lexiques). 25.1.2.5 Corollaire. Toute formule satisfaisable de la logique monadique du second ordresur les lexiques (resp. les arbres de transitions) admettant un mod�ele (resp. un mod�ele decardinalit�e au plus d�enombrable) admet un mod�ele r�egulier.Preuve. C'est une cons�equence imm�ediate de la proposition pr�ec�edente et du th�eor�emede Rabin sachant qu'un automate d'arbres binaires dont le langage associ�e n'est pas videadmet un moins un arbre r�egulier. On v�eri�e alors sans peine que si V est un arbre decodage r�egulier alors Lex(V ) et ArT(Lex(V )) sont r�eguliers. 25.1.3 Automates sur les lexiquesDans cette partie on caract�erise le pouvoir d'expression de la logique monadique dusecond ordre sur les lexiques �a l'aide d'une notion appropri�ee d'automates. La preuvepropos�ee, qui repose sur le th�eor�eme de Rabin, passe par une extraction d'automates surles lexiques �a partir d'automates d'arbres binaires sur les codages de lexiques.5.1.3.1 D�e�nition (L-automates). Un L-automate est un quadruplet de la formeA = hQ; q0; �;
iavec un ensemble �ni d'�etats Q, un �etat initial q0 2 Q, une fonction de parit�e 
 : Q! INet une fonction de transition � : Q� �p ! Preg(Q1)



5.1. Pr�esentation lexicographique des arbres 83o�u Q1 d�esigne l'ensemble des mots �nis et in�nis sur l'alphabetQ, et Preg(Q1) l'ensembledes parties MS-d�e�nissables de Q1, i.e. les langages rationnels sur l'alphabet Q.5.1.3.2 D�e�nition (Calcul). Etant donn�e L = hE; r;MSucc; �i, un lexique on appellecalcul de A sur L une fonction C : E ! Q telle que :1. C(r) = q0,2. pour tout sommet e 2 E, C(MSucc(e)) 2 �(C(e); �(e)).Un tel calcul est dit acceptant lorsque, pour tout chemin in�ni, e1:e2: � � � sur le lexique L,l'indice minimum de tous les �etats q tel que q = C(ei) pour un nombre in�ni d'indices iest pair. On dit alors que le lexique L est reconnu par A et on note L(A) l'ensemble deslexiques ainsi reconnus.Remarque. On v�eri�e, la preuve �etant similaire au cas classique des arbres binaires, quele langage L(A) est d�e�nissable en logique monadique du second ordre. L'existence d'uncalcul acceptant revient en e�et �a \deviner" �a l'aide de quanti�cations existentielles lesensembles fC�1(q)gq2Q qui sont en nombre �ni, puis �a v�eri�er que la fonction C induitepar ces ensembles est un calcul acceptant.Notation. Dans la suite, pour tout �etat q 2 Q, on note, comme dans le cas des automatesd'arbres binaires, LA(q) le langage reconnu par l'automate A[q=q0] obtenu �a partir de Aen prenant comme �etat initial l'�etat q �a la place de q0.5.1.3.3 Th�eor�eme. Pour toute formule ' de la logique monadique du second ordre surles lexiques il existe un L-automate A' tel que, pour tout lexique L, L j= ' ssi L 2 L(A').Preuve. Le reste de cette section est d�edi�e �a la preuve de ce th�eor�eme.Soit donc ' une formule de la logique monadique du second ordre sur les lexiques. Laproposition 5.1.2.4 nous assure qu'il existe une formule  sur les arbres de codage gauchesdont les mod�eles sont exactement les codages des mod�eles de '. Le th�eor�eme de Rabinnous permet alors d'a�rmer qu'il existe un automate sur les arbres de codageA = hQ; q0; �;
idont le langage associ�e est exactement l'ensemble de ces codes. La suite de la preuveconsiste �a mettre, en plusieurs �etapes, l'automate A sous une forme telle qu'on puissesimplement en extraire un L-automate.5.1.3.4 Lemme. Il existe un automateA0 = hQ0; q00; �0;
0i



84 Chapitre 5. Compl�etude expressive du mu-calculreconnaissant le même langage que A et tel que pour tout �etat q 2 Q0 l'une des conditionsest satisfaite :1. �0(q; �) = ; on dit alors que q est un L-�etat,2. �0(q; l) 6= ; ssi l = � on dit alors que q est un �-�etat.Preuve. Soit en e�et Qc une copie (disjointe) de Q, h : Qc ! Q la fonction faisantcorrespondre �a chaque copie l'�etat dont il est une copie et g = h [ IdQ : Qc [ Q! Q laprojection de Qc [ Q sur Q.On pose alors Q0 = Q [ Qc, en prenant comme �etat initial q00 = q0, en posant, pourtout �etat q 2 Q0, 
0(q) = 
(g(q)) et, pour toute �etiquette l 2 �� :1. si q 2 Q, �0(q; �) = ; et, pour tout l 6= �, �0(q; l) = g�1(�(q; l)),2. si q 2 Qc, �0(q; �) = g�1(�(q; �)) et, pour tout l 6= �, �0(q; l) = ;.Il est facile de voir que l'automate binaire ainsi construit reconnâ�t le même langaged'arbres binaires que l'automate A. 2Intuitivement les L-�etats vont constituer les �etats du L-automate que l'on cherche �aextraire de A. Une transformation suppl�ementaire est n�ecessaire pour pouvoir tester lesconditions in�nitaires sur les seuls L-�etats.5.1.3.5 D�e�nition (L-segment). En reprenant la notion de forme arborescente d'unautomate explicit�ee dans la partie 3.3.3, on appelle L-segment d'un automate sous formearborescente A = hQL [Q�; q0; �;
iune s�equence �nie d'�etats q1: � � � :qn telle que :1. pour tout i 2 f1; ng, qi est un L-�etat ssi i = 1 ou i = n.2. pour pour tout i 2 f1; � � � ; n�1g, qi <<A qi+1, o�u, l�a encore, <<A d�esigne la relationde couverture associ�ee �a la forme arborescente de l'automate A.Il vient :5.1.3.6 Lemme. Il existe un automate A0 sous forme normale arborescente, reconnais-sant le même langage d'arbres que A tel que :(P ) pour tout L-segment q1: � � � :qn de A il existe au plus un i 2 f2; � � � ; ng telque qi soit un �etat retour.



5.1. Pr�esentation lexicographique des arbres 85Preuve. Sans pertes de g�en�eralit�e, on peut supposer que A est sous forme arborescente.Pour obtenir un automate �equivalent qui satisfait en outre la propri�et�e il faut apriorid�eplier un peu plus l'automate A. Une fa�con de proc�eder est la suivante. On consid�eretout d'abord le d�eveloppement universel bA de l'automate A. Pour chaque branche in�niede bA, pour chaque �etat retour q dans A dupliqu�e in�niment souvent sur cette branche, ilnous faut choisir une copie qc de q sur cette branche de telle sorte que toute transition audessous de qc et pointant sur qc soit redirig�ee sur l'�etat qc. La construction de l'automated�esir�e peut alors se faire en suivant les deux indications suivantes :1. pour satisfaire la propri�et�e (P ), il su�t, pour toute paire (qi; qj) d'�etats retoursappartement �a un même L-segment q1:q2: � � � :qn dans A de ne pas choisir leur copiessur une même copie qc1:qc2: � � � :qcn du L-segment consid�er�e,2. pour satisfaire en même temps la propri�et�es des formes arborescentes portant surles indices de parit�e, il su�t de proc�eder pour ces choix dans l'ordre des indicescroissants des �etats retour de A, quitte �a se ramener initialement �a un automate Adont les indices des �etats non retour sont toujours sup�erieurs �a tout indices d'�etatsretour. 2On suppose donc que l'automate A est sous forme normale arborescente est qu'il sa-tisfait la propri�et�e (P ) ci-dessus. Pour toute L-branche q1:q2: � � � :qn il existe au plus �etatretour parmi fq2; � � � ; qng. De surcrô�t, cet �etat est uniquement d�etermin�e par qn. On lenote donc, lorsqu'il existe, Retour(qn).5.1.3.7 Proposition. L'automate A0 obtenu �a partir de A en changeant la fonction deparit�e 
 en 
0 d�e�nie pour tout �etat q 2 Q par :1. si Retour(q) est d�e�ni alors 
0(q) = 
(Retour(q)),2. sinon 
0(q) = 
(q),reconnâ�t L(A).Preuve. En e�et, pour tout arbre binaire V , tout calcul C : T ! Q, pour toute branchede T sur laquelle l'�etat q apparâ�t in�niment souvent, l'�etat Retour(q) apparâ�t aussiin�niment souvent. Or l'automate A est sous forme arborescente. On a donc 
(q) �
(Retour(q)). Ainsi, changer 
(q) en 
(Retour(q)) ne modi�e pas la validit�e ou la non-validit�e du crit�ere d'acceptation in�nitaire. 2



86 Chapitre 5. Compl�etude expressive du mu-calculOn suppose donc cette transformation e�ectu�ee sur l'automate A. Il vient :5.1.3.8 Lemme. Pour tout arbre de codage V : T ! ��, tout calcul C : T ! Q del'automate A sur l'arbre V , toute branche in�nie u0, u1, : : : , un, : : : , de l'arbre V , tel que� 6= V (ui) pour une in�nit�e de i,minf
(q) j q = C(ui) pour une in�nit�e de ig est pair,ssi minf
(q) j q = C(ui) pour une in�nit�e de i avec V (ui) 6= �g est pair.Preuve. Imm�ediate sachant que pour toute branche in�nie portant in�niment souvent unL-�etat :1. l'indice de parit�e minimum est n�ecessairement atteint en un �etat retour q (par d�e�-nition des automates sous forme arborescente),2. et il existe n�ecessairement un L-�etat q1 apparaissant in�niment souvent sur cettebranche tel que q = Retour(q1) et donc, par hypoth�ese, 
(q1) = 
(q),ce qui nous permet de conclure. 2Autrement dit, la condition d'acceptation portant sur les branches de calcul qui lisentune in�nit�e de L-sommets ne porte que sur les L-�etats. Il nous reste alors �a extraire de Ales transitions appropri�ees.Notation. Dans la suite, pour tout arbre de codage V , tout u 2 T , on note Vu l'arbrebinaire d�e�ni �a partir de V en posant, pour tout v 2 T ,Vu(v) = V (u:v)5.1.3.9 Lemme. Pour tout L-�etat q, pour toute �etiquette l 2 � il existe un langagereconnaissable �L(q; l) � Q1L tel que, pour tout arbre gauche V tel que V (�) = l, pourtoute fonction C : SuccV (E) ! Q, pour tout mot w 2 Q1 on a �equivalence de :1. il existe un calcul acceptant de l'automate A �a partir de l'�etat q sur l'arbre V tel queC(MSuccV (�)) = w,2. w 2 �L(q; l) et pour tout u 2 Succ(�), Vu 2 LA(C(u)).



5.1. Pr�esentation lexicographique des arbres 87Preuve. Soit donc q un L-�etat de A, l 2 � une �etiquette de L-sommet. On montre qu'ilexiste une formule 'q;l de la logique monadique du second ordre sur les mots de Q1 telque, pour tout arbre de codage V telle que V (�) = l, toute fonction C : SuccV (�) ! Qtelle que pour tout u 2 SuccV (�), Vu 2 LA(C(u)), C(MSucc(�)) j= 'q;l ssi la fonction Cs'�etend en un calcul acceptant de l'automate A �a partir de l'�etat q sur l'arbre V .Soit donc V un arbre de codage gauche. On remarque tout d'abord que pour toutsommet v tel qu'il existe u 2 SuccV (�) avec u �pref v, l'extension de C �a v ne pose aucunedi�cult�e car Vu 2 LA(C(u)).Dans la suite, on note f1; 2; � � � ; g l'ensemble des noeuds sous jacent aux graphes de wqui seront interpr�et�e dans la formule 'q;l comme, selon le cas, les sommets de SuccV (�),ou bien leur parent imm�ediat dans fd; gg� lorsqu'il est d�e�ni. Le mot w 2 QL est alorsnot�e qi1 :qi2 : � � �, les �etats qi �etant deux �a deux disjoints.La formule 'q;l est construite comme la disjonction des quatre cas suivant :(1). � j= 'q;l ssi Vl 2 LA(q) o�u Vl d�esigne l'arbre binaire d�e�nie par Vl(�) = l et, pour toutu 6= �, Vl(u) = �.(2). qi1 j= 'q;l ssi 9q01 2 Q� (qi1 ; q01) 2 �(q; l) avec V� 2 LA(q01) o�u V� est l'arbre d�e�nipar V�(u) = � pour tout u.(3). qi1 :qi2 j= 'q;l ssi (qi1 ; qi2) 2 �(q; l).(4). qi1 :qi2 :qi3 : � � � j='q;l ssi, en notant m la taille du mot w, il une partition Xq01 , : : : , Xq0nde f2; � � � ; m � 1g avec q01, : : : , q0n 2 Q� deux �a deux distinct telle que, en notant pourtout k 2 f2; � � � ; m� 1g, jk l'unique indice tel que k 2 Xq0jk :1. (qi1 ; q0j1) 2 �(q; l),2. pour tout k 2 f3; � � � ; m� 1g, (qik�1 ; q0jk) 2 �(q0jk�1 ; �),3. si m est �ni alors (qim�1 ; qim) 2 �(q0jm�1 ; �) sinon, il existe k 2 f1; � � � ; ng tel que
(q0jk) est pair et pour tout k0 tel que k � k0,(a) 
(qjk0 ) � k,(b) et il existe k00 2 Xqjk tel que k0 � k00.L'ensemble des �etats Q �etant �ni, les quanti�cation sur les �etats de l'automate se tradui-sent bien comme des conjonctions ou des disjonctions �nies. 2Suite de la preuve du th�eor�eme 5.1.3.3. On d�e�nit alors le L-automate A' par :A' = hQL; q0; �L;
i



88 Chapitre 5. Compl�etude expressive du mu-calculEtant donn�e un lexique L, supposons que L j= '. Par d�e�nition de l'automate A,CodG(L) 2 L(A). Il existe donc un calcul acceptant C : T ! Q de l'automate A surl'arbre CodG(L). Mais alors les lemmes 5.1.3.9 et 5.1.3.8 nous assurent que ce calculrestreint aux seuls L-sommets de CodG(L) d�e�nit bien un calcul acceptant de A' sur L.R�eciproquement, si C est un calcul acceptant de A' sur L, on peut l'�etendre, parinduction sur la profondeur des sommets de L consid�er�es en appliquant �a chaque �etape lelemme 5.1.3.9, �a un calcul C1 de l'automate A sur CodG(L) tel que :1. pour tout sommet e de L, en notant c(e) ses coordonn�ees binaires gauches,C(e) = C1(c(e))2. pour toute branche de V ne contenant qu'un nombre �ni de L-sommets, la conditionin�nitaire est satisfaite.Or le calcul C �etant un calcul acceptant, pour toute branche de L les conditions in�nitairessont satisfaites. Le point 1 nous assure donc que les conditions in�nitaires sur les brancheso�u apparaissent une in�nit�e de L-�etats sont, en se restreignant �a ces L-�etats, satisfaites.Le lemme 5.1.3.8 nous assure alors qu'ajouter les �-�etats ne change pas ces r�esultats. Onconclut ainsi que C1 est un calcul acceptant de l'automate A sur CodG(L) et donc, pard�e�nition de A, le lexique L, isomorphe �a Lex(CodG(L)), est bien un mod�ele de '. 25.2 Propri�et�es induitesDans cette section, on �etudie les propri�et�es des arbres de transitions de cardinalit�ed�enombrable d�e�nissables \modulo" leurs pr�esentations lexicographiques.5.2.1 Propri�et�es d'arbres \modulo" une pr�esentation lexicographiqueNotation. Pour tout arbre de transitions S, pour toute pr�esentation lexicographique �Sde S (cf. d�e�nition 5.1.1.1), pour tout �etat e 2 ES on note MSucc(�S ; e) le mot �ni ouin�ni sur l'alphabet ES form�ee des successeurs de e ordonn�es par �S .5.2.1.1 D�e�nition. Une propri�et�e d'arbres de transitions est dite MS-d�e�nissable mo-dulo une pr�esentation lexicographique lorsqu'elle est de la forme9O '(O) ^  (O)



5.2. Propri�et�es induites 89o�u '(O) sp�eci�e, en logique monadique du second ordre, que la relation O est une pr�esen-tation lexicographique de S, et  (O) est une formule de la logique monadique du secondordre sur le vocabulaire des arbres de transitions augment�e du symbole de relation binaireO.Notation. L'ensemble des propri�et�es d'arbres MS-d�e�nissables modulo une pr�esentationlexicographique est not�e LMSO�l .Remarque. Lorsque O n'apparâ�t pas dans  (O), comme tout arbre de transitions decardinalit�e d�enombrable admet au moins un ordonnancement local, une telle formule est�equivalente, sur les arbres de cardinalit�e d�enombrable, �a une formule de logique monadiquedu second ordre. On a donc imm�ediatement l'inclusion s�emantique :LMSO � LMSO�l5.2.2 Extension du th�eor�eme de Parikh aux mots in�nisDans cette partie, on note IN1 la clôture IN[f1g de l'ensemble des entiers naturels. On�etend les op�erations d'addition et de multiplication �a IN1 en posant, pour tout x 2 IN1,x+1 = 1 + x = 1et x:1 = 1:x = 1En particulier, on pose 0:1 = 1:0 = 1 !Notation. Dans la suite, pour tout ensemble Q, on note INQ1 l'ensemble des fonctions deQ dans IN1.5.2.2.1 D�e�nition (Ensembles semi-lin�eaires). Etant donn�e Q un ensemble �ni, unepartie P � INQ1 est dite lin�eaire lorsqu'il existe �0, �1, �2, : : : , �m 2 INQ1 tels queP = f�0 + n1�1 + � � �+ nm�m j(n1; � � � ; nm) 2 INmgUne partie P � INQ1 est dite semi-lin�eaire lorsqu'elle est une union �nie de parties lin�eaires.5.2.2.2 D�e�nition. Etant donn�e Q un alphabet �ni, �etant donn�e L � Q1 un langagede mots �nis et in�nis sur Q, on appelle image commutative de L l'ensemble �(L) � INQ1d�e�ni par : IC(L) = fq 7! jwjq j w 2 Lg



90 Chapitre 5. Compl�etude expressive du mu-calculo�u, pour tout �etat q 2 Q, jwjq d�esigne le nombre (dans IN1) d'occurrences de la lettre qdans le mot w.On dit alors que deux langages L1 et L2 � Q1 sont lettres-�equivalents lorsqueIC(L1) = IC(L2)5.2.2.3 Th�eor�eme (Parikh). Un langage L � Q1 admet une image commutative semi-lin�eaire ssi il est lettres-�equivalent �a un langage r�egulier (de fa�con �equivalente �a un langageMS-d�e�nissable).Preuve. Dans le cas d'un langage de mots �nis, ce r�esultat, classique, est e�ectivementconnu sous le nom de th�eor�eme de Parikh [21]. Son extension au cas in�ni ne pose pas dedi�cult�es particuli�eres. On peut par exemple, s'appuyer sur le fait qu'un langage recon-naissable est reconnaissable �a l'aide d'un automate d�eterministe avec crit�ere de Muller.De cet automate, on montre facilement que l'image commutative du langage consid�er�e estsemi-lin�eaire. La r�eciproque est imm�ediate. 25.2.3 Caract�erisation par automatesOn caract�erise dans cette section la logique LMSO�l �a l'aide d'une notion d'automateobtenue intuivement en prenant les images commutatives des transitions des L-automates.5.2.3.1 D�e�nition (ML-Automates). Un ML-automate d'arbres est un n-upletA = hQ; q0; �;
ipour Q un ensemble �ni d'�etats, q0 2 Q un �etat initial, 
 : Q! IN une fonction de parit�eet une fonction de transition� : Q�P(Prop)�Act ! Psl(Q)o�u Psl(Q) d�esigne l'ensemble des parties semi-lin�eaires de INQ1.5.2.3.2 D�e�nition. Etant donn�e S un syst�eme de transition, un calcul de l'automate Asur S est une fonction C : ES ! Q telle que :1. C(rS) = q0,2. pour tout sommet e 2 E, toute action a 2 Act , M(C; e; a) 2 �(C(e); �S(e); a) pourM(C; e; a) 2 INQ1 d�e�ni pour tout �etat q 2 Q par :M(C; e; a)(q) = jff 2 ES j (e; f) 2 RS(a) ^ C(f) = qgj



5.2. Propri�et�es induites 91Un tel calcul est dit acceptant lorsque, pour tout chemin in�ni rS:e1:e2: � � � de S, le mini-mum des indices 
(q) tels que q = C(ei) pour une in�nit�e de i est pair.Il vient :5.2.3.3 Th�eor�eme. Pour toute formule ' 2 LMSO�l il existe un ML-automate A telque, pour tout arbre de transitions S, S j= ' ssi S 2 L(A).Preuve. Soit ' 2 LMSO�l . Par d�e�nition, la formule ' est de la forme9O '(O) ^  (O)o�u '0(O) sp�eci�e, en logique monadique du second ordre, que la relation O est une pr�e-sentation lexicographique d'arbre de transitions, et  (O) est une formule de la logiquemonadique sur le vocabulaire des syst�emes de transitions augment�e du symbole de rela-tion binaire O. Par application de la proposition 5.1.1.3, il existe une formule  1 sur leslexiques telle que, pour tout arbre de transitions S, toute pr�esentation lexicographique Ode S, hS;Oi j=  (O) ssi L(S;O) j=  1o�u L(S;O) d�esigne le lexique induit par S et O. Soit alorsA1 = hQ; q0; �1;
i le L-automate(sur les lexiques) caract�erisant au sens du th�eor�eme 5.1.3.3 la s�emantique de  1.5.2.3.4 Proposition. On peut supposer, tout en conservant l'�equivalence pr�ec�edente, quepour tout �etat q 2 Q il existe au plus une action aq 2 Act telle que �1(q; (aq; P )) 6= ; pourau moins un P � Prop.Preuve. Si ce n'est pas le cas, il su�t en e�et de construire l'automateA01 = hQ0; q00; �01;
0iavec Q0 = Q � Act , q00 = (q0; a0), pour toute paire (q; a) 2 Q0, pour toute �etiquette(b; P ) 2 � = Act � P(Prop),1. si a = b on pose �01((q; a); (b; P )) = f(q0; a0):(q1; a1): � � � 2 Q01 j q0:q1: � � � 2�1(q; (a; P ))g,2. sinon on pose �01((q; a); (b; P )) = ;,et pour pour toute paire (q; a) 2 Q0, 
0((q; a)) = 
(q).On v�eri�e que pour tout �etat q 2 Q, pour toute partie P de Prop, le langage�01((q; a); (a;P ))� (Q�Act)1



92 Chapitre 5. Compl�etude expressive du mu-calculest bien reconnaissable car �1(q; (a; P )) � Q1 est reconnaissable : l'automate A01 ainsiconstruit est donc bien un L-automate. De plus, pour tout lexique L dont la racine porteune �etiquette de la forme (a0; P ), on v�eri�e aussi que L 2 L(A1) ssi L 2 L(A01). 2Notation. En supposant donc que le L-automate A1 satisfait la propri�et�e pr�ec�edente, onnote, pour toute action a 2 Act , Qa = fq 2 Q j aq = agOn construit alors le ML-automate souhait�e �a partir du L-automate A1 en posant :A = hQ; q0; �;
iavec, pour tout �etat q 2 Q, toute partie P � Prop, toute action a 2 Act ,�(q; P; a) = ff 2 INQ1 j 9w 2 �1(q; (aq; P )); 8q1 2 Q; f(q1) 6= 0 ) f(q1) = jwjq1 ^ q1 2 QagCet ensemble est bien une partie semi-lin�eaire de INQ1 puisque c'est l'image commutativede la projection sur l'alphabet Qa du langage �1(q; (aq; P )) par d�e�nition reconnaissable.Il est alors facile de voir que pour tout arbre de transitions S, S 2 L(A) ssi il existeune pr�esentation lexicographique O de S tel que L(S;O) 2 L(A1). 25.3 ApplicationsDans cette section, on d�emontre que toute formule de la logique monadique sur lessyst�emes de transitions dont la s�emantique est close par bisimulation est �equivalente �a uneformule du �-calcul modal.5.3.1 
-clôture d'une formule5.3.1.1 Th�eor�eme. Pour toute MS-formule ' il existe une formule du �-calcul e', ap-pel�ee 
-clôture de ', telle que, pour tout syst�eme de transitions de cardinalit�e au plusd�enombrable, en notant eS l'expansion universelle de S, eS j= ' ssi S j= e'.Preuve. Soit A1 = hQ; q0; �1;
i un ML-automate caract�erisant la s�emantique de la formule' au sens du th�eor�eme 5.2.3.3.



5.3. Applications 93En fait, on d�emontre le lemme suivant :5.3.1.2 Lemme. Pour tout ML-automate A1 il existe un automate modal alternant Atel que, pour tout syst�eme de transitions de cardinalit�e au plus d�enombrable, eS 2 L(A1)ssi S 2 L(A).Preuve. Soit en e�et l'automate A d�e�ni par :A = hQ; q0; �;
ipour � : Q�P(Prop) ! P(Act ! P(P(Q))) la fonction de transition modale alternante�etant d�ecrite ci-dessous.Etant donn�es q 2 Q et P � Prop, la d�e�nition des ensembles semi-lin�eaires et la�nitude de Q nous permettent d'a�rmer qu'il existe un entier n tel que, pour toute actiona 2 Act : �1(q; P; a) = Ta;1 [ Ta;2 [ � � � [ Ta;no�u, pour tout i 2 f1; � � � ; ng, Ta;i est une partie lin�eaire de INQ1.Notons au passage que pour toute partie lin�eaire T � INQ1, pour tout �etat q 2 Q on a�equivalence de :1. il existe f 2 T tel que f(q) = 1,2. pour tout f 2 T , f(q) = 1.5.3.1.3 D�e�nition (Etats in�nitaires). Un �etat satisfaisant l'une des deux conditionspr�ec�edentes est alors appel�e �etat in�nitaire dans T . L'ensemble des �etats in�nitaires de Test alors not�e Q1(T ).De surcrô�t, pour toute action a 2 Act , quitte �a d�ecomposer �1(q; P; a) plus �nement,on peut toujours supposer que pour tout i 2 f1; � � � ; ng, pour tout �etat q 2 Q on a�equivalence de :1. il existe f 2 Ta;i tel que f(q) = 0,2. pour tout f 2 Ta;i, f(q) = 0.5.3.1.4 D�e�nition (Etats nuls). Un �etat satisfaisant l'une de ces deux conditions seraalors appel�e �etat nul dans T . L'ensemble des �etats non nuls de Ta;i est alors not�e Q(Ta;i).5.3.1.5 D�e�nition (Transitions modales alternantes induites). On d�e�nit l'ensemblede \transitions" �(q; P ) comme l'ensemble des fonctions f : Act ! P(P(Q)) telles quepour toute action a 2 Act , il existe i 2 f1; � � � ; ng satisfaisant :1. Q(Ta;i) = SfQ0 2 f(a)g,



94 Chapitre 5. Compl�etude expressive du mu-calcul2. pour tout ensemble Q0 2 f(a), Q0 \ Q1(Ta;i) 6= ;, i.e. tout ensemble d'�etats dansf(a) contient au moins un �etat in�nitaire.Il nous reste alors �a montrer l'�equivalence de A1 et A sur les expansions de syst�emesde transitions. Soit donc S un syst�eme de transitions (de cardinalit�e au plus d�enombrable)et eS son expansion.On montre tout d'abord :5.3.1.6 Proposition. Si eS 2 L(A1) alors eS 2 L(A).Preuve. Il existe un calcul acceptant C : EeS ! Q de l'automate A1 sur eS.Soit alors la relation de similitude sur les sommets de eS d�e�nie comme la plus petiterelation d'�equivalence, not�e 'c, telle que, pour tous sommets e et f 2 ES tel que e 'c f ,pour toute action a 2 �, pour tout sommet e0 2 Succa(e), tout sommet f 0 2 Succa(f), siles sous-arbres induit dans eS par les sommets e0 et f 0 sont isomorphes alors e0 'c f 0.On montre alors que l'arbre induit par l'ensemble des pairesf(e; C(f)) 2 EeS � Q j e 'c fgi.e. en consid�erant qu'une paire (e0; C(f 0)) est �ls d'une paire (e; C(f)) ssi e0 2 Succ(e),est bien un calcul acceptant de l'automate modal A sur eS.Notons tout d'abord que le fait que C soit un calcul acceptant de A1 sur eS nousassure que les conditions in�nitaires sont e�ectivement satisfaites. Il reste donc seulement�a montrer que C est bien un calcul d'automate modal alternant.Comme C(reS) = q0 la racine de notre arbre de calcul est bien �etiquet�ee (reS ; q0).Soit un noeud de cet arbre �etiquet�e par (e; C(f)). Les sous-arbres de eS induit par lessommets e et f , il su�t de consid�erer le cas o�u f = e. Consid�erons alors a 2 Act . L'�equi-valence 'c induit une partition E1, E2,: : : , Ep de l'ensemble Succa(e), chaque ensembleEi �etant, par construction des !-expansions, in�nis.Soit alors la fonction f : Act ! P(P(Q)) d�e�nie pour toute action a 2 Act par :f(a) = fC(Ei) j1 � i � qpgMontrons qu'elle appartient bien �a �(C(e); �S(e)).En e�et, C est un calcul de ML-automate. Pour toute action a 2 Act , en notant,comme dans la d�e�nition 5.2.3.2, M(C; e; a) 2 INQ1 le multi-ensemble de Q induit par Csur Succa(e), on a donc bien :M(C; e; a) 2 �1(C(e); �S(e); a)



5.3. Applications 95C'est �a dire, en reprenant les notations utilis�ees dans la d�e�nition de �, qu'il existe unentier k 2 f1; � � � ; ng tel que M(C; e; a) 2 Ta;k. Or :1. pour tout �etat q0 2 Q non nul dans Ta;k, comme M(C; e; a) 2 Ta;k, il existe bien unsommet e 2 Succa(e) \ Ei tel que q0 2 C(Ei), tout �etat de C(Succa(e)) �etant nonnul dans Ta;k,2. pour tout i 2 f1; � � � ; pg, l'ensemble Ei �etant in�ni, il existe n�ecessairement un �etatq0 2 C(Ei) in�nitaire dans Ta;k, i.e. tel que q0 = C(e) pour une in�nit�e de e 2 Ei. 2De la même fa�con :5.3.1.7 Proposition. Si eS 2 L(A) alors eS 2 L(A1).Preuve. Soit un calcul acceptant de l'automate modal A sur eS, c'est-�a-dire un arbre T�etiquet�e sur ES � Q satisfaisant les conditions de la d�e�nition 3.3.1.2.On consid�ere le calcul de l'automate A obtenue �a partir de du calcul pr�ec�edent parclôture vis �a vis de l'�equivalence de similitude d�e�nit dans la preuve pr�ec�edent, i.e. le calculobtenue en consid�erant l'arbre induit (comme pr�ec�edemment) par les paires (e; q) 2 ES�Qtelle qu'au moins un sommet de T soit �etiquet�e par une paire de la forme (f; q) avec e 'c f .Les sous-arbres de eS induit par ces deux sommets e et f �etant isomorphes, une telle clôtureest bien un calcul acceptant de l'automate modal A sur eS.En notant toujours T le nouvel arbre de calcul ainsi obtenue, on construit alors, parinduction sur la structure arborescente de l'ensemble des sommets de T un calcul acceptantC : ES ! Q de l'automate A1 sur eS.Initialement, on pose C(rS) = q0. La racine de T est bien �etiquet�ee par (rS; q0).Supposons construit notre calcul jusqu'�a un sommet simple e 2 ES tel qu'il existe unnoeud ne de T �etiquet�e par (e; C(e)), et soit q = C(e).Par d�e�nition d'un calcul d'automate modal alternant, il existe une fonction g 2�(C(e); �S(e)) telle que pour toute action a 2 Act :1. pour tout sommet f 2 Succa(e) il existe Q0 2 g(a) tel que toute �etiquette de la forme(f; q0) pour q0 2 Q0 apparâ�t sur au moins un �ls de ne,2. pour tout ensemble Q0 2 g(a) il existe f 2 Succa(e) tel que, l�a encore, toute �etiquettede la forme (f; q0) pour q0 2 Q0 apparâ�t sur au moins un �ls de ne,



96 Chapitre 5. Compl�etude expressive du mu-calculEtant �x�e a 2 Act , on pose �a nouveau, de la même fa�con que dans la preuve pr�ec�edente,Succa(e) = E1 [E2 [ � � �Eples E1, E2, : : : , En �etant les classes d'�equivalence, in�nie, induite par l'�equivalence desimilitude 'c sur Succa(e).Par construction de la fonction de transition � il existe une partie lin�eaire T ��1(q; �S(e); a) telle que :1. Q(T ) = SfQ0 2 g(a)g,2. pour tout ensemble Q0 2 g(a), Q0 \ Q1(T ) 6= ;.Soit donc une fonction h : Q ! IN1 choisie arbitrairement dans T . Par construction,pour tout �etat q0 2 Q,1. q0 2 Q1(T ) ssi h(q0) = 1,2. q0 2 Q(T ) ssi h(q0) 6= 0.La construction de C proc�ede alors de la fa�con suivante.1. Pour tout Q0 2 g(a), tout q0 2 Q0, il existe au moins un indice i 2 f1; � � � ; pg telsque, pour tout sommet e0 2 Ei, toutes les paires de la forme (e0; q0) �etiquettent des�ls de ne. Chaque ensemble Ei �etant in�ni, il existe une famille de parties disjointesde Succa(e) fUq0gq02SfQ02g(a)gtelle que, pour tout Q0 2 g(a), pour tout �etat q0 2 Q0,h(q0) = jUq0 jet, pour tout sommet f 2 Uq0 l'�etiquette (f; q0) apparâ�t sur au moins un sommetnf �ls de ne. On pose donc, pour tout sommet f 2 Uq0 , C(f) = q0.2. pour tout sommet f 2 Succa(e) n'appartenant pas aux ensembles Uq0 il existe toutde même Q0 2 g(a) et un �etat q0 2 Q0 in�nitaire tel qu'au moins un �ls nf de neporte l'�etiquette (f; q0). On pose alors C(f) = q0 en ajoutant f �a l'ensemble Uq0 .Autrement dit, on a �etendu la fonction C �a Succa(e) de telle sorte que pour tout �etatq 2 Q, jC�1(q) \ Succa(e)j = h(q)



5.3. Applications 97en disposant, pour tout sommet f 2 Succa(e) d'un sommet nf de T �etiquet�e par (f; C(f)),ce qui clos l'induction.La fonction C ainsi d�e�nit est bien un calcul de l'automate A1 sur eS. Comme chaquebranche in�nie de ce calcul co��ncide avec au moins une branche in�nie du calcul acceptantde A sur eS, les conditions in�nitaires sont aussi satisfaites. 2Fin de la preuve du th�eor�eme 5.3.1.1. Le th�eor�eme 3.3.4.1 a�rmant qu'il existe une formuledu �-calcul modal dont les mod�eles sont exactement les syst�emes reconnus par l'automateA nous permet de conclure. 25.3.2 Caract�erisation du pouvoir expressif du �-calcul modalOn explicite ici l'un des corollaires majeurs du th�eor�eme pr�ec�edent.5.3.2.1 D�e�nition. Une MS-formule ' est dite close par bisimulation lorsque, pour toussyst�emes de transitions (de cardinalit�e d�enombrable) S1 et S2, si S1 et S2 sont en bisimu-lation alors S1 j= ' ssi S2 j= '.Remarque. La d�e�nition de la notion d'expansion nous permet de donner une formula-tion �equivalente de la d�e�nition pr�ec�edente. On a en e�et : ' est close par bisimulation ssi,pour tout syst�eme de transitions S de cardinalit�e au plus d�enombrable, S j= ' ssi eS j= '.Il vient :5.3.2.2 Corollaire. Une formule ' de la logique monadique du second ordre est close parbisimulation ssi elle est �equivalente �a une formule du �-calcul modal.Preuve. Il est bien connu que les formules du �-calcul modal sont closes par bisimulation.La r�eciproque quant �a elle est une cons�equence imm�ediate du th�eor�eme 5.3.1.1. 2Autrement dit, le �-calcul modal est le plus grand ensemble de formules \pr�eservant"l'�equivalence de bisimulation dont la s�emantique est d�e�nissable en logique monadique dusecond ordre.Remarque. Si une MS-formule ' est close par bisimulation alors elle est n�ecessairement�equivalente (sur les syst�emes d�enombrables) �a sa 
-clôture e'. Autrement dit, ' est closepar bisimulation ssi la formule ', e' est valide. La validit�e d'une telle �equivalence �etantd�ecidable dans le cas restreint des arbres de transitions, savoir si une formule de LMSOadmet, sur les arbres, un ensemble de mod�ele clos par �equivalence de bisimulation est doncd�ecidable.
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Annexe AStructures, formules et jeuxlogiquesOn rappelle ici quelques notions g�en�erales de th�eorie des mod�eles nous permettant enparticulier de �xer les notations et la terminologie utilis�ees ici. Cette pr�esentation, bien�evidement succincte, ne pourrait se substituer aux pr�esentations classiques telles que cellesqu'on peut trouver dans les premiers chapitres du Mathematical Logic de Ebbinghaus,Flum et Thomas [15] ou bien le Model Theory de Hodges [24].A.1 Structures, vocabulaires et formules logiqueOn appelle vocabulaire ou signature une liste L de symboles de constantes et de sym-boles de relations. Une L-structure S est alors tout n-uplet compos�e de :1. un ensemble de points ES appel�e domaine ou bien univers de la structure S,2. pour tout symbole constant c 2 L, un �el�ement cS 2 ES appel�e interpr�etation de laconstante c dans la structure S,3. pour tout symbole relationnel R 2 L d'arit�e n, une partie RS � EnS appel�ee inter-pr�etation de la relation R dans la structure S.Pour une L-structure S, on notera souvent �S la fonction associant �a tout �el�ement e 2 ESl'ensemble des symboles de pr�edicats p 2 L tels que e 2 pS . Lorsque p 2 �S(e) on dit quela propri�et�e p est satisfaite par le point e.Etant donn�e fx; y; z; � � �g un ensemble de variables appel�ees variables du premier ordre,�etant donn�e fX; Y; Z; � � �g un ensemble de variables appel�ees variables ensemblistes, une103



104 Annexe A. Structures, formules et jeux logiquesformule de la logique monadique du second ordre, appel�ee aussi MS-formule, est uneexpression ' de la forme :' = R(t1; t2; � � � ; tk)jt 2 X j:'1j'1 ^ '2j8x'1j8X'1pour :1. tout symbole de relation R d'arit�e k, les expressions t, t1, t2, : : : , tk d�enotant desvariables du premier ordre ou constantes de L,2. toute variable du premier ordre x, toute variable ensembliste X ,3. toute MS-formule '1 et '2.L'ensemble des MS-formules est not�e LMSO.Dans une formule ', une occurrence de la variable x (resp. X) est dite li�ee lorsqu'elleapparâ�t dans une sous-formule de la forme 8x (resp. 8X ). Dans le cas contraire, elleest dite libre.Pour simpli�er l'�ecriture d'une formule, on introduit les constantes et constructeurssuppl�ementaires suivants dont on donne l'interpr�etation d'un point de vue s�emantique :1. la disjonction : '1 _ '2 interpr�et�ee par la formule :((:'1) _ (:'2)),2. les quanti�cations existentielles : 9x' (resp. 9X') interpr�et�ee par la formule:(8x:')(resp. :(8X:')),3. l'implication: '1)'2 interpr�et�ee par la formule :'1 _ '2,4. l'�equivalence : '1 , '2 interpr�et�ee comme la formule ('1)'2) ^ ('2)'1).Mod�eles d'une formuleEtant donn�e une MS-formule ', �etant donn�eX = (X1; � � � ; Xm) (resp. x = (x1; x2; � � � ; xn))un vecteur de variables de pr�edicats (resp. de variables du premier ordre) deux �a deuxdistinctes contenant au moins toutes les variables libres de ', un mod�ele de '(X;x) estun triplet de la forme M;A;a pour :1. M une structure plate ,2. A = (A1; � � � ; Am) un vecteur de parties de EM ,



A.2. Formules du premier ordre, �egalit�e et jeux 1053. a = (a1; � � � ; an) un vecteur de points de EM ,tel que M j= '[A;a] est d�erivable �a l'aide des r�egles suivantes :1. lorsque ' = R(t1; � � � ; tk), M j= '[A;a] ssi, en notant pour tout i 2 f1; � � � ; kg,tiM = cM si ti = c et tiM = aj si ti = xj , (t1M ; � � � ; tkM ) 2 RM ,2. lorsque ' = t 2 X , M j= '[A;a] ssi, avec les même notations, tM 2 Ai avec X = Xi,3. lorsque ' = : , M j= '[A;a] ssi M j=  [A;a] est faux,4. lorsque ' = '1 ^ '2, M j= '[A;a] ssi M j= '1[A;a] et M j= '2[A;a],5. lorsque ' = 8x , M j= '[A;a] ssi pour tout b 2 EM , M j= ( [xn+1=x])[A;a0],o�u  [xn+1=x] d�esigne la formule  dans laquelle toute les occurrences libres de lavariable x ont �et�e remplac�ees par une variable xn+1 distincte de x1, : : : , xn et a0 =(a1; � � � ; an; b),6. lorsque ' = 8X , M j= '[A;a] ssi pour tout B � EM , M j= ( [Xm+1=X ])[A0;a]avec les mêmes conventions d'�ecriture et A0 = (A1; � � � ; Am; B).On dit que deux formules ' et  sont �equivalentes sur une classe de structures C, ouencore C-�equivalentes, lorsqu'elles admettent les mêmes mod�eles sur la classe C.Deux structures S1 et S2 satisfaisant les mêmes formules d'un ensemble � � LMSOsont dites non s�eparables ou bien indiscernables par �.A.2 Formules du premier ordre, �egalit�e et jeuxOn introduit les constantes > et ? ainsi que le pr�edicat d'�egalit�e de la fa�con suivante :1. les constantes vrai et faux : > et ? respectivement interpr�et�ees comme les formules8x9Xx 2 X et 9x8Xx 2 X ,2. le pr�edicat d'�egalit�e : t1 = t2 interpr�et�e comme la formule 8Xt1 2 X , t2 2 X .Remarque. On v�eri�e que les constantes > et ? admettent respectivement toutes struc-tures et aucune structure comme mod�eles. On v�eri�e aussi que pour tous termes t1 et t2,M j= t1 = t2 ssi t1M = t2M .Une MS-formule ' est alors dite du premier ordre sans �egalit�e (resp. du premier ordreavec �egalit�e) lorsqu'elle est construite sans quanti�cateur du second ordre �a l'exception deceux utilis�es pour d�e�nir > et ? (resp. >, ? et le pr�edicat d'�egalit�e).



106 Annexe A. Structures, formules et jeux logiquesL'ensemble des formules du premier ordre avec �egalit�e est not�e LPO, l'ensemble desformules du premier ordre sans �egalit�e est not�e LPOSEG.Deux structures satisfaisant les mêmes formules de la logique du premier ordre avec�egalit�e sont dites �el�ementairement �equivalentes.On doit �a Fra��ss�e [18] une caract�erisation alg�ebrique de l'�equivalence �el�ementaire qui,reprise par Ehrenfeucht [16] sous la forme de jeux, se r�ev�ele un outil puissant de d�emons-tration. Utilis�es informellement dans cette th�ese sous le nom de jeux de Ehrenfeucht etFraiss�e, ou jeux de E&F , on en donne ici une pr�esentation rapide et l�eg�erement �etenduea�n de traiter le cas de la logique du premier ordre sans pr�edicat d'�egalit�e. Le lecteursouhaitant avoir plus de d�etails pourra consulter la pr�esentation de Thomas [45].Soit �(x) un ensemble de formules du premier ordre sur le vocabulaire L, sans quan-ti�cations, pouvant contenir le pr�edicat d'�egalit�e et admettant au plus k variables libresparmi les variables de x = (x1; � � � ; xk).Etant donn�e deux L-structures M et N , �etant donn�e deux vecteurs de points a =(a1; � � � ; ak) 2 EkM et b = (b1; � � � ; bn) 2 EkN , on dit que les structures hM;ai et hN; bi sont�(x)-�equivalentes, lorsque, pour toute formule '(x) 2 �(x), M j= '[a] ssi N j= '[b].Remarque. Les formules de �(x) �etant sans quanti�cations, en notant M(a) et N(b) lessous-structures de M et B induites respectivement par les points de a et b, les structureshM;ai et hN; bi sont �(x)-�equivalentes ssi les structures hM(a);ai et hN(b); bi sont �(x)-�equivalentes. On notera donc dans la suiteM(a) '� (x)N(b)cette �equivalence.Un jeu de Ehrenfeucht et Fra��ss�e en k coups sur les structures M et N , �a partir del'ensemble de formules �(x), est alors d�e�ni comme un jeu entre deux joueurs A et B sed�eroulant en k tours de jeu de la fa�con suivante : pour chaque tour de jeu,1. le joueur A choisit un point e sur l'une des structures M ou N ,2. le joueur B choisit un point f sur l'autre structure.A la �n des k tours de jeu, les joueurs A et B ont e�ectu�e ensemble et dans l'ordre,une suite de k choix de points a = (a1; a2; � � � ; ak) sur la structure M et une suite dek choix de points b = (b1; b2; � � � ; bk) sur la structure N , certain point pouvant avoir �et�echoisi plusieurs fois.Le joueur B est d�eclar�e gagnant lorsque M(a) '�(x) N(b), sinon, le joueur A estd�eclar�e gagnant.



A.2. Formules du premier ordre, �egalit�e et jeux 107Sur un tel jeu, on dit que le joueur B a une strat�egie gagnante ssi il lui est possible degagner toute partie.En notant L(�(x)) l'ensemble des formules obtenues en quanti�ant arbitrairementtoutes les variables libres de n'importe quelle formule '(x) de �(x) on a �equivalence de :1. pour toute formule  2 L(�(x)), M j=  ssi N j=  ,2. le joueur B a une strat�egie gagnante pour le jeu de Ehrenfeucht et Fra��ss�e en k coups,�a partir de l'ensemble de formules �(x).Remarque. Dans le cas o�u �(x) est l'ensemble de toutes les formules sans quanti�cateursdont les variables sont �a choisir parmi x, pour toutes L-structuresM et N , on a �equivalencede :1. pour toute formule close  ayant au plus k quanti�cateurs, M j=  ssi N j=  ,2. le joueur B a une strat�egie gagnante pour le jeu de Ehrenfeucht et Fra��ss�e en k coups,�a partir de l'ensemble de formules �(x).Notons que dans ce cas, pour tous vecteurs a 2 EkM et b 2 EkN on a M(a) '�(x) N(b)ssi la relation R = f(ai; bi)gi2f1;���;kg induit un isomorphisme entre EM(a) et EM(b). C'esten fait la condition usuelle des jeux de Ehrenfeucht et Fra��ss�e. Avec cette modi�cationil apparâ�t que deux structures M et N sont �el�ementairement �equivalentes ssi pour toutentier k le joueur B admet une strat�egie gagnante pour le jeu en k coups.





Annexe BPr�esentation logique desdomainesDans cette annexe, on d�e�nit une pr�esentation logique des domaines. Les domaines ysont en e�et construis comme des ensembles de th�eories logiques consistantes ordonn�eespar implication inverse. On montre, fait banal mais souvent oubli�e ou ignor�e, que le th�eo-r�eme de compacit�e de la logique du premier ordre nous permet de garantir facilement quede tels ensembles ordonn�es seront e�ectivement des domaines. Quoique d�ecouverte ind�e-pendamment, notre approche �etend, avec un point de vue l�eg�erement di��erent, les travauxde Palmgren et Stoltenberg-Hansen [37].On ne peut que citer aussi les travaux d'Abramsky [1] ou Robinson [41] qui connectentla th�eorie des domaines avec la th�eorie de la d�emonstration. Pour ce qui est des rapportsavec la logique, notre approche est cependant plus g�en�erale car Abramsky ou Robinsonsuppose implicitement et syst�ematiquement que ce que nous appelons les domaines deth�eories et les domaines de mod�eles sont isomorphes.La pertinence de ces travaux reste cependant �a examiner avec plus de profondeur. Ilsemble en e�et que tout ce qui est pr�esent�e ici �etait largement connu, �a d�efaut d'êtreexplicit�e, par le fondateur de la th�eorie des domaines : Scott lui-même [29].On retiendra de cette pr�esentation qu'elle apparâ�t comme un outil puissant qui de-vrait permettre de reconstruire ou retrouver sans peine bon nombre de constructions dedomaines et de r�esultats topologiques en informatique th�eorique.109



110 Annexe B. Pr�esentation logique des domainesB.1 D�e�nitions usuelles des domaines s�emantiquesDans cette section, on rappelle les d�e�nitions usuelles portant sur les domaines [19].On insiste en particulier sur la notion de clôture par id�eal qui est un outil fondamentalpour la construction de domaine en explicitant ses propri�et�es essentielles.B.1.1 Compl�etudes et id�eauxSoit hD;�i un ensemble partiellement ordonn�e.B.1.1.1 D�e�nition. Une partie E � D est dite dirig�ee lorsque, pour tous �el�ements x ety 2 E il existe z 2 E tel que x � z et y � z.B.1.1.2 D�e�nition (D-compl�etude et C-compl�etude). L'ensemble hD;�i est dit d-complet ou encore dirig�e complet lorsque toute partie dirig�ee E � D admet une bornesup�erieure not�ee tE. En particulier, comme la partie vide est dirig�ee, tout ensemble d-complet admet un minimum.L'ensemble hD;�i est dit c-complet ou encore conditionnellement complet lorsque toutepartie E � D born�ee admet une borne sup�erieure toujours not�ee tE. En particulier, lapartie vide �etant born�ee, tout ensemble c-complet admet un minimum.B.1.1.3 D�e�nition. On appelle id�eal de D toute partie I � D telle que :1. I est non vide,2. I est une partie commen�cante, i.e. pour tout x 2 D, s'il existe y 2 I tel que x � yalors x 2 I ,3. I est dirig�ee, i.e. pour tout x et y 2 D il existe z 2 I majorant x et y.On appelle alors clôture par id�eaux de D l'ensemble I(D) des id�eaux de D ordonn�e parinclusion.B.1.1.4 Proposition. Lorsque l'ensemble D admet un minimum, la clôture par id�ealhI(D);�i de hD;�i est un ensemble d-complet. Dans cet ensemble d'id�eaux, le supremumde toute partie dirig�ee est l'union des id�eaux qui la composent. De plus, ce r�esultat tienttoujours lorsque � n'est qu'un pr�eordre sur D.Preuve. Soit I une partie dirig�ee de hI(D);�i. Si I est vide, alors le supremum de I estl'id�eal fx0g pour x0 l'�el�ement minimum de D. Lorsque I n'est pas vide, on montre queSI est bien un id�eal, et donc, c'est le supremum tI de la partie dirig�ee I.1. I n'est pas vide, donc par d�e�nition d'un id�eal, SI n'est pas vide.



B.1. D�efinitions usuelles des domaines s�emantiques 1112. Soit x 2 SI et soit Ix 2 I tel que x 2 Ix. Comme Ix est un id�eal, pour tout y 2 SDtel que y � x on a bien y 2 Ix et donc y 2 S I. Autrement dit, SI est une partiecommen�cante de D.3. Soient x et y 2 SI et deux id�eaux Ix et Iy 2 I les contenant. Comme I est unepartie dirig�ee, il existe J 2 I tel que Ix [ Iy � J , c'est �a dire x et y 2 J . On end�eduit donc, comme J est un id�eal qu'il existe bien un �el�ement z 2 J a fortiori dansSI tel que x � z et y � z. Autrement dit, SI est bien dirig�ee.L'extension au cas o�u � n'est qu'un pr�eordre est imm�ediate, l'extension de la d�e�nitiond'un id�eal �a ce cas assurant que tout id�eal est clos par l'�equivalence induite par ce pr�eordre.2B.1.1.5 D�e�nition. Pour tout ensemble ordonn�e D, on appelle injection canonique de Ddans I(D) la fonction � : D ! I(D) d�e�nie pour tout x 2 D par �(x) = fy 2 D j y � xg.Cette injection canonique est bien entendu un plongement de hD;�i dans hI(D);�i, i.e.pour tous �el�ements x et y 2 D, x � y ssi �(x) � �(y).Remarque. Remarquons cependant que cette clôture par id�eaux n'est pas, en g�en�eral, leplus petit ensemble ordonn�e d-complet dans lequel hD;�i se plonge. Pour s'en convaincre,il su�t de consid�erer IN[f1g ordonn�e de fa�con usuelle. C'est bien un ensemble d-complet,mais sa clôture par id�eaux construit deux \in�nis" : l'id�eal IN et l'id�eal IN [ f1g.B.1.2 Compacit�e et domaineB.1.2.1 D�e�nition. Un �el�ement x 2 D est dit compact lorsque, pour toute partie dirig�eeE � D admettant une borne sup�erieure, si x � tE alors il existe y 2 E tel que x � y.L'ensemble des �el�ements compacts de D est not�e Cp(D).B.1.2.2 D�e�nition. Un ensemble B � D est appel�e base g�en�eratrice ou plus simplementbase de D lorsque, pour tout �el�ement x 2 D,x = tfy 2 B j y � xgB.1.2.3 D�e�nition (Domaine). Un domaine de Scott-Ershov est un ensemble partiel-lement ordonn�e, d-complet, dont l'ensemble des �el�ements compacts forme une base g�en�e-ratrice.B.1.2.4 Th�eor�eme. Pour tout ensemble ordonn�e D admettant un minimum, la clôturepar id�eaux hI(D);�i de D est un domaine dont les �el�ements compacts sont tous les id�eaux



112 Annexe B. Pr�esentation logique des domainesde la forme �(x) avec x 2 D pour � l'injection canonique de D dans I(D). De surcrô�t,lorsque tous les �el�ements de D sont compacts, ce domaine est e�ectivement le plus petitdomaine dans lequel D se plonge dans la mesure o�u ce plongement pr�eserve la compacit�e.Preuve. On a vu dans la proposition B.1.1.4 que I(D) ordonn�e par inclusion est bien d-complet. Il est imm�ediat que �(D) est une base g�en�eratrice de I(D). Soit alors I � I(D)une partie dirig�ee de I(D) et un un id�eal I 2 �(D) tel que I � tI = SI. Par d�e�nition,il existe x 2 D tel que I = �(x). On montre alors qu'il existe un id�eal J 2 I tel queI � J . En e�et, si ce n'est pas le cas, pour tout J 2 I on a x 62 J et donc x 62 SI ce quiest absurde. Ainsi, tout �el�ement de �(D) est compact. R�eciproquement, soit I un �el�ementcompact de I(D), on a bien I 2 �(D). En e�et, I = f�(x) j x 2 Ig est une partie dirig�eede I(D) avec I � SI. Il existe donc, comme I est compact, un �el�ement x 2 I tel queI � �(x). Or, avec x 2 I on a aussi, par construction, �(x) � I , d'o�u on d�eduit I = �(x).Supposons alors que tous les �el�ements de D sont compacts. Soit hD1;�i un domaineet un plongement f : D ! D1, i.e. tel que, pour tous x et y 2 D, x � y ssi f(x) � f(y),satisfaisant en outre la condition que pour tout �el�ement de D, f(d) est compact. Cettefonction s'�etend naturellement en une fonction g : I(D) ! D1 en posant, pour tout id�ealI 2 I(D), g(I) = tf(I)Pour tous id�eaux I et J 2 I(D), si I � J alors g(I) � g(J). Il nous reste �a mon-trer la r�eciproque. Supposons donc que g(I) � g(J). On a donc, pour tout x 2 I ,f(x) � g(J) = tf(J). Mais, par hypoth�ese, les �el�ements de f(D) sont compacts dansD1 et, comme J est dirig�e, f(J) est dirig�ee. Il existe donc, pour tout x 2 I , yx 2 J telque f(x) � f(yx) et donc, par hypoth�ese, x � yx 2 J . Ainsi, pour tout x 2 I , �(x) � J etdonc I = Sx2I �(x) � J . 2B.1.2.5 Corollaire. Tout domaine est isomorphe �a la clôture par id�eaux de l'ensemblede ses �el�ements compacts. Tout ensemble ordonn�e est isomorphe �a l'ensemble des �el�ementscompacts d'un domaine auquel on a �eventuellement enlev�e le minimum.Remarque. L'intuition sous-jacente �a la notion d'�el�ements compacts pourrait être qu'ilsrepr�esentent des approximations �nies des autres points. Mais cette intuition de �nitudene tient pas puisque que l'ensemble ordonn�e d�e�ni par les �el�ements compacts d'un domaine



B.1. D�efinitions usuelles des domaines s�emantiques 113peut être arbitrairement complexe et irr�egulier.B.1.2.6 D�e�nition (Continuit�e). Etant donn�e deux domaines hD1;�i et hD2;�i, ondit qu'une fonction f : D1 ! D2 est continue lorsque, pour toute partie dirig�ee E � D1,f(tE) = tf(E). En particulier, une telle fonction est croissante.B.1.3 \Power-domains"On termine cette pr�esentation par une d�e�nition g�en�erale de la notion de \power-domain" suivie des d�e�nitions usuelles des "power-domains" continus de Hoare, Smyth etPlotkin.B.1.3.1 D�e�nition (\Power-domain"). Etant donn�e hD;�i un domaine, on appelle\power-domain" de D un couple hPD; fj:jg;�[; i pour :1. un domaine PD,2. une fonction \singleton" fj:jg : D! PD,3. une fonction d'\union" �[ : PD � PD ! PD.On dira que PD admet l'�el�ement \vide" lorsqu'il existe un �el�ement 0 2 PD qui est leneutre de l'op�eration d'\union". Bien entendu, un tel �el�ement, s'il existe, est unique.B.1.3.2 D�e�nition (\Power-domain" continu). Un power-domain PD de D est ditcontinu lorsque l'op�eration de singleton est continue et l'op�eration d'union bi-continue.On suppose dor�enavant que hD;�i est un domaine dont on note Cp(D) l'ensemble des�el�ements compacts.Sur Pfin(Cp(D)) on d�e�nit les pr�e-ordres de Hoare, Smyth et Plotkin de la fa�consuivante : pour toute parties �nies P et Q � Cp(D),1. P vhoare Q lorsque pour tout x 2 P il existe y 2 Q tel que x � y,2. P vsmyth Q lorsque pour tout y 2 Q il existe x 2 P tel que x � y,3. P vplotkin Q lorsque P vhoare Q et P vsmyth Q.B.1.3.3 Th�eor�eme. Les clôtures par id�eaux des domaineshPfin(Cp(D));vhoarei; hPfin(Cp(D));vsmythi et h �Pfin(Cp(D));vplotkinisont des \power-domains" continus de hD;�i appel�es respectivement \power-domains" deHoare, Smyth et Plotkin.



114 Annexe B. Pr�esentation logique des domainesDans ces domaines, le singleton d'un �el�ement x 2 D est d�e�ni comme le plus petitid�eal contenant ffyg 2 P(Cp(D)) j y � xg.De même, l'union de deux id�eaux I et J est d�e�ni comme le plus petit id�eal contenantfU [ V j U 2 I ^ V 2 Jg.Preuve. Classique [19]. 2B.2 Construction logique des domainesDans cette section, on montre comment les domaines s�emantiques peuvent apparâ�treen th�eorie des mod�eles du premier ordre. Une approche similaire est d�e�nie dans [37]. Dansla �n de cette de section, on explicite cette similitude.B.2.1 D�e�nitionSoit L un vocabulaire et C une classe non vide de L-structures d�e�nissable en logiquedu premier ordre, i.e. il existe une formule 'C de logique du premier ordre telle queC = fM j M j= 'Cget soit � un ensemble de formules du premier ordre sur le vocabulaire L tel qu'au moinsune formule ' 2 � admet un mod�ele sur C.Notation. Dans la suite, �etant donn�ee M une L-structure, on note Th(M) l'ensemble desformules ' de la logique du premier ordre sur le vocabulaire L telles que M j= '. Etantaussi donn�e T � LPO un ensemble de formules sur le même vocabulaire, on note mod(T )la classe des L-structures M telles que, pour toute formule ' 2 T , M j= '.B.2.1.1 D�e�nition (Pr�eordre de sp�ecialisation relativement �a �). Sur C, le pr�eordrede sp�ecialisation de Scott [29], not�e ��, est d�e�ni, pour toutes L-structures M1 et M2 2 Cpar, M1 �� M2 lorsque Th(M1) \ � � Th(M2)i.e. toute formule appartenant �a � satisfaite par M1 est satisfaite par M2. L'�equivalenceinduite par ce pr�eordre, appel�ee �-indiscernabilit�e, est not�ee '�.Notation. On note C=� l'ensemble des classes de L-structures �-indiscernables. L'ordreinduit par �� sur C=�, appel�e ordre de sp�ecialisation, est not�e ��.



B.2. Construction logique des domaines 115B.2.1.2 D�e�nition (Pr�eordre s�emantique relativement �a C). On �etend la relationde satisfaction logique j= �a toute structure M 2 C et toute partie T � �, appel�ee aussith�eorie, par M j= T lorsque 8' 2 T;M j= 'o�u M d�esigne n'importe quelle L-structure. Le pr�eordre s�emantique �C est d�e�ni, pourtous ensembles de formules T1 et T2 � � par :T1 �C T2 lorsque mod(T2) \ C � mod(T1)On dit parfois que T2 est un ra�nement de T1. L'�equivalence induite par ce pr�eordre estnot�ee 'C .B.2.1.3 D�e�nition. On appelle clôture d'une th�eorie T � � vis-�a-vis de C la th�eoriecC(T ) = [fT 0 � � j T 0 'C TgB.2.1.4 Proposition. Pour toute th�eorie T � �, on a cC(T ) 'C T . Ainsi, toute classe deth�eories C-�equivalentes admet un repr�esentant canonique : la clôture de toute les th�eoriesqu'elle contient. Sur l'ensemble de ces repr�esentants, le pr�eordre s�emantique �C co��ncideavec l'inclusion.Preuve. Imm�ediate. 2Notation. On note T (�)=C l'ensemble de ces classes de th�eories C-consistantes �equiva-lentes sur C. L'ordre induit par �C , appel�e ordre s�emantique, est not�e �C . La propositionpr�ec�edente nous permet d'a�rmer que cet ensemble ainsi ordonn�e est isomorphe �a l'en-semble des clôtures des th�eories C-consistantes ordonn�e par inclusion. Cet ensemble declôtures de th�eories est alors appel�e pr�esentation canonique de T (�)=C. En notant TD(�)l'ensemble des th�eories C-consistantes dirig�ees vis �a vis du pr�eordre �C , on note aussiTD(�)=C l'ensemble des clôtures de ces th�eories.B.2.1.5 D�e�nition. On dit qu'une th�eorie T � � admet un repr�esentant �ni lorsqu'ilexiste une th�eorie �nie T 0 � � telle que T 'C T 0.Remarque. Dans le cas d'une th�eorie dirig�ee T la th�eorie T admet un repr�esentant �nissi elle admet un maximum vis �a vis de �C .Il vient :B.2.1.6 Th�eor�eme. L'ensemble T (�)=C (resp. l'ensemble TD(�)=C) ordonn�e par inclu-sion est un domaine de Scott-Ershov appel�e le domaine des th�eories de � modulo C (resp.



116 Annexe B. Pr�esentation logique des domainesle domaine des th�eories dirig�ees de � modulo C). L'ensemble de ses �el�ements compacts estexactement l'ensemble des �el�ements de T (�)=C (resp. des �el�ements de TD(�)=C) admet-tant un repr�esentant �ni. De surcrô�t, le domaine T (�)=C est conditionnellement complet.Preuve. Il est imm�ediat que T (�)=C (resp. TD(�)=C) ordonn�e par �C est d-complet,le supremum d'une partie dirig�ee �etant la classe des th�eories �equivalentes �a l'union desth�eories apparaissant dans cette partie, le th�eor�eme de compacit�e nous assurant qu'unetelle union de th�eories est C-consistante. De plus, il est tout aussi �evident que l'ensembledes classes de th�eories �nies (resp. des classes de th�eories dirig�ees �nies) est une baseg�en�eratrice de T (�)=C (resp. TD(�)=C). Il nous reste donc �a montrer que c'est bien unebase d'�el�ements compacts. Au passage, il su�t d'en faire la preuve dans le cas le plusg�en�eral de T (�)=C.Soit donc T = f'1; � � � ; 'ng une th�eorie C-consistante �nie, et soit I une partie dirig�eede th�eories telle que T �C sup I 'C SI. Autrement dit, en notant 'C la formule d�e�nissantC, la th�eorie f _i2f1;���;ng:'i; 'Cg [[Iest inconsistante. Il existe donc, par compacit�e de la logique du premier ordre, une partie�nie P � SI telle que la th�eorie f _i2f1;���;ng:'i; 'Cg [ Pest inconsistante, c'est �a dire c'est �a direT �C POr, comme P � SI, il existe bien, pour toute formule ' 2 P une th�eorie T' 2 I contenant'. En appliquant alors le fait que I est dirig�ee et que P est �nie, il existe bien une th�eorieTs 2 I telle que, pour toute formule ' 2 P , T' �C Ts. On en d�eduit alors que T �C Ts enusant du fait que T �C P �C S'2P T'. 2B.2.1.7 D�e�nition. L'ensemble de formules � est dit conditionnellement clos par con-jonction sur l'ensemble de structures C lorsque les conditions suivantes sont satisfaites :1. 'C 2 � d'o�u, pour tout ' 2 �, 'C �C ',2. pour toute formule  2 � il existe M 2 C tel que M j=  ,3. si f'1; '2g est C-consistant, i.e. la formule '1 ^ '2 admet un mod�ele sur C alors ilexiste  2 � telle que  'C '1 ^ '2.



B.2. Construction logique des domaines 117B.2.1.8 Proposition. Lorsque � est conditionnellement clos par conjonction, les do-maines T (�)=C et TD(�)=C sont isomorphes, les �el�ements compacts de ces domaines�etant les classes des th�eories �equivalentes �a une formule de �.Preuve. Imm�ediate. 2B.2.2 Domaines de th�eories et domaines de mod�elesDans la partie pr�ec�edente on a construit le domaine des th�eories de �. Dans cette partie,on �etudie les propri�et�es de l'ensemble C=� qui, lorsqu'il est e�ectivement un domaine,appel�e ici domaine des mod�eles, semble [29] être historiquement le premier type de domaineconsid�er�e par Scott.B.2.2.1 D�e�nition. Soit Th� la fonction de C=� dans (la repr�esentation canonique de)T (�)=C d�e�nie, pour tout mod�ele M 2 C par Th�([M ]) = Th(M) \ �.Remarque. Cette fonction est bien d�e�nie et c'est de plus un plongement de C=� dansT (�)=C, i.e. pour tous [M ] et [N ] 2 C=�, [M ] �� [N ] ssi Th�([M ]) � Th�([N ]).Il vient :B.2.2.2 Th�eor�eme. L'ensemble C=� ordonn�e par l'ordre de sp�ecialisation �� est d-complet ssi il admet un minimum.Preuve. Le sens direct est imm�ediat. R�eciproquement, sans perte de g�en�eralit�e, i.e. sans quecela modi�e le pr�eordre de sp�ecialisation, on peut supposer que � est clos par conjonctionet contient la formule 'C caract�erisant C.Soit E � C=� une partie dirig�ee selon l'ordre de sp�ecialisation. Lorsque E est videle supremum de E est bien d�e�ni, c'est le minimum de C=�. Dans le cas contraire, leth�eor�eme de compacit�e nous permet de conclure. Posons en e�et :Th�(E) = [[M ]2ETh�([M ])On montre alors qu'il existe un mod�ele ME 2 C tel que Th�([ME]) = Th�(E), c'est �a direque la th�eorie T = Th�(E)[ f:' j ' 2 �� Th�(E)gest C-consistante. Soit en e�et T1 une partie �nie de T . Pour toute formule ' 2 T \Th�(E)il existe, par construction de Th�(E), un mod�ele M' de ' tel que [M'] 2 E. Or E estdirig�ee, il existe donc un majorant [M1] 2 E de f[M']g'2T\Th�(E). De plus, Th�(M1) �Th�(E), il vient donc M1 j= T1. Autrement dit, toute partie �nie de T admet un mod�ele,



118 Annexe B. Pr�esentation logique des domainesle th�eor�eme de compacit�e nous assure que T admet aussi un mod�ele ME . Comme 'C 2 T ,on a de surcrô�t ME 2 C. Par construction, Th�([ME]) = Th�(E) donc [ME] est un majo-rant de E. De plus, pour tout majorant [M ] de E, on a M j= Th�(E) = Th�(ME), doncME �C M . Ainsi, [ME ] est bien le supremum de E. 2Remarque. En fait, la d�emonstration pr�ec�edente nous montre aussi que la fonctionTh� : C=� ! T (�)=Cest continue. En e�et, pour tout partie dirig�ee E de C=�, on vient de montrer queTh�(tE) = S[M ]2ETh�(M) et, dans la repr�esentation canonique de T (�)=C, la bornesup�erieure de fTh�(M)g[M ]2E qui est dirig�ee est bien l'union des th�eories qui la compo-sent.La d�e�nition suivante apparâ�t comme une caract�erisation logique simple du fait queC=' et T (�)=C sont isomorphes.B.2.2.3 D�e�nition. L'ensemble � couvre simplement C lorsque, pour toute formule ' 2�, toute partie �nie A de �, si WA � ' alors il existe  2 A telle que  �C '.Remarque. Lorsque � couvre simplement C la propri�et�e de couverture simple reste vraielorsque A est in�nie. En e�et, soient A une partie in�nie de � et une formule ' 2 � tellesque _A �C 'La th�eorie f'C; 'g[f: j  2 Ag est inconsistante. Il existe donc une partie �nie A0 � Atel que la th�eorie f'C; 'g [ f: j  2 A0g est inconsistante, c'est �a dire_A0 �C 'Mais alors, comme � couvre simplement C il existe bien  2 A0 tel que  �C '.Il vient alors :B.2.2.4 Th�eor�eme. Lorsque � est conditionnellement clos par conjonction, � couvresimplement C ssi la fonction Th� : C=� ! T (�)=Cest un isomorphisme.Preuve. Supposons que Th� est un isomorphisme. Pour toute formule ' 2 � il existeM' 2 C tel que M' j= ' et, pour toute formule  2 �, si M' j=  alors  �C '. En e�et,



B.2. Construction logique des domaines 119il su�t de prendre [M'] = Th�1� (f 2 � j  �C 'gSoit alors un ensemble �ni de formules A � � et ' 2 � telle que :_A �C 'Par d�e�nition, on a imm�ediatement M' j= WA, il existe donc  2 A tel que M' j=  cedont on d�eduit, par construction de M',  �C '.R�eciproquement, supposons que � couvre simplement C. Pour montrer que Th� estun isomorphisme, il su�t de montrer que tout �el�ement compact de T (�)=C admet parTh� un ant�ec�edent dans C=�. En e�et, si c'est le cas, pour toute th�eorie T 2 T (�)=C leth�eor�eme pr�ec�edent nous permet d'a�rmer que Th�1(T ) existe avecTh�1(T ) = tfTh�1(cC(')) j ' 2 TgComme � est suppos�ee conditionnellement close par conjonction, les �el�ements compactsde T (�)=C sont exactement les th�eories de la forme cC(') = f 2 � j �C 'g pour 'variant dans C.Soit donc ' 2 �. On posemodC(') = fM 2 C j M j= 'gMontrons alors que modC(') admet un minimum. En e�et, si ce n'est pas le cas, pour toutmod�ele M de ' il existe un mod�ele NM de ' et une formule  M tels que M j=  M alorsque NM 6j=  M , i.e. M 6�� N . Il vient imm�ediatement_M2modC(') M � 'Mais, par hypoth�ese de couverture simple, il existe M 2 modC(') tel que  M � '. On end�eduit en particulier, comme NM j= ', que NM j=  M ce qui est contraire aux hypoth�eses.Soit donc M' le minimum (modulo 'C) de modC('). Par construction, M' j= '. Soitalors  telle que M' j=  . On a n�ecessairement  �C '. En e�et, si ce n'est pas le cas,il existe M tel que M j= ' alors que M 6j=  . Mais alors M 2 modC(') et donc, parconstruction de M', M' �� M , d'o�u on d�eduit M j=  ce qui est absurde. Autrementdit, Th�([M']) = f 2 � j  �C 'g 2



120 Annexe B. Pr�esentation logique des domainesB.2.3 Connexion avec l'approche de Palmgren et Stoltenberg-HansenNous montrons ici comment notre approche de la pr�esentation logique des domainesest fortement reli�ee �a celle de Palmgren et Stoltenberg-Hansen [37].Dans la suite, �(x) d�esigne un ensemble de formules du premier ordre construites surle vocabulaire L et les variables x = x1; x2; � � � ; xn.B.2.3.1 D�e�nition. Etant donn�e une L-structure M , on dit que '(x) est r�ealisable surM lorsqu'il existe un n-uplet a = a1; � � � ; an 2 EnM de l'univers de M tels queM;a j= '(x)Le n-uplet a est alors appel�e une r�ealisation de �(x) dans M . Par extension, un ensemblede formules T (x) � �(x) est dit aussi r�ealisable sur M lorsqu'il existe un n-uplet a 2 EnMqui soit une r�ealisation sur M de toute formule '(x) 2 T (x).Un type de �(x) est un ensemble de formules T (x) � �(x) dont toute partie �nie estr�ealisable sur au moins une L-structure M .Remarque. Le th�eor�eme de compacit�e de la logique du premier ordre nous assure qu'untel ensemble de formules est un type ssi il est r�ealisable sur au moins une L-structure M .Il su�t en e�et d'ajouter au vocabulaire L une constante par variable de x. On note alorsT (�(x)) l'ensemble des types de �(x).B.2.3.2 D�e�nition. En notant, pour tout type T (x) � �(x), TM l'ensemble des r�ealisa-tions du type T (x) sur une structure M donn�ee, en notant �M le pr�eordre sur T (�(x))d�e�ni pour tout type T1(x) et T2(x) 2 T (�(x)) par :T1(x) �M T2(x) lorsque (T2)M � (T1)Mon dit que l'ensemble �(x) est conditionnellement clos par conjonction sur la structure Mlorsque :1. toute formule '(x) 2 �(x) est r�ealisable dans M ,2. il existe une formule '0(x) 2 �(x) telle que, pour toute formule '(x), '0(x) �M'(x),3. pour toutes formules '1(x) et '2(x) 2 �(x) telles qu'il existe au moins une r�ealisa-tion commune de '1(x) et  2(x) sur M , i.e. f'1(x)gM \f'2(x)gM 6= ;, il existe uneformule  (x) telle que f (x)gM 'M f'1(x); '2(x)gM o�u 'M d�esigne l'�equivalencesur T (�(x)) induite par le pr�eordre �M .



B.2. Construction logique des domaines 121B.2.3.3 Th�eor�eme (Palmgren et Stoltenberg-Hansen). Pour tout ensemble �(x)conditionnellement clos par conjonction sur une L-structure M suppos�ee !-satur�ee, i.e.telle que tout type r�ealisable de logique du premier ordre admet une r�ealisation sur M , ennotant T (�(x))=M l'ensemble T (�(x)) des types r�ealisables de �(x) quotient�e par 'M etordonn�e par �M , en notant �(x)=M l'ensemble de ces classes ayant un repr�esentant de laforme f'(x)g pour '(x) 2 �(x), l'ensemble T (�(x))=M est un domaine de Scott-Ershovdont les �el�ements compacts sont exactement les �el�ements de �(x)=M .Preuve. C'est ici le th�eor�eme central de [37]. C'est aussi une cons�equence imm�ediate duth�eor�eme B.2.1.6 comme on peut le voir de la fa�con suivante.Soit L(x) le vocabulaire L augment�e des variables x1, : : : , xn d�es lors consid�er�eescomme des constantes. Soit '0(x) une formule minimum vis-�a-vis du pr�eordre �M dontl'existence est assur�ee par le fait que �(x) est conditionnellement clos par conjonction surM . Soit C la classe des L(x)-structures qui sont mod�eles de '0(x). Il est alors facile de voirque l'ensemble T (�(x))=C des L(x)-th�eories consistantes de �(x) quotient�e et ordonn�e par�C est isomorphe �a l'ensemble T (�(x))=M des types de �(x) quotient�e et ordonn�e par�M . 2
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