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Introduction

Complexes simpliciaux, polyedres et hypergraphes

L’étude développée dans ce mémoire se tient a 'interface de la topologie et de 'informa-
tique théorique. Son objet central est le concept de complexe simplicial qui consiste a coder
des objets topologiques au moyen de structures combinatoires.

Les objets en question, les polyédres, sont des espaces topologiques fabriqués a la maniere
d’un jeu de construction en recollant entre eux des segments, des triangles, des tétraedres,
et plus généralement des objets appelés simplexes, qui généralisent les segments, triangles et
tétracdres aux dimensions supérieures?.

Fi1c. 1: Polyédres

Ces objets sont de nature topologique: nous ne nous préoccupons ni des longueurs, ni des
angles, ni de tout autre parametre lié a la métrique. Deux polyedres sont considérés comme
équivalents s'ils sont homéomorphes?; c’est le cas par exemple si I'un s’obtient & partir de
I’autre par une déformation continue; par exemple, une boule et un cube sont homéomorphes,
mais une sphere et un tore ne le sont pas. En particulier, lorsque I’on fabrique un tel objet,
on considere toujours deux segments quelconque comme équivalents, de méme que deux
triangles, ou deux tétraedres; on s’autorise toujours a les recoller I'un sur ’autre.

Un polyedre est donc un espace topologique que I'on peut décomposer en simplexes; une
telle décomposition s’appelle une triangularisation du polyedre; ce concept généralise la no-
tion de triangularisation de surface, tout comme les simplexes généralisent les triangles. Une
triangularisation est totalement décrite par un hypergraphe. Formellement, un hypergraphe
est un ensemble de sommets V' muni d’un ensemble F de parties finies de V; les élements de

1. cf. chapitre 1.1
2. deux espaces topologiques sont homéomorphes s’ils ont la méme structure topologique, i.e. s’il existe
un homéomorphisme, i.e. une bijection bi-continue, de I'un sur 'autre (cf. [HY61])



E sont appelés des hyperarétes (cf. [Ber73, Ber87]). Notons que ce concept généralise celui
de graphe non-orienté? en ceci qu'un graphe non-orienté est un hypergraphe dont chaque
hyperaréte ne possede que deux sommets. Pour comprendre comment le concept d’hyper-
graphe apparait naturellement pour le codage des polyedres triangulés, considérons a titre
d’exemple le polyedre a cinq sommets obtenu en recollant deux tétraedres sur deux de leurs
faces (voir figure page 2); on décrit cet objet au moyen d’un hypergraphe & cinq sommets
possédant deux hyperarétes de quatre sommets chacune, avec trois sommets en commun. De

a

‘ | \
e
F1G. 2: Dans cette figure, nous avons schématisé le recollement de deuz tétraedres; le polyédre
obtenu est représenté dans la partie droite de la figure. Cet objet peut étre codé par [’hyper-
graphe dont l’ensemble des sommets est {a, b, c,d, e}, qui posséde deux hyperarétes {a,b, c, d}

et {b,c,d,e} qui codent les tétraédres; les deuzr hyperarétes ont trois sommets en commun :
b, c et d, les sommets de la face commune aux deuz tétraédres.

facon générale, on décrit un polyedre triangulé par un hypergraphe en considérant ’ensemble
de ses sommets et en codant chaque simplexe par une hyperaréte. *

Un complexe simplicial est un polyedre triangulé muni d’un hypergraphe qui décrit sa
triangularisation (cf. [HY61, FM97]). Dans notre travail, nous ne consideérerons que des com-
plexes simpliciaux faisant intervenir un nombre au plus dénombrable de simplexes®.

Le concept de complexe simplicial est naturel du point de vue de I'informatique théorique
en ceci qu’il est inhérent a I'un de ses concepts fondamentaux : les graphes. Par définition, un
graphe est un objet purement combinatoire ®; cependant, dés lors que I'on veut s’en donner
une représentation géométrique, par exemple le dessiner, on considere en fait le polyedre
qui lui est associé. Ainsi, le concept de complexe simplicial est sous-jacent a l’intuition
géométrique usuelle des graphes.

De fait, il autorise par exemple une formalisation de la notion de planarité, omniprésente
en théorie des graphes: un graphe est dit planaire si et seulement si le polyedre qui lui est
associé peut se plonger dans la sphere. Notons a cet égard que le concept de carte, qui tire
ses origines dans le probléeme du codage des graphes planaires plongés dans la sphére (cf.
[Cor75], [CM92]), coincide, dans le cas des cartes a faces triangulaires, avec la notion de
surface triangularisée au sens des complexes simpliciaux. Pour une étude systématique du

3.1i.e. un ensemble de sommets muni d’un ensemble de paires de sommets (cf. [Ber83])

4. Le concept d’hypergraphe, classique en théorie des graphes, équivaut & celui de complexe simplicial
abstrait (cf. [HY61]) & la condition d’hérédité pres.

5.i.e. 'ensemble des simplexes intervenant dans une triangularisation est fini ou bien en bijection avec
I’ensemble des entiers naturels.
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probleme du plongement des graphes dans les surfaces, voir [GT87], dans le cas des cartes,
voir [Mar97, Sch98].

Probleme de I’homéomorphisme

L’introduction du concept de complexe simplicial au début du siecle par H. Poincaré
[P0i00] se place dans une direction de recherche qui consiste a étudier les propriétés globales
des espaces topologiques: la topologie combinatoire, ancétre de la topologie algeébrique (cf.
[DaT78]).

L’un des problemes fondamentaux de ce domaine consiste a élaborer un algorithme pour
décider si deux triangularisations représentent des polyedres homéomorphes. On sait aujour-
d’hui qu’'un tel algorithme n’existe pas en toute généralité (cf. [Mar58, Mas67, BHP6S]).
Néanmoins, nombre de travaux consistent a isoler des classes particulieres de complexes sim-
pliciaux pour lesquelles le probleme de I’homéomorphisme possede une solution effective.
C’est dans cette ligne que s’inscrit ce travail.

Durant les quinze dernieres années, I'informatique théorique a vu naitre plusieurs classes
de graphes et d’hypergraphes infinis jouissant de propriétés algorithmiques importantes.
Nous nous proposons de conjuguer ces travaux avec la topologie pour tenter d’apporter une
contribution au probleme de I’homéomorphisme des complexes simpliciaux infinis.

Les différents polyedres auxquels nous nous intéresserons sont tous des wvariétés; c’est-a-
dire que localement, ils ont une géométrie tres simple, et leur complexité nait de leurs formes
globales. Formellement, une variété est un espace topologique dont chaque point possede un
voisinage homéomorphe a R pour un entier n fixé que ’on appelle la dimension de la variété
(cf. [BG8T7]). Nous ne considererons dans notre travail que les variétés triangularisées®.

Les variétés sont présentes dans de nombreux domaines en mathématiques comme en
physique. Par exemple, elles apparaissent souvent comme espaces de solutions d’équations
différentielles. En dimension 3, ce concept correspond a l'intuition que nous avons de I'es-
pace dans lequel nous vivons; notons a cet égard que la forme globale de 'univers au sens
topologique du terme est 'objet de recherches actives (cf. [CW98]). Par ailleurs, étudier le
probleme de I’lhoméomorphisme pour le cas des variétés est une restriction raisonnable; en
effet, cela permet de se dégager des considérations locales et de se concentrer sur la recherche
de criteres globaux.

En dimension 1, la situation est simple: toute variété est soit homéomorphe a un cercle,
soit homéomorphe a une droite (cf. [Mil65]). Rappelons que ’on se borne & ne considérer que
les complexes simpliciaux dont le nombre de simplexes est au plus dénombrable. Le probleme
général de I’homéomorphisme des polyedres de dimension 1, i.e. les polyedres formés unique-
ment de sommets et d’arétes, est quasiment équivalent au probléeme de I’isomorphisme des
graphes’; en particulier, dans le cas fini, il posséde évidemment une solution effective; le cas
des graphes infinis sera discuté par la suite.

6. Toute variété compacte de dimension inférieure ou égale & 3 est triangularisable. Ce n’est que récemment
que des variétés de dimension 4 non triangularisables ont étées découvertes.

7.4 ceci pres qu’il faut contracter les chaines maximales de longueurs finies supérieures a 1 constituée
d’arétes ne contenant que des sommets de degré 2.



En dimension 2, le probleme est plus compliqué, mais néanmoins totalement cerné dans
le cas des complexes simpliciaux finis. Les variétés de dimension 2 formalisent le concept
commun de surface; le plan, la sphére ou encore le tore en sont les exemples classiques. Les
surfaces compactes, i.e. les surfaces obtenues en recollant un nombre fini de triangles, sont to-
talement classifiées, a homéomorphisme pres, par deux parametres: le genre et 1’orientabilité.
Une surface triangularisée est dite orientable sil’on peut associer a chacun de ses triangles une
permutation circulaire de ses sommets de telle sorte que pour chaque aréte de la triangulari-
sation, les orientations induites par les permutations circulaires associées aux deux triangles
dont elle est un coté, soient contraires (cf. [HY61, Mas67, RS72]). Par exemple, la sphére et
le tore sont des surfaces orientables; les exemples classiques de surfaces non-orientables sont
le célebre ruban de Mobius, le plan projectif ou encore la bouteille de Klein. Ce concept est
une version combinatoire de I’orientabilité au sens de la géométrie différentielle classique (cf.
[BG87, Mal72]). Ensuite, le genre g d’une surface se calcule en fonction de la caractéristique

F1G. 3: Le ruban de Mobius

d’Euler x, égale a la somme du nombre de triangles et du nombre de sommets d’une trian-
gularisation a laquelle on retranche le nombre de ses arétes; on montre que ce nombre ne
dépend pas de la triangularisation en question (cf. [Mas67, HY61]); dans le cas d’une surface
orientable, g = 1— %X, dans le cas non-orientable g = 2 —x. Dans le cas orientable, g possede
une interprétation géométrique agréable: c’est le nombre de “trous” dans la surface, ainsi
une sphere est de genre 0, un tore de genre 1, etc... Ces deux criteres sont calculables de fagon
effective a partir d’une triangularisation. Il existe donc un algorithme pour décider si deux
surfaces compactes sont homéomorphes (cf. [Mas67]). En fait, on montre que cet algorithme
s’étend au cas plus général des complexes simpliciaux finis de dimension 2; cela fait partie
du folklore de la topologie simpliciale (cf. e.g. [FM97]).

Quant a la dimension 3, le probleme est ouvert. Néanmoins, une méthode générale initiée
par Poincaré® consiste & tenter de réduire le probléme de I’homéomorphisme & un probléme
d’isomorphisme de groupe; pour en donner les idées directrices, il nous faut introduire le
concept de groupe fondamental, notion centrale de la topologie algébrique.

Dans cette introduction, notre approche est informelle, pour une définition rigoureuse,
voir chapitre 3.2.1 ou bien [HY61, Mas67, Rot88, Spa66]. Soit K un polyedre et o un point
de K. On considere les lacets de K de point de base xg, i.e. les chemins continus dans K qui
commencent et terminent en xy; on ne s’intéresse & ces chemins qu’a déformation pres, c’est-a-
dire que I’on considere que deux chemins sont équivalents s’il existe une déformation continue
qui transforme I'un en I'autre. On munit ’ensemble de ces lacets d’une loi de composition
définie de la fagon suivante : le produit de deux lacets v, et 7, est le lacet obtenu en parcourant
d’abord 7, puis 2. On montre que cette loi de composition est compatible avec 1’équivalence

8. Et E. Neether pour ’homologie



44V L LAV VS L LASSLT e

des lacets en ce sens que la classe d’équivalence du lacet obtenu en composant deux lacets
donnés ne dépend que des classes d’équivalence des deux lacets en question; ainsi, I’ensemble
des classes d’équivalence de lacets hérite aussi d’une loi de composition, et devient alors un
groupe noté m; (K, z9) que 'on appelle le groupe fondamental de K de point de base xy. On
montre que la classe d’isomorphisme de ce groupe ne dépend pas du point de base.

Etudier ’ensemble des lacets d’un polyedre donné vise, entre autre, & comprendre ses
propriétés globales. Puisqu’on ne consideére les lacets qu’a déformation pres, deux polyedres
homéomorphes ont des groupes fondamentaux isomorphes; on dit que le groupe fondamental
est un ‘nvariant de la structure topologique. Le probleme est de savoir si la réciproque
est vraie, i.e. si les propriétés topologiques qui sont codées dans la structure du groupe
fondamental suffisent a caractériser les classes d’homéomorphisme. Si c¢’est le cas, le probleme
de I’homéomorphisme se réduit au probleme de I’isomorphisme des groupes fondamentaux.

Cette méthode, qui vise a prior: a donner des solutions effectives partielles au probleme
de 'homéomorphisme, permet aussi de montrer qu’en général, il est indécidable. On montre
pour ce faire que tout groupe finiment présenté est le groupe fondamental d’une variété de di-
mension 4 [Mar58, BHPG68|. Par ailleurs, le probleme de 'isomorphisme des groupes finiment
présentés est indécidable. Ces faits impliquent qu’il n’existe pas d’algorithme pour décider
de I’homéomorphisme de deux variétés compactes en dimensions strictement supérieures a 3

(cf. [Mas67, Mar58, BHP6S|).

Le cas de la dimension 3 est encore tres enigmatique. En général, le groupe fondamental
ne caractérise pas les classes d’homéomorphisme des variétés de dimension 3. On sait en effet
que certaines d’entre elles, qui ont des groupes fondamentaux finis isomorphes, ne sont pas
homéomorphes. Beaucoup d’efforts ont cependant été accomplis pour isoler des classes de
variétés de dimension 3 qui sont caractérisées par leurs groupes fondamentaux. A cet égard,
citons la fameuse conjecture de Poincaré qui affirme que toute variété de dimension 3 dont
le groupe fondamental est trivial est homéomorphe & la spheére S® = {z € R* | ||z|], = 1}.
La conjecture centrale de classification est la suivante : si deux variétés de dimension 3 com-
pactes, sans bord et irréductibles® ont des groupes fondamentaux infinis isomorphes, alors
elles sont homéomorphes. Cette conjecture est vérifée pour la classe des variétés de Haken'?,
i.e. les 3-variétés sans bord compactes orientables et irréductibles qui contiennent une sur-
face incompressible ® [Wal68, Hei63]. Citons également le résultat de [Sco85] selon lequel une
variété de dimension 3 compacte orientable et irréductible dont le groupe fondamental est
infini et isomorphe a celui d’un espace fibré de Seifert lui est homéomorphe.

Une classe particuliére de variétés s’est avérée fondamentale en ceci que pour elle, le
probleme de I’homéomorphisme possede une solution algorithmique, il s’agit des wvariétés
hyperboliques de volume fini, i.e. les variétés munies de métriques hyperboliques completes
de volume fini®. Ces variétés sont caractérisées par leurs groupes fondamentaux, en ceci
que deux telles variétés, dont les groupes fondamentaux sont isomorphes, sont isométriques;
on dit qu’elles sont rigides. Mostow le démontre pour les variétés hyperboliques compactes
de toutes dimensions [Mos68|, ce résultat est généralisé aux variétés de volume fini dans
[Pra73]. Cela étant, la solution au probléme de 1’homéomorphisme pour les variétés com-

9. voir chapitre 3
10. aussi appelées les variétés suffisamment grandes



pactes hyperboliques® repose sur l'algorithme de Sela [Sel95] de décision du probléeme de
I’isomorphisme dans la classe des groupes hyperboliques au sens de Gromov sans torsion
(cf. [GdIH90, Gro87, CDP90]), dont font partie les groupes fondamentaux des variétés hy-
perboliques compactes. Notons que les groupes hyperboliques au sens de Gromov jouissent
de propriétés alogorithmiques tres importantes. Ils sont fortement automatiques, i.e. leurs
structures peuvent étre décrite de fagon constructive au moyen de langages rationnels (cf.
[Eps88, ECHT92| ou bien chapitre 4); ce résultat a été généralisé dans [BG96| au cas des
groupes fondamentaux de variétés de dimension 3 satisfaisant la conjecture de Thurston (voir
plus loin). Il en résulte en particulier que pour ces groupes, le probleme du mot est décidable.
On a en fait un résultat plus fort: ’algorithme de Makanin pour la résolution des équations
dans le groupe libre (cf. [Mak80, Mak82]) a été étendu au cas des groupes hyperboliques
au sens de Gromov (cf. [RS95]), ce qui constitue la premiére partie de la construction de
lalgorithme de décision du probleme de I'isomorphisme (cf. [Sel95]).

Outre la décidabilité du probleme de I’lhoméomorphisme, la classe des variétés hyperbo-
liques est fondamentale en ceci que la “plupart” des variétés de dimension 3 lui appartiennent,
c’est le théoréme d’uniformisation de Thurston'?: les 3-variétés de Haken atoroidales? sont
hyperboliques. Notons que ce résultat s’inscrit dans un projet visant a établir la conjec-
ture de Thurston selon laquelle toute variété de dimension 3 se décompose en morceaux
géométrisables (cf. [Sco83, Thu82]).

Par ailleurs, beaucoup de travaux concernant la dimension 3 se sont développés ces
derniéres années dans une direction de recherche indépendante de la géométrie; c’est le
cas de la théorie des surfaces normales (cf. [FM97]), qui a donné lieu notamment & un
résultat fondamental: il existe un algorithme pour reconnaitre la sphére de dimension 3
[Mat, FM97, Rub95]. Nous ne développerons pas ce point de vue dans ce mémoire.

Complexes simpliciaux infinis constructifs

Nous nous proposons d’étudier les propriétés algorithmiques de complexes simpliciaux
infinis. Telle qu’elle est formalisée dans la these de Church, la notion d’algorithme appliquée
a des objets infinis n’a, a priori, pas de sens. Pour remédier a cela, nous devons adopter
un point de vue constructif qui consiste a considérer des objets infinis décrits eux-méme
par des algorithmes. Un complexe simplicial infini pourra par exemple étre défini par deux
algorithmes; I’'un énumérera I’ensemble de ses sommets, donné par exemple sous la forme
d’une suite d’entiers naturels et I’autre énumerera 1’ensemble de ses simplexes sous la forme
d’une suite d’ensembles finis de sommets. Un tel objet est donc décrit par une donnée finie, en
I’occurence, deux algorithmes; dans un cadre plus formel, on parlerait de machines de Turing.
Ainsi, lorsque nous parlerons d’algorithmes prenant pour entrées des complexes simpliciaux
infinis, c’est en fait a ces données auxquelles nous nous réferons.

Notons que la notion d’objets constructifs est tres restrictive comme le montre I'argu-
ment qui suit : I’ensemble des complexes simpliciaux infinis n’est pas dénombrable alors que

11. notons qu’il résulte du résultat de Mostow que deux telles variétés sont homéomorphes si et seulement
si elles sont isométriques.
12. en référence au théoréme d’uniformisation de Riemann pour la dimension 2 (cf. [AS60])
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I’ensemble des algorithmes 1’est, il y a ainsi beaucoup plus de complexes simpliciaux non-
constructifs que de complexes simpliciaux constructifs.

C’est cependant une classe trop large pour ce qui nous intéresse. Sans restriction aucune, il
y a fort & parier que beaucoup de questions ayant trait aux complexes simpliciaux constructifs
soient indécidables. Par exemple, on ne peut pas décider algorithmiquement si un complexe
simplicial constructif au sens précédent est fini ou infini; c’est une conséquence immédiate
de 'indécidabilité du probleme de I’arrét des machines de Turing.

La modélisation des schémas de programmes entre autre a fait apparaitre, ces dernieres
années, plusieurs familles de graphes et d’hypergraphes infinis constructifs. Citons a titre
d’exemples les graphes contert-free au sens de [MS85], les hypergraphes HR-équationnels
[Cou89, Cou90b], les graphes VR-équationnels [Bar], les graphes de transitions [Cau96], les
graphes automatiques [CS, KN95, Pel97, Sén92|, les graphes rationnels [Mor99], ou encore
les graphes autosimilaires [Nar94]. Nous nous intéresserons en premier lieu, et en fait princi-
palement, a la classe des hypergraphes HR-équationnels [Cou89, Cou90b] qui généralise celle
des graphes context-free apparue dans [MS83, MS85]. Un hypergraphe HR-équationnel est
décrit de facon constructive au moyen de ce que ’on appelle une grammaire de remplacement
d’hyperarcs [DKA97, Cou90a, Cou90c|; ce concept, qui généralise les grammaires context-
free, classiques en théorie des langages formels, consiste a définir des familles d’hypergraphes
en les engendrant par applications successives de regles de remplacemet d’hyperarcs. Plus
précisément, définir une grammaire de remplacement d’hyperarcs consiste, tout d’abord, a se
donner un ensemble fini de symboles que I'on appelle les symboles non-terminaux; de fagon
arbitraire, on en distingue un, que 1’on appelle le symbole initial ou axiome; ensuite, on asso-
cie a chacun de ces symboles un hypergraphe fini dont certaines hyperarétes sont étiquetées
par des symboles non-terminaux. Considérons maintenant un tel hypergraphe; la transfor-
mation de cet hypergraphe, selon notre grammaire, consiste a supprimer chaque hyperaréte
étiquetée par un symbole non-terminal et recoller a sa place I’hypergraphe qui lui est associé.
Une telle grammaire définit alors un hypergraphe infini de la fagon suivante: on commence
par considérer ’hypergraphe associé au symbole initial; ensuite, on lui applique la transfor-
mation décrite précédemment, on obtient alors un hypergraphe “plus gros” dont certaines
hyperarétes sont étiquetées par des symboles non-terminaux; en itérant cette opération, on
obtient a I'infini, par limite inductive, un hypergraphe qui en général, est infini; un tel objet
s’appelle un hypergraphe HR-équationnel 3.

Ces hypergraphes sont en général de degré infini, ils généralisent les graphes context-
free au sens de [MS83, MS85] en ceci que ces derniers sont exactement les graphes HR-
équationnels de degré fini, i.e. chaque sommets n’appartient qu’a un nombre fini d’hy-
perarétes et toutes les hyperarétes ne contiennent que deux sommets.

Le concept d’hypergraphe HR-équationnel formalise I'idée de régularité arborescente.
Pour comprendre cela, il faut se faire une idée plus précise de la forme globale d’un hy-
pergraphe HR-équationnel; on montre qu'un tel objet est obtenu en recollant un nombre
éventuellement infini d’hypergraphes finis, mais en nombre fini a isomorphisme pres, agencés

13. La définition rigoureuse de ce procédé nécessite un formalisme qui sera introduit dans le chapitre 1. Le
terme “équationnel” provient du fait que les hypergraphes équationnels peuvent étre vus comme les solutions
de systémes d’équations dans un certain magma (cf. [Cou89, Cou96], voir aussi [Bar]); le terme “HR” signifie
“hyperedge replacement”.



le long d’un arbre infini régulier '4; ils sont recollés entre eux le long des arétes de 1'arbre.
L’arborescence provient du fait que les hypergraphes sont recollés suivant la forme d’un arbre
et qu’ils sont en nombres finis & isomorphisme prés; intuitivement, la forme globale du graphe
reste proche de celle de ’arbre. La régularité provient du fait que I’arbre, considéré comme
étiqueté par les hypergraphes finis en question, est un arbre régulier.

Au plan algorithmique, cette notion de régularité arborescente a des implications pro-
fondes : toute propriété exprimable dans le langage de la logique monadique du second ordre
est décidable (cf. [Cou89, Cou90al); c’est-a-dire qu’il existe un algorithme qui décide si un
hypergraphe HR-équationnel donné satisfait ou non une propriété donnée, cette derniere
étant exprimée au moyen d’une formule logique dont les quantifications ne se font que sur
les ensembles de sommets et d’hyperarétes. Ce résultat s’appuie sur les travaux de Rabin
[Rab69] dans lesquels le concept de régularité évoqué plus haut est utilisé pour démontrer
la décidabilité de la logique monadique du second ordre des arbres, ce résultat fut ensuite
étendu dans [MS83, MS85] au cas des graphes context-free au sens de [MS83, MS85].

Comme corollaire, on peut par exemple décider de facon algorithmique si un hypergraphe
HR-équationnel est connexe ou non (cf. [Cou89] ou bien chapitre 3); en effet, on montre que
la propriété de connexité pour les hypergraphes peut s’exprimer par une formule de la logique
monadique du second ordre. On montre également par cette méthode, et c’est la un résultat
tres fort, qu’il existe un algorithme pour décider si deux hypergraphes HR-équationnels sont
isomorphes (cf. [Cou90b)).

La majeure partie de notre travail a consisté a étudier les polyedres HR-équationnels i.e.
les polyedres possedant une triangularisation codée par un hypergraphe HR-équationnel, et
plus particulierement a chercher des solutions algorithmiques au probléeme de I’homéomorphisme
associé.

C’est une généralisation du probleme de l'isomorphisme qui, comme nous l’avons vu
précédemment, est décidable pour le cas des graphes HR-équationnels: un polyedre de di-
mension 1 est codé par un hypergraphe dont toutes les hyperarétes possedent exactement
deux sommets, i.e. un graphe. Par ailleur, par un procédé de contraction, effectif dans le
cas HR-équationnel, on peut transformer ce graphe de sorte qu’il ne posseéde aucune chaine
maximale de longueur finie supérieure a 1 constituée d’arétes ne contenant que des sommets
de degre 2; on fabrique ainsi un codage canonique. On montre alors que deux polyedres
de dimension 1 sont homéomorphes si et seulement si les graphes associés sont isomorphes.
Ainsi, le probléeme de 'homéomorphisme pour les polyedres HR-équationnels de dimension
1 est décidable.

Nous avons essentiellement étudié le cas des complexes simpliciaux qui sont des trian-
gularisations de variétés. Sachant que tout hypergraphe fini est HR-équationnel, tout com-
plexe simplicial fini est HR-équationnel; la notion de variété HR-équationnelle apparait alors
comme une généralisation des variétés compactes; elle s’insere de maniere d’autant plus sa-
tisfaisante que I’on montre que les surfaces pointées, i.e. une surface obtenue a partir d’une
surface compacte en lui retirant un nombre fini de points, sont HR-équationnelles; dans le

14.i.e. un arbre qui ne possede qu’'un nombre fini de sous-arbres a isomorphisme pres ou de fagon
équivalente, le développement d’un automate & nombre fini d’états; ce concept généralise aux arbres ce-
lui de suite ultimement périodique (voir chapitre 1).
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méme esprit, on montre aussi que toute variété hyperbolique de volume fini possede une
triangularisation HR-équationnelle. Notons bien qu'un hypergraphe HR-équationnel est en
général infini; et le polyedre qu’il code est en général non-compact.

Contributions
Surfaces

La premiere partie de notre travail concerne les surfaces HR-équationnelles sans bord,
i.e. les surfaces sans bord qui possedent des triangularisations codées par des hypergraphes
HR-équationnels. Nous avons pu montrer que dans ce cas, le probleme de 'homéomorphisme
est décidable. Ce résultat s’appuie sur deux points: d’une part sur le théoreme de classifi-
cation des surfaces non compactes sans bord, et d’autre part sur la notion de régularité
formalisée par le concept d’HR-équationnalité. Le théoreme de classification, d’abord énoncé
par Kérékjarto en 1923 et démontré complétement dans [Ric63], nous dit, essentiellement,
qu’'une surface non-compacte sans bord est caractérisée a homéomorphisme pres par, outre
son genre et son type d’orientabilité, [’espace de ses bouts, que 'on appelle aussi sa frontiére
tdéale. Le concept de bout formalise I'idée de “chemin a 'infini”; une droite, par exemple
a deux bouts, mais le plan n’en a qu'un seul, et un polyedre compact n’en a pas du tout
(cf. [AS60, Mas67] ou bien chapitre 2). Ce résultat n’a cependant rien d’effectif; le concept
de surface HR-équationnelle apporte une solution algorithmique au probléeme. Il formalise
une notion de régularité globale pour les surfaces non compactes dont nous donnerons deux
autres caractérisations sur lesquelles la construction de ’algorithme s’appuie : premierement
en termes de sommes connexes, et ensuite, en terme d’espace des bouts.

Le procédé de somme connexe consiste a recoller deux surfaces en découpant dans cha-
cune d’entre elles un disque et en recollant les bords restants entre eux. On montre que toute
surface compacte qui n’est pas une sphere est homéomorphe a une somme connexe de tores
et de plans projectifs (cf. figure 2.1.4 page 36, ou encore [Mas67]). Nous avons généralisé ce
concept au cas non compact par un procédé que nous avons batisé somme connexe arbores-
cente; il s’agit d’'une méthode de recollement de surface qui consiste a définir une surface
non-compacte de la facon suivante: on se donne une infinité de surfaces compactes sans
bord agencées selon les nceuds d’un arbre lui-méme infini; puis on les recolle entre elles
en faisant une somme connexe locale le long de chaque aréte de ’arbre. Une relecture de la
démonstration du théoreme de classification montre que les surfaces sans bord non-compactes
sont toutes obtenues par sommes connexes arborescentes de spheres, de tores et de plans pro-
jectifs. Ce résultat nous éclaire sur les différentes fagons de coder une surface non-compacte;
d’abord, en terme de triangularisation, cela montre que toute surface sans bord est codée par
un hypergraphe de largeur arborescente borné au sens de [RS84], et ce, indépendamment de
la surface en question. Ensuite, en terme de somme connexe, puisqu’il autorise le codage de
toute surface par un arbre, objet a priori plus simple qu'un hypergraphe. On montre alors
que les surfaces sans bord non-compactes HR-équationnelles sont les surfaces obtenues par
sommes connexes arborescentes sur des arbres réguliers. Ainsi, les grammaires de remplace-
ment d’hyperarcs décrivent les surfaces HR-équationnelles en termes de triangularisation, et
les arbres réguliers les décrivent en terme de sommes connexes arborescentes.

La seconde caractérisation porte sur I’espace des bouts, elle s’énonce en terme d’espaces
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de types finis au sens de Pierce (cf. [Pie72]). Un espace métrique de dimension 0 sera dit
de type fini au sens de Pierce si ’ensemble de ses sous-ensembles, muni des opérations
booléennes usuelles d’union, d’intersection, de complémentaire et d’ensemble vide, ainsi que
des opérations topologiques d’adérence et de dérivée, possede une sous-algebre de cardinal
fini; un tel espace est alors caractérisé a homéomorphisme pres par la plus petite sous-algebre
de ’ensemble de ses parties. En ces termes, les surfaces HR-équationnelles sont exactement
les surfaces dont les espaces de bouts sont des espaces de type fini au sens de [Pie72]. La
démontration de ce résultat est fondée sur un codage de I’espace des bouts d’une surface HR-
équationnelle par le langage des chemins infinis d’un arbre régulier; ce codage est ensuite
mis & profit au moyen d’une méthode initiée dans [Hea86] ou il est démontré que les espaces
de types finis au sens de [Pie72] sont exactement les clotures des langages rationnels.

Une surface non-compacte sans bord peut-étre définie en terme de triangularisation, en
terme de somme connexe arborescente ou encore en terme de frontiere idéale. Nous avons
caractérisé 'idée de régularité arborescente a ces trois niveaux; une surface HR-équationnelle
peut étre définie constructivement par une grammaire de remplacement d’hyperarc codant
une triangularisation, ou bien par un arbre régulier codant une somme connexe arborescente,
ou encore par une algebre de cardinal fini codant sa frontiere idéale. L’équivalence de ces
trois caractérisations conduit alors, par une démonstration constructive, a 1’élaboration d’un
algorithme pour décider si deux surfaces non-compactes sans bord HR-équationnelles sont
homéomorphes.

Par ailleurs, la caractérisation des surfaces sans bord HR-équationnelles en terme d’es-
paces de type finis nous a permis de construire des exemples de surfaces planaires sans bord
non HR-équationnelles. De fait, nous en avons construit beaucoup; nous montrerons en effet
que l’ensemble des classes d’homéomorphisme de surfaces planaires sans bord possede la
cardinalité du continu.

Nous avons ensuite cherché a étendre ce résultat au cas des surfaces a bord. A cet égard,
nous avons pu établir une extension du théoreme de classification au cas des surfaces planaires
a bord. Pour ce faire, nous avons été amenés a affiner 'invariant que constitue 'espace
des bouts en lui donnant une structure additionnelle qui consiste en une partition dont les
ensembles, appelés des fleurs, sont munis d’un ordre cyclique; cet espace de fleurs suffit alors
a caractériser une surface planaire a bord.

Variétés de dimension 3

Pour ce qui concerne la dimension 3, dans le but d’élaborer un algorithme de décision pour
le probleme de I’homéomorphisme, nous avons suivi la méthode algébrique liée au groupe
fondamental. Nous avons atteint une étape qui de notre point de vue est importante : 'idée
d’arborescence nous a conduit a définir une famille de 3-variétés non compactes qui sont
caractérisées, & homéomorphisme pres, par leurs groupes fondamentaux.

Il s’agit des 3-variétés hyperboliques arborescentes; ces variétés sont obtenues en recollant
une infinité de 3-variétés a bord compactes agencées selon les nceuds d’un arbre. Leurs struc-
tures hyperboliques sont conditionnées pour respecter I'idée de largeur arborescente adaptée
au cas des espaces métriques triangularisés®. La construction de ces variétés suit I'idée des
sommes connexes arborescentes; elles sont tres proches des variétés HR-équationnelles, a ceci
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pres qu’elles ne respectent pas comme ces dernieres de propriété de régularité globale. Les
variétés hyperboliques arborescentes sont caractérisées a isométrie pres par leurs groupes
fondamentaux. Pour démontrer cela, nous nous baserons essentiellement sur deux résultats
fondamentaux de la géométrie hyperbolique: le théoréeme de Sullivan [Sul79, Sul81] et le
théoreme de Thurston sur la compacité de ’espace de Teichmiiller des variétés compactes
de dimension 3 [Thu86]; le théoreme de Sullivan nous dit qu’il suffit de montrer que toute
équivalence d’homotopie entre deux variétés HR-équationnelles est homotope & une pseudo-
isométrie; nous utilisons le théoreme de Thurston pour établir un controle sur les longueurs
des chemins représentants des éléments du groupe fondamental appartenant a une famille
génératrice; ce qui nous permettra de fabriquer des pseudo-isométries. Nous ne développerons
pas ce point dans cette introduction ®.

Ce résultat conduit a 1’étude des propriétés algorithmiques des groupes fondamentaux
des variétés non-compactes HR-équationnelles. Une premiere remarque a ce propos est que
ces groupes ne sont généralement pas finiment présentés, ni méme finiment engendrés; ce
qui a priori pose un probléme du point de vue de D'effectivité. Nous montrerons comment
il est cependant possible de définir, pour de tels groupes, des présentations infinies mais
constructives, en ce sens qu’elles sont décrites en termes de langages rationnels, i.e. les
générateurs et les relateurs sont donnés sous forme de mots de langages rationnels.

L’HR-équationnalité se traduit a un niveau plus global par le fait que ces groupes sont
obtenus comme graphes infinis de groupes dont les supports sont des arbres infinis réguliers;
ainsi, un tel groupe peut s’obtenir en disposant une infinités de groupes de variétés compactes,
en nombre fini a isomorphisme pres, le long d’un arbre régulier; et de faire des produits
amalgamés le long des arétes de I’arbre. Cela donne un autre moyen de définir ces objets de
facon constructive. Notons que cette construction donne a penser qu’il est possible d’établir
un concept de forme normale pour les éléments du groupe fondamental d’une variété HR-
équationnelle; cela impliquerait la décidabilité du probleme du mot, voire du probleme de la
conjugaison.

Nous poursuivrons ensuite I’exploration du groupe fondamental dans le contexte des
variétés HR-équationnelles qui sont revétements réguliers de variétés compactes. Nous pour-
rons voir que dans ce cas, si le probleme du mot est décidable dans le groupe fondamental
de la variété compacte, alors il devient décidable dans le groupe fondamental de la variété
HR-équationnelle qui en constitue un revétement; c’est le cas par exemple s’il 'on a affaire
a des groupes automatiques [Eps88, ECH'92].

Par ailleurs, nous donnerons une caractérisation des revétements réguliers HR-équation-
nels en terme de groupes: ce sont exactement ceux dont le graphe de Schreier est le graphe de
Cayley d’un groupe virtuellement libre. La démonstration de cette équivalence nécessite de
conjuguer différentes méthodes issues de domaines a prior:i éloignés: nous utiliserons d’une
part les outils de la théorie des modeles et notamment un résultat profond selon lequel tout
graphe de largeur arborescente fini qui est définissable & isomorphisme pres par une formule
de la logique monadique du second ordre est HR-équationnel (cf. [Cou90b]). D’autre part,
nous utiliserons aussi les concepts de groupes context-free, de groupes automatiques et de
groupes hyperboliques au sens de Gromov, ainsi que le résultat de [Sén92] selon lequel tout
graphe deterministe automatique de largeur arborescente fini est HR-équationnel.



i bl

Graphes Automatiques

La derniere partie de ce mémoire traite des structures automatiques. Fort des résultats
algorithmiques obtenus pour ce qui concerne les complexes simpliciaux HR-équationnels, il
est naturel d’explorer les propriétés algorithmiques de complexes simpliciaux infinis décrits
par des méthodes constructives plus générales. C’est dans cet esprit que nous avons abordé
létude des graphes automatiques [BG00, CS, KN95, Pel97, Sén92].

Le principe des structures automatiques [KN95| consiste a considérer des structures re-
lationnelles dont les domaines sont donnés sous forme de langages rationnels et dont les
relations sont décrites par des automates. De fait, de multiples variations peuvent étre en-
visagées, comme par exemple, les structures automatiques basées sur des langages d’arbres
(voir [BGOO0]). La définition des relations laisse une grande liberté; on peut considérer de
fagon tres générale des relations rationnelles, des transducteurs équilibrés (cf. [Sén92]), ou
encore des automates lettres a lettres comme dans le cas des groupes automatiques.

Les graphes déterministes automatiques sont définissables a isomorphisme pres par des
formules de la logique monadique faible du second ordre (cf. [Sén92]). Ce résultat indique la
facon dont les graphes automatiques s’inserent dans la faune des graphes infinis: il montre
en effet que les graphes deterministes automatiques de largeur arborescente fini sont exac-
tement les graphes context-free au sens de [MS83, MS85| et donc, les graphes deterministes
HR-équationnels. Cela étant, un graphe automatique n’est généralement pas de largeur ar-
borescente finie. Ainsi, ce concept apparait comme une généralisation forte de celui d’"HR-
équationnalité.

Comme nous ’avons vu dans le cas des surfaces, le concept de bout est essentiel pour I’in-
vestigation du probleme de I’homéomorphisme. De fait, il constitue un critere classique pour
comprendre le comportement d’un graphe a l'infini. Il apparait donc raisonnable de chercher
une méthode constructive d’appréhender ’espace des bouts. Nous avons vu précédemment
que l'espace des bouts d’une surface HR-équationnelle peut étre codé par un langage ra-
tionnel; la situation dans le cas des graphes automatiques est beaucoup moins favorable: la
question de savoir si un graphe automatique possede un et un seul bout est indécidable. La
démonstration de ce résultat s’appuie sur deux notions: d’une part le graphe des configura-
tions d’'une machine de Turing, qui code ’ensemble des calculs d’une machine donnée, c’est
un graphe infini automatique, et d’autre part les machines de Turing auto-stabilisantes qui,
lors de leurs fonctionnements, controlent elles-méme la validité de leurs calculs. La preuve
du résultat cité ci-dessus résulte alors de l'analyse de propriétés géométriques globales du
graphe des configurations d’une machine de Turing autostabilisante '°.

Ce résultat s’applique a deux autres domaines: la théorie combinatoire des groupes et la
théorie des transformations de graphes.

D’une part, en vertu du théoréme de Stallings [Sta68] (cf. aussi [DD89]), le calcul effectif
du nombre de bouts intervient dans la recherche d’algorithmes pour décomposer les groupes
finiment présentés en produits amalgamés ou en HNN-extensions sur des groupes finis. Les
groupes automatiques, contiennent les groupe hyperboliques au sens de Gromov (cf. [Gro87,
CDP90, GAIH90]), et ces derniers contiennent les groupes context-free au sens de [MS83,
MS85]. Le Théoreme de Stallings a été rendu effectif pour le cas des groupes context-free

15. voir chapitre 4
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(cf. [Sén93, Sén96]'%); on montre que cet algorithme peut étre étendu au cas des groupes
hyperboliques au sens de Gromov; en effet, le nombre de bouts d’un tel groupe est calculable
(cf. [Ger99]). Par ailleurs, un logiciel a été développé pour calculer le nombre de bouts d’un
groupe automatique (cf. [CB, Hol]); cependant, il n’est pas prouvé qu’il s’arréte dans le cas
d’un groupe ne possedant qu’un seul bout; et identifier de fagon algorithmique les groupes
ne possédant qu’un seul bout demeure une question ouverte. De fait, le résultat cité plus
haut montre que s’il 'on abondonne 'hypothese de la structure de groupe, cette tache est
impossible.

D’autre part, ce résultat possede une interprétation significative en théorie des trans-
formations de graphes. Nous établirons un lien entre les structures automatiques et les
systemes de substitution de graphes, i.e. les D0L-systemes: toute suite de graphes finis
produite en itérant un D0L-systeme est exactement la suite des spheres d’'un graphe auto-
matique; la réciproque est vraie pour une large classe de graphes automatiques que nous
définirons par la suite. Il apparait alors que l’indécidabilité du probleme des bouts d’un
graphe automatique est équivalente a l'indécidabilité de la question de savoir si tous les
graphes d’une D0 L-suite sont connexes ou non. Ce résultat contribue a identifier la frontiere
de décidabilité du probleme de connexité en question puisque les DOL-systemes de graphes,
tels que nous les avons définis, émulent les grammaires de remplacement de sommets (cf.
[ER97, CER93, CE95]), pour lesquelles le probleme de la connexité est décidable.

16. voir aussi [MS83, MS85, FSS89] pour une étude algorithmique des groupes context-free
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Chapitre 1

Concepts de base

Ce chapitre est consacré a I'introduction aux concepts de base. D’abord, nous donnerons
une définition des complexes simpliciaux. Ensuite, nous définirons les grammaires de rem-
placement d’hyperarcs ainsi que les hypergraphes HR-équationnels; nous discuterons a ce
propos de I'idée de régularité arborescente. Enfin, nous introduirons le concept de polyedre
HR-équationnel, essentiel dans notre travail. Pour finir, nous définirons le concept de variété;
a cet égard, nous aborderons quelques questions algorithmiques préliminaires.

1.1 Polyedres HR-équationnels

1.1.1 Complexes simpliciaux, polyedres et hypergraphes

Le concept de compleze simplicial [FM97, HY61, Mas67, Rot88, RS72] consiste a fabriquer
des espaces topologiques appelés polyédres en recollant entre eux des segments, des triangles,
des tétraedres et plus généralement des simplezes, i.e. enveloppes convexes d’ensembles finis
de points indépendants dans un espace afine (cf. [Ber90]). Le recollement de deux simplexes
entre eux se fait, comme le dicte I'intuition, en identifiant deux de leurs faces. Ce que 1'on
appelle ici face d’'un simplexe généralise le concept commun : c’est I’enveloppe convexe d’un
sous-ensemble non vide de ses sommets. Par exemple, on peut recoller deux tétraedres en
identifiant deux de leurs faces triangulaires; mais on peut aussi les recoller simplement sur
des arétes ou méme sur des sommets. Ces recollements de simplexes se font selon l'idée la
plus simple et les cas pathologiques (cf. figure 1.1) ne sont pas considérés, de méme qu’on ne
recollera pas un simplexe sur lui méme. Notons que ce concept de recollement est purement
topologique et ne tient pas compte des propriétés métriques des simplexes: on considere en
effet que deux simplexes ayant le méme nombre de sommets sont des objets équivalents. Un
complexe simplicial est la donnée d’un polyedre muni d'une décomposition en simplexes. Une
telle décomposition est appelée une triangularisation. La structure combinatoire sous-jacente
est un hypergraphe non orienté, i.e. un couple (V, E) ou V est un ensemble de sommets et
E est un ensemble de parties finies de V, les éléments de E sont appelés les hyperarétes
[Ber73, Ber83, Ber87]. L’ensemble des sommets de cet hypergraphe non orienté est I'union
des ensembles de sommets de tous les simplexes du complexe simplicial en question quotientée
par la relation d’équivalence induite par les identifications de faces. Chaque simplexe est codé
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Exemples de recollements admis.

|

Exemples de recollements non-admi

Fi1G. 1.1: polyédres

par une hyperaréte qui est simplement ’ensemble des classes d’équivalence de ses sommets.

Définition 1 (Complexes simpliciaux)
Formellement, un complexe simplicial est un 3-uplet (K, H,{@e}ecr) 0U

e K est un espace topologique;

e H = (V,E) est un hypergraphe non-orienté; V est l’ensemble des sommets de H et E
son ensemble d’hyperarétes; les hyperarétes satisfont la propriété d’hérédité suivante :
toute partie non-vide d’une hyperaréte de H est aussi une hyperaréte de H;

e pour tout e € E, ¢, : 0. — K est un plongement, i.e. une application continue qui
est un homéomorphisme entre son domaine et son image, ou g, est un simplere dont
le nombre de sommets est égal au nombre d’éléments de e tel que pour toute paire
d’hyperarétes eq,es de E, 0o, (0e;) N pe,(0e,) €t €gale & Qeines(Teine,) St €1 MNes # g
et a I’ensemble vide sinon; et pour i =1, 2, %0;»1 O Qe e, €St un homéomorphisme entre
Oecine, €t une face de o;;

o K= {Jpeloe).

eclE
Un polyédre est un espace topologique pour lequel il existe un complexe simplicial dont il
est la premiére composante, un tel complexe simplicial est appelé une triangularisation
du polyédre en question. Une application continue d’un polyédre triangularisé! sur un autre
polyedre triangularisé sera dite simpliciale si ['image de tout simplexe est un simplexe de
meéme dimension.

1.i.e. un polyedre muni d’une triangularisation



Lo Lo + viLgL LSV ARV Y VLA A AL VAV LS

La donnée d’un hypergraphe définit de fagon naturelle un complexe simplicial, et donc un
polyedre. En effet, soit H = (V, E), un hypergraphe dont I’ensemble des hyperarétes satisfait
associe un simplexe o, dont toutes les arétes sont de longueur 1, i.e. un simplexe équilatéral
de coté 1, muni d’une bijection 7, entre les sommets de o, et les éléments de e; on choisit
les 0, deux a deux disjoints. On définit ensuite le recollement de tous ces simplexes: pour
ce faire, on considere pour toute face f de tout simplexe o, I'isométrie unique ¢y : f — oo
telle que pour tout sommet = de f, ¥;(x) = 7, ' o 7.(x), olt €’ est I'hyperaréte incluse dans
e qui est définie par les sommets de f via 7, i.e. ¢ = {7.(x) | x sommet def}. La famille
{ts} définit alors une relation d’équivalence sur | J, . 0. engendrée par cloture symétrique
et transitive par 'ensemble des couples de la forme (z,%y(x)). Le quotient de | J,.5 0 par
cette relation d’équivalence est par définition le polyedre associé a H. On peut vérifier que
cette construction définit un complexe simplicial. Le polyedre associé, que ’on notera |H|,
dépend du choix des o,; néanmoins, on montre que sa classe d’homéomorphisme en est
indépendante?. .

Une autre facon de construire un polyedre associé a H, homéomorphe au précédent,
consiste en la méthode suivante: Soit £2(R) l'espace des suites réelles de carré sommable;
soit (bn)n>o0 sa base hilbertienne canonique (b, = (nx)k>0). On se donne une injection 7 de
V' dans {b,|n > 0}. Pour chaque hyperaréte e de H, on considére o, I’ensemble de tous les
barycentres a coefficients positifs de {7(v) | v € e}. K est alors définit comme 'union de
tous les o,.

Un polyedre est ainsi une représentation topologique d’un hypergraphe non orienté. No-
tons que pour les complexes simpliciaux de dimension 1, on n’assemble que des sommets
et des segments. De tels objets sont codés par des hypergraphes dont les hyperarétes, a
la condition d’hérédité pres, sont simplement des paires de sommets; ce sont en fait des
graphes non-orientés. Ainsi les représentations graphiques usuelles des graphes non-orientés
n’évoquent rien d’autre que les polyedres associés.

1.1.2 Hypergraphes HR-équationnels

L’objet de ce mémoire est I’étude de propriétés algorithmiques de certains polyedres infi-
nis constructifs. Nous nous attacherons particulierement a étudier des polyedres donnés par
des triangularisations générées par des grammaires de graphes. Pour ce faire, nous avons be-
soin d’une structure d’hypergraphe plus riche que celle d’hypergraphe non orienté, ceci en vue
de définir avec rigueur une généralisation aux hypergraphes de I'opération de concaténation
de mots.

Suivant [Cou90b, Roz97], nous appellerons donc hypergraphe, ce qui en toute rigueur pour-
rait s’appeler multi-hypergraphe orienté, un 6-uplet (V, E, A, vert, lab, src) ou V est ’ensemble
au plus dénombrable des sommets; E est I’ensemble des hyperarcs; la relation d’adjacence
est codée par 'application vert : E — V* qui associe a chaque hyperarc une liste ordonnée
de sommets; la longueur de cette liste est appelée I'arité de I’hyperarc; les hyperarcs sont
étiquetés par des éléments de A qui est un ensemble de symboles; les étiquettes sont définies

2. Plus précisément, |H| n’est défini qu’a homéomorphisme simplicial pres
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par l'application lab: V U E — A; on distingue dans chaque hypergraphe une liste de som-
mets src € V* dont les éléments sont appelés les sources. Un sommet n’apparaissant pas
dans cette liste est dit interne. Le nombre de sources d’un hypergraphe est appelé son type.
Notons qu'un hypergraphe H = (V, E, A, vert, lab, src) définit trivialement un hypergraphe
non orienté dont I’ensemble des sommets est V' et I’ensemble des hyperarétes est défini par
vert; il définit donc aussi un complexe simplicial.

Un systéme déterministe de remplacement d’hyperarc est un ensemble {Hp}pep d’hyper-
graphes finis indicés sur un ensemble fini de symboles B. Un tel systéeme définit une trans-
formation d’hypergraphe consistant a remplacer chaque hyperarc étiqueté par un élément b
de B par ’hypergraphe correspondant Hy. Les sources de Hj sont alors recollées une a une
sur les sommets de I'hyperarc en question en respectant les ordres définis par src et vert.
Une telle transformation n’est possible que sur un hypergraphe étiqueté sur un ensemble A
contenant B tel que pour chacun de ses hyperarcs e dont I’étiquette est un élément b de
B, Darité de e est égale au type de Hp, et pour tout 7, son i-ieme sommet possede la méme
étiquette que la i-ieme source de H,. Les symboles de B sont dit non terminauzx, ceux de
A\ B sont dit terminauz. On appelle grammaire déterministe de remplacement d’hyperarcs
un couple (b, 0) ou 0 = {H,}ep est un systeme déterministe de remplacement d’hyperarc

et by est un élément de B appelé symbole initial.

Fic. 1.2: On donne ict un exemple de systéme déterministe de remplacement d’hyperarc
formé de deux hypergraphes Hy, et Hy, . L’ensemble de symboles d’étiquettes est {a, by, b1 };
les symboles non terminauz sont by et by. Les hyperarcs terminauz (i.e. étiquetés par a) sont
d’arité 2 et sont représentés par des fleches. Les hyperarcs non terminauz sont représentés
sous forme de croissants de lune. Hy, comporte deux sources (les sommets numérotés de 1 a
2), Hy, n’en a pas.

a

1 e
20

a
Hbl

Cette notion offre un moyen simple de génération d’hypergraphes infinis par récurrence.
Les itérations successives de la transformation d’hypergraphe associée a une grammaire
produisent une suite d’hypergraphes finis “emboités”. On définit les hypergraphes HR-
équationnels comme limites inductives de telles suites.

Définition 2 (Hypergraphes HR-équationnels) Un hypergraphe HR-équationnel
G est défini au moyen d’une grammaire déterministe de remplacement d’hyperarc (by,6). On
suppose que la transformation associée 4 0 = {Hy}pep est définie sur chaque Hy, i.e. pour tout
b € B, tout hyperarc e de Hy, étiqueté par un symbole non-terminal V', est d’arité égale au
type de Hy et pour tout i, son i-iéme sommet possede la méme étiquette que la i-iéme source
de Hy. On suppose aussi que les sources de chaque Hy sont deuz a deux distinctes. G est alors
défini de la facon suivante : soit (Gy)n>0 la suite d’hypergraphes définie par récurrence par
Go = Hy, et pour toutn > 0, G,y1 = 0(G,,) (pour un exemple, voir figure 1.8). Pour tout n >
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0, on considére [’hypergraphe én obtenu a partir de G, en supprimant les hyperarcs étiquetés
sur B, i.e. les hyperarcs non-terminauz. Pour tout n > 0, G, se plonge canoniquement dans
Gn+1 (pour un exemple, voir figure 1.4), soit i, : G, = Gp41 le plongement. | J i, induit alors
une relation d’équivalence sur |, Vg, UEg dont Uhypergraphe quotient est par définition

D LD LD

Ga

Go

F1G. 1.3: On montre ici les deux premiéres itérations de la transformation associée au systeme
présenté en figure 1.2. Gy est en fait Hy, (cf. définition 2); Gy (respectivement G5 ) est obtenu
& partir de Gy (respectivement G1) en recollant Hy, a la place de Uhyperarc non terminal
étiqueté par by. Pour alléger la figure, le symbole a n’est pas représenté.

CL e
i V/77 &

i2

S LSS

G

F1a. 1.4: Construction de I’hypergraphe HR-équationnel défini par le couple (by, { Hp,, Hp, })
ou Hy,, Hy, sont représentés en figure 1.2. On obtient une échelle infinie.

1.1.3 Arborescence et régularité

La notion d’hypergraphe HR-équationnel donne naissance a un concept de régularité dans
la classe des hypergraphes arborescents.
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Arborescence

Afin de préciser cette idée, nous avons besoin des notions de décomposition et de largeur
arborescente introduites dans [RS84] (voir aussi [Cou90b]). Une décomposition arborescente
d’un hypergraphe G est un couple (U, f) formé d’un arbre non orienté U et d’une application
f: Vy — 2%¢ tel que tout sommet de G appartient & I'image d’un des nceuds de U, i.e.
Vo = Uiey, f(9), 2V désigne 1'ensemble des parties de Vi; tout hyperarc de G a tous ses
sommets dans un f(7) pour au moins un i e Vy; si 4, j, k € Viy sont tels que j est sur le chemin
sans boucle unique connectant i et k, alors f(z) N f(k) C f(j); enfin, toutes les sources de G
appartiennent a un f(¢) pour au moins un i e Vy;. La largeur d’une telle décomposition est
par définition égale & max{card(f(:))|ie Vi } —1; la largeur arborescente d’un hypergraphe G
est la largeur minimale d’une décomposition arborescente de G. On dira d’un hypergraphe
infini qu’il est arborescent si sa largeur arborescente est finie. Les arbres sont arborescents,
leur largeur arborescente est de 1; la grille infinie par contre, est de largeur arborescente
infinie (cf. [RS84]).

Les hypergraphes HR-équationnels sont arborescents. Pour le voir, nous allons développer
une construction directe de ces hypergraphes empruntée a [Cou90b)]. Soit G un hypergraphe
HR-équationnel défini par une grammaire (by, #) ot by € B et = {Hp}pecp. Pour tout be B,
soit my le nombre d’hyperarcs non terminaux de Hy. Soit m le maximum des my,. Dans chaque
Hy,, on ordonne linéairement I’ensemble des hyperarcs non terminaux. Soit maintenant, pour
tout b € B, 'arbre T étiqueté sur B défini de facon inductive par les propriétés suivantes:
la racine de T} est étiquetée par b; un nceud de Ty étiqueté par b’ € B posseéde my fils et pour
7 =1,...,my son j-ieme fils est étiqueté par le méme symbole de B que le j-iéme hyperarc
non terminal de Hy . T}, est appelé I'arbre syntactique de symbole b associé a 6 (cf. figure 1.8).
On obtient G a partir de T}, de la fagon suivante: on associe a chaque nceud p de T, une
copie H de Hb ou b, est le symbole d’étiquette de p et Hb désigne I'hypergraphe obtenu
a partir de Hy, apres avoir supprlme tout ses hyperarcs non terminaux. La construction de

G se fait alors en recollant les Hb entre eux le long des arétes de Tj,. Si par exemple, u' est

le j-ieme fils de p, H w est recollé sur H a la place du j-ieme hyperarc non terminal. On
obtient finalement une décomposition arborescente (Ty,, f) en définissant pour tout nceud p
de Ty, : f(p) = Vg, - Cette décomposition est de largeur finie.

Par la suite, nous utiliserons aussi une notion plus forte que I’arborescence, basée sur
le concept de décomposition fortement arborescente. Une décomposition arborescente (U, f)
sera dite fortement arborescente si I'image par f de tout nceud de U engendre un sous-graphe
connexe. On vérifie que la notion de forte arborescence est strictement plus forte que celle
d’arborescence. Néanmoins, on montre que tout hypergraphe HR-équationnel est fortement
arborescent. Par ailleurs, cette notion possede une interprétation géométrique: Un graphe
connexe est fortement arborescent si et seulement si il est quasi-isométrique & un arbre?.

3. On appelle quasi-isométrie une application ¢ : X — Y d’un espace métrique dans un autre telle qu’il
existe deux réels X et c tels que pour tout z,z' € X : 1d(z,2') — ¢ < d(p(z), p(2')) < Ad(z,2') + ¢; une telle
application est dite quasi-surjective si pour tout point y de Y il existe un point = de X tel que d(p(x),y) < ¢;
dans ce cas, X et Y sont dits quasi-isométriques (pour plus de détails, cf. [GAIH90, Gro87, CDP90]).
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Régularité

La régularité annoncée plus haut provient du fait que I’arbre syntactique Tp, est un
arbre régulier [Cou83, Tho90] en ce sens qu’il ne possede qu’un nombre fini de sous-arbres a
isomorphisme pres: les T; pour be B (cf. figure 1.8). Un arbre régulier est un objet a priori
infini. Mais il est cependant décrit par une donnée finie: un multi-graphe orienté pointé fini,
i.e. un hypergraphe fini de type 1 dont les hyperarcs sont tous d’arité 2; 'unique source d’un
tel hypergraphe est souvent appelée sa racine. Le codage se fait de la fagon suivante : soit ¢ un
arbre étiqueté régulier. Notons que ¢ est nécessairement de degré borné; ’ordre défini entre
les fils d’'un noeud donné est décrit par un étiquetage des arcs de ¢. On considere le multi-
graphe orienté pointé I' dont les sommets sont les classes d’isomorphisme des sous-arbres de
t, étiquette d’'un sommet est celle de la racine du sous-arbre qui lui est associé; la racine de
I" est la classe d’isomorphisme de ¢ lui-méme; enfin, pour chaque classe de sous-arbre [t'] et
pour chaque fils z de la racine de ¢, on définit un arc dans I' qui connecte [t'] & [t;], ou ¢,
désigne le sous-arbre de t’ de racine z; on affecte cet arc de la méme étiquette que celle I'arc
connectant la racine de t' a x. Réciproquement, étant donné un multi-graphe orienté pointé
fini I' de racine vy dont les sommets sont étiquetés, on considére I'arbre régulier ¢ dont les
neceuds sont les chemins dans I' d’origine vy. L’étiquette d’un tel chemin sera définie comme
étant celle de son dernier sommet. Un chemin « sera le pére d’un chemin o' si et seulement
si « est préfixe de o et leurs longueurs different de 1; I'étiquette de I’arc connectant « a
o est celle du dernier arc emprunté par «o'. On vérifie facilement que ¢ est régulier; ¢ est
appelé le développement de I'. Le concept de multi-graphe orienté pointé fini allié a 'usage
que nous en faisons est tres proche de celui d’automate a nombre fini d’états. Néanmoins, la
notion d’état final n’est pas présente ici; de plus, nous considererons dans la suite des arbres
réguliers dont seulement les sommets sont étiquetés.

Notons que le concept de développement de graphe ou d’automate se rapproche de celui
de revétement de graphe. Soit I' un graphe connexe, par revétement de I' nous entendons un
couple (I',p) ou I' est un graphe connexe et p : I' — I' est un homomorphisme surjectif tel
que pour tout couple (7,v) € Vx x V¢ avec p(0) = v, le sous-graphe de I formé du sommet
v et des arcs qui le contiennent s’applique isomorphiquement par p sur le sous-graphe de I'
formé du sommet v et des arcs qui le contiennent?*. Un revétement (T, p) sera dit universel
si tout revément de I" lui est isomorphe. On montre que le revétement universel d’un graphe
fini est un graphe orienté connexe sans cycles qui est fortement régulier en ce sens que
I’action de son groupe d’automorphisme sur I’ensemble de ses sommets possede un nombre
fini d’orbites; a peu de choses pres, on peut dire que c’est un arbre régulier. La réciproque
est fausse; cependant, on montre que le concept de développement d’'un multi-graphe fini
pointé coincide avec celui de revément universel si I'on affaiblit la définition des revétements
comme suit : nous appellerons revétement sortant d’un graphe connexe I' tout couple (I, p)
ot T est un graphe connexe et p : [ — T est un homomorphisme surjectif tel que pour
tout couple (9,v) € Vz x V¢ avec p(¥) = v, le sous-graphe de I' formé du sommet ¥ et de
ses arcs sortants, i.e. les arcs dont il est 1’origine, s’applique isomorphiquement par p sur le

sous-graphe de ' formé du sommet v et de ses arcs sortants; cette notion est étudiée dans
[Sak99].

4. Cette définition differe légerement de celle des 1-revétements qui est usuelle en théorie des graphes.
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Cette régularité confere aux hypergraphes HR-équationnels des propriétés algorithmiques
importantes. Pour donner a cette remarque un sens plus précis, il nous est nécessaire d’in-
troduire le langage de la logique monadique du second ordre (pour une définition rigoureuse,
voir page 97, ou bien [Gur85, Tho, Cou90a, Cou97|; pour une initiation a la logique en
informatique théorique, voir [LdR96)). Il s’agit des formules logiques ayant trait aux hyper-
graphes dont les quantifications ne se font que sur des ensembles de sommets ou d’hyperarcs.
Ces formules utilisent des variables, qui prennent pour valeurs des ensembles de sommets
ou d’hyperarcs; elles sont construites, a ’aide des connecteurs logiques habituels, a partir
de formules élémentaires exprimant 1’adjacence et les étiquettes. Un résultat fondamental
de [Cou89], qui généralise [MS83, MS85], est que I'on peut décider de fagon effective si un
hypergraphe HR-équationnel donné satisfait une propriété exprimée par une formule donnée
de la logique monadique du second ordre. Notons que ce résultat tire ses racines dans [Rab69)]
ol le concept de régularité évoqué plus haut est utilisé pour démontrer la décidabilité de la
logique monadique du second ordre des arbres. Les conséquences en matiere de décidabilité
sont importantes. La connexité par exemple, est exprimable en logique monadique du se-
cond ordre (cf. [Cou89] ou bien chapitre 3); il existe donc un algorithme pour décider si
un hypergraphe HR-équationnel est connexe. Cette méthode conduit aussi a une solution
algorithmique au probléme de l'isomorphisme des hypergraphes HR-équationnels [Cou90b].
En effet, la classe d’isomorphisme d’un hypergraphe HR-équationnel est caractérisée par une
formule monadique du second ordre que I'on peut construire de fagon effective. Ainsi, on
peut décider si deux hypergraphes HR-équationnels sont isomorphes en testant si I'un satis-
fait la formule caractérisant 'autre & isomorphisme pres. Ce résultat est essentiel pour nous:
restreint au cas des graphes, il montre que le probleme de 'homéomorphisme des complexes
simpliciaux HR-équationnels de dimension 1 est décidable.

1.1.4 Polyedres HR-équationnels

Définition 3 (Polyedres HR-equationnels)
On dira d’un complexe simplicial qu’il est HR-€équationnel si son hypergraphe est HR-équationnel.
De méme, un polyedre sera dit HR-équationnel s’il posséde une triangularisation HR-équationnelle.

Comme tout hypergraphe fini est HR-équationnel [Cou89], on a immédiatement le résultat
suivant :

Proposition 1.1.1 (Complexe simpliciaux finis)
Tout complexe simplicial fini est HR-équationnel. En particulier, toute variété topologique
compacte de dimension inférieure ou égale a a 3 posséde une triangularisation HR-équationnelle.

Exemple 1.1.1 (La Spheére a cornes)
La surface non compacte sous-jacente a la célebre “Sphere a corne” (cf. [HY61]) est une
sphere privée d’un ensemble de Cantor. Elle posseéde une triangularisation HR-équationnelle.
Cette surface, non compacte, peut étre en effet représentée comme la surface d’un arbre
binaire infini complet 1égerement épaissi. Ce point de vue permet de mettre en évidence une
décomposition réguliére en paires de pantalons (cf. figure 1.5). Cette décomposition conduit
a la génération d’une triangularisation par une grammaire de remplacement d’hyperarcs.
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Une paire de pantalons peut étre obtenue comme recollement de triangles, i.e. un complexe
simplicial de dimension 2 (cf. figure 1.6). Et cette triangularisation est elle-méme codée par
un hypergraphe. On obtient donc une triangularisation de la sphere privée d’un ensemble
de Cantor en recollant une infinité de copies de cet hypergraphe. C’est la régularité de ce
recollement qui lui permet d’étre codé par une grammaire de remplacement d’hyperarcs
présentée dans les figures 1.7 et 1.9.

F1G. 1.5: La spheére privée d’un ensemble de Cantor peut étre représentée comme la surface
d’un arbre binaire infini complet légérement épaissi.

1.2 Variétés

Le travail exposé dans ce mémoire concerne essentiellement le cas des variétés topologiques
[BG87, Mas67, Rot88, Thu97]. Ce sont des polyedres connexes “localement simples”, en
ceci que chacun de leurs points possede un voisinage homéomorphe a R", pour un entier
naturel n fixé appelé la dimension de la variété. Nous étudierons également le cas des variétés
a bord, i.e. les polyedres dont chaque point possede un voisinage homéomorphe a R" ou
bien & un demi-espace fermé {z = (z1,...,z,) € R* | 2, > 0}. Les variétés de dimension
2 sont des objets familiers: ce sont les surfaces; le plan, la sphére ou encore le tore en
sont des exemples classiques. Ils se généralisent en dimension n quelconque en considérant,
respectivement I’espace R”, la n-sphére S™ = {z € R"*! | ||z||s = 1} et le tore de dimension
n que 'on peut définir comme le produit cartésien de n cercles S' x ... x S*. Notons que les
exemples 1.1.1 et 1.2.1 décrivent respectivement des variétés non compactes de dimension 2
et 3.

Tous les exemples évoqués ci-dessus sont des polyedres HR-équationnels; la n-sphere et
le tore de dimension n sont HR-équationnels, comme d’ailleurs toutes les variétés compactes
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F1G. 1.6: Triangularisation d’une paire de pantalons: on obtient une paire de pantalons (i.e.
une sphére privée de trois disques ouverts disjoints) en recollant entre eux 11 triangles.

H,,
Fic. 1.7: La grammaire présentée ici permet de générer une triangularisation de la spheére
privée d’un ensemble de Cantor. Le systéeme associé est formé de deuz hypergraphes Hy, et
Hy, . Hy, comporte trois sommets et deux hyperarcs terminaux d’arité 3. Les hyperarcs de Hy,,
qui sont d’arité 3, forment la triangularisation d’une paire de pantalons (cf. figure 1.6). Les
symboles non terminaux n’apparaissent pas dans la figure. On peut vérifier que [’hypergraphe
HR-équationnel défini par (by, { Hy,, Hp, }) code une triangularisation de la sphére privée d’un
ensemble de Cantor.
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Fi1G. 1.8: Arbres syntactiques associés a la grammaire présentée dans la figure 1.7.

F1c. 1.9: Génération de la triangularisation de la sphére privée d’un ensemble de Cantor par
le systéme présenté dans la figure 1.7.
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en dimension inférieure ou égale a 3 (voir note de bas de page n° 6 page 3). En effet, une
variété compacte peut étre triangularisée par un complexe simplicial fini [Thu97| qui, par
la proposition 1.1.1 est HR-équationnel. L’espace R" quant a lui, peut étre découpé en une
infinité de couches sphériques épaisses R" = J,vo{z € R* | n < ||z||2 < n + 1}. Exceptée la
premiere qui n’est autre que la boule B? de R, chacune de ces couches est homéomorphe
a{r e R" | 1< |z|l2 < 2}. Cest une variété a bord que I'on peut triangulariser par un
complexe simplicial fini. Ainsi, on obtient une triangularisation de I’espace R" en recollant
linéairement une infinité de complexes simpliciaux isomorphes. Ce recollement peut étre codé
par une grammaire de remplacement d’hyperarcs.

Exemple 1.2.1 (Variété de Whitehead Whs [Whi35, McM62])

Considérons M la variété de dimension 3 a bord présenté en figure 1.10. Son bord est
constitué de deux tores de dimension 2; 'un forme la surface extérieure, on le note 77; 'autre
est creusé dans la matiere & 'intérieur, notons le T5. 17 et 15 sont des surfaces compactes
homéomorphes, soit ¢ : T} — T3 un homéomorphisme.

Fic. 1.10: M est obtenue a partir d’un tore plein en creusant a l'intérieur un tunnel en
forme de tore noué.

Soient My, My, ..., M,, ... une infinité de copies deux a deux disjointes de M et M, un
tore plein. Soient 77, Ty les deux composantes du bord de M, et T} la surface extérieure de
M. TP et T, sont homéomorphes, ce sont des tores. Soit g : 7Y — T, un homéomorphisme.
Pour tout n > 1, ¢ définit un homéomorphisme ¢, : T — To*'; cet homéomorphisme
induit une relation d’équivalence entre 77 et To'"' qui peut étre vue comme une facon de
recoller M,, a l'intérieur de M, ;. L’idée consiste alors a recoller M, a l'intérieur de M,
suivant g, puis M; a 'intérieur de M, etc. La réunion de tous les M, quotientée par la
réunion de toutes les relations d’équivalence définies par les ¢, est la variété de Whitehead
Whs.

De méme que dans ’exemple précédent, la régularité de ce procédé de recollement auto-
rise la construction d’une triangularisation de Whs par remplacement d’hyperarc. On com-
mence par triangulariser M, i.e. la décomposer en tétraedres. Cette décomposition induit
une décomposition de T} et de T en triangles. Quitte a subdiviser certains tétraedres, on
peut supposer que les triangularisations de T} et 75 sont isomorphes, et que ¢ est simpliciale.
Cette décomposition de M en tétraedres donne lieu a un hypergraphe H; les sources de H
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sont définies comme étant les sommets de la triangularisation de 75 dans un ordre arbitraire.
C’est a partir de H que I'on construit le systeme de remplacement d’hyperarc. Pour ce faire,
on ajoute a H un hyperarc non terminal connectant tous les sommets de la triangularisation
de 77, 'ordre de cette connection doit respecter 1’ordre des sources de H i.e. les sommets
de T5 relativement a l'isomorphisme induit par ¢, qui identifie les triangularisations de T}
et T,. Cet hyperarc non terminal code le recollement d’une copie de H sur H lui-méme. On
établit ainsi la récurrence de la construction de la triangularisation de Whs. L’hypergraphe
initial codera une triangularisation du tore plein Mj,. On obtient un sytéeme constitué de
deux symboles non terminaux dont 'un est le symbole initial. Il génére une triangularisation
de Whs. La décomposition de M en tétraedres est plutot fastidieuse et ne sera pas détaillée
ici.

Par une méthode similaire, on peut montrer que le complémentaire du collier d’Antoine
(cf. [HY61]) dans S® posseéde lui aussi une triangularisation HR-équationnelle.

Dans cette partie, nous allons montrer que ’on peut décider de facon effective si un
polyedre HR-équationnel de dimension au plus 3 donné par une grammaire est une variété.

Nous avons vu dans la section précédente, page 22, qu’il existe un algorithme pour décider
si un hypergraphe HR-équationnel est connexe. Il s’en suit que la connexité d’un polyedre
HR-équationnel est décidable. D’autre part, un hypergraphe HR-équationnel est de degré
infini ou bien de degré uniformément borné [Cou90b]; de plus, ce degré est calculable. Nous
ne nous intéresserons pas aux hypergraphes de degré infini; ces derniers codent des com-
plexes simpliciaux définissant des polyedres qui ne sont pas localement compacts; et nous
considererons ici ce cas comme pathologique. Ainsi, dans la suite, nous ne nous intéresserons
qu’aux polyedres connexes localement compacts et donc aux hypergraphes HR-équationnels
connexes de degré fini.

Le lemme suivant fait partie du folklore de la théorie des grammaires de remplacement
d’hyperarcs.

Lemme 1.2.1

Soit (by, { Hy}vep) une grammaire définissant un hypergraphe HR-équationnel G conneze de
degré fini. Alors il existe une grammaire (by, {H}}vep) définissant G tel que quelque soit
be B :

o les sommets connectés par un hyperarc non terminal de H} sont deux a deuz distincts;
e les hyperarcs non terminaux de H} ne contiennent pas de source;
e deuz hyperarcs non terminaux de Hj distincts n’ont pas de sommets en commun;

o ['hypergraphe obtenu a partir de Hy en supprimant les hyperarcs non terminauzr est
conneze.

Preuve.

e Soit e un hyperarc non terminal de H, et v un sommet apparaissant plusieurs fois dans
verty, (e). Soient iy, .., les positions de v dans verty, (e). Soit b. le symbole d’étiquette de e.
On définit un nouveau symbole non terminal b, ainsi quun nouvel hypergraphe Hy que 'on
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obtient a partir de Hj, en identifiant les sources d’indices %1, .., 7. Le recollement codé par e
de Hy, sur H, est en fait un recollement de Hy, . On remplace donc e par un nouvel hyperarc
e’ qui code le recollement de Hy sur H,, dans lequel v n’apparait maintenant qu'une seule
fois. Durant cette opération, on ne crée pas de nouvelle source dans H,, . Par conséquent,
en répétant ’opération, le nombre de nouveaux hypergraphes construits est borné. On itere
donc cette opération jusqu’a ce que le systéme satisfasse le premier point, ce qui sera le cas
au bout d’un temps fini.

e Soit e un hyperarc non terminal de H, contenant une source s de H,. Quitte a simplement
éliminer Hy du systéme, on peut supposer qu’il est utilisé pour la construction de GG. L’hyper-
graphe G, produit par la grammaire (b, #) dont I'axiome est b au lieu de by et ot @ = {Hj }pe s,
est de degré fini. Par conséquent, il existe ks > 0 tel que tous les hyperarcs terminaux de Gy
contenant s sont déja dans 6% (Hy,), le k,-iéme itéré de 0 sur H,. Supposons que s appartienne
encore & un hyperarc non terminal de 6% (H,). Cet hyperarc code le recollement de I'un des
hypergraphes du systéme, disons Hy sur 6%:(H,). Dans ce recollement, s est identifié & une
source s’ de Hy qui n’appartient a aucun hyperarc terminal. En fait, quelque soit n > 0,
aucun hyperarc terminal ne connecte s’ a4 0"(Hy). s’ donne donc naissance & un sommet
isolé de Gy . Ce dernier est inutile, on peut le supprimer, et retirer s de tout hyperarc non
terminal de 6™ (Hy ) qui est étiqueté par b'.

e La deuxieme condition étant satisfaite, la troisieme devient facile. Il suffit en effet de
remplacer chaque H, par 0(H,).

e (G est connexe par hypothese; on peut donc supposer que chaque G, pour b € B est aussi
connexe. En effet, si G n’est pas connexe, on peut séparer ses composantes en plusieur hyper-
graphes et leurs attribuer a chacun un nouveau symbole non terminal. Sous cette hypothese,
chacun des Hy est connexe. Notons Hj I'hypergraphe obtenu a partir de Hy en supprimant
les hyperarcs non terminaux. Supposaons que H;, n’est pas connexe. Comme G} 'est, pour n;
assez grand, toutes les sources de ™ (H,) appartiennent a la méme composante connexe de
6™ (Hp) que l'on note Cjy. Soient Ky, ..., Ky, les composantes connexes de 6™ (Hj) \ Cp. On
commence par remplacer H, par Cy, dans le systéme 6, et ce, pour tout b € B (les sources de
Hy, sont exactement celles de Cj, relativement au plongement canonique). On crée ensuite de
nouveaux symboles non terminaux by, ..., bpy, qui serviront a coder le recollement des K, sur
Cy. A cet effet, on ajoute & Cj de nouveaux hyperarcs ey, ..., ep, étiquetés respectivement
par les by, ..., byr,. On ajoute au systeme 6 les nouveaux hypergraphes Hp,. = Kj;. On omet

le détail de la définition des sources de ces hypergraphes. Il se peut cependant que ﬁb,,j ne
soit pas encore connexe; il suffit alors de remplacer chacun de ces hyperarcs non terminaux
par I'hypergraphe correspondant donné par notre grammaire (i.e. un Cp).
O

Nous aurons ensuite besoin des notions de lien et d’étoile d'un simplexe d’un complexe
simplicial [FM97, HY61, Mas67, Rot88, RS72] : soit S un complexe simplicial et s un simplexe
de S. L’étoile de o dans S est par définition le sous-complexe de S formé de tous les simplexes
de S dont o est une face ainsi que toutes leurs faces; on la note St(c). Le lien de o est le
sous-complexe simplicial de St(c) formé de tous les simplexes disjoints de ¢ ainsi que toutes
leurs faces; on le note Lk(o). Par extension, on parle aussi de 1’étoile et du lien d’un sommet
ou d’un hyperarc d’un hypergraphe.

Proposition 1.2.1
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1l existe un algorithme pour décider si un polyedre HR-équationnel est une variété de dimen-
ston 1,2 ou 3.

Preuve. On consideére un polyedre défini par un hypergraphe HR-équationnel GG, connexe
de degré fini, donné par une grammaire (bg,6) ou @ = {H,}pep, satisfaisant les conditions
du lemme 1.2.1. L’idée consiste a vérifier que le voisinage de chaque point possede la forme
requise; ce qui se fait, suivant le critere 3.2.5 de [Thu97], en s’assurant que le lien de chaque
simplexe o de G est une spheére de dimension n — dim(o) — 1 ot n vaut 2 ou 3 suivant que
I’on veut démontrer que G code une surface ou une variété de dimension 3. Le cas n = 1 est
facile: les seules variétés de dimension 1 sont le cercle et la droite.

L’idée consiste a modifier les H, de telle sorte qu'un voisinage de chaque simplexe de G
apparaisse déja dans I'un d’eux. On commence par remplacer chaque H, par 6%(Hy); ceci
nous assure que le voisinage de chaque sommet et de chaque hyperarc de G est totalement
représenté dans I'un des Hy; précisément : il existe une application f : VoUEg — U, Vi, UEH,
associant a chaque sommet de G un sommet interne de I'un des Hj, et a chaque hyperarc
de GG un hyperarc terminal de 'un des H, ne contenant aucune de source et n’ayant pas de
sommet en commun avec un hyperarc non terminal, telle que, si o désigne un élément de
Ve U Eg, I'étoile de o dans G soit isomorphe a celle de f(o) dans H, ou Hy, est ’hypergraphe
obtenu a partir de H, en supprimant les hyperarcs non terminaux.

Il suffit de vérifier que pour tout élément interne o € Vi, U Ey,, Lk(o) est soit un cercle,
soit une sphere suivant la valeur de la dimension de o et la valeur de n relativement au
critére évoqué plus haut. Il est clair que 1’extraction de Lk(o) peut se faire de fagon effective.
Vérifier que c’est un cercle, s’il y a lieu, est facile. Si 'on doit vérifier que c’est une sphere,
on fait simplement appel & la caractéristique d’Euler (cf. introduction ou bien [Mas67])°.

O

5.au vu de l'algorithme de [Rub95] pour reconnaitre la sphere S3, on peut étendre ce résultat a la
dimension 4.
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Chapitre 2

Surfaces HR-équationnelles

Ce chapitre aborde I’étude du cas des surfaces. Dans un premier temps, nous ferons
une relecture, dans un esprit constructif, du résultat de classification des surfaces sans bord
non compactes, en vue de le transformer en un résultat effectif. Cela nous conduira notam-
ment a coder les surfaces sans bord non compactes par des arbres. Dans ce contexte, nous
étudierons la notion de régularité arborescente, incarnée par les surfaces non compactes HR-
équationnelles, et nous en donnerons plusieurs caractérisations a divers niveaux: En termes
de triangularisations, en termes de sommes connexes et en termes de frontiere idéale. Cette
notion permettra alors la mise au point d’un algorithme pour décider de I’lhoméomorphisme
de deux surfaces sans bord non compactes HR-équationnelles.

Par ailleurs, nous donnerons une méthode de construction de surfaces non HR-équa-
tionnelles; cela nous conduira a démontrer que I’ensemble des classes d’homéomorphisme de
surfaces non compactes sans bord possede la puissance du continu.

Dans un troisieme temps, nous aborderons le probleme pour le cas des surfaces a bord.
A cet égard, nous généraliserons le théoreme de classification au cas des surfaces planaires
a bord non compactes; pour ce faire, il est nécessaire d’affiner la structure de la frontiere
idéale en la partitionnant en sous-ensembles appelés fleurs, caractérisés en termes de courbes
plongées dans la surface. Le cas général des surfaces a bord reste quant-a-lui tres mystérieux.

2.1 Surfaces non compactes sans bord et arborescence

2.1.1 Notion de bout

Le concept de bout [AS60, Hal64, MS85] est une formalisation de I'idée de “chemin vers
I'infini” dans les objets non compacts, tels que les graphes infinis par exemple.

Soit K un polyedre connexe localement compact. Nous appellerons région de K tout
ouvert connexe non vide. Nous dirons qu'une région de K est bornée si son adhérence est
compacte. On considere les suites emboitées Py O P; D ... D P, D ... de régions non bornées
de K telles que quelque soit & > 0, la frontiere de P, i.e. P,NP;°, soit compacte et pour toute
région bornée A, P,nA = ¢ pour k suffisamment grand. On définit une relation d’équivalence
sur I'ensemble de ces suites en convenant que (Py)g et (Pf), sont équivalentes si et seulement
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si pour tout k£ > 0, il existe k' tel que P, C Py et vice versa.

Définition 4
Une classe d’équivalence relativement a cette relation est appelée un bout. L’ensemble des
bouts de K est noté B(K).

Par abus de langage, nous parlerons souvent des bouts d’un hypergraphe infini de degré
fini, faisant en fait référence aux bouts du polyedre associé. Dans ce cas, on peut définir
les bouts de facon peut-étre plus intuitive: soit G, un hypergraphe infini connexe de degré
fini, et vg un sommet de GG. On considere les branches infinies partant de vy, i.e. les chemins
infinis vov;...vg... de G tels que d(vg,vy) croit strictement avec k et donc tend vers l'infini.
Nous conviendrons que deux branches infinies sont équivalentes si elles restent connectées
dans le complémentaire de toute boule centrée en vy.

Il existe alors une bijection canonique entre I’ensemble des classes d’équivalence de
branches infinies et I’ensemble des bouts de G; pour la construire, il nous faut aupara-
vant fixer quelques notations. On considere la famille &l = {U;};c; des sous-graphes de G qui
sont les composantes connexes des complémentaires des boules centrées en vy. Notons que
pour toute paire U;, Uy d’éléments de LU, U; N Uy est égale a @, U; ou bien Uy. On montre
que tout bout p peut étre représenté par une suite emboitée (U;, )r>1 d’éléments de 4 telle
que pour tout k, U;, est une composante connexe du complémentaire de la boule centrée en
vy de rayon k — 1; cette suite est unique. On associe a p une branche infinie définie de la
facon suivante: soit, pour tout k£, un sommet wy de U;,, situé a distance k exactement de
wg; on choisit un chemin minimal oy, le connectant & wy. On définit maintenant une branche
infini @ = vyv vy ... par induction, par un raisonnement type “lemme de Koenig” : comme
les ay; sont en nombre infini et que G est de degré borné, il existe au moins un sommet v; a
distance 1 de vy par lequel passe une infinité d’a4; on élimine tous les oy qui ne passent pas
par v;. Il existe alors un sommet v9 a distance 2 de vy par lequel passent une infinité d’oy;
on élimine alors tous les oy, ne passant pas par vy. Les oy restants sont alors en nombre infini
et passent tous par vy, v; et vy ils permettent alors de choisir v3, un sommet a distance 3
de vy par lequel une infinité d’entre eux passent, etc. On montre que la classe d’équivalence
de a ne dépend pas du choix des v, c’est par définition I'image de p. La bijectivité de cette
correspondance est omise.

Notons que le concept de bout est topologique et non métrique. Par exemple, une grille
infinie n’a qu’un seul bout; en effet, le complémentaire de toute boule est connexe. Il en est
de méme de ’hypergraphe HR-équationnel présenté en figure 1.4.

L’ensemble des bouts B(K) est muni d’une topologie naturelle. Pour toute région U de
frontiere compacte, on note U* I’ensemble des bouts de K représentés par les suites emboitées
de régions (P,), telles que P, C U pour n suffisamment grand. Dans le cas des hypergraphes,
U* est 'ensemble des bouts représentés par les branches qui sont ultimement dans U. La
topologie de B(K) est alors définie en prenant pour base d’ouverts ’ensemble des U*. B(K)
muni de cette topologie est appelée la frontiére idéale de K. Dans le cas des hypergraphes,
en conservant les notations précédentes, on montre que la famille {U;};cr constitue déja une
base pour la topologie de la frontiere idéale.

Nous énumérons les propriétés classiques de B(K) sans démonstration. La premiere est
que B(K) est métrisable (cf. [HY61, théoreme 2.48]); en fait, on peut le plonger dans l'es-
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pace de Cantor, lui-méme sous-espace de l'intervalle fermé unité [0, 1] de R. Ensuite, c’est
un espace compact (cf. [AS60]). Le terme de frontiére provient du fait qu’il réalise une com-
pactification de K. En effet, on munit K uB(K) de la topologie définie en prenant pour base
d’ouverts 1’ensemble des parties de la forme U u U* ou U est une région de K de frontiere
compacte. K u B(K) devient alors un espace compact dans lequel K est plongé. Ainsi, le
concept de bout s’apparente & celui de “point a I'infini”; notons que la compactification de
K par sa frontiere idéale est plus fine que la vénérable compactification d’Alexandroff qui
consiste & ajouter un seul point & l'infini. Enfin, B(K) est de dimension zéro, i.e. chacun de
ses points posséde une base de voisinages ouverts de frontiéres vides (cf. [AS60, HW41]).

2.1.2 Théoreme de Kerékjart6-Richards

Comme dans le cas des surfaces compactes, la classification des surfaces non compactes
sans bord s’appuie sur les notions de genre et d’orientabilité. Soit S une surface non compacte
sans bord. S est dite de genre k € N si elle contient une région bornée A de genre k telle
que S\ A soit planaire. Si un tel entier k£ n’existe pas, S est dite de genre infini. De la méme
maniere, S est dite finiment non orientable si elle contient une région bornée A non orientable
telle que S \ A soit orientable; si une telle région n’existe pas, S est dite infiniment non-
orientable. Une surface finiment non-orientable est dite de type pair (resp. de type impair)
de non-orientabilité si toute région suffisamment grande est de genre pair (resp. de genre
impair).

Si le genre et l'orientabilité suffisent a classifier les surfaces compactes, il n’en est pas
de méme dans le cas non-compact; il faut aussi considérer le comportement des surfaces a
Pinfini. Soit p un bout de S représenté par une suite emboitée de régions (Py)i; p est dit
planaire (resp. orientable) si P, est planaire (resp. orientable) pour n suffisamment grand. On
note B'(S) (resp. B"(S)) '’ensemble des bouts non planaires (resp. non orientables). B'(S)
et B"(S) sont compacts (cf. [AS60]) et trivialement, B"(S) C B'(S).

Fic. 2.1: Surface de genre 1 a deux bouts planaires :

@

Fi1a. 2.2: Surface de genre infini a deux bouts orientables non planaires :

N N N N
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Théoréme 1 (Kerékjarté-Richards [Mas67, Ric63]) Soient S; et Sy deux surfaces non

compactes sans bord de méme caractéristiques d’orientabilité et de genre. S1 et Sy sont alors

homéomorphes si et seulement si il existe un homéomorphisme f : (B(Sy), B'(S1), B"(S1)) —
(B(S2), B'(Ss), B"(S2)), i.e. un homéomorphisme entre B(S1) et B(S,) échangeant B'(S;)

avec B'(Sy) et B"(S1) avec B"(Sz).

2.1.3 Bouts, langages de mots infinis, arbres

Nous allons voir dans cette partie comment la notion de frontiere idéale s’apparente a
celle de frontiére d’un langage au sens de [BN80]. Ce point de vue constitue le premier pas
vers un codage constructif de la frontiere idéale en vue de rendre le théoreme de classification
effectif.

La frontiere d’'un langage L C A*, ol A est un alphabet fini, est ’ensemble FrL C A% des
mots infinis sur A, dont tout préfixe est préfixe d’au moins un mot de L. De facon équivalente,
Fr L est la frontiere de L comme partie de A* u A relativement a la topologie usuelle. En
particulier, FrL hérite d’une topologie, et en fait d’une métrique, en tant que partie de A*uA“
lui-méme espace métrique. Considérons maintenant ’arbre ¢;, dont les nceuds sont les préfixes
des mots de L. Fr L est alors canoniquement homéomorphe a I’espace des branches infinies
de tr, que l'on note path(tr). Rappelons que I'on munit ’ensemble des branches infinies
d’un arbre d’une métrique en prenant pour distance entre deux branches données 'inverse
d’une exponentielle de la longueur de leur partie commune. Réciproquement, 1’espace des
branches infinies d'un arbre de degré borné est toujours la frontiere d’un langage. En effet,
on associe une lettre différente a chaque fils d’'un nceud donné; chaque nceud définit alors un
mot et la frontiere du langage défini par ’ensemble des nceuds est 1’ensemble des mots infinis
codés par les branches infinies de I'arbre. Cette discussion nous permet de voir le résultat
suivant comme une interprétation en terme de bout de la notion de frontiere d’un langage,
et réciproquement.

Lemme 2.1.1 L’espace des branches infinies d’un arbre est homéomorphe a sa frontiere
idéale.

Preuve. 11 suffit pour voir cela de considérer la définition des bouts d’un graphe infini a ’aide
des branches infinies et de constater que dans un arbre, deux branches infinies distinctes ne
sont jamais équivalentes.

O

Ce résultat peut se généraliser au cas des hypergraphes arborescents i.e. de largeur arbores-
cente bornée. Si GG est un hypergraphe arborescent, on peut trouver une décomposition
arborescente (U, f) de largeur bornée telle que la frontiere idéale de U et de G soient
homéomorphes. Nous ne développerons pas cette idée ici.

En fait, on a le résultat suivant :

Proposition 2.1.1 Soit X un espace de Hausdorff (cf. [HY61]), les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) X est la frontiére idéale d’un polyédre localement compact.
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(ii) X est un espace métriqgue compact de dimension zéro.

(iii) X est homéomorphe a l’espace des chemins infinis d’un arbre de degré borné.
(iv) X est homéomorphe a la frontiére idéale d’un arbre de degré borné.

(v) X est homéomorphe a la frontiére d’un langage.

Preuve. (i) = (1) résume les propriétés classiques qui ont été énoncées dans la définition de
la frontiere idéale.

La démonstration de (i7) = (4i7) consiste en une interprétation en terme d’arbres de [HY61,
théoreme 2.95]. Par [HY61, théoreme 2.94], si X désigne un espace métrique compact de
dimension zéro, il existe alors une suite de recouvrements finis Uy, Ui, ... , Uy, ... ou chaque U,
est une collection d’ouverts-fermés (en anglais “clopen”) deux & deux disjoints, de diamétres
inférieurs a 1/k tels que Uy, est un raffinement de Uy pour tout k& > 0, i.e. tout ouvert-
fermé de Uy, est totalement inclus dans un ouvert-fermé de Uy. Soient Uy o, Uy 1, ... ;Ukn,
les éléments de Uy; on peut supposer que Uy = {X }. Quitte a introduire des recouvrements
intermédiaires, on peut considérer que les n sont bornés. Considérons alors I'arbre tx dont
les nceuds sont les Uy, et dont les arcs sont définis par la relation d’inclusion: Uy » est
fils de Uiy si et seulement si k' = k+ 1 et Uy p C Ugyg. On définit un homéomorphisme
¢ : X — path(tx) de la fagon suivante: pour x € X, on définit {(z) comme étant le chemin
infini Uy Uy ¢, Us g, --.Ug g, --- OU pour tout k, € € [0, ng| est 'unique indice tel que = € Uy, -
On vérifie que ¢ définit une bijection. En effet, comme le diametre des Uy, converge vers
0 lorsque k£ tend vers l'infini et que X est complet, on peut définir I'image réciproque d’'un
chemin Uy Ui ¢, Usy,-..Uky,... de tx comme étant I'unique élément de (), Uy, . Enfin, pour
ce qui concerne la bi-continuité, comme X est compact, il suffit de vérifier la continuité, ce
qui est facile en remarquant que la famille des Uy, forme une base pour la topologie de X.

(174) < (iv) est un cas particulier du lemme 2.1.1; (7i7) < (v) a déja été discuté précédemment;
enfin, on a trivialement (iv) = (7).

O

2.1.4 Sommes connexes arborescentes

Toute surface compacte sans bord non homéomorphe a la sphere peut étre obtenue en
recollant entre elles un nombre fini de surfaces homéomorphes au tore ou au plan projectif
(cf. [Mas67]); la sphere, le tore et le plan projectif sont ainsi les briques élémentaires a partir
desquelles sont construites toutes les surfaces compactes sans bord. Nous allons voir dans
cette partie par quel procédé elles permettent en fait de construire toutes les surfaces non
compactes sans bord.

L’idée de recollement de surface est formalisée par le concept de somme connexe (cf.
[Mas67]). La somme connexe de deux surfaces consiste & découper un disque dans chacune
d’entre elles, puis de les recoller sur les bords restants (voir figure 2.1.4). On montre que la
classe d’homéomorphisme de la surface ainsi obtenue ne dépend ni du choix des disques que
I’on découpe, ni du recollement. Notons que dans un contexte topologique, nous ne ferons
pas de distinction entre une surface et sa classe d’homéomorphisme; nous nous autoriserons
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par exemple a dire qu’une surface est la somme connexe de deux autres. Cette opération

F1G. 2.3: La somme connere de deuz surfaces Sy et Sy est définie de la fagon suivante : soient
D et Dy, deur disques plongés respectivement dans Sy et So; on considere les surfaces Sy el
Sy, obtenues a partir de S1 et Sy en leurs retirant les intérieurs de Dy et de Dy. La somme
conneze de S7 et Sg est alors définie comme étant la surface obtenue en identifiant les bords
de D1 et Dy. Bien sur, cette surface dépend du choix de D, et de Do, mais pas sa classe
d’homéomorphisme. On montre que toute surface compacte sans bord distincte de la sphére
est homéomorphe 4 une somme connexe de tores et de plans projectifs (cf. [Mas67]).

de somme connexe, qui est en fait définie sur ’ensemble des classes d’homéomorphisme de
surfaces, confere a I’ensemble des classe d’homéomorphisme de surfaces compactes sans bord
une structure relativement simple : ¢c’est un monoide commutatif finiment présenté dont une
présentation est: (¢, p | tp = pt, p*> = tp); I’élément neutre représente la sphere, ¢, le tore
et p, le plan projectif. On peut donner un ensemble de représentants sous la forme suivante :
{t"p™ | n € N, m = 0,1,2}; notons que n et m sont respectivement le genre et le type
d’orientabilité.

Le théoreme 1 montre que la frontiere idéale d’'une surface est un invariant essentiel
de sa structure topologique. Nous avons vu dans la partie 2.1.3 comment décrire cette
frontiere idéale en termes d’arbre. Ces considérations conduisent au fait que toute surface
peut étre représentée sous forme arborescente. Afin de formaliser cette idée nous introduisons
le concept de somme connexe arborescente. Construire une surface non compacte par somme
connexe arborescente consiste a se donner une infinité de surfaces compactes agencées selon
les nceuds d’un arbre infini, puis de les recoller deux a deux le long des arétes de ’arbre en
question.

Formellement, on se donne un arbre ¢ de degré fini muni d’une application 7 qui associe
a chaque noeud de ¢ une surface compacte sans bord. Pour tout couple de noeuds (w,w’)
de t tel que w est le pére de w', on se donne un plongement fy v : D — 7(w) du disque
unité D = {z € R? | ||z]|]2 < 1} dans la surface associée & w. Puis pour tout nceud w'’
distinct de la racine, on se donne un autre plongement p, : D — 7(w'). On suppose que les
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images de tous ces plongements sont deux a deux disjointes. Pour tout nceud w, on considere

o

maintenant la surface, notée 7(w), obtenue & partir de 7(w) en découpant les f,, (D) avec

o

w' fils de w, et p, (D) si w est distinct de la racine (D désigne l'intérieur de D). Soit alors R
la relation d’équivalence sur K = |J, 7(w) engendrée par les couples (z, ') tels qu'il existe
z € S' = Fr(D), w,w' des noeuds de t avec w pere de w' tels que £ = [y, 4 (2) et 2’ = py (2).

Définition 5 La somme connexe arborescente définie part, notée 3(t), est alors définie
comme étant le quotient K/R. On montre que la classe d’homéomorphisme de 3(t) ne dépend
pas des choiz des fy ., ni de ceuz des py.

On code les bouts de X(t) par les branches infinies de ¢: pour toute branche infinie
a = (wg)k>0 € path(t), on définit b(cr) comme étant le bout de 3(t) définie par les régions P
formées par le recollement des surfaces compactes associées au nceuds de ,,, , le sous-arbre de
t de racine wy. En reprenant les idées de la proposition 2.1.1, on obtient le résultat suivant :

Lemme 2.1.2 On reprend les notations de la construction précédente. Soient :

e path'(t) C path(t) lensemble des branches infinies (wy)k>o telles qu’il existe des indices
k aussi grands que l’on veut tels que T(wy) ne soit pas planaire.

e path”(t) C path(t) I’ensemble des branches infinies (wy)k>o telles qu’il existe des indices
k aussi grands que l’on veut tels que T(wy) ne soit pas orientable.

Alorsb : (path(t), path'(t), path” (t)) — (B(2(t)), B'(X(t)), B"(%(t))) est un homéomorphisme.
Le résultat suivant consiste en une relecture des résultats de [Ric63].

Lemme 2.1.3

Soit X un espace métrique compact de dimension zéro. Soient X" C X' deux fermés de X. I
ezxiste alors une surface non compacte sans bord S obtenue par somme conneze arborescente
de sphéres, de tores et de plan projectifs, telle que (B(S), B(S)', B(S)") est homéomorphe a
(X, X', X").

Preuve. Considérons I’arbre tx construit dans la démonstration de la proposition 2.1.1. Rap-
pelons que c’est un arbre de degré borné. Conformément aux notations de cette démonstration,
¢ désigne I’lhoméomorphisme canonique entre X et ’espace des branches infinies de ¢x. Pour
tout nceud w de tx, par abus de notation, on désigne par (~'(w) I’ensemble des points
xz € X tels que ((z) est un chemin passant par w. On définit une somme connexe arbores-
cente d’arbre tx dont I'application 7 est définie comme suit. Pour tout nceud w de tx :

e si ('(w)N X" # ¢ alors 7(w) est un plan projectif.
o si ("M w)NX' #get (THw)NX" =g alors 7(w) est un tore.

e si (7' (w)N X" = ¢ alors 7(w) est une sphere.
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On vérifie que bo ¢ : (X, X', X") — (B(X(t)), B'(X(t)), B"(X(t))) est un homéomorphisme,
notons que pour ce faire, ’hypotheése de fermeture sur X’ et X" est essentielle.
O

Théoreme 2
Toute surface sans bord est une somme connexe arborescente de sphere, de tore et de plan
projectifs.

Preuve. Soit S une surface sans bord. Si, S est compacte, c’est une sphere ou bien une somme
connexe de tores et de plans projectifs; dans ce cas on choisit ¢ fini et sa forme ne compte
pas. Si S est non compacte, le lemme 2.1.3 fournit une surface S; définie par somme connexe
arborescente de spheres, de tores et de plans projectifs telle que (B(S;), B'(S1), B"(S1)) est
homéomorphe a (B(S), B'(S), B"(S)); si S est de genre fini ou finiment non-orientable, on
colle a la racine de ’arbre définissant S; un arbre fini codant une surface compacte de méme
caractéristiques de genre et d’orientabilité que S. On conclut en appliquant le théoreme 1.
O

Question :

(Systémes de réécritures de termes et homéomorphismes de surfaces)

Nous avons vu page 36 que les surfaces compactes sans bord sont décrites par des mots sur un
alphabet a deuzx lettres. Notons que le langage de représentants des classes d’homéomorphisme,
ie. {t"p™ | n € N, m = 0,1,2}, que nous avons donné est un langage rationnel. En fait,
on peut montrer que ces représentants sont les formes normales d’un systéme de réécriture
noethérien confluent. Le théoréme précédent généralise cette idée en ceci que toute surface,
compacte ou non, est codée par un arbre dont les neeuds sont étiquetés sur un alphabet de
trois lettres. L’homémorphisme des surfaces définit donc une relation d’équivalence sur [’en-
semble de ces arbres. Nous posons le probleme qui consiste a déterminer si cette relation
d’équivalence peut étre engendrée par un systéme fini de réécriture de termes. Notons qu’un
tel systéme permettrait, s’il était nethérien et confluent, de mettre en oeuvre un algorithme
élégant pour résoudre le probleme de [’homéomorphisme.

2.2 Régularité arborescente, algorithme

2.2.1 Surfaces HR-équationnelles et sommes connexes arbores-
centes

Une somme connexe arborescente n’est définie qu’a homéomorphisme pres. Ainsi, au
lieu d’attacher des surfaces compactes aux nceuds de 'arbre qui la définit, il est en réalité
plus naturel de leurs attacher des classes d’homéomorphisme de surfaces compactes sans
bord. En considérant la classification des surfaces compactes sans bord, on peut donc définir
des sommes connexes arborescentes a partir d’arbres dont chaque nceud est étiqueté par
un entier: le genre ainsi qu’un symbole parmi trois qui code les différents types relatifs
a lorientabilité : orientable, non-orientable de type pair et non-orientable de type impair.
Notons que I'on peut coder ces deux parametres a 1’aide d’un seul entier dont par exemple la
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classe modulo 3 donnerait le type d’orientabilité et le quotient donnerait le genre. C’est sur
ces considérations que nous donnons la définition suivante qui propose un nouveau concept
de régularité pour une surface non-compacte sans bord.

Définition 6 Nous dirons d’une somme connezxe arborescente qu’elle est réguliére si elle
est effectuée sur un arbre régulier.

Comme les surfaces HR-équationnelles, les surfaces définies par sommes connexes arbo-
rescentes régulieres peuvent étre définies de facon constructive: une telle surface est par
définition codée par un arbre régulier qui lui-méme est codé par un multi-graphe orienté
pointé fini. Notons que dans ce cas, les arcs n’ont pas besoin d’étre étiquetés.

La démonstration de la proposition suivante consiste en différents découpages de tri-
angularisations. Pour ce type de procédés, nous avons besoin des concepts de subdivision
barycentrique (cf. [HY61]) et de voisinage régulier (cf. [RS72, Hem76]).

Soit ¢ un simplexe de sommets s, s1, .., S,, rappelons que les s; sont affinement indépen-
dants et que o est leur enveloppe convexe. Un autre point de vue consiste a dire que o est
I’ensemble des points dont les coordonnées barycentriques par rapport aux x; sont toutes po-
sitives ou nulles. Soient f1, ..., fan+1 1, les faces de o; on les identifie avec les parties non vides
de {so, s1, .., Sn}. Soit f; le barycentre de f;. Soit ¥ le complexe simplicial dont les sommets
dont les fZ et dont les simplexes sont les enveloppes convexes des parties { fio, fil, o fzn} avec
fio G fiy & ... & fi,. ¥ est appelé la subdivision barycentrique de o. La subdivision d’un
complexe simplicial quelconque consiste a subdiviser tous ses simplexes.

? ji f>
30 g fo ‘Wﬁ
fa /
S1 fl
S3 fS

fo

2

i
S1 fl

S0 fO

Fi1G. 2.4: Subdivision barycentrique

La notion de voisinage régulier est apparue pour la premiére fois dans [Whi39], on trouvera
des approches modernes dans [RS72, Hem76]. Soit K un complexe simplicial, o un simplexe
de K et 7 une face de o de dimension dim o—1 qui n’appartient a aucun autre simplexe de K.
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Le complexe simplicial obtenu a partir de K en lui retirant o et 7 est dit étre obtenu a partir
de K par effondrement élémentaire. Si L est un complexe simplicial obtenu a partir de K
par une séquence finie d’effondrements élémentaires, on dit que K s’effondre en L, ce qui est
noté K N\, L. Remarquons que |L| est un rétract par déformation de K (cf. [Hem76, RS72]).
Supposons maintenant que K soit un complexe simplicial dont le polyedre |K | est une variété
de dimension n; soit L un sous-complexe de T'. On appelle voisinage régqulier de L dans K
toute sous-variété de |K| de la forme |K;| ou K; est un sous-complexe de K avec K; \ L.
Notons que |K;| n’est pas nécessairement un voisinage de |L| au sens usuel du terme.

Lemme 2.2.1
Soient K un complexe simplicial et L un sous-complezxe fini de T. Soient K" et L" les double
subdivisions barycentriques de T et L,

Soit N(L",K")= U {7 | T est une face d’un simpleze de K" interceptant o}
O-ELII

alors |N(L",T")| est un voisinage régulier de L" dans K".

Voir [Whi39, Hem76, RS72] pour la démonstration de ce lemme.

Lemme 2.2.2 La subdivision barycentrique d’un complexe simplicial HR-équationnel est
HR-équationnelle.

Preuve. 11 suffit de subdiviser chaque hyperarc terminal.
O

Proposition 2.2.1 Une surface sans bord est HR-équationnelle si et seulement si c¢’est une
somme connexe arborescente réquliere.

Preuve. (<) :

Soit S une surface définie a homéomorphisme preés comme somme connexe arborescente
sur un arbre régulier ¢. On suppose que t est lui-méme défini comme le développement
d’un multi-graphe orienté pointé (I',v9) dont les sommets sont étiquetés par des classes
d’homéomorphisme de surfaces compactes sans bord. Pour chaque v € Vi, on considére un
hypergraphe H,, codant une triangularisation d’une surface associée a v. Pour chaque v # vy,
on découpe un disque dans H, dont les sommets seront les sources de H,. Puis, pour chaque
arc e de I', on découpe un disque dans H,, ou v est l'origine de e, et on recolle a la place
un hyperarc non-terminal étiqueté par v', ou v’ est I'extrémité de e. Tout les disques que
I’on découpe doivent étre disjoints, pour cela, on remplacera au besoin H, par sa subdivision
barycentrique. On obtient finalement une grammaire de remplacement d’hyperarc qui définit
une triangularisation de S.

(=):
Soit une surface HR-équationnelle S définie par une grammaire © = (by, { Hy}sep). On peut
supposer que O satisfait les conditions du lemme 1.2.1.
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On peut transformer © de telle sorte que chaque I;Tb soit la triangularisation d’une surface
@ bord. (Rappelons que H,, désigne une copie de Hy a laquelle on a retiré tous les hyperacs
non-terminaux.

On commence par remplacer la triangularisation de S par sa double subdivision bary-
centrique, cela facilite les découpages. On note encore © la grammaire associée. Il faut
transformer © de telle sorte que chacun des sommets de chaque Hj, possede un voisinage
homéomorphe a un disque ou bien un demi-disque. Considérons donc un H, ainsi qu’un de
ses sommets .

Si x n’appartient pas a un hyperarc non-terminal et n’est pas une source, alors tous les
hyperarcs terminaux formant un voisinage de x dans S sont déja dans H,. Comme S est une
surface, ce voisinage est homéomorphe a un disque.

Si = est une source, alors il doit étre recollé sur un sommet x’ appartenant & un hyperarc
non-terminal dans I'un des Hy. Si z ne possede pas de voisinage homéomorphe a un disque
ou bien un demi-disque, alors il en est de méme pour z’. C’est le cas suivant.

Supposons donc que x appartienne a un hyperarc non-terminal de Hj, et qu’il ne possede pas
de voisinage homéomorphe a un disque ou bien un demi-disque. Par le lemme 1.2.1, il n’y a
qu’un seul Hy qui doit étre recollé sur z. Soit s’ la source de Hy qui doit étre identifiée &
x. Considérons les triangles, i.e. les hyperarc terminaux d’arité 3, de Hy contenant s’. Nous
allons les retirer de Hy et les recoller autour de x dans Hp, ainsi que dans tout autre Hy:
contenant un hyperarc non-terminal étiqueté par b’. Ensuite, on supprimera s'. Apres cette
opération, z aura un voisinage homéomorphe a un disque dans H,. Soit 7" un de ces triangles;
rappelons que nous considérons la double subdivision barycentrique de la triangularisation
originale de S. Les sommets créés durant le processus de subdivision ont tous des bons
voisinages, s’ n’en fait donc pas partie. C’est par contre le cas des deux autres sommets a’
et b’ de T' (cf. figure). Apres la suppression de 7", pour ajuster le recollement de Hy, ils

deviennent des sources. Notons que I'un d’eux pouvait déja en étre une. On vérifie facilement
qu’ils ont des bons voisinages dans Hy \T". Le détail de cette opération étant plus complexe
que difficile, il est omis ici.

e On peut transformer © de telle sorte que les sources d’un Hy sont les sommets d’au plus
une composante du bord de |Hy|.



et ~ALLL AL L L LVULLS & MY iLbL LAWY A8V Y VLA AVL VLV LSS INS

Considérons le sous-hypergraphe Fy de Hj, formé par les sources de Hy, et les hyperarcs d’arité
2 les connectant entre elles, i.e. les cotés des triangles connectant deux sources. Notons
d’abord que le point précédent implique que |Fp| est une union de courbes simples fermées
deux a deux disjointes. Notre but ici consiste a transformer O de telle sorte que chaque Fj;
ne comporte qu’'une seule courbe. Supposons donc que Fy contienne au moins deux courbes
disjointes c¢;_et cy. Grace au lemme 1.2.1, on peut supposer que Hj est connexe; soit o un
chemin de H, connectant ¢; et ¢y (cf. figure). Soit K un voisinage régulier de ¢; U a U ¢y

Hy

dans ﬁb. K est homéomorphe a une paire de pantalons, ¢; et ¢, forment deux composantes
de sa frontiére, soit ¢ la troisieme (voir figure). L’idée consiste a retirer K de H,, remplacer
les sommets de ¢; et de ¢y dans la liste des sources de Hj, par les sommets de ¢, et enfin,
recoller K a la place de chaque hyperarc étiqueté par b dans ©. A chaque recollement de
K, on adjoint un nouvel hyperarc étiqueté par b qui code le recollement du nouvel H, sur
c. Nous ne developperons pas le détail de ces opérations ici (cf. [Ly99]). Finalement, nous
avons fait décroitre le nombre de composantes de Fj, on conclut par récurrence.

On construit maintenant un multi-graphe orienté pointé I' codant I'arbre régulier relatif
a une somme connexe arborescente définissant S. L’ensemble des sommets de T' est B,
I’ensemble des indices des Hy; la racine de I' est by; I’ensemble des arcs de ' est en bijection
avec I'union des ensembles d’hyperarcs non-terminaux des Hy, il est défini comme suit : pour
chaque b € B et chaque hyperarc non-terminal e de Hp, on définit un arc dans I' d’origine
b et d’extrémité o', ou b’ est I'étiquette de e. Il reste a associer une surface compacte sans
bord a chaque sommet de I': pour tout b € B = Vp, on considere la surface, en fait sa
classe d’homéomorphisme, obtenue en recollant un disque sur chaque composante du bord
de |Hy|. On vérifie que I' définit un arbre régulier qui définit a son tour par somme connexe
arborescente une surface homéomorphe a S.
O

2.2.2 Espaces de dimension zéro de types finis
Théoreme de Pierce

Dans cette partie, X désigne un espace métrique compact de dimension 0. Pour toute
partie A de X, on note A" C A sa dérivée topologique, i.e. ’ensemble de ses points d’accu-
mulation.

Définition 7 ([Pie72])
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On muni l’ensemble des parties de X, noté 2%, des opérations booléennes usuelles U, N et .¢,

des opération d’arité 1 d’adhérence topologique ~ et de dérivée topologique ., et de l’opération
d’arité nulle g. Sa plus petite sous-algébre, notée (X)), est appelée I’algébre booléenne
topologique de X. Notons qu’elle est engendrée par g. Si SM(X) est de cardinal fini, X est
dit de type fini.

Soit 4 une sous algebre de 2%. On appelle atome de 4 tout élément a € Y tel que pour
tout b € U, b C a implique b = a ou bien b = g@.

Lemme 2.2.3 ([Pie72])

On suppose que X est de type fini. Soit 4 une sous-algébre finie de 2%. On suppose que 81 est
engendrée par ses éléments fermés. Il existe alors une suite finie emboitée g = Ag C A C
. C Ay C A, =X d’éléments fermés de U telle que pour tout i € [0,n— 1], a; = Ajy1\ A;
est un atome de 1.

Pour la démonstration de ce lemme, le lecteur est renvoyé a [Pie72]. Le théoréme 3 est
basé sur une classification des formes que peuvent prendre les a;. Nous n’en donnerons pas
de démonstration; néanmoins, nous allons regarder de plus pres cette classification qui nous
sera utile par la suite.

D’abord, ay = A; est un atome fermé; il est donc compact et d’autre part aj = ¢ ou bien
[
CI,O —_ 0,0.

Si ay = ¢, i.e. tout point de gy est isolé, alors, comme il est compact, ay est un ensemble
fini.

Si af = ay, i.e. ag est parfait, alors ag est homéomorphe & I'espace de Cantor (cf. [HY61]).

Regardons maintenant les a; pour ¢ > 0. Si a; est un fermé, nous sommes dans le cas
précédent. Supposons donc que a; C a;; en particulier a; n’est pas compact.

-

Si af = @, alors a; est un ensemble discret dénombrable.

Si aj = ay, alors a; peut-étre décomposé en une union dénombrable d’espaces de Cantor
deux a deux disjoints (cf. [Pie72]).

Théoréme 3 ([Pie72])

Sotent X et'Y deuz espaces métriques compacts de dimension 0 de types finis. Soient A
et B deur sous-algébres finies de 2% et de 2¥ respectivement, satisfaisant les hypothéses du
lemme 2.2.3. Soit p : A — B un isomorphisme tel que pour tout atome p € A de cardinal
fini, card(p(p)) = card(p). Alors il existe un homéomorphisme o : X —'Y qui induit p.

Espaces de types finis et arbres réguliers

Les résultats de cette partie sont tirés en substance de [Hea86] ou ils sont traités dans
le contexte des langages reconnaissables de mots infinis; nous les formulons ici en terme
d’arbres réguliers. Soit [I' un multi-graphe orienté pointé fini comme celui que nous avons
construit dans la preuve de la proposition 2.2.1; I" code un arbre régulier ¢. Nous allons voir
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dans cette partie que ’espace des bouts de t est de type fini au sens de la définition 7, et
que de plus il y existe un moyen effectif de calculer son algebre topologique booléenne.

Rappelons que ’espace des bouts B(t) de ¢ est canoniquement homéomorphe a ’espace
path(t) de ses chemins infinis partant de la racine. On considére I’homomorphisme surjectif
canonique! p : t — T'; puis pour tout v € Vr: In(v) = {a € path(t) | card(VoNp~t(v)) = No},
i.e. 'ensemble des chemins infinis de ¢ dont les images par p passent infiniment souvent par
v. Avant d’aller plus loin, on modifie 1égerement I' afin d’éliminer certains cas pathologiques.
Pour cela, on supprime les sommets de I' distincts de la racine dont les images par In
sont vides; de tels sommets n’ont pas d’incidence sur I’ensemble des bouts de ¢. Lorsqu’on
supprime de cette fagcon un sommet v, on supprime aussi les arcs auxquel il appartient; et
pour tout couple de tels arcs e, e’ ol v est a la fois 'extrémité de e et l'origine de €', on
ajoute a I' un arc dont l'origine est l'origine de e et Pextrémité est 'extrémité de e'. Le
graphe obtenu sera noté I' et tous ses sommets sont en quelques sortes significatifs pour
comprendre la structure de la frontiere idéale de t.

On étend trivialement In aux parties de Vr: pour toute partie Y C Vi, on pose In(Y) =
Upey In(v). On veut que cette opération préserve les opérations booléennes; on a facilement
In(¢) = 0, In(Vr) = path(t) et In(Y1UY3) = In(Y1)UIn(Y3); mais on a seulement In(Y;NYs) C
In(Y7) N In(Y3). On restreint donc In a un certain type de parties de Vi appelées parties
cohérentes, i.e. les Y C Vi telles que pour toute paire de sommets de Vi mutuellement
accessibles p,q € Vr onap,q € Y ou bien p,q ¢ Y. Une partie cohérente de I" est simplement
une union de composantes fortement connexes. L’ensemble des parties cohérentes de V- est
noté Cr. Pour toute paire Y7, Y, de parties cohérentes de V-, on a maintenant In(Y; NY,) =
In(Y1) N In(Y2) et In(YY) = In(Y1)°. On s’intéresse maintenant aux opérations de dérivée et
d’adhérence topologique : on définit deux opérateurs sur I’ensemble des parties cohérentes :

o YX =1y eV |Y est accessible & partir de v}.

e YV = {v €Y |il existe au moins deux circuits distincts dans Y accessibles & partir de v }.

On vérifie facilement que In(YX) = In(Y) et In(Y?) = In(Y)' (cf. [Hea86]). €r, muni des
opérations booléennes usuelles et de .X et .P, est une algebre finie. On obtient finalement le
résultat suivant :

Lemme 2.2.4 ([Hea86])
In: (Cp,u,n, . g, K P)— (209 U N, ¢ g, 7, ) est un morphisme d’algébre.

On montre facilement que In est injective sur I’ensemble des parties cohérentes; il s’en suit
que (€r,U,N, ¢ @, K .P) est une copie isomorphe d’une sous-algébre de 2P*"(*). De plus,
elle est de cardinal fini; on a donc le résultat suivant :

Proposition 2.2.2 ([Hea86])
Si t est un arbre régulier alors path(t) et donc B(t) sont des espaces de type fini.

Notons que les opérations .X et .” sont calculables; ainsi, ’existence de ce morphisme va

nous permettre de calculer des sous-algebres finies de path(t) et donc de B(t).

1. Le revétement
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2.2.3 Régularité arborescente, algorithme

Soit S une surface sans bord HR-équationnelle. Les démonstrations du lemme 1.2.1 et de
la proposition 2.2.1 sont constructives et fournissent une méthode effective pour calculer un
multi-graphe ['g orienté pointé codant un arbre régulier £ définissant a son tour une somme
connexe arborescente définissant S. Le lemme 2.2.4 montre alors comment calculer des sous-
algebres finies de path(ts) et donc de B(S). En considérant le théoreme 1 de classification
des surfaces et le théoreme 3, on aboutit alors a un algorithme pour décider si deux surfaces
sans bord HR-équationnelles sont homéomorphes ou non.

Rappelons que les sommets de ['g sont étiquetés par des classes d’homéomorphisme de
surfaces compactes. Soit N C V¢ (resp. O C Vr) la plus petite partie cohérente de Vi
contenant tous les sommets associés a des surfaces non orientables (resp. orientable de genre
supérieur & un). Soit b : (path(ts), path' (ts), path”(ts)) — (B(X(ts)), B'(X(ts)), B"(X(ts)))
comme introduit dans le lemme 2.1.2. On vérifie facilement que b(In(N)) = B"(X(ts)) et
b(In(N U O)) = B'(X(ts)).

Théoreme 4
Soit S une surface sans bord. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) S est HR-équationnelle.

(ii) S est une somme connexe arborescente réguliére.

(iii) La sous-algebre de 259 engendrée par {B'(S), B"(S)} est de cardinal fini.
De plus ces équivalences sont constructives.

Preuve. (i) < (ii) est simplement la proposition 2.2.1.

(ii) = (iii): on calcule la sous-algeébre de €r engendrée par N et O. Par le lemme 2.2.4,
elle est isomorphe & la sous-algebre de 22(%) engendrée par {B'(S), B"(S)}, qui donc est de
cardinal fini.

(iii) = (ii): soient X" C X' C X des espaces métrique compacts de dimension 0 tels
que la sous-algebre i de 2% engendée par {X’ X"} est de cardinal fini. On considére la
décomposition de U en éléments fermés donnée par le lemme 2.2.3: ¢ = Ay C A; C ... C
A,-1 C A, = B(S) ou pour tout i € [0,n — 1], a; = A;11\ A; est un atome de 4. On
montre par récurrence sur n que l’on peut alors calculer un multi-graphe orienté pointé I'
dont les sommets sont étiquetés par des spheres, des tores et des plans projectifs tel que
(path(tr), In(N U O), In(N)) soit homéomorphe a (X, X', X").

Au rang 1: supposons que 3 = {g, X'}. Si X est parfait, i.e. sa dérivée topologique est égale
a lui-méme, alors, comme il est compact, c’est un espace de Cantor. I' est alors construit
avec un sommet seulement et deux boucles (voir figure). Si au contraire tous les points de
B(S) sont isolés, alors c’est un ensemble fini; la construction de I' pour ce cas est détaillée
dans la figure.

Au rang n: la sous-algébre de 247-1 engendrée par {A,_; N X', A, 1 N X"} posséde une
décomposition de taille n—1. Par récurrence, on sait construire un multi-graphe I',,_; associé
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Fi1a. 2.5: Construction de I' au rang 1 de la récurrence. La partie gauche représente I' dans
le cas ou X est parfait. La partie droite représente I' dans le cas ot X est un ensemble fini;
dans ce cas, on accede a partir de la racine a autant de sommets que X a d’éléments; chacun
d’euzr n’est muni que d’une seule boucle; ainsi, il ne donne naissance qu’a un seul chemin
infini.

au triplet (A, 1,4, 1NX', A, 1NX").Sia, 1 = a, 1, pour obtenir I, on connecte la racine
de T',, 1 & une nouvelle composante fortement connexe construite comme pour H Ry (voir
figure); on distingue comme précédemment les cas ot a,, ; est parfait ou bien fini. Supposons
maintenant que a,_; N A,_; # @. Soit la partie cohérente C = In""(a,_1 N A,_1) C Vi _,.
Soient C1, ...,C, les composantes fortement connexes de C'; on peut vérifier par récurrence
que chacune de ces composante n’est en fait formée que d’un seul sommet. Soit v un nouveau
sommet que ’on ajoute a I',,_;. Comme précédemment, on adjoint & ce sommet une ou deux
boucles selon respectivement les cas ou a],_; = ¢ ou bien al,_, = a,_;. On ajoute ensuite
s nouveaux arcs connectant les C; & v (voir figure). Ainsi, lorsque ’on parcourt un chemin
infini dans 'une des C};, on peut bifurquer dans v a tout moment; ainsi, les chemins infinis
de In(C;) sont limites de chemins de In({v}). Comme i est engendrée par {X', X"}, ap_1
est totalement dans X’ ou bien dans X" ou bien en est totalement disjoint. Selon le cas,
on associera a a,_; un tore, un plan projectif ou bien une sphere. Cette recurrence étant
achevée, on conclut de la méme fagon que dans la démonstration du théoréme 2.

c 0

v %

2.3 Exemples de surfaces non HR-équationnelles

&/ &

Nous savons d’apres la proposition 1.1.1 que les surfaces compactes sont HR-équationnelles.
En fait, d’aprés le théoreme 4, les surfaces pointées, i.e. les surfaces obtenues en retirant
un nombre fini de points a une surface compacte, sont aussi HR-équationnelles. Ainsi, la
classe des surfaces HR-équationnelles s’insere raisonnablement dans la théorie topologique
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des surfaces. Nous allons voir dans cette partie que beaucoup de surfaces non-compactes lui
échappent néanmoins.

Le théoreme 4 fournit un critére qui va servir ici pour construire des exemples de surfaces
non-HR-équationnelles. Pour ce faire, compte tenu de la proposition 2.1.3, il nous suffit
de trouver des espaces métriques de dimension 0 qui ne sont pas de type fini au sens de
7. Les résultats développés dans cette partie montrent en fait que ’ensemble des classes
d’homéomorphisme de surfaces non-compactes planaires sans bord possede la cardinalité du
continu (théoréme 5); et en particulier, il n’est pas dénombrable. Ce qui implique trivialement
I’existence de surfaces non-HR-équationnelles; cela implique de facon plus profonde qu’établir
un algorithme général n’a pas de sens puisque 1’ensemble des calculs d’une machine de Turing
est toujours dénombrable.

On considére, dans l'intervalle I = [0, 1] de R, I’ensemble de Cantor défini par:

C= {an : xn n>1€{0 2}N}

n>1

Soit K C R, ’ensemble des milieux des intervalles formant le complémentaire de C':

xn . —_—
K:{Zo?)—nJrm : mo =0 and z;...xx € {0,2}}.

Nous allons construire par récurrence une suite (K,), de sous-espaces 0-dimensionnels de
I. On pose Ky = C et K1 = C'U K; supposons construits Ky, K1, ..., K,_1. Pour chaque
point isolé x de K,_;, choisissons deux points a < b de I tels que [a b] N K = {x} et
T = “TH’ On considere alors la suite (yxy)x définie par yi, = = + (-1)
Ky—1 U {yks | = est isolé dans K,,_; et £ > 1}. On peut facilement verlfier que pour tout
n>1,on a K/, = K,_;. Soit maintenant D,,, 'image de K, par la bijection affine croissante
n (0,1 = [7 = 5omry v + smgern)-

Smt ® I’'application définie sur {0,1}N & valeur dans I’ensemble des espaces métriques

compacts 0-dimensionnels donnée par: pour b = (b,), € {0,1}", soit

o(b) = {O}UU{Dn+1 :n>0andb, =1}

Notons que ’on peut d’ores et déja construire des exemples de surfaces non HR-équationnelles.
En effet, si I désigne la suite identiquement égale a 1,i.e.¥n >0 : I, = 1,ona ®(I)" & ®(I)"
D’autre part ®(I)” est homéomorphe & ®(I)". Ainsi, la suite des dérivée topologique succes-
sives de ®(I) est infinie en ce sens qu’elle est strictement décroissante au sens des inclusion
d’ensembles. Il s’en suit que ®(I) n’est pas de type fini. Une surface ayant une frontiére idéale
homéomorphe a cet ensemble ne peut donc eétre HR-équationnelle. Nous allons néanmoins
continuer cette construction, elle va nous permettre d’acceder a un résultat plus fort.

Considérons 'application A associant une suite de {0, 1} & tout espace métrique compact
de dimension 0 défini de la facon suivante : soit X un espace métrique compact de dimension
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0; A(X) est définie en deux temps. On consideére d’abord la suite (X,,), d’espaces définie a
partir de X par le schéma de récurrence suivant :

X() = X,
Xpp1 = X2\ X7

Pour tout entier naturel n, le n-ieme terme de A(X) € {0, 1}" est égal & 1 par définition si
et seulement si X/ est homéomorphe & X,,,1; dans le cas contraire, il vaut 0. Bien siir, si X
et Y sont deux espaces homéomorphes, alors A(X) = A(Y).

Lemme 2.3.1
Pour toute suite b = (b,), de {0, 1} non ultimement constante égale a 0, on a b= A(®(b)).

)
Preuve. Soit 0, opérateur de décalage a gauche défini sur les suite par: pour tout b = (b,,), €
{0, 1}, pour tout n > 0, 6(b),, = bpy1- () \ ®(b)” est alors homéomorphe & ®(5(b)).
En effet:

®b) ={0}uU{D,, :n>0etb, =1}
= {0} UU{pn1(Kny1) :n > 0et b, =1}

={0}UU{pn1(K, 1) :n>0et b, =1},

Notons que 0 € ®(b)’ car b n’est pas ultimement constante égale a 0. Comme K] = K1,
on a ensuite:

O(b) = {0} U J{@ns1(Kn) :n > 0t b, =1}

et ©(b)" = {0} U|J{¢nr1(Kno1) > 0et b, =1}

ou K_; = C ’ensemble de Cantor.

Par conséquent ®(b)"\ ®(b)" = U {on1(Kn\Kp—1):n>0et b, =1}

et () \ ®(0)" = {0} U| J {pns1(EKn K1) :n > 0et b, =1},
Il est alors facile de voir que:

K, ifn >0,

K"\K”_lz{ ¢ ifn=0; danscecas: K, = Ko=K_; =C.

On obtient donc:
O(b)'\@(b)" ={0}UU{pns1(K,):n>1etb, =1}

= {0} U U {(pn+2(Kn+1) n>0et b,y = 1}.
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Notons que cet espace est homéomorphe a:

©(6(0)) = {0} U J {pn+1 (K1) : > 0 et byyy = 1}

En effet, pour voir cela, on considére pour tout entier n la bijection affine suivante: ), :
Qon+2([0’ 1]) — §0n+1([07 1]) définie par wn = (pn+1901;41—2-

Puis ) = [ J {tn : 0> 0} : [ {ens2(10,1]) : n > 0} — | {¢nr1((0,1]) : n > 0}.

On a alors ®(6(b)) = ¥(®(b)' \ ®(b)"). Rappelons que A(® (b)) est définie & partir de la suite
d’espaces suivante:

Xp1 = X\ X

On tire de la discussion précédente le fait que pour tout £ > 0:
Xy =75 (@(5" (b))
Et donc A(® (b)), = 0 si et seulement si ®(6%(b))" est homéomorphe & ® (551 (b)).
0(6%(6))" = {0} UU {¢ns1(Kns1)' :n > 0 et byyy =1} ’1
= {0} UU{pns1(Kn) :n > 0et by =1} Y
Et
O(5*1(0)) = {0} VU {pns1(Kns1) :n > 0 et bpypsr =1}

={0UU{pn(Ky) :n>1et by =1}

Supposons maintenant que dans la formule 2.1, b, = 1; ®(6*(b))’ contient alors un ensemble
de Cantor: ¢;(Kjy) qui n’est pas dans 1'adhérence d’un ensemble de points isolés. Ainsi il
contient des points d’accumulation qui ne sont pas points d’accumulation de points isolés.
Cela n’est pas vrai pour ®(6¥*1(b)); ces espaces ne peuvent donc étre homéomorphe.

Par ailleurs, si by = 0, on obtient

(8% (1)) = {0} U {1 (]n) : n > et byyy =1},
qui est homéomorphe a
o(6* (b)) = {0} U {en(Kp) :n > Let by = 1}

Finalement on a A(® (b)), = 0 si et seulement si by = 0.
O
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On tire comme conséquence de ce lemme qu’en particulier ® est “injective” en ce sens
que pour tout b,b' € {0, 1}, ®(b) et ®(b') sont homéomorphes si et seulement si b = b'. Par
ailleurs, 'ensemble des suites de {0, 1} non ultimement périodiques possede la cardinalité
du continu. Tenant compte du lemme 2.1.3, nous avons donc démontré que ’ensemble des
classes d’homéomorphisme de surfaces non-compactes planaires sans bord possede au moins
la cardinalité du continu. Rappelons que ’on ne considere que les surfaces triangularisées
possédant une triangularisation dont le nombre de triangles est au plus dénombrable. En
fait, on a le résultat suivant:

Théoreme 5
L’ensemble des classes d’homéomorphisme de surfaces non-compactes sans bord possede
exactement la cardinalité du continu 2%°.

Preuve. Nous avons vu que ce cardinal est au moins 2%; pour voir qu’il est aussi inférieur ou
égal, on montre qu’il existe une surjection de R sur I’ensemble des surfaces non-compactes
planaires. D’apres le théoreme 2, on sait que toute surface est somme connexe arborescente de
spheres, de tores et de plans projectifs; on en déduit qu’il existe une surjection de I’ensemble
des arbres de degré au plus 2, dont les nceuds sont étiquetés sur un alphabet de 3 symboles,
sur I’ensemble des surfaces sans bord. En effet, un tel arbre définit trivialement une somme
connexe arborescente et le théoreme 2 nous dit que toute surface sans bord peut étre obtenue
de la sorte. Par ailleurs, un tel arbre est codé par un arbre binaire complet étiqueté sur un
alphabet a 4 symboles; on introduit un nouveau symbole pour coder ’absence d'un nceud.
Ainsi, on a une surjection de l’ensemble des arbres binaires complet sur l’ensemble des
surfaces sans bord. Enfin, par un parcours en largeur, on code un arbre binaire étiqueté sur
un alphabet donné par un mot infini sur le méme alphabet. On a donc une surjection de
I’ensemble des mots infinis sur un alphabet a 4 symboles sur I’ensemble des surfaces sans
bord; d’autre part I’ensemble des mots infinis sur 4 symboles possede bien évidement la
cardinalité du continu. Ainsi, le cardinal de I’ensemble des surfaces sans bord est au plus
2%0- et bien entendu, il est supérieur au cardinal de I’ensemble des classes d’homéomorphisme
de surfaces a bord.

O

2.4 Surfaces planaires a bord

Nous proposons dans cette partie une extension du théoreme 1 au cas des surfaces pla-
naires a bord. [’étude des surfaces sans bord a mis en évidence le role central de I’espace
des bouts en tant qu’invariant. Pour le cas des surfaces planaires a bord, il ne suffit pas a ca-
ractériser les classes d’homéomorphisme; il est nécessaire d’affiner sa structure. C’est dans ce
but que nous introduisons le concept de fleur; cela consiste a définir une partition de 1'espace
des bouts en sous-ensembles que nous appellerons des fleurs; chacun de ces sous-ensembles
sera lui-méme structuré par un ordre cyclique. Nous verrons que I’espace des bouts, muni
de cette structure, caractérise une surface non-compacte planaire a bord (théoréme 6). La
démonstration de ce fait nécessite plusieurs étapes; nous commencerons par définir formelle-
ment le concept de fleur; ensuite, nous développerons des outils permettant de manipuler les



d v L e NMNULULUL LAWY 4 A4 Ad T4 AL AV 44 LSS AV

fleurs en termes de courbes plongées dans une surface; enfin, nous aborderons la classification
proprement dite.

L’extension de ce résultat au cas des surfaces non-compactes a bord orientables et de
genre fini ne semble pas poser trop de difficulté. Par contre, le cas général des surfaces non
compactes a bord demeure a nos yeux tres mystérieux.

2.4.1 Topologie florale
Fleurs

Tout au long de cette section, S désigne une surface triangularisée non compacte a bord
planaire. Comme d’habitude, nous ne nous intéressons qu’a la classe d’homéomorphisme de S;
en fait, par abus de notation, il nous arrivera de confondre S avec sa classe d’homéomorphisme.

Les composantes connexes du bord de S sont des variétés de dimension 1 sans bord:
des courbes simples fermées homéomorphes au cercle S' ou bien des courbes simples non-
compactes homéomorphes a R.

On consideére deux surfaces S’ et S; S’ est obtenue & partir de S en recollant un disque
sur chacune de ses composantes compactes de bord; S est alors obtenue & partir de S’ en
recollant un demi-plan sur chacune de ses composantes de bord.

Construction de S'. Par hypothése, S est planaire, on peut donc supposer S C S2.
Considérons v : [0,1] — O0S une paramétrisation d’une composante connexe compacte du
bord de S. 7 est une courbe de Jordan de S?, elle sépare donc S? en deux disques, i.e. S? \ 7
est formée de deux disques ouverts D; et Dy. D’autre part, on suppose S connexe, et du
fait qu’elle est une surface, elle le reste si on lui retire v; donc S \ 7 est totalement inclus
dans D; ou dans Dy, disons D; par exemple. Pour construire S’, on recolle D, sur -y; puis
on répéte cette opération pour toute les composantes connexes compactes de S, on obtient
finalement S’. Notons que I'on a S C S’ C 5?; en particulier S’ est planaire.

Construction de S. Soit v : ]0,1[— 85 paramétrisation d’une composante connexe
non compacte du bord de S’. Chaque point y(z) (z €]0,1[) possede un voisinage ouvert
dans S homéomorphe au demi-disque E = {(z1,22) € R? | ||(z1,22)||2 < 1 et x5 > 0}: il
existe un plongement j, : E — S C S? tel que j,(0,0) = v(x) qui envoie le bord de E
sur le bord de S. On considére un plongement j, : D? — S? prolongeant j,. La famille
{j=(D.) | D disque ouvert centré en 0 de rayon € > 0} constitue une base des voisinages de
z dans la topologie de S%. Par conséquent, il existe € > 0 tel que j, (D) NS = j, (D) Njz(E);
rappelons que S est munie de la topologie induite par la topologie de S%. On pose alors
D, = jz(Ds) \ jz(E) puis P =, Ds- P est connexe. En effet, soit C' une composante
connexe de P. On peut lui associer la partie: C' = {x € v | D, C C} de v2. 1l est clair que
C' est ouverte. On peut aussi montrer qu’elle est fermée; en effet, soit (z,),>1 une suite de
C’ convergente vers xy € v, Dy, intercepte une infinité de D, , donc par construction de C,
D,, C C et zy € C'. D’autre part, v est connexe et C' est non vide, donc v = C" et par suite
P=_C.

2. Pour simplifier les notations, v(]0, 1[) est notée .



NS ~ALLL AL L L LVULLS & My iLli LAWY A8V Y VLLL AV LA VLV LSS IS

P n’est pas encore homéomorphe a un plan, il peut subsister des “trous”. Soit o un lacet
de P, les composantes connexes de S? \ « sont toutes homéomorphes & des disques ouverts,
I'une d’elles contient S. On considére alors T}, la réunion des composantes connexes de S? \ «
qui ne contiennent pas S. On pose alors P' = PU|J,, T,. On peut montrer que P’ est simple-
ment connexe, et donc, homéomorphe & un plan. D’autre part, on peut voir que P'N.S = 7,
P'U~ est un demi-plan fermé. Par conséquent SU P représente le recollement d’un demi-plan
sur v, du fait que SU P C §2, la variété obtenue est planaire. L’ensemble des composantes
du bord est dénombrable: {vo, 71, ---, V&, ---}. En itérant ce procédé de recollement de plans,
on construit une suite croissante de surfaces S’ =S, C S; C ... C S, C ... ou Sy est obtenu
en recollant un demi-plan sur vy,_; dans S;_; et toutes ces surfaces sont des parties de S2.
Finalement on obtient S comme union de tous les Si. On a alors S C S’ C S C S?, en
particulier S est planaire.

S est donc une surface planaire sans bord non compacte. Cela va nous permettre de
considérer un plongement agréable de S dans la sphere S?. B(S) est un espace métrique
compact de dimension zéro, on peut donc le plonger dans ’espace de Cantor et donc dans
la sphére S? (cf. [HY61]). Choisissons un tel plongement, son image sera encore notée B(S).
D’apres le théoréme de Kerékjarto-Richards, le complémentaire de B(S) dans S? est une
surface planaire homéomorphe & S; soit ¢ : S — S2?\ B(S) un homéomorphisme. Rappelons
que seules les classes d’homéomorphisme nous intéressent, on peut donc remplacer S par
©(S). Par ailleurs, S et S’ sont des sous-surfaces de S, ce qui nous autorise & considérer ¢(S)
et ¢(S') au lieu d’elles, ce que nous ferons dans la suite.

Remarquons que le compactifié de S est exactement S2; on peut choisir comme représentant
d’un bout p € B(S) une suite emboitée de voisinages du point de S? associé & p; on peut choi-
sir tous ces voisinages homéomorphes a des disques fermés privés d’ensembles de dimension
zéro.

Considérons la partie @ de B(S) x B(S) définie par:
([(Pe)x), [(Pn)n]) € @ si et seulement si Vn 3k P, C P, (2.2)
On vérifie facilement que cette définition ne dépend pas des représentants des bouts.

Lemme 2.4.1 B
O est le graphe d’une application continue, surjective, encore notée ®, de B(S) sur B(S).

Preuve. (i) Chaque bout (Py)r>0 € B(S) posséde au plus une image par ®

Soient (Py)n>0 et (F;)nzo deux représentants de bouts de S satisfaisant la condition (2.2).
Si nous avions affaire & deux bouts distincts, il existerait ng tel que P,, et ﬁ;o soient dis-
joints. Or par (2.2), il existe ko tel que Py, C Pp, et kj tel que Py C ﬁ:m. On a alors
Pmax{ko,%} C Fno N F;O, contradiction.

(ii) Tout élément de B(S) posséde une image par ®
Supposons au contraire qu’il existe un bout de S représenté par une suite de régions emboitées
(Py)r qui n’a pas d’image, i.e. tel que pour tout bout de S représenté par (P,,),, il existe N
tel qu’il existe des entiers k aussi grands que l'on veut avec P, ¢ Py.
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On montre d’abord que cela implique que quelque soit le bout de S représenté par une
suite (P),, on a en fait P, N P, = ¢ pour k et n suffisamment grands. Soit donc un bout de
S représenté par une suite de régions emboitées (P, ),. Si pour tout k et n, on a P,N P, = g,
c’est fini. Sinon il existe k et n tel que P, N P, # ¢. Comme (P,), est une suite emboitée
d’intersection vide, il existe n’ > N tel que P, ¢ P,:. Le choix de n’ > N implique qu’il
existe des entiers k" aussi grand que l'on veut avec P} ¢ P,. Or la frontiere Fr P, est
compacte. Par conséquent il existe k' > k tel que Py N FrP,, =¢. On a alors Py N P,y = ¢
ou bien Py C P,: mais Py C P, implique que V&" > k' : Pw» C P,/ ce qui contredit
I’hypothese sur le choix de n'. On a donc Py N P,y = ¢.

Considérons maintenant une suite (zy)x>o de points de S tels que z, € P;. Nous allons
voir que cette suite ne posséde pas de point d’adhérence dans S U B(S), ce qui constituera
une contradiction, ce dernier ensemble étant compact. D’abord, S ne peut pas comporter de
point d’adhérence de (x)k>o car sinon ce point appartiendrait a I'intersection des adhérences
des P, qui est vide. (z;); ne posséde pas non plus de point d’adhérence dans S. C’est évident
si 'on remarque que chaque point de S \ S possede un voisinage entiérement contenu dans
S \ S; rappelons que 7, € S. Supposons donc que (zj); a pour valeur d’adhérence un
bout p € B(S) représenté par une suite (P,),; la famille {P, U P, }, constitue une base
des voisinages de p dans la topologie de S’ U B(S). Nous avons vu qu'il existe k' et n’ tels
que Py N P, = ¢; en particulier pour tout k > k', z; ¢ P, U F;,, ce qui contredit le fait
que p est un point adhérent a (). Nous avons donc prouvé que ® est bien une application.

(iii) ® est continue
On montre que 'image réciproque de tout ouvert est un ouvert. Rappelons que la topologie
de B(S) est définie par la base d’ouverts {U | U région de S de frontiére compacte }; on
montre que pour toute région U de S, CD_l(U*) est un ouvert. Pour ce faire, on vérifie que
®~1(U") = JU* ot I'union est prise sur toute les régions U de S contenues dans U. Chaque
U* étant un ouvert, nous avons écrit ®~1(U") comme union d’ouvert, ¢’est donc un ouvert.

(iv) @ est surjective

Supposons qu’il existe un bout de S représenté par (P,), qui ne possede pas d’antécédent
par ®. Pour tout n, P, intercepte S; sinon, P, serait contenu dans un demi-plan P pour
n assez grand, ce qui conduirait & une contradiction sachant que Fr P, est compacte. Soit
donc pour tout n, un élément x, de P, N'S. On montre de facon similaire & (ii) que la
suite (z,), ne possede aucune valeur d’adhérence dans SU B(S). Or ce dernier est compact :
contradiction.

O

Définition 8 (Fleur) B
Nous appellerons fleur toute partie de B(S) de la forme ®~'({p}) avec p € B(S).

Les fleurs sont simplement les classes d’équivalence relatives a la relation ~¢ définie par
p ~ag p' ssi @(p) = ®(p'). Notons que ® induit un homéomorphisme @ entre I'ensemble des
fleurs muni de la topologie quotient et B(S) (® est une bijection continue sur un compact).
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On note i le plongement canonique de S dans S; le résultat suivant est une conséquence
directe du lemme 2.4.1.

Lemme 2.4.2 iU® : SUB(S) — S U B(S) est une application continue.

Nous construisons maintenant un homéomorphisme entre S’\ 95’ et S.

On considére une composante connexe non compacte v du bord de S’. Nous dirons
qu'un bout p de S’ est limite de y si et seulement si il existe une suite (P,), € p tel que
Vn : P, N7 # ¢ on montre que 7 possede deux bouts limites p;,ps € B(S’), et que
®(p;) = ®(p2), on note p = ®(p;) = ®(p2) € B(S). Rappelons que B(S) est identifié & un
sous-espace de dimension 0 de S?; ainsi, on considére que p est un point de S?; v est une
courbe simple fermée de S? privée d’un point qui est exactement p. Ainsi, 7 = yU{p} est une
courbe de Jordan et partage donc S? en deux disques ouverts. L’un de ces disques contient
S, soit D le second. Remarquons que D U~y est exactement le demi-plan recollé sur v dans
la construction de S. On considére 4/ la frontiére d’un voisinage régulier de v dans S au sens
de la page 39. Un tel voisinage est homéomorphe a une bande [0,1] X R ou, de fagon plus
imagée, & une plage bordant v dans S’; en fait, 7' est une courbe non compacte sans bord
longeant v dont les extrémités convergent aussi vers p. 7/ est aussi une courbe de jordan de
52, elle sépare S? en deux disques dont I’un contient D, notons le D'. Il est maintenant facile
de se convaincre qu’il existe une homotopie

H,: (D' \ D)x[0,1] = D"\ {p}
telle que
e Vt€[0,1], H,(.,t): (D' \ D) = D' \ {p} est un plongement, et H,(.,t)| est I'identité;
e H,(,0): (D' \ D) — D'\ {p} est l'identité;
e H(,1): D'\ D— D'\ {p} est un homéomorphisme.

On peut considérer D comme 'union disjointe de segments dont une extrémité est p et 'autre
appartient a ' (voir figure page 54).

Pour deux courbes distinctes du bord 7, et 72, notons que 'on peut choisir H,, et H,,
avec des domaines disjoints. Ainsi, la famille des H, permet de définir une homotopie

H:S \ 05 x[0,1]—S
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qui satisfait les propriétés suivantes:
e Vt €0,1], H(.,t) est un plongement et H(.,t)|s\ (p) est 'identité;
e H(.,0) est I'identité;
e H(.,1): 8" \ 3S" — S est un homéomorphisme.
Pour simplifier les notations, on note 1 'application H(.,1). Relevons le résultat suivant :

Lemme 2.4.3 n:S' \ 05" — S est un homéomorphisme.

Courbes et fleurs

Nous allons voir dans cette partie comment l'appartenance de deux bouts a la méme
fleur peut étre caractérisée en terme de séparations par des courbes plongées dans la surface,
i.e. des immersions du segment fermé [0, 1], ou bien du segment ouvert |0,1[, ou bien du
cercle S* dans S (cf. [BG8T7]). Par courbe nous entendons en fait courbes simpliciales, i.e.
des courbes n’empruntant que les arétes de la triangularisation de S dont on considere la
double subdivision barycentrique; cette restriction est raisonnable du fait que toute courbe
plongée dans S est isotope a une courbe simpliciale (cf. [RS72]). Une telle courbe sera dite
correctement plongée si elle est simple, i.e. injective, si son intérieur est inclus dans l'intérieur
de S, et si son bord, dans le cas d’un segment fermé, est inclus dans le bord de S. Une
courbe correctement plongée 7y sera dite essentielle dans les cas suivants: v est un segment
qui connecte deux composantes distinctes du bord de S, ou bien v est non compacte et
converge vers deux bouts de S, ou bien v est fermée, non homotopiquement nulle dans S.

Lemme 2.4.4
Deuzx bouts de S appartiennent a la méme fleur si et seulement si il n’existe pas de courbe
simple fermée de S les séparant dans S U B(S).

Preuve. (i): (=)

Soient deux bouts p, p’ de S représentés respectivement par (P,), et (P!),, et v : S — S une
courbe simple fermée telle que p et p’ n’appartiennent pas a la méme composante connexe
de SUB(S) \ 7. Soient C; et C5 les composantes connexes de S \ «; comme -y est compacte,
on peut supposer que pour n assez grand, P, C C; et P! C Cy; S \ 7 est constituée de
deux composantes connexes C] et C telles que C; C C! (i = 1,2). Supposons que p et p'
appartiennent & la méme fleur: il existe un bout p € B(S) tel que ®(p) = ®(p') = p. Soit
(P,),) une suite de régions emboitées de S qui représente p. Il existe Ny tel que Py, Ny = g,
donc Py, est inclus dans C} ou bien dans Cj, disons C; mais alors, pour n assez grand,
P! N Py, = ¢, c’est une contradiction.

(i) («)

Soient deux bouts p, p' de S n’appartenant pas a la méme fleur, (B,), et (P.),, des
représentants respectifs de p et p’. Soient p = ®(p), ' = P(p'). Par hypothese, p et p’
sont deux bouts distincts de S qui est une surface sans bord; on peut montrer qu’ils sont
alors séparés par une courbe simple fermée ¢ : S — S; pour voir cela, on peut par exemple
regarder S comme une somme connexe arborescente. On considere alors la courbe ¢ = n71(c);
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comme elle est homotope & ¢, il est clair qu’elle sépare aussi p et p’. Mais alors, par définition
de @, elle sépare aussi p et p'.
O

Lemme 2.4.5
Sotent py et po deux bouts de S; alors py et po appartiennent a la méme fleur si et seulement
st toute courbe v ayant p; et ps pour limites partage S en deuz parties.

Idée de preuve. Supposons (=) faux, i.e. il existe une courbe 7 qui ne sépare pas S et qui
a pour limites p; et po et p; et py appartiennent a la méme fleur; soit x € 7; un voisinage
suffisamment petit de x dans S, homéomorphe a un disque, est partagé en deux par 7; ce-
pendant, comme 7y est supposée ne pas séparer S, ces deux parties sont connectées dans S\ vy
par une courbe simple que ’on note «; maintenant, il est facile de prolonger o des deux
cotés vers x pour finalement fabriquer une courbe simple fermée qui sépare p; et po; c’est
une contradiction en vertu du lemme 2.4.4.

(<) : soit v une courbe joignant p; et p, qui partage S en deux parties; si p; et ps ne
sont pas dans la méme fleur, alors on peut les séparer par une courbe simple fermée que 1’on
note «; on montre par récurrence sur le nombre de points d’intersection de v avec a que «
peut étre modifiée de fagon a connecter les deux parties de S séparées par 7.

O

Lemme 2.4.6
Un arc essentiel sépare S en deux parties si et seulement si il connecte deur composantes
du bord non compactes associées a la méme fleur.

Notons qu’une composante non compacte du bord de S est canoniquement associée a une
fleur, puisque les deux bouts de S vers lesquels elle converge appartiennent toujours a la
méme fleur.

Idée de preuve. Soient v, et 7, les deux composantes du bord de S connectées par un arc
essentiel «; rappelons que par définition des arcs essentiels, 7; # 9. Si I'une au moins de ces
deux courbes est compacte, clairement, o ne peut séparer S; on les suppose donc toutes les
deux non-compactes. On considere alors un voisinage régulier V' dans S de y; U v, U a. La
frontiere de V est constituée de deux courbes non-compactes; soit v 'un d’entre elles. On
voit facilement que 7y sépare S si et seulement si « la sépare aussi; par ailleurs, les limites de
v sont deux bouts p; et po appartenant respectivement aux deux fleurs associées a 1 et ¥s.
On conclut en appliquant le lemme 2.4.5.

O

Notons qu’'une courbe simple partitionne au plus une fleur.

Lemme 2.4.7
Soit {ay, ag, ..., ar} un ensemble fini de courbes compactes essentielles telles que:

e chaque a; sépare S en deux parties, A; qui contient toutes les autres courbes et B;, qui
n’en contient aucune;
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e pour tout i, la partition de B(S) définie par les deux ensembles (| A} et | B} est saturée
pour la relation d’appartenance a la méme fleur.

1l existe alors une courbe simple fermée correctement plongée dans S induisant la partition
de B(S) constituée des deux sous-ensembles (| A et | B;.

Idée de preuve. La preuve se fait par récurrence sur k, si k = 1, c’est fini. Supposons donc
k> 2.

cas 1: il existe parmi les a; deux courbes simples fermées, disons a,_1 et ay

on les connecte alors par un arc « et on les remplace par la composante de la frontiere d’un
voisinage régulier de a1 U a; U o qui est incluse dans () 4;.

cas 2: Au plus l'un des a; est une courbe simple fermée
Choisissons donc un arc parmi les a;, disons a;,. Par hypothese, cet arc sépare S, et par
le lemme 2.4.6, les limites des courbes du bord qu’il connecte appartiennent a une méme
fleur f totalement incluse dans | J B}; si I'on parcourt 'une de ces courbes a partir d’une
des extrémité de a;, tout en restant dans A,,, on rencontre un arc a;, car a l'infini, on
rencontre un bout qui par hypotheése appartient a |J B}; en continuant ce processus, on
construit par induction une liste d’arcs a;,, a;,, ..., a;, qui doit forcement retomber sur a;,
puisque la collection initiale de courbes est finie. En empruntant alternativement ces arcs
et les courbes du bord, on a décrit une courbe simple fermée; on remplace alors tous ces
arcs par la composante intérieure de la frontiére d’un voisinage régulier de cette courbe (voir
figure page 58).

Nous avons augmenté le nombre de courbes simples fermées sans augmenter £, le cas 1
permet donc de conclure.
O

Lemme 2.4.8 Soit S une surface planaire & bord. Il existe une suite (B,,), de régions de S
satisfaisant les conditions suivantes :

e pour tout n, B, C S est un compact connexe d’intérieur non vide avec B, C B, et
U B.=S;
n &n )

e pour tout n, B, est homéomorphe a une surface planaire a bord;

e B, est homéomorphe a un disque, ou bien Fr B, = B, N B, est une union de courbes
compactes correctement plongées dans S deux a deuz disjointes, non homotopiquement
nulle dans le cas d’une courbe fermée;
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e soit U, l'adhérence d’une composante conneze de S\ By, alors U est non compacte
et Fr(U) = U N B, est connexe, elle est composée d’une seule courbe. De plus, si U
contient une composante compacte de S, alors elle en contient une infinité.

Preuve. L’existence d’une suite de régions (B,,), satisfaisant le premier point est classique
(cf. [AS60]); on se donne une triangularisation de S, que l'on suppose comme toujours
dénombrable. On commence par choisir un triangle pour By, puis on ajoute tous les tri-
angles voisins pour By, etc.

B,, est ainsi un polyedre connexe de dimension 2, qui est planaire. Il se peut que son
bord ne soit pas une variété de dimension 1 et présente des singularités, i.e. des points qui ne
possedent aucun voisinage homéomorphe a un disque ou un demi-disque dans B,. On palie a
ce probleme de la facon suivante : soit s une singularité du bord de B,; s est aussi un sommet
de la triangularisation de S; soit V, I’étoile de s dans S (voir page 28) dont on considere la
double subdivision barycentrique. On ajoute alors a B,, tous les triangles de cette subdivision
qui contiennent s; s devient un point intérieur a B,; par ailleurs, aucune singularité n’a été
crée. En procédant de la sorte pour toutes les singularités de B,,, on transforme ce dernier
en surface a bord.

Le bord de B,, que 'on note comme d’habitude 0B, ne doit pas étre confondu avec sa
frontiere Fr B, dans S. On a seulement Fr B, C 0B,. Considérons donc une composante
connexe « de FrB,,.

Si « est une courbe simple fermée, alors c’est une composante connexe de 0B,,. Il est facile de
voir que ’on peut déformer légerement « de telle sorte qu’elle ne touche pas 0.5; ainsi, on peut
considerer qu’elle est correctement plongée dans S; par ailleurs, si elle est homotopiquement
nulle, alors c’est la frontiere d’un disque D plongé dans S; si D # B, on ajoute alors D a
B,,. On peut donc supposer « essentielle.

Supposons que « soit un arc. Un analyse simple des différents cas de figure montre que ses
extrémités appartiennent toutes les deux a 05; de fait, si un tel point appartenait a I'intérieur
de S, alors il aurait dans S un voisinage homéomorphe a un disque ouvert; mais alors, on
montre qu’il serait un point intérieur de Fr B,, en tant que sous-espace de 0B, ce qui n’est
pas le cas. Par ailleurs, si 'intérieur de a: coupe 95, ce ne peut étre qu’en un point isolé, sans
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quoi il n’appartiendrait pas a Fr B,,; ce cas peut donc étre éliminé en déformant légerement
a vers l'intérieur de S. Ainsi, on peut supposer que « est correctement plongé dans S.

Soit maintenant U, I’adhérence d’'une composante connexe de S \ B,. Premierement,
si U est compacte, on ’ajoute purement et simplement a B,. Ensuite, si U contient une
composante compacte ¢ de 0.5, mais n’en contient pas une infinité, on proceéde comme suit :
on considere un chemin 8 connectant FrU a c; puis on ajoute un voisinage régulier de S U ¢
a B,; ce faisant, on retire ¢ de U et on 'ajoute a B,; notons que le nombre de composantes
de FrU n’a pas augmenté.

Supposons justement que FrU possede plusieurs composantes connexes; on peut supposer
que 'on a choisi U de telle sorte que le nombre de composantes connexes de sa frontiere
soit maximal. Soient oy et oo deux d’entre elles. Notons que, comme U est connexe, FrU
est totalement incluse dans une seule composante du bord de B,; ainsi, a; et ay sont des
arcs et non des courbes fermées. Soit 8 un chemin correctement plongé dans U connectant
les milieux de a3 et as. On adjoint alors a B,, un voisinage régulier N de 3. Notons que 3
partitionne U en deux parties; en effet, les extrémités de 5 coupent la composante connexe de
0B,, en deux parties; et I'union de I'une de ces parties avec § est une courbe simple fermée,
une courbe de Jordan de S2, qui découpe S? en deux disques disjoints ayant tout deux une
intersection non nulle avec U. Ainsi, les deux composantes de la frontiere de N dans U sont
séparées par . Finalement, apres I'ajout de N a B,, U donne naissance a deux nouvelles
composantes U; et Uy de S\ B,, qui sont telles que la somme des composantes connexes de
FrU, U FrU, est égale au nombre de composantes connexes de FrU; par ailleurs, FrU; et
Fr U, ne sont pas vides et contiennent donc chacune au moins une composante. Par voie de
conséquence, FrU; et Fr U, comportent toutes les deux strictement moins de composantes
que FrU; nous avons donc fait décroitre le nombre maximal de composantes connexes de la
frontiere d’une composante de S\ B,,. Si U; ou bien U, est compacte, alors on ’adjoint a B,,.
O

Fr(B,) est donc composée d’'un nombre fini k, de courbes; ces courbes délimitent &, + 1
régions Uy, 0, Up 1, ..Upk,—1 €t B,. Pour tout couple n, k d’entiers tel que 0 < k < k,, — 1, on
note B, = Uy, . On obtient alors le résultat suivant :

Lemme 2.4.9
Bk est un ouvert fermé, en particulier, c¢’est un compact. {Bni | n € NO < k < k, — 1}
constitue une base pour la topologie de B(S).

Lemme 2.4.10
Soit Ay, As C B(S) deuzx sous-espaces de B(S) avec Ay compact, qui réalisent une partition
de B(S) saturée pour la relation d’appartenance a la méme fleur, i.e. si p; et ps sont deux
bouts de S appartenant @ la méme fleur, alors p1,ps € A1 ou bien py,ps € Asy; AyNAy =g
et Ay U Ay = B(S); il existe alors une courbe simple fermée ¢ correctement plongée dans S
qui induit cette partition, en ce sens que S\ ¢ possede deur composantes connexes Uy et Uy
avec U = Ay et Uy = As.

Réciproquement, toute courbe simple fermée correctement plongée dans S partitionne
B(S) en deux compacts saturés pour la relation d’appartenance & la méme fleur.

Preuve. On conserve les notations du lemme 2.4.9. Considérons N = {(n, k) € N* | 3, €
A, }; la famille {f,x | (n,k) € N} est un recouvrement d’ouverts de A;. Comme A; est
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supposé compact, il existe une partie finie N C N telle que {Bnk | (n, k) € N } recouvre déja
A,. Dans N , certain éléments sont inutiles: si (ny, k1) € N est tel qu’il existe (no, ko) € N
tel que Up, k; C Un, ks, alors on élimine (nq, ky). Par ailleurs, notons que deux parties Uy, k,
et Uy, k, de S sont soit disjointes, soit incluses I'une dans I'autre; il s’en suit que la famille
de courbes {FrU, | (n,k) € N} satisfait les conditions du lemme 2.4.7; ce qui nous permet
de conclure.

La réciproque est une conéquence directe du lemme 2.4.4.
O

Lemme 2.4.11
Soit p un bout appartenant a une fleur de cardinal strictement supérieur a 1. Alors il existe
une suite de régions emboitées (P,), représentant p telle que:

e Pour tout n, Fr P, est formé d’un unique arc correctement plongé dans S.

e Vn,n': FrP, et Fr Py ne peuvent pas étre séparées par une courbe simple fermée.

Preuve. Soit (B,), une suite de partie de S satisfaisant les conditions du lemme 2.4.8.

On choisit comme représentant de p une suite de régions emboitées (P,),, ol pour tout
n, P, = Up ou k est I'unique entier tel que p € 3, 4. On sait par le lemme 2.4.8, que Fr P,
n’est formée que d’une seule courbe correctement plongée.

Il existe alors un entier ny tel que Vn,n' > ny: Fr P, et Fr P, ne peuvent pas étre
séparées par une courbe simple fermée. Sinon, en appliquant le lemme 2.4.4 on montre que
|®1(®(p))| = 1; effet, on pourrait alors construire une suite de régions emboitées de S dont
les frontieres seraient des courbes simples fermées; et dans ce cas, p serait séparé de tout
autre bout par une courbe simple fermée, ce qui impliquerait que la fleur de p serait réduite
a lui-méme. On élimine tous les P, pour n < ng.

Nous avons le second point. Et pour tout n, Fr P, est maintenant formée d’un unique
arc correctement plongé dans S.

O

Proposition 2.4.1
Soit f une fleur de cardinal strictement supérieur a 1. L’ensemble des bouts de f, limites de
composantes du bord, est au plus dénombrable et dense dans f.

Preuve. D’abord, comme on ne considére que des triangularisations dénombrables, le nombre
de composantes connexes du bord est nécessairement dénombrable.

Soit p un bout appartenant & une fleur infinie, (P,), un représentant de p donné par le
lemme 2.4.11.

Soit 4" et 4" les composantes du bord de S contenant les extrémités de Fr P, qui est
réduite & un arc correctement plongé. Si v # +", une analyse simple des différents cas de
figure montre qu’aucune des deux ne peut étre compacte, sans quoi FrP, ne séparerait pas S.
Par ailleurs, si 4/ = 4" est une courbe fermée compacte, on montre que la partition de B(S)
qui est induite par Fr P, peut étre aussi induite par une courbe simple fermée correctement
plongée dans S; ce qui est contradictoire avec les conditions du lemme 2.4.11. On peut donc
supposer que 7' et v" sont des courbes non compactes.
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L’un des deux cotés de ' (resp. 7") appartient a P,. On consideére p’ (resp. p”') le bout
limite de 4’ (resp. 7") dans P,, il appartient a la fleur de p. Sinon, il existe une courbe simple
fermée ¢ correctement plongé dans S qui sépare p de p' et p” qui eux, appartiennent a la
méme fleur par le lemme 2.4.6. Choisissons n’ tel que P, N ¢ = @¢. ¢ sépare alors Fr P, et
Fr P, ce qui contredit le choix de (P,),. p' et p” appartienent donc a f, on choisit un tel
p' pour chaque P,, on le note p),. Comme P} est une base de voisinage de p, la suite (pl,)
converge vers p.

O

Un ordre cyclique dans les fleurs

S est planaire et donc orientable (cf. [Mas67, HY61]); on la suppose donc orientée. Cette
orientation permet de définir rigoureusement 1’idée de gauche et de droite pour un observateur
se déplacant sur une courbe. Soit v une courbe simple orientée partageant S en deux parties
S1 et So; ces deux surfaces héritent chacune d’une orientation de S, mais seule 'une des
deux est compatible avec celle de 7, disons S;. Nous dirons alors qu’une partie connexe par
arc A C S\ est a gauche de 7 si et seulement si A C Sp; dans le cas contraire, nous dirons
que A est a droite de 7.

Lemme 2.4.12 Soient pq, po, p3 trois bouts appartenant a la méme fleur. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

e il existe une courbe v ayant pour limites p, et py, orientée de py a po, qui laisse ps sur
sa gauche, i.e. Y(P3), € p3, Ing > 0 tel que P2 est d gauche de ~y;

e toute courbe v ayant pour limites p; et py, orientée de py a pe, laisse ps sur sa gauche.

Preuwve. 11 faut montrer que la premiere condition implique la seconde. Supposons donc qu’il
existe une courbe 7 ayant pour limites p; et py, orientée de p; a po, qui laisse ps sur sa
gauche et soit 7/ une autre courbe ayant pour limites p; et py, orientée de p; a py. Comme
précédemment, on considere les parties Si, S, S7, S5 de S ou S; et S; (resp. Se et Sh) sont
respectivement les parties gauches (resp. droites) de 7 et de /. Nous allons voir que, ni
S1 NS4, ni ST NSy ne peuvent contenir p.

Quitte & déformer légérement v ou 7' on peut supposer que leur intersection est formée de
point isolés. Supposons donc qu’il existe une composante connexe C' de U'intérieur de S; N .S,
qui contienne p3. La frontiere de C est contenue dans v U ~'; ¢’est en fait une 1-variété. En
effet, les seules singularités possibles sont des points de croisements de v et 7'; et lorsque ’on
énumere tous les cas de figures, seul 'un d’entre eux semble problematique, il est représenté
dans la figure 2.4.1. On montre cependant que ce cas est absurde; en effet, les deux parties
qui se font face sont connectées par un arc « de C' (voir figure); la planarité implique alors
que cet arc sépare 7y et 7' qui pourtant se rejoignent en p; et py; ces derniers appartiendraient
alors a «, ce qui est absurde.

FrC' est donc composée de courbes simples, les cas envisageables sont alors les suivants:

e Supposons que FrC contienne une courbe simple fermée, la connexité de ~y et de +' ainsi que
la planarité de S implique que FrC ne peut contenir d’autre composante; il s’en suit que ps3
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singularité

est séparé de p; et de py par une courbe simple fermé; par le lemme 2.4.4, c’est contradictoire
avec le fait qu’ils appartiennent tous les trois a la méme fleur.

e Fr(C est donc composée de courbes simples non compactes; soit ( 'une d’elle. Comme
¢ C yU~', on peut montrer que ses limites existent et sont dans {pi,p2}. Par ailleurs, de
chaque coté, au bout d’un certain temps, ¢ est confondue avec ~y, ou bien +'. Il s’en suit que
le nombre de composantes de Fr C n’exede pas 2.

Supposons que les deux limites de ( soient égales au méme bout, par exemple p;. Plongée
dans S?, ¢ est alors une courbe simple fermée; elle divise S? en deux disques D; et Dy, I'un
d’eux contenant p,, disons Dy; C est alors contenue dans D;. Mais revenons a S, soit (P}),,
un représentant de p;; il existe ng > 0 tel que Pnl0 n’intercepte pas ps; ensuite, il existe
L > 0 tel que {(] — 0o, —L] U [L,00[) C P, , et ce dernier est connexe; il existe donc un
arc o connectant ((—L) et ((L) dans P, . Nous avons fabriqué une courbe simple fermée :

C([—L, L]) U« qui sépare p; et py de p3 (cf figure), c’est une contradiction.
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Ainsi ¢ & pour limite p; et py. Mais alors, ¢ est confondue avec v ou bien +'; pour voir
cela, on se sert de l'orientation de C' par rapport a celle de v et 7'. Trois cas se présentent
alors: (i) FrC = yU~«' avec yNv' = @, (ii) FrC =y ou bien (iii) FrC = +'; les deux derniers
cas étant symétriques. Pour (i), on applique la méthode précédente des deux cotés; (ii) veut
dire que 7 est a droite de 7' et par voie de conséquence, que 7' est a droite de ~, car C et
Sy ont la méme frontiere dans S. Il existe alors un chemin « dans Sy N S5 connectant 7 et
~'; ce chemin arrive sur «y et sur +' par la droite. D’autre part, v et 7' sont disjointes mais
ont les mémes limites: dans S?, 7 U~/ est une courbe simple fermée, les orientations de -
et de ' montrent que a connecte les deux disques séparés par v U +/; c’est une contradiction.

Le lemme est démontré.
O

Le lemme précédent démontre la validité de la définition suivante:

Définition 9

Soient f une fleur de B(S). On définit une relation G d’arité 3 sur f par Vp,p2,ps € f,
G(p1,p2,p3) si et seulement si il existe une courbe v ayant pour limite py et py, orientée de
P1 G Po, qui laisse ps sur sa gauche.

Lorsqu’une courbe simple joint deux bouts p; et p, de la méme fleur f, elle partage S en
deux parties S; et Sy (cf. lemme 2.4.5), ce qui induit une partition de f en deux ensembles
qui correspondent aux bouts p tels que G(p1, p2, p) est vraie d’une part et d’autre part ceux
pour lesquels G(p1, p2, p) est fausse. Notons que G(p1,p2, p3) < —G(p1, 3, p2)-

Lemme 2.4.13

Soient x1,x2 € B(S), alors x1 et x5 sont les limites d’une méme composante non compacte vy
du bord de S si et seulement si ils appartiennent a la méme fleur f et on a: soit G(x1, T2, )
pour tout x € f, soit ~G(x1,Ta,x) pour tout x € f.

Preuve. (=) est facile. On démontre (<=).

Soient donc z; et x5, deux bouts de S appartenant a la méme fleur f, tels que pour tout
autre bout x de f, G(z1, xo,x) soit vraie.

Soit o un segment correctement plongé dans S séparant x; de zo; pour construire o, on
considere une suite de parties emboitées (P}), représentant p, donnée par le lemme 2.4.11;
pour n suffisamment grand, P! ne contient pas po; on définit alors o comme étant la frontiere
de P!. Comme précédemment, on montre que les deux courbes v et 7' du bord de S qui
sont connectée par a sont toutes les deux non compactes; et I'une d’elle, v par exemple, est
orientée en direction opposée de Pl; v est alors oriénté en direction de P! (on peut voir
cela en regardant Porientation de v U o U/ induite par P'orientation de P}; d’ailleurs, nous
supposerons dans la suite que « est oriente de la sorte, i.e. de v & 4'. Nous allons voir que v
est notre candidat. Par le lemme 2.4.6, on peut d’ores et déja dire que les limites de v sont
des bouts de la méme fleur, qui est en fait f.

Soit ¢ une courbe allant de z; a x5, ne coupant a qu’en un seul point M. ~ est alors
située a droite de (; en effet, soit S la partie gauche de (; par définition, c’est elle qui lui

induit son orientation; cette orientation est déja induite par S; N P} or (NP} Uan S;
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appartient & la frontiere de S; N P}; d’autre part, les orientations de (N P! et de aN S sont
compatibles avec celle de S; N Pr. Mais ¢ N Py est orientée en direction de M, donc a NS
est orientée dans la direction opposée a M; ce qui prouve que l'extrémité de a appartient a
S1, et par voie de conséquence, que son origine est a droite de (; par ailleurs, cette derniere
appartient a -y : v est donc située a droite de (. Donc les limites de 7y sont a droite de (. Ainsi,
les bouts limites de ~, qui appartiennent a f, ne sont pas a gauche de (; et par hypothese,
les seuls bouts de f qui ne sont pas a gauche de { sont z; et zo. Les limites de v sont donc
x1 et To.

O

2.4.2 Classification des surfaces a bord planaires

Le lemme suivant fait partie du folklore de la théorie des surfaces (cf. [Mas67]). En un
certain sens, le théoréme 6 en constitue I’extension au cas des surfaces non-compactes.

Lemme 2.4.14
Sotent S et Sy deuzr surfaces a bord compactes planaires orientées, f : 0S; — 0Sy un

homéomorphisme conservant l’orientation. Alors f est prolongeable en un homéomorphisme
entre S et So

Idée de preuve. On se ramene au cas du disque en découpant le long d’arcs essentiels.
O

Nous énoncons maintenant le résultat principal de cette partie. Nous dirons qu'un bout
d’une surface S est limite de composantes compactes du bord si pour toute suite de régions
(Py)n le représentant, chaque P, contient au moins une composante compacte de 0S.

Théoreme 6

Soient S et S' deuz surfaces orientées ayant méme nombre, éventuellement infini, de com-
posantes compactes de bord; o : B(S) — B(S') un homéomorphisme échangeant les fleurs,
conservant ordre cyclique interne a chaque fleur et échangeant les bouts limites de com-
posantes compactes de bord. Alors S et S’ sont homéomorphes; de facon plus précise, o se
prolonge en un homéomorphisme entre les compactifications (S, SUB(S)) et (S', S"UB(S")).
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Preuve. Soient (B,,), (resp. (B},),) une suite de régions de S (resp. S’) satisfaisant les condi-
tions du lemme 2.4.8. On suppose que By = B{, = ¢. Nous allons construire par récurrence une
suite d’homéomorphismes f,, entre des compacts d’intérieurs non vides A, C S et Al C &'
telle que:

(i) (An)n et (Al), remplissent les conditions du lemme 2.4.8;
(ii) pour tout entier k, By, C Agy et By, | C Ay, 1;
(iii) pour tout n, f,.1 prolonge fy;

(iv) si U est adhérence d’une composante connexe de S\ A,, alors Fr U est connexe et
fn(FrU) est la frontiere d’une composante connexe U’ de S’ \ A! avec o(U*) = U";

(v) U contient une composante compacte du bord de S si et seulement si U’ en contient
une de S’; et dans ce cas, elles en contiennent une infinité.

Si S et S’ ne contiennent qu’un nombre fini de composantes compactes de bord, on choisit
pour Ay et A} des disques troués englobant toutes les composantes compactes du bord de S
et de S’; dans le cas contraire, on pose Ay = A = .

On construit les f, altenativement; pour les rangs pairs, on définit d’abord A,, comme
partie de S contenant A, ; remplissant les bonnes propriétés, i.e. (i) et (ii); on construit
alors f,, et Al de telle sorte que A] remplisse les propriétés voulues et soit homéomorphe a
A,. Pour les rangs impairs, on se donne d’abord A, et on procede symétriquement; nous ne
décrirons la construction que pour le cas des rangs impairs.

Supposons construits les f,, jusqu’au rang N — 1 pour N impair. On pose Ay, = B! ou

m=min{n e N|n>Net Ay_, C é’n} Nous allons construire fy et Ay petit & petit en
considérant chaque composante connexe de A’y \ A%y_; 'une apres l'autre.

Considérons C', 'adhérence d’une telle composante; c’est une surface compacte planaire
a bord. Le but est de lui associer dans S une sous-surface C contigiie a Ay_; ainsi qu’un
homéomorphisme f : (C, FrC) — (C', FrC") tel que f~'(C' N Ay_,) = C N Ax_1 et que
flenay_; = fyv—1lcnay_,- La méthode que nous allons adopter pour ce faire, consiste a assi-
gner une courbe de S & chaque composante de la frontiére de C’, ainsi qu’un homéomorphisme
entre cette courbe et la composante en question, de telle sorte que ’ensemble de ces courbes
délimitera exactement C'; on étendra ensuite ces homéomorphismes en un homéomorphisme
entre C' et C' au vu du lemme 2.4.14.

I1 nous faut auparavant fixer quelques notations; soient ¢, c}...c les courbes simples
fermées du bord de C'; on suppose que c; intercepte AYy_; c’est d’ailleurs la seule car Ay_;
et C' sont planaires et connexes et ne se rencontrent que sur leurs bords. L’orientation de
S’ induit une orientation pour C’, qui a son tour oriente les ¢}; on les considére orientées
de la sorte. Il se peut que certaines des ¢, aient des parties communes avec le bord de S;
notons I = {i € [0,k] | ¢, N 0S" # ¢}, I'ensemble d’indices correspondant. Pour i € I,
c; est formée alternativement de morceaux du bord de S’ et d’arcs correctement plongés,
composantes connexes de Fr C’; choisissons I'un d’eux: «jy, pour ¢ = 0, on choisit C' N
A'y_y; puis numérotons les autres dans leur ordre d’apparition en suivant l'orientation de

/. ! ! ! . ; N L — : /
Ci: Oy, Qg...0y 5 Pour tout 7 ¢ I, on pose oy = ¢; et k; = 0. On regroupe la suite des c;



~ALLL AL L L LVUVLS & My iLlbi LAWY A8V Y VLLL AV LA VLV LSS IS

pour i ¢ I et les suites des «; en une notation uniforme: dy, d, ...d;, dans ordre évoqué
précédemment. Enfin, pour tout h € [1,m], on considere Y, adhérence de l'intersection des
parties gauches des d; pour ¢ € [1, h]. Notons que C" =Y,/ .

La méthode de preuve consiste alors a construire par induction une suite de courbes
orientées dy, di, ...d,,, dans S, puis considérer les parties Y}, pour h € [1, m], obtenues de fagon
similaire aux Y, mais a partir des dj, et une liste d’homéomorphismes gy, : do U dy U ...dp, —
dy Udy U ...d}, de telle sorte que:

(1) gn prolonge gy 1.
(2) gn conserve orientation des courbes.

(3) Y4, 'adhérence de 'intersection des parties gauches des d; pour i € [1, h], est telle que
V' =0 N V).

(4) do = fyl,(d)) laisse Ay_; sur sa droite.

Le premier pas de cette induction est donné par fy_1: do = fy-,(d}) et go = fx_1l4; On
choisit 'orientation de dy pour que le point (4) soit satisfait; le point (3), pour h = 0, est
satisfait quant a lui grace a la condition (iv) de I'hypotheése de récurrence sur fy ;.

Supposons donc construits dy, ..., d,_1; plusieurs cas se présentent alors:

Cas 1: d}, est une courbe simple fermée

Y A Y} est un ouvert fermé de B(S’), et en particulier, un compact. Par ailleurs, la
partition entre Y}*, \ Y/* et son complémentaire dans Y;*, est réalisée par dj qui est
une courbe simple fermée correctement plongée dans Y}; cette partition est donc saturée
pour la relation d’appartenance a la méme fleur. Il en est donc de méme dans Yj_; pour
o Y YY) = Y o (Y)F). Par le lemme 2.4.10, il existe donc une courbe simple
fermée correctement plongée dans Y,_; qui réalise cette partition; c’est par définition d,.
On oriente cette courbe de telle sorte qu’elle laisse Y;* ; \ o7 (Y}*) sur sa droite. On a ainsi
Yy =Y " o (YY) = o (Y)¥). On construit alors g, prolongeant g,_; par un
homéomorphisme entre d}, et dp,.

Cas 2: dj, est un arc correctement plongé.

Soient <y, et 7] les composantes du bord de S’ connectées par d}; on suppose que dj est
orienté par Y, de vy a 71, notons m; = v, Ndj, (i =0,1). Notons que y; et 7] ne peuvent étre
compactes du fait que d}, est une courbe séparant S’. On considére le bout p} de B(S’) limite
de celle des deux parties de ~; séparées par m; n’interceptant pas Y} ; notons que comme dj,
est séparante, par le lemme 2.4.6, p| et p), appartiennent a la méme fleur. Remarquons que
76 est orientée vers pf alors que ] est orientée dans la direction opposée a celle de p/.

Soient maintenant p; = o~ !(pl); en considérant 'autre limite de +/, le lemme 2.4.13
montre p; est limite d’'une composante du bord de S, notons la 7;; notons que py et p;
appartiennent & la méme fleur f = o '(f’) ol ' est la fleur de pj et p}. L orientation des ~;
relativement a p; est la méme que celle de 7] relativement a pf. dj, devra joindre vy & 7.

Soit m; € %, NY,_1 (i = 0,1); 7 N Y,_1 est non vide car po,p1 € Yy1" = o 1(Y]_").
Le but est de les connecter par un arc dj correctement plongé dans Yj_;, orienté de mq a
my, qui réalise la partition de Y,_; en Y,_1*\ o }(V}") et son complémentaire. Notons que
V1" \ o1 (Y)") sera alors nécessairement & droite de dj,. Soit d’abord un arc « connectant
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mg et my dans Yj,_y, orienté vers my, ne coupant aucun des d; déja construit (i = 1...h —1).
Comme py et p; appartiennent a la méme fleur, par le lemme 2.4.6, o sépare S en deux
parties. Notons que que cet arc ne sépare pas py de p;. Soit  la courbe non compacte
partant de pg, empruntant 7y, en sens inverse jusqu’a my, suivant ensuite « et revenant enfin
vers p; en empruntant ;.  est orientée de py vers p; et les bouts de f qui sont sur sa droite
sont ceux qui sont dans la partie droite de «; or, comme o conserve ’ordre circulaire, ces
bouts sont bien les images réciproque par o des bouts de f’ qui sont a droite de dj,. Soit U
la partie droite de o, on a U* N f = o1 ((Y/_,"\Y") N ).

Il reste & arranger o pour ajouter ce qui manque a U* ¢’est-a-dire o' (Y} ;"\ Y/")\U* et
retirer ce qu’il y a en trop: U*\o ™' (Y} _,"\Y;"). Pour cela remarquons que o~ (Y, _,"\Y;")\U*
est un ouvert fermé, saturé pour la relation d’appartenance a la méme fleur; en effet, la seule
fleur suceptible d’étre coupée en deux est f. Par un procédé similaire au cas 1, on peut
construire une courbe simple fermée & qui isole U* \ o~ 1(Y}_;* \ ¥}). On connecte mainte-
nant « a € par un arc puis on prend la frontiere d’'un voisinage régulier du tout. On utilise
la méme méthode pour retirer U* \ o~ }(Y}_,"\ Y}*) de U*. Nous avons finalement construit
un arc qui laisse Ay_; sur sa gauche et qui réalise la partition en o= (V) _,*)\ 071 (V)") et
son complémentaire. On le note dj,et on établi un homéomorphisme f, : dp, — dj, respectant
I’orientation.

Finalement, on définit C' comme étant l'intersection des parties gauches des dj, i.e. Y,,.
Il faut encore s’occupper des composantes compactes du bord de S et de S’. On suppose
que si C' contient une telle composante, alors I'un des Y, en contient une infinité et donc
I'un des bouts de Y," est limite de composante compacte du bord. Par hypothese sur o, Y,*
en contient donc un aussi. Il reste a modifier d, pour qu’il aille chercher une composante
compacte de S dans Y}, ;. Ce qui se fait en considérant le voisinage régulier de I'union de dj,
d’un chemin conduisant a une telle composante et de la composante elle-méme. Finalement,
C est une surface planaire compacte car Y, = o 1(Y,.") = ¢.

Pour finir, par le lemme 2.4.14, on étend g,, en un homéomorphisme entre C' et C’;
cet homéomorphisme prolonge bien fy ;. On opére de méme pour chaque composante de
A’y \ Al ;. On laisse au lecteur le soin de vérifier que la construction de fy satisfait les
hypotheses de récurrence. Le cas N pair est totalement symétrique, il ne sera pas traité ici.
O

2.4.3 Considérations algorithmiques

Nous avons vu dans la section 2.4 que ’ensemble des bouts d’une surface planaire a
bord est structuré en fleurs de facon canonique, chacune d’entre elles étant munie d’un ordre
cyclique. En matiere d’algorithme, nous n’avons pas atteint de résultat concernant cette
classification; néanmoins nous donnons dans cette partie les points nous paraissant essentiels
pour la mise au point d’un algorithme de décision pour le probleme de 'homéomorphisme
des surfaces planaires HR-équationnelles.

Soit S une surface planaire a bord HR-équationnelle. On suppose que toutes les surfaces
considérées ici ne possedent dans leurs bords aucune composante compacte.
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Conjecture: S ne posséde qu’un nombre fini de fleurs a isomorphisme prés®.

En ce sens, on peut associer a chaque fleur de S son type d’isomorphisme. L’espace des fleurs
de S que I’on note F(S), i.e. le quotient de sa frontiére idéale par la relation d’appartenance
a la méme fleur, est ainsi partitionné en plusieurs types d’isomorphisme de fleur: F(S) =
Llics T

Conjecture: La sous-algébre topologique de 275, engendrée par les F;, est de cardinal
fini. En particulier F(S) est de type fini au sens de la définition 7.

Une preuve constructive de cette derniere conjecture donnerait un algorithme pour résoudre

notre probleme. Néanmoins, nous n’avons pas réussi a mettre en évidence un invariant qui
nous permettrait de caractériser la classe d’isomorphisme d’une fleur.

Le premier cas a explorer est celui des surfaces planaires HR-équationnelles a une seule
fleur, i.e. les surfaces planaires simplement connexes*.

On peut coder une telle surface a ’aide d’un graphe pointé de degré sortant au plus 2
dont les arcs sortants d’'un méme sommet sont ordonnés. Soit G un tel graphe. On obtient
la surface Sg codée par G de la fagon suivante: on considere le développement 7T de G, i.e.
I’arbre des chemins orientés dans G partant de la racine. On plonge cet arbre dans le plan
de telle sorte que, lorsque I’on tourne autour d’un sommet donné a partir de son arc entrant
en suivant 1'orientation du plan, le premier fils vient en premier. Sg est alors définie comme
étant le voisinage régulier de 7.

On montre qu’un tel graphe est calculable pour une surface HR-équationnelle donnée;
néanmoins, il ne constitue pas, et loin s’en faut, un invariant. Cependant, en suivant des
idées similaires a celles développées dans la section 2.1, il permet de calculer I'algebre de
Pierce de la fleur; cette derniere est un invariant, mais pas suffisant.

Question: Quel sont les invariants de S situés “entre” G et ’algébre de Pierce de sa
frontiére idéale®.

A cet égard, un objet probablement important a considérer est le graphe des composantes
fortement connexes de G.

3. De fagon naturelle on considére que deux fleurs sont isomorphes si elle sont liée par un homéomorphisme
conservant ’ordre cyclique.

4. Rappelons que I’on ne considere que des surfaces qui ne possedent pas de composante de bord compacte.

5.1e terme “entre” fait référence a l'existence de deux morphismes surjectifs, 'un de G sur le graphe de
ses composantes fortement connexes, ’autre du graphe des composantes connexes sur le graphe des atomes
de Palgebre de Pierce.
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Chapitre 3

Arborescence et régularité en
dimension 3

“Et c’est ainsi que dans I’étroitesse d’un vase, dans son obscurité, ils vivent,
chantent, pondent et fixent leurs ceufs, meurent. Puisqu’ils perpétuent 1’espece,
oui, c’est préférable a les élever en cage et qu’ils ne vivent que ’espace d’un été,
mais il reste que c’est une vie au fond d’un vase : pour eux, le vase est I'univers.”

Yasunari Kawabata, “Kyoto”, 1971.

Ce chapitre est consacré a 1’étude des variétés non compactes de dimension 3. Explorant
dans ce contexte l'idée de régularité arborescente, nous fournirons une caractérisation des
3-variétés HR-équationnelles en termes de recollement de 3-variétés a bord compactes. Cela
étant, le cas hyperbolique nous conduira a un résultat de rigidité dont la démonstration s’ap-
puie sur les théoremes de Thurston et de Sullivan, fondamentaux en géométrie hyperbolique.

Forts de ce résultat, nous étudierons la structure des groupes fondamentaux des variétés
HR-équationnelles, et particulierement comment il est possible d’en avoir une vue construc-
tive, et de donner une solution algorithmique au probleme du mot.

Par ailleurs, nous verrons que les revétements réguliers qui possedent une triangularisa-
tion HR-équationnelle se caractérisent fort bien en terme de groupes: ce sont ceux dont le
graphe de Schreier est le graphe de Cayley d’un groupe virtuellement libre.

3.1 Variétés HR-équationnelles de dimension 3

3.1.1 Arborescence

Le concept de variété arborescente de dimension 3 est par essence tres proche de celui de
somme connexe arborescente qui fut introduit dans le chapitre 2, définition 5. Néanmoins,
certains arguments nous ont conduit a ne pas unifier ces deux notions. Le concept de somme
connexe existe aussi en dimension 3; il consiste a recoller deux 3-variétés fermées, i.e. com-
pactes sans bord, en leurs retirant une boule a chacune et en identifant les bords sphériques
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restant. La notion de somme connexe arborescente prend des lors un sens évident en di-
mension 3. Mais il n’y a aucun espoir de retrouver des résultats comparables a ceux que
nous avons obtenus en dimension 2 dans le cadre des surfaces. Le concept de 3-variété ar-
borescente est plus général que celui de somme connexe arborescente en ceci qu’il autorise
le recollement des morceaux sur des bords qui ne sont pas nécessairement des spheres. Mais
cette plus grande liberté implique aussi une plus grande complexité des données a considérer
pour établir des méthodes de description constructives de ces objets.

Nous introduisons le vocabulaire de base de la topologie des variétés de dimension 3.
Soit M une 3-variété triangularisée; nous appellerons surface correctement plongée dans M
tout sous-complexe simplicial de M qui est la triangularisation d’une surface connexe S
telle que S N OM = 0S. Une telle surface est dite a deux bords si la frontiere de chacun
de ses voisinages réguliers comporte deux composantes connexes; elle est dite séparante si
M \ S possede exactement deux composantes connexes. Nous dirons que M est premiere
si on ne peut pas la décomposer en somme connexe sur des spheres de deux variétés non-
triviales; nous dirons qu’elle est irréductible si toute sphere correctement plongée dans M
est la frontiere d’'une boule. Une surface S non spheérique, correctement plongée dans M est
dite incompressible si pour toute application continue f : D? — M du disque D? dans M
telle que f(0D?) C S, il existe une application f, : D* — S telle que flopz = fslop2 (cf.
[Hem76, FM97]). M est dite de Haken si elle possede au moins une surface incompressible.
M est dite acylindrique si OM est composée de surfaces incompressibles et si tout cylindre
St x [0, 1] correctement plongé dans M, dont les composantes de bord S* x {0} et S x {1}
ne sont pas homotopiquement nulles dans OM, est homotope a une partie du bord de M,

i.e. on peut le déformer continuement de telle sorte qu’il soit totalement inclus dans OM (cf.
[Thu86]).

Définition 10

Soit M une variété de dimension 3 sans bord triangularisée, éventuellement non-compacte.
Nous dirons que M est arborescente s’il existe une famille {Sy}, de surfaces séparantes
et deur a deuz disjointes et qui découpent M en morceaur simples en ce sens qu’il existe un
nombre fini de variétés de dimension 3 a bord compactes triangularisées My, . .., M, telles que
pour chaque composante connexe C de M\ |, Su, il existe un homéomorphisme simplicial,
i.e un isomorphisme de triangularisation, pc : C — M,y ot o(C) € [1,n]. La décomposition
de M, i.e. la famille {S,}., est dite incompressible si chaque S, est incompressible. M
est dite acylindriquement arborescente si tous les M; sont acylindriques.

La construction qui suit montre dans quelle mesure ce concept se rattache a 1’'idée d’ar-
borescence développée tout au long des chapitres précédents.

Soit M une variété de dimension 3 arborescente. On conserve les notations de la définition
10; pour chaque i € [1,n], soit {B;;}i1<j<s les composantes du bord de M;. Pour toute
composante connexe C' de M \ |, S, et pour tout u tel que S, C C, ¢,ls, définit un
isomorphisme entre les triangularisations de S, et de I'une des composantes du bord de M, .
Il n’y a qu’un nombre fini de B;;; par conséquent, le nombre de S,, est fini a homéomorphisme
simplicial pres. Soit {Tj}1<k<m une famille de représentants des S,, donnée avec, pour tout
u, un homéomorphisme simplicial v, : S, — Ty, ot p(u) € [1,m]. Soient 4, 7, u et C
tels que ¢ (S,) = Bij; ¥y 0 cp;l\ Bi; * Bij = Ty() est un homéomorphisme simplicial. Or, le
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nombre d’homéomorphismes simpliciaux entre deux surfaces triangularisées est fini a isotopie
pres. Ainsi, quitte a ajouter de nouveaux représentants pour les composantes connexes de
M\ |, Su, i-e. de nouveaux M;, on peut supposer que , o (p;l\Bij ne dépend ni de u, ni de
C; on le note g;;.

M est alors codé par un arbre 7 construit de la facon suivante: A chaque composante
connexe de M\ | J, Sy est associé un nceud de 7, et & chaque S,, correspond un arc connectant
les nceuds associés aux deux composantes de M\ |, S, dont les adhérences se coupent en S,,.
L’orientation des arcs est en un sens arbitraire, elle est choisie de telle sorte que 7 soit un arbre
orienté apres avoir choisi la racine de facon arbitraire. On étiquette maintenant les noeuds et
les arcs de 7. Pour toute composante C, le nceud de 7 qui lui est associé est étiqueté par +(C),
I’indice de son représentant. Chaque arc e est étiqueté par un couple d’entiers défini comme
suit : soient C et C’ les composantes associées respectivement a 1’origine et a 'extrémité de
e; soit S, la surface séparante correspondant a e; S, correspond, via ¢ (resp. ¢, ), a un
Bi; (resp. Byj) dans M) (resp. Mycry); I'étiquette de e est alors définie comme étant le
couple (7, 7").

La donnée de 7, des M; et des g;; suffit alors a reconstruire la triangularisation de M.
En effet, pour ce faire, on associe a chaque nceud x de 7 une variété de dimension 3 a bord
qui est une copie de M; ou i est I'étiquette de x; ces variétés sont alors recollées deux a deux
le long des arcs de 7: soit e un arc étiqueté par un couple (7, j'), soit i et i’ les étiquettes
de l'origine et 'extrémité de e; on recolle alors les deux variétés liées par e relativement a
I’homéomorphisme défini par gz.le, 0 gij-

Cette méthode de reconstruction d’une variété de dimension 3 arborescente a partir de
7, des M; et des g;; démontre en particulier le résultat suivant :

Proposition 3.1.1
La triangularisation d’une 3-variété arborescente est codée par un hypergraphe arborescent,
i.e. de largeur arborescente finie.

La réciproque est vraie en dimension 2 (théoreme 2), qu’en est-il ici?

3.1.2 Régularité

Il apparait maintenant naturel d’introduire le concept de régularité suivant.

Définition 11

On conserve les notations introduites page 71. Une 3-variété arborescente M sera dite
réguliére si elle posséde une décomposition, i.e. une famille {Sy,}, de surfaces séparantes,
telle que T soit un arbre régulier.

Les notions d’arborescence et de régularité arborescente ont donc trouvé des formalisa-
tions dans le cadre de la dimension 3. La proposition 3.1.1, ainsi que la suivante qui est
similaire a la proposition 2.2.1, les placent dans le contexte de ce mémoire.

Proposition 3.1.2
Soit M une variété de dimension 3 sans bord triangularisée. Alors M posséde une triangu-
larisation HR-équationnelle si et seulement si M est arborescente réquliere.
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Preuve. (<) :

Soit M une 3-variété arborescente réguliere définie par la donnée de 7, des M; et des
gij (on conserve les notations introduites page 70). On suppose que 7 est défini comme
développement d’un multi-graphe orienté pointé (', vy) dont les sommets sont étiquetés par
des indices correspondant aux M; et les arcs par des couples d’indices correspondants aux
B;;. Quitte a ajouter de nouveaux M; pour lesquels on modifie la numérotation des compo-
santes de bord, on peut considérer que les couples d’entiers associés aux arcs de I' sont tous
de la forme (j,0). Cela revient a dire que I'on “entre” dans un M; toujours par la méme
composante de bord. Pour chaque v € Vi, on considere alors un hypergraphe H,, codant
la triangularisation du M; qui associé a v, i.e. M lab@w)" Les sources de H, sont les sommets
de la triangularisation de By, 1’“entrée” de M;. Les arcs d’origine v codent les “sorties” de
M;; pour chacun d’entre eux, on ajoute un hyperarc non-terminal sur la composante de bord
correspondante : & un arc étiqueté par (j,0) dont extrémité est étiqueté par 7', on associe un
hyperarc non-terminal étiqueté par ¢’ dont les sommets sont ceux de la copie de B;; dans H,,.
On obtient finalement une grammaire de remplacement d’hyperarc qui décrit la construction
de la triangularisation de M.

(=):
Soit M une 3-variété HR-équationnelle sans bord définie par une grammaire © = (by, { Hy }seB)-
On peut supposer que O satisfait les conditions du lemme 1.2.1.
e On peut transformer © de telle sorte que chaque Hy soit la triangularisation d’une 3-variété
a bord. Rappelons que H, est ’hypergraphe obtenu a partir de H, en supprimant tous les
hyperarcs non-terminaux.
On commence par remplacer la triangularisation de M par sa double subdivision bary-
centrique, cela facilite les découpages. On note encore © la grammaire associée. Il faut
transformer © de telle sorte que chacun des sommets de chaque Hj, possede un voisinage
homéomorphe & une boule B® = {(z1,29,73) € R® | ||(21, Z2,%3)|]2 < 1} ou bien une demi-
boule {($1,$2,$3) € R?’ ‘ ||($1,I2,.T3)||2 S 1 et T3 2 O}

Considérons donc un H, ainsi qu'un de ses sommets .
Si x n’appartient pas a un hyperarc non-terminal et n’est pas une source, alors tous les
hyperarcs terminaux contenant x qui lui forment un voisinage dans M sont déja dans H,.
Comme M est une 3-variété sans bord, ce voisinage est homéomorphe a une boule.
Si = est une source, alors il doit étre recollé sur un sommet x’ appartenant & un hyperarc
non-terminal dans un autre H,. Si x ne possede pas de voisinage homéomorphe a une boule
ou bien une demi-boule, alors il en est de méme pour z’. C’est le cas suivant.
Supposons donc que x appartient a un hyperarc non-terminal de H, et qu’il ne possede pas
de voisinage homéomorphe a une boule ou bien une demi-boule. Par le lemme 1.2.1, il n’y
a qu’'un seul Hy qui doit étre recollé sur z. Soit s’ la source de Hy qui doit étre identifiée
a x. Considérons les tétraedres, i.e. les hyperarc terminaux d’arité 4, de Hy contenant s'.
Nous allons les retirer de Hy et les recoller autour de x dans H,, ainsi que dans tout autre
Hy: contenant un hyperarc non-terminal étiqueté par b’. Ensuite, on supprimera s'. Apres
cette opération, x aura un voisinage homéomorphe a une boule dans H,. Soit 7" un de
ces tétraedres; rappelons que nous considérons la double subdivision barycentrique de la
triangularisation originale de M. Les sommets créés durant le processus de subdivision ont
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tous des bons voisinages, s’ n’en fait donc pas partie. C’est par contre le cas des trois autres
sommets a/, b’ et ¢ de T". Apres la suppression de T”, pour ajuster le recollement de Hy, ils
deviennent des sources de Hy. Notons que deux d’entre eux pouvait déja en etre. On vérifie
qu’ils ont des bons voisinages dans Hy \ 1", i.e. homéomorphes & une demi-boule. Le détail
de cette opération étant plus complexe que difficile, il est omis ici.

Notons que I'aspect effectif de cette démonstration repose en partie sur la reconnaissance
algorithmique de la boule B3, qui, en toute généralité, est un probleéme difficile [FM97, Mat];
néanmoins, dans notre cas, nous n’avons a considérer que des voisinages de sommets, i.e. de
forme St(v) et donc, il suffit d’en regarder les liens, i.e. les Lk(v). Or décider de la forme
de I’étoile d’un sommet en dimension 3 se réduit a un probléme de classification de surfaces
compactes.

e On peut transformer © de telle sorte que les sources d’un Hy sont les sommets d’au plus
une composante du bord de H.

Considérons le sous-hypergraphe F, de Hy, formé par les sources de Hj, et les hyperarcs d’arité
3 les connectant entre elles, i.e. les triangles dont tous les sommets sont des sources. Notons
d’abord que le point précédent implique que |Fp| est une union de surfaces compactes sans
bord deux a deux disjointes. Notre but ici consiste a transformer © de telle sorte que chaque
Fy ne comporte qu’une seule surface. Supposons donc que Fy contient au moins deux surfaces
disjointes c; et cy. Grace au lemme 1.2.1, on peut supposer que chaque Hy est connexe; soit
a un chemin de Hj connectant ¢; et ¢y (cf. figure). Soit K un voisinage régulier de ¢c; UaU ¢y

o T

C2

C1

dans I;Tb. K est une 3-variété a bord avec trois composantes de bord; ¢; et ¢y en sont deux,
la troisieme, qui est plongée dans Hp, est homéomorphe a leur somme connexe, notons-la c.
L’idée consiste a retirer K de Hj, remplacer les sommets de ¢; et ¢y par les sommets de ¢
dans la liste des sources de Hj, et enfin, recoller K sur c; et co a la place de chaque hyperarc
étiqueté par b dans ©. A chaque recollement de K, on adjoint un nouvel hyperarc étiqueté
par b qui code le recollement du nouvel H, sur c. Nous ne developperons pas le détail de
ces opérations ici. Finalement, nous avons fait décroitre le nombre de composantes de Fj, on
conclut par récurrence.
On construit maintenant un multi-graphe orienté pointé I' codant ’arbre régulier définissant

M comme 3-variété arborescente réguliere. Pour chaque b € B, on ordonne linéairement les
hyperarcs non-terminaux de Hy. L’ensemble des sommets de I' est B, ’ensemble des indices
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des H,. La racine de T' est by. L’ensemble des arcs de I' est en bijection avec I'union des
ensembles d’hyperarcs non-terminaux des Hp, il est défini comme suit : pour chaque b € B
et chaque hyperarc non-terminal e de Hy, disons que e est le j-ieme hyperarc non terminal
de H,, on définit un arc dans I, étiqueté par le couple (7,0), d’origine b et d’extrémité &', ou
b’ est I'étiquette de e. A chaque sommet v de I est associé la 3-variété a bord dont ItN[b est
une triangularisation, ou b est 1’étiquette de v. On vérifie que [' définit un arbre régulier qui
définit a son tour M comme 3-variété arborescente réguliere.
O

En reprenant les méthodes développées dans le chapitre 2, on montre que I’ensemble des
bouts d’une 3-variété arborescente M est homémorphe a celui de 7 (on conserve les notations
définies page 71). On obtient alors le résultat suivant :

Proposition 3.1.3
L’espace des bouts d’une variété de dimension 3 arborescente réquliere est un espace de type
fini au sens de la définition 7.

La réciproque semble fausse, comme le laisse présager I’exemple qui suit.

QD

F1G. 3.1: Ny est une 3-variété a bord; son bord comporte 2 composantes, l'une de genre 1,
lautre de genre 2. Elle est obtenue en découpant une surface de genre 2 a l'intérieur d’un
tore plein.

On considere la suite (Nj)g>1 de 3-variétés a bord dont les premiers éléments sont
représentés dans les figures 3.1, 3.2 et 3.3; Ny est obtenue a partir d’'un corps a poignées
de genre 2¥~1 (en anglais: "handlebody”, cf. [Hem76, Jac77, Joh95], il s’agit d’une surface
orientable de genre k£ “remplie” de matiére) en creusant dans son intérieur une surface de
genre 2F; la surface de genre 2%, notée S, est nouée comme I'indiquent les figures; on note
Sy, la composante de bord de genre 2=! de N.

On fabrique alors une variété non compacte /N en considérant I’'union de tous les N, et
en recollant S;, sur Sk, pour tout k. On montre aisément que N n’a qu'un seul bout; ainsi,
son espace de bouts, réduit a un seul point est de type fini. Cependant, nous conjecturons
que N n’est pas arborescente.

Nous avons vu dans le chapitre 2 que les surfaces pointées sont HR-équationnelles; en
dimension 3, nous pensons que ce fait se généralise de la fagcon suivante:

Conjecture 1 Les 3-variétés possédant un ceur compact au sens de [Sco73] sont HR-
équationnelles, de méme que celles qui possédent une structure hyperbolique de volume fini
(voir plus loin).
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Jollok

Fi1G. 3.2: Ny est obtenue a partir d’un corps a poignées de genre 2 en creusant a [’intérieur
une surface de genre 4. Elle posséde donc deuzr composantes de bord, l'une de genre 2, la
surface extérieure, et l'autre de genre 4, la surface intérieure.

F1G. 3.3: N3 est obtenue a partir d’un corps a poignées de genre 4 en creusant a l’intérieur
une surface de genre 8. Elle posséde donc deux composantes de bord, I'une de genre 4 et
P’autre de genre 8.
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3.2 Rigidité des 3-variétés arborescentes

3.2.1 Groupe fondamental, revétements

Pour une introduction a la théorie du groupe fondamental ainsi qu’a la théorie des
revétements, cf. [Mas67, Rot88]; pour un traitement approfondi, cf. [Spa66]. Pour ce qui
concerne la théorie combinatoire des groupes, le lecteur est renvoyé a [MKS66, LS77].

Soit K un polyedre connexe et o un point de K. Un lacet de point de base x; est une
application continue « : [0, 1] — K telle que a(0) = a(1) = zo. On définit le produit c.o/ de
deux lacets « et o par .o/ (t) = a(2t) pour ¢ € [0, 1] et a.c/(t) = o/ (2t — 1) pour t € [3, 1].
Notons que cette opération n’est pas méme associative. On considere sur ’ensemble des lacets
la relation d’équivalence définie comme suit. Deux lacets a et o sont dit équivalents s’ils
sont homotopes, i.e. §'il existe une application continue H : [0, 1] x [0, 1] — K telle que pour
tout s € [0,1], H(s,0) = H(s,1) = zo; H(0,.) = a et H(1,.) = . On interpréte souvent
I’équivalence de deux lacets comme la possibilité de déformer I'un pour obtenir 'autre et
vice versa. On montre alors que si oy ~ a9 et of ~ o, alors oy.0] ~ «as.04; ainsi, la loi
de composition sur les lacets est aussi définie sur les classes d’équivalence de lacets. Sur ce
dernier ensemble, elle devient associative; en fait, ’ensemble des classes d’équivalence de
lacet muni de cette loi forme un groupe appelé le groupe fondamental de K de point de base
%o, on le note 7 (K, z). On montre que la classe d’isomorphisme de 7; (K, zo) ne dépend pas
du choix de xg: si z; est un autre point de K, alors w1 (K, o) et 71 (K, x1) sont isomorphes.

Le groupe fondamental d’un polyedre est un inwvariant de sa structure topologique: on
montre que si deux polyedres sont homéomorphes alors leurs groupes fondamentaux sont
isomorphes. Cette correspondance entre les structures de groupe et d’espace topologique
est en fait plus profonde: une application continue ¢ : K — K’ induit canoniquement un
homomorphisme ¢, : m (K, z¢) — 7 (K', o(z0)). Formellement, cela définit un foncteur de
la catégorie des espaces topologiques pointés dans celle des groupes (cf. [Spa66]).

Le concept de groupe fondamental est usuellement défini dans le cadre des espaces de
Hausdorff connexes. On ne possede alors en général aucun moyen constructif de le définir.
Dans le cas des polyedres, la situation est plus favorable; on peut construire une présentation
de m1(K) de facon effective a partir d’une triangularisation de K. La méthode est la sui-
vante: on commence par considérer le 1-squelette K' d’une triangularisation de K, i.e. le
sous-complexe simplicial formé des simplexes de dimension inférieure ou égale a 1. Il définit
lui-méme un polyedre, en fait un graphe, dont le groupe fondamental s’applique de fagon
surjective sur celui de K; cela provient du fait que tout lacet de K est homotope a un la-
cet simplicial (cf. e.g. [Mas67]). Par ailleurs le groupe fondamental de K, et d’un graphe en
général, est facile a appréhender, c’est un groupe libre. On calcule un ensemble de générateurs
A partir d’un arbre couvrant de K! dont la racine est x,, son point de base; chaque aréte
n’en faisant pas partie définit un élément de la partie génératrice de (K, zy) associée a
I’arbre couvrant en question; cet élément est la classe d’équivalence du lacet défini comme
suit : a partir du point de base xy, on joint I'une des extrémités de ’aréte en question en
empruntant 'unique plus court chemin de I’arbre couvrant, on parcourt ’aréte en question,
puis on retourne au point de base xy en suivant I'unique plus court chemin dans l'arbre
couvrant; notons que ce procédé permet en fait d’associer & toute aréte de K' un élément
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de 7, (K, zy), celles de 'arbre couvrant de K* étant toutes associées & 1’élément neutre. On
obtient finalement un ensemble de générateur de 7, (K", zy) qui définit de fagon canonique
un ensemble de générateurs de 7 (K, xy). Pour définir une présentation de m (K, xy), il nous
reste a déterminer les relateurs. Ceux-ci sont définis par les simplexes de dimension 2, i.e.
les triangles; le bord de chacun d’eux est formé de 3 arétes, en le parcourant dans un sens
(ou dans lautre, peu importe), il définit un mot sur ’ensemble de générateurs construit
précédemment; ’ensemble des mots construits de cette fagon est ’ensemble des relateurs de
notre présentation. Pour la validitée de cette construction, le lecteur est renvoyé & [Mas67].

Soit K un polyedre connexe; un revétement de K consiste en une paire (IN( ,p) ol K est
un polyedre connexe et p : K — K est une application continue surjective telle que tout
point z de K possede un voisinage U tel que chaque composante connexe V de p~(U) est
homéomorphe & U et p|y : V — U est un homéomorphisme; un tel voisinage est appelé un
voisinage élémentaire de x et p est appelée la projection relative & (K D). (K p) est appelé
le revément universel de K si le groupe fondamental de K est trivial.

On énumere ici quelques propriétés fondamentales des revétements; le lecteur est renvoyé
pour les preuves a [Mas67, Rot88, Spa66]. Soit zo € K et 75 € p~1(xg), p~1(x¢) est appelée
la fibre de xy, on montre que p, : Wl([?,.’ffo) — m1(K,x9) est un homomorphisme injectif.
Pour tout autre élément & de la fibre de x4, on montre que p, (7r1(1~( ,Ty)) est un sous-groupe
de 7 (K, z9) conjugué & p,(mi (K, 7o)); en particulier, il lui est isomorphe; si ce dernier est
un sous-groupe normal de 7 (K, 7o), on dit que (K, p) est un revétement régulier de K.

Soit f : Y — K et yo € f~(xp); alors il existe un relévement f:7 > K i.e. une
application telle que f = pf avec f(yo) = o, si et seulement si f, (71 (Y, o)) C ps(m1(K, 5o)).

Soient (Kl,pl) et (Kg,p2) deux revétements de K; on appelle homomorphisme de revé-
tement entre (Kl,pl) et (Kg,pg) toute application continue ¢ : K, — K, telle que p1 = pap.
Soient #; € p;' () et Ty € py ' (xp); il existe alors un homormorphisme ¢ : K, — K, qui
échange 7 et Ty si et seulement si py, (m; (Kl, xl)) C pa,(m (KQ, Z9)); et cet homomorphisme
est un isomorphisme si py, (11 (K1, 1)) = po, (m1 (K2, %2)).

3.2.2 Variétés hyperboliques de dimension 3 arborescentes
Variétés hyperboliques

L’introduction a la géométrie hyperbolique qui est donnée ici est somme toute un peu
minimaliste; nous avons jugé qu’un développement pédagogique de ce sujet serait, de par la
taille qu’il nécessiterait, hors de propos ici. Ainsi, nous nous sommes limités ici aux définitions
de base. Les concepts et les résultats que nous utilisons par la suite seront donnés dans le
texte au fur et a mesure, avec bien entendu les références appropriées. Pour des approches
plus complétes mais rapides du sujet, cf. [Mil82, Can84, Sco83|, pour un traitement ap-
profondi, cf. [Bea83, MT98, Mas87, Rat94, Thu97]; [Mil82, Can84, Bea83, Mas87, Rat94]
concernent la géométrie hyperbolique en général, tandis que [Sco83, MT98, Thu97] sont plus
particulierement dédiés aux probléemes de la dimension 3 et aux travaux de Thurston sur le
sujet.
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Pour I'espace hyperbolique, nous considérons ici le modele de la boule unité de Poincaré :
on définit H? comme étant la boule unité B* = {z € R® | ||z||» < 1} de R® munie de la
métrique riemannienne hyperbolique ds? donnée en fonction de la métrique euclidienne dx?
par

Adx?
ds? = ——
S ==y

en un point de B" situé & distance r € [0, 1] de l'origine, ds? vaut ﬁ fois dz?. La longueur

d’un chemin ~ rectifiable de B? est alors donnée par

() = /de

et la distance séparant deux points de H? est définie comme étant le minimum des longueurs
des chemins allant de I'un a I’autre.

On montre que les géodésiques de H® sont les arcs de cercles coupant S™ perpendicu-
lairement. On note Isom H? le groupe des isométries de H?; et Isom™H? le sous-groupe de
Isom H? constitué des isométries qui préservent ’orientation.

Définition 12
Une variété hyperbolique orientable de dimension 3 est une 3-variété M, orientable,
munie d’un atlas {Uj, p;}jcs ot

o U; est un owvert de M et M =J; Uy;

o p;: Uy — I est un homéomorphisme de U; sur ¢;(U;) que Uon appelle usuellement
une carte;

e Si Ujy NUj, # o, alors Uy, NUj, est conneze et fj|v; nu,, © f-7'271|sz(Uh”Uj2) est un
homéomorphisme de f;,(U;, NU;,) sur f;, (U;, NUj,) qui préserve la métrique hyperbo-
lique; on montre que c’est la restriction d’un élément de Isom™H?.

Arborescence et hyperbolicité

Une sous-variété d’une variété hyperbolique est dite totalement géodésique si elle contient
toutes les géodésiques qui lui sont tangentes. L’idée de largeur arborescente finie nous conduit
a proposer la définition suivante.

Définition 13

Nous dirons qu’une variété de dimension 3 hyperbolique complete M est arborescente
si elle posséde une triangularisation géodésique’, i.e. chacun de ses simplezes est totale-
ment géodésiques, dont les arcs ont des longueurs uniformément bornées inférieurement et
supérieurement, relativement a laquelle M est arborescente et posséde une décomposition
incompressible au sens de la définition 10.

1. notons qu’une triangularisation rectifiable pourrait étre une hypothése suffisante
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Notons qu’une 3-variété hyperbolique compacte est arborescente; mais les 3-variétés hyper-
boliques compléetes arborescentes sont en général de volume infini.

Le résultat suivant permet la construction d’exemples de 3-variétés hyperboliques arbo-
rescentes. Les principales idées de la preuve sont apparues lors d’une conversation avec D.
Epstein et 1. Rivin.

Une 3-variété compacte N est dite atoroidale si tout sous-groupe de 71 (/N) isomorphe a
Z? est conjugué a un sous-groupe de 7 (ON) (cf. [Thu82]).

On définit les variétés hyperboliques a bords totalement géodésiques en remplacant dans la
définition 12 P’espace hyperbolique H® par le demi-espace hyperbolique H, = {(21, 2, z3) €
B3 | z3 > 0} et Isom™HP par le sous-groupe des isométries de Isom™H® qui conservent HS .

Lemme 3.2.1

Soit N une variété compacte de dimension 3 premiére, acylindrique et atoroidale dont les
composantes du bord sont des surfaces incompressibles de genres supérieurs ou égaux a 2.
Alors on peut munir N d’une structure hyperbolique compléte a bord totalement géodésique.

Preuve. Soit N la 3-variété fermée obtenue en recollant deux copies disjointes de N par iden-
tification de leurs bords. Les bords identifiés de ces deux copies forment dans N une surface
incompressible; N est une variété de Haken. Par ailleurs, elle est atoroidale; par le théoréme
d’uniformisation de Thurston [Thu79], elle peut étre munie d’une structure hyperbolique
complete. On montre que cette structure se transmet a son revétement universel, qui devient
alors isométrique & H?; ainsi on peut supposer que le revétement universel de N est H?; soit
p:H® — N une projection; on montre que (H*, p) permet la définition d’une représentation
fidéle de m(N) dans Isom™H?, i.e. un homomorphisme p : 7 (N) — I' C Isom™H® injectif
dont 'image est un sous-groupe discret, de telle sorte que I’on a on a N ~ H?/T; notons que
ces propriétés valent pour toute variété hyperbolique compléte (cf. [Thu97, MT98]).

Soit 7 : N — N I’homéomorphisme échangeant les deux copies de N. Soit B C N une
composante connexe du bord des copies de N dans N; notons que B est fixé point par point
par 7. B se reléve par p en un plan P plongé dans H2. Notons que, de méme que B, P n’est
a priori pas totalement géodésique. Soit 7 : H? — H? le relevement de 7 qui fixe P point par
point. Par le théoréme 11.6.1 de [Rat94], 7 est une pseudo-isométrie. Notons que 72 = Idgs.

Par le théoréeme de Mostow [Mos68], 7 induit une transformation de Mébius de la sphere
a I'infini que 'on note 7 : S2 — S2. Comme 7 est d’ordre deux, il en est de méme de 7
qui est donc une symétrie. Comme 7 fixe P point par point, 7> fixe la courbe limite de P
qui est donc un cercle de S%. Ce cercle & 'infini définit un plan hyperbolique P’ dans H*.
Nous allons construire une déformation I'-équivariante de P en P’ qui induira, via p, une
déformation de B en une surface totalement géodésique.

En premier lieu, p(P’) est une surface compacte. Pour voir cela, on consiere H C T, le
stabilisateur de P et on montre d’abord que 'action de H sur P’ est cocompacte. Pour ce
faire, on montre qu’il existe K; > O tel que pour tout x € P, dgs (z, P') < K; et pour tout
' € P!, dg (2, P) < K. Notons que H stabilise aussi P'. Soit zo € P; choisissons zj € P’
tel que dgs (79, xf) soit minimal. Comme B est compacte et B = P/H, il existe R > 0 tel
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que pour tout z € P, il existe h € H tel que dgs (2o, h(z)) < R. On a alors:

dgs (x, h =" (x5)) = dus (h(x), z5)
< dys (h(x), 7o) + dps (0, ()
< R+ dgs (w0, 7p).

On pose K; = R + dgs(z9,7p). Soit 2/ € P'. Soit v une géodésique de H? coupant P’
perpendiculairement en z’. Notons que v N P # ¢; soit x € yN P. On a alors

dgs (2", P) < dys (', z) = dgs (P, z) < K.

On en déduit que 'action de H sur P’ est cocompacte. On montre en effet qu’il existe Ky > 0
tel que pour tout =/, 2, € P', il existe h € H tel que dgs (h(z}), z}) < K,. Soient z!,z!, € P';
Soient z1, x5 € P tels que dye (;, 2}) est minimal. Soit h € H tel que dys (h(z1),22) < R. On
a alors:

dre (h(z7),25) < dpe (h(z1), h(21)) + dms (h(21), T2) + dms (22, 75)
<dm(z],z1)+ R+ K
< 2K, + R.

On choisit Ky = 2K + R. Ainsi, p(P') est compacte.

Il reste a prouver que p(P’) est bien une surface, i.e. chacun de ses points possede un
voisinage homéomorphe & un disque; rappelons que p(P') hérite sa topologie de N. Soit
' € NNp(P') et ' € p~t(z') N P'. Soit D un disque ouvert de P’ contenant '. Supposons
que pour tout voisinage élémentaire V' de z’, il existe un point zy € p(P') NV qui n’est pas
dans p(D). Considérons V la composante de p=(V) contenant #'; et z, € p~!(z,)NV. Pour
V suffisamment petit, VNP =Vn D; et donc Zy ¢ P'. Ainsi donc, il existe vy € T'\ H tel
que Zy € vy (P'). Considérons la famille P de tous les plans hyperboliques obtenus comme
images de P’ par un .

Si P est de cardinal fini, alors il existe v € I" tel que y(P') =~y (P') pour tout voisinage
V' d’une base de voisinages élémentaires de x’. Dans ce cas, y(P') intercepte P’. Mais alors,
en regardant I’action de 7 sur la sphere a l'infini, on en déduit que (P) intercepte P; ce qui
est impossible car B est une surface.

Supposons donc que P est infinie. L’argument précédent montre que les images de P’ par
deux isométries de I' sont soit disjointes, soit confondues. Ainsi donc, il existe une infinité
de plans hyperboliques deux a deux disjoints de la forme 7y (P'). Comme l'action de H sur
P est cocompacte, pour V suffisamment petit, il existe v{, € ' tel que v, (') € v (P’)
et dgs (7(Z'), Z2v) < Ky. Ainsi, en choisissant V' suffisamment petit, v{,(Z') reste dans un
voisinage borné de Z'. Par compacité, on peut donc extraire une base dénombrable (Vj), de
voisinages élémentaires tel que pour toute paire ki, k2, v, (Z') et vy, (') soient distincts et
la suite (7}, ('))x converge; ce qui contredit le fait que I’action de T' sur H® est discrete.

p(P') est donc une surface totalement géodésique plongée dans N.

Par ailleurs, quitte a déformer légerement B, il existe une triangularisation géodésique
de N pour laquelle B et p(P') sont simpliciales. Cette triangularisation se reléve en une
triangularisation I'-équivariante de H? dans laquelle P et P’ sont simpliciaux. Cela permet
de définir, tétraddre par tétraddre, une isotopie de N déformant B en p(P').
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On déforme ainsi chaque composante du bord des deux copies de N qui forment N.
Finalement, en découpant le long des surfaces géodésiques obtenues de la sorte, on obtient
deux morceaux homéomorphes a N ayant la structure hyperbolique requise.

O

Notons que I'hypothese d’acylindricité est essentielle dans ce lemme. On obtient un contre-
exemple en considérant une variété de la forme S x I ou S est une surface. S x I n’est
pas acylindrique. Par ailleurs elle ne peut pas étre équippée d’une structure hyperbolique
compleéte a bord totalement géodésique. Si c¢’était le cas, en considérant deux copies de cette
variété que 1’on recollerait sur leurs bords, on obtiendrait une variété compacte sans bord,
hyperbolique compléete dont le groupe fondamental comporterait un sous-groupe isomorphe
A Z?2. C’est impossible.

On peut maintenant construire une variété de dimension 3 hyperbolique arborescente de
la facon suivante. On se donne une 3-variété a bord atoroidale N dont les bords sont des
surfaces de genre supérieur a 2. Soit n le nombre de composantes connexes du bord de N;
on les suppose numérotées de 1 a n. Par le lemme 3.2.1, on peut équiper N d’une structure
hyperbolique complete rendant ses bords totalement géodésiques. On considere maintenant
I’arbre non-orienté infini ¢, régulier, de degré uniformément égal a n, dont les arétes sont
étiquetées par des entiers entre 1 et n tels que chaque noeud appartient a une aréte étiquetée
par i et une seule, pour tout i € [1,n]. A chaque nceud de ¢, on associe une copie de N.
On recolle alors toutes ces copies de N selon les arétes de ¢; une aréte étiquetée par un
entier ¢ indique que l'on recolle les deux copies de N qu’elle relie en identifiant leurs i-
iemes composantes de bords. On vérifie aisément que I’on obtient une 3-variété hyperbolique
complete arborescente. Notons que cette 3-variété est un revetement régulier de la 3-variété
fermée obtenue a partir de deux copies de N en identifiant leurs bords; parallelement, ¢ est
un revétement du graphe comprenant un seul sommet et n boucles étiquetées de 1 a n; nous
développerons cette idée dans la section 3.3.2.

Fic. 3.4: Ezemple de 3-variété a bord acylindrique et atoroidale dont les composantes
connezes de bord, au nombre de 3, sont des surfaces de genre 2.
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3.2.3 Rigidité

Le résultat suivant est fondamental pour ce qui nous intéresse: il réduit le probleme de
I’homéomorphisme a un probleme d’isomorphisme de groupes.

Théoreme 7
Deux variétés de dimension 3 hyperboliques completes acylindriquement arborescentes sont
1sométriques si et seulement si leurs groupes fondamentaux sont tsomorphes.

La démonstration de ce résultat se compose de plusieurs parties. Avant tout, il nous
faut fixer quelques notations. Soient donc M et M' deux 3-variétés hyperboliques completes,
acylindriquement arborescentes. Soient xg € M, xy € M' et @ : w1 (M, xq) — m (M', xj) un
isomorphisme.

On conserve pour M les notations introduites page 71. Pour chaque k € [1,m], on dis-
tingue un sommet x; de la triangulisation de Tj; pour chaque paire i, j, soit k € [1,m] tel
que B;; est envoyé sur Ty, par g;;; soit alors x;; = gigl(xk). Soit t; un arbre simplicial dans M;
de racine x;p connectant z;p aux autres z;;; quitte a subdiviser la triangularisation de M;,
on construit ¢; en forme d’étoile centrée en x;; de telle sorte que les seuls points de contact
de ¢ avec le bord de M; soient les x;;. Fixons maintenant pour tout &£ un arbre couvrant du
1-squelette de Ty; il définit, via gigl, un arbre couvrant de B;;; Soit s; un arbre couvrant de
M; contenant cet arbre pour tout j, ainsi que ¢;. En utilisant gp;l pour chaque composante C'
de M\ |, Su, la famille {s;}; définit un arbre couvrant s du 1-squelette de M; pour chaque
C, notons z, = (pgl(xb(c)o); quitte a ajouter de nouveaux représentants pour les composantes
de M\ |J, Su, on peut supposer que quelque soit C; # Cs, on a T, F T, Quitte a sub-
diviser la triangularisation de M ainsi qu’a déformer une surface S, de sa décomposition
arborescente, on peut supposer que x, est égal a T, pour une composante Co de M\ U, Su
que P'on appellera composante racine de M. L’arbre ¢ formé de 1'union des {¢_'(t;)}, est
appelée la colonne vertébrale de M. Notons que la construction de ¢ n’est pas canonique pour
M et loin s’en faut; néanmoins, deux colonnes vertébrales de M ont des espaces de bouts
homéomorphes.

Comme ¢ est un arbre contenant z. , 71 (M, ) est canoniquement isomorphe a m (M, z, )
(cf. [Spa66]). D’autre part, pour chaque composante C, cp;l induit un homomorphisme de
71 (M,(¢), Tu(c)o) dans 71 (M, t); notons pour tout i, I'; = 71 (M;, z0). On considere alors 1'ho-
momorphisme résultant j, : I, — 71 (M, xCO). Comme les surfaces séparantes S, sont
supposées incompressibles, on obtient le résultat suivant :

Lemme 3.2.2 j_ est injectif.

Construction d’une équivalence d’homotopie k-lipschitzienne entre M et M'.

On conserve les notations précédentes a propos de M. Soit A; le sous-ensemble fini de
générateurs de I'; défini, a partir de s; comme arbre couvrant du 1-squelette de M;, par les
arétes de M; qui n’appartiennent pas a s;.

Considérons la fonction m; qui associe a toute représentation fidele p de I'; dans Isom™ H?,
le point m;(p) € H? qui minimise la fonction suivante:

d,(z) = Z dms (z, p(ar) (2))

ac A;
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Lemme 3.2.3
m; est bien définie et est continue relativement a la topologie dite algébrique de I’espace des
représentations fidéles de T';.

Pour la définition de la topologie algébrique sur ’espace des représentations fideles d’un
groupe, le lecteur est renvoyé a [Thu86, MT98].

Preuve. Remarquons en guise de préliminaire que les éléments d’une représentation fidele de
['; dans Isom H? ne peuvent étre que loxodromiques (cf. [Mas87]), et non paraboliques ou
elliptiques; ceci est dii au fait que M; est une 3-variété hyperbolique.

Pour P'existence d’un minimum, on remarque que d,(z) tend vers I'infini quand « tend vers
Vinfini. En effet, un point de 9HP? au voisinage duquel d, resterait bornée serait nécessairement
un point fixe de tous les éléments de p(I';); cela impliquerait que p(I';) soit un groupe de simi-
larités euclidiennes. D’autre part, remarquons que I’on peut supposer que dM; # @, car sinon,
M serait en fait égale a M;, une variété hyperbolique compacte; dans ce cas, le théoreme 7
se ramene au théoreme de Mostow. Maintenant, comme les composante du bord de M; sont
des surfaces de genres supérieur a deux, leurs groupes fondamentaux ne peuvent pas étre
représentées par des similarités euclidiennes, c’est une contradiction. L’unicité provient du
fait que d, est strictement convexe. m;(p) est donc bien définie.

On démontre maintenant la continuité. Fixons une représentation fidele py de I';. Dans
I’espace des représentations fideles de I';, muni de la topologie algébrique, il existe un voi-
sinage V de po dans lequel m;(V) est totalement inclus dans un compact de H*. Pour voir
cela, remarquons que pour un élément o € A; fixé, 'axe de p(«) est fonction continue de p
relativement & la topologie de Hausdorff sur les parties de H? U S% ; de méme, la longueur de
translation de p(«) le long de son axe est aussi une fonction continue de p. Ainsi, en choi-
sissant V' suffisamment petit, pour tout couple a # o' d’éléments distincts de A;, les points
fixes de p(a) et p(a’) restent éloignés les uns des autres dans S2 . i.e. leurs distances respec-
tives sont uniformément bornées inférieurement; et les distances de translations le long des
axes restent assez grandes. Ainsi, pour tout D > 0, un point z de H?, suffisamment éloigné
de m;(py), se trouve a une distance supérieure & D de 'axe de p(a) pour tout p € V et
au moins I'un des «; tenant compte du fait que les longueurs de translation des p(«) sont
uniformément bornées inférieurement pour p € V et o € A;, en choisissant D suffisamment

grand, on peut ainsi rendre d,(z) = ) dgs(z, p(e)(z)) aussi grand que 'on veut. Ainsi,
a€A;

m;i(p) pour p € V reste a une distance bornée de m;(pp); soit W I’adhérence de V; c’est
un fermé que ’on peut en fait choisir compact dans ’espace des représentations fideles de
I';. Observons maintenant que la variation relativement a p de d,|w est continue pour la
topologie de la convergence uniforme; il s’en suit aisément que la variation du point réalisant
le minimum de d, est aussi continue relativement a p, i.e. m; est continue; cela termine la
preuve.
O

M et M' sont munies de structures hyperboliques complétes; cela nous autorise a considérer
leurs revétements universels p : H* — M et p’ : H* — M’'. Choisissons un élement
Z., € p'(z¢,) (respectivement i’CO) dans la fibre de z, (respectivement x’CO); avec le
revétement évoqué plus haut, le choix de fixe une représentation fidele I' C Isom H?
de m (M, :L'CO) dans Isom H2, ainsi qu’un isomorphisme appelé application d’holonomie H :
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m (M, z. ) — T (cf. [Thu97]). On construit de méme une représentation fidele I' C Isom H®
de m1(M'). On montre que M ~ H?/T" et M’ ~ H?/T" (cf. [Thu97, MT98]). L’isomorphisme
S m (M, x9) = m(M', zf) induit alors un isomorphisme encore noté ® entre I" et I'.

Pour toute composante connexe C' de M \ |J, Sy, on note p, = ® o H o j; c'est une
représentation fidele de I',(.) dans Isom H?: pour toute composante C' de M\ U, Su distincte

de Cy, on pose T/, = my¢)(p) (:Z"CO a déja été défini plus haut).

Lemme 3.2.4
1l eziste kv > 0 tel que pour toute paire de composantes voisines Cy et Cy de M\ U, Su, i.e.
CiNCy# g, on a

dpp (.i‘lcl ) .’23102) < k.

Preuve. Considérons donc deux telles composantes C; et Cy avec C; N Cy # ¢. On suppose
C: et C, distinctes de Cy; dans ce cas, la constante recherchée existe trivialement étant
donné que le nombre de composantes voisines de Cy est fini. Soit donc K = m1(C1UCs, z,, );
C,UCy C M et T, € t; par conséquent, K se plonge dans 7 (M, xCO) par un homomorphisme
injectif canonique jg : K — (M, xCO). Par ailleurs, pour i = 1, 2, gp;il induit une injection
de j’Ci : I'¢;) = K notons que l'on a j, = j, o ]’Cl

D’autre part, la fonction a valeurs réelles positives définie sur I’espace des représentations
fideles de K par

p = d (mycr) (p o gy, ) muen) (P o )

est continue par le lemme 3.2.3. On montre qu’elle est invariante par conjugaison; elle définit
donc une application continue

gK’j’Cl’j’CQ : AH(K) — RF

ou l'on note AH(K) l'espace de Teichmiiller de K muni de la topologie algébrique, i.e. le
quotient de I'espace des représentations fideles de K par la relation de conjugaison. Notons
que C1UC} est une variété a bord acylindrique; d’apreés le théoréme de Thurston (cf. [Thu86]),
AH(K) est donc compact. Et par conséquent, d. K., it €St bornée comme fonction continue
sur un compact.

A isomorphisme pres, il n’y a qu'un nombre fini de triplets de l_a forme (K, j’c1 , j’c2); ainsi,
il existe une borne £ telle que quelque soit le choix de C; et Csy, d Kl il est bornée par k.

Etant donnée une paire de composante C et Cy, PoH donne naissance a une représentation
fidele pgx = ® o H 0 j, de K; on a d’autre part

di i, it ([Px]) = dis (Mucy) (px © dg, ), Muen) (px 0 3;,,));

or pour i = 1,2, myc,)(px oj’ci) =myc,)(Po Hoj, oj’ci) = mb(ci)(pci) = x'ci; ainsi, on a

~1

i o e, (Px]) = dup (T ).

: =1
Finalement dps (T o T 02) < k.
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Lemme 3.2.5
Il existe ky > 0 tel que pour toute composante C de M\ |, Sy et pour tout o € Ay :

dip (Z¢, po (@) (E¢)) < ko

Preuve. L’idée directrice est similaire a celle de la preuve du lemme 3.2.4. Pour tout ¢ € [1, n],
on considere la fonction

p = dgs (mi(p), plar)(mi(p)))

de 'espace des représentations fideles de I'; dans R, ; par le lemme 3.2.3, elle est continue;
elle est aussi invariante par conjugaison. On applique alors le théoreme de Thurston suivant
la méme démarche que précédemment.

O

On construit maintenant une équivalence d’homotopie k-lipschitzienne f: M — M’'. On
commence par définir f sur le 1-squelette M1 de M.

Image des nceuds de la colonne vertébrale de M. Soit p' : H® — M’ le revétement
associé a la structure hyperbolique de M’; il s’agit en fait de la surjection canonique de
H* — H®/T". Pour toute composante C' de M\ |J, Su, on pose f(z,) = p'(,).

Image de la colonne vertébrale ¢ de M. Soit e un chemin simplicial simple de ¢
connectant deux nceuds z, et x,, avec C1NCy # ¢. e correspond & un chemin simplicial dans
I’'un des M; qui joint deux composantes de son bord. On peut donc borner inférieurement,
indépendamment de C; et de Cs, le nombre d’arétes qui le constitue. Par hypothése sur la
structure hyperbolique de M, la longueur des arétes de la triangularisation de M est bornée
inférieurement; ainsi, la longueur de e est aussi bornée inférieurement et ce, indépendamment
de C) et de Cs. Par ailleurs, le lemme 3.2.4 nous dit que la distance entre I, . et 5:’02 est

!

bornée. On choisit p'([Z!, L 2]) pour I'image de e, ot [, , T/, 2] désigne le segment géodésique

cy?
de H? joignant T, et I, . Le controle que nous avons établi précédemment sur les longueurs
1 2
de e et de [7/ , 17, | garantit que I'on peut choisir f|. lipschitzienne avec une constante ne
1 2

dépendant pas de e.

Image de s. Soit x un point de s. Comme t est un sous-arbre de s, il existe un chemin
sans boucle unique connectant x a t. Soit y € t 'autre extrémité de ce chemin; I'image de y
a été définie dans le point précédent; on pose f(z) = f(y): on rétracte s sur ¢. Trivialement,
f reste lipschitzienne.

Image de M. Considérons maintenant une aréte e de M) n’appartenant pas & s. Soit
21 et 2z, ses extrémités; soit C' la composante de M\ |J S, telle e € C. Par définition, A, ¢
est 'ensemble des générateurs de I',(¢y définis par les arétes de la triangularisation de M,
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n’appartenant pas a s,c); ¢.(e) est donc associée a I'un d’eux, notons-le . Notons & le
segment géodésique [T, po(a)(Z),)]. L’image de e est définie comme étant la concaténation
des segments géodésiques [f(z1), f(z,)], P'(€') et [f(z,), f(22)]- Le lemme 3.2.5 garantit que
f|e peut étre construite lipschitzienne.

Image de M®. Considérons un 2-simplexe s de la triangularisation de M les hypotheses
sur la structure hyperbolique de M implique que la longueur du bord 0s de s est bornée tant
supérieurement qu’inférieurement. Cela implique que son image f(9s) dans M’ est une courbe
fermée géodésique par morceaux de longueur bornée. Cette courbe est homotopiquement
nulle, elle se reléve donc dans H? par p’ en une courbe fermée géodésique par morceaux cde
méme longueur. Soit D un disque immergé dans H® de frontiere ¢; on peut construire D en
choisissant un point O de H? n’appartenant pas & ¢ et en considérant les triangles géodésiques
de H? dont O est un sommet et dont le coté opposé & O est une partie géodésique maximale
de ¢. Notons que la longueur de ¢ est bornée indépendamment de s; on peut donc choisir D
de taille bornée indépendamment de s. On définit f(s) comme étant 'image p'(D) de D par
p'. Comme la taille de s est bornée inférieurement, on peut peut construire f|s; de fagon a ce
qu’elle soit lipschitzienne.

L’extension de f & M®) = M suit les mémes idées, nous ne la détaillerons pas ici.

On vérifie que f est une équivalence d’homotopie en controlant la validité du diagramme
commutatif suivant :

T @ I
H H'
m(M,z,,) m(M',xg )
(i) )«
(flarw)«

7T1(M(1),.’L'CO)

Pour ce faire, on remarque d’abord que m; (M, xCO) est engendré par la famille

{4 (Ayc)) | C composante connexe de M \ USu}

A cette famille est canoniquement associée une famille de générateurs de m; (MM, .’L‘CO). On
pourra vérifier que les images par (f|,;a) ). de ces générateurs correspondent aux images par
f des arétes de M) qui n’appartiennent pas & s. On s’apercoit alors que le point numéro 4
de la construction de f est fait pour que le diagramme de la page 86 commute.
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Ensuite, on sait que Ker(i|;;0))« est le sous-groupe normal engendré par les éléments de
m (M (1),3000) associé aux simplexes de dimension 2 de la triangularisation de M (cf. e.g.
[Mas67]). La construction de f montre donc que f, factorise le diagramme de la page 86 en
le diagramme suivant :

r @ r
H H'
m(M,z,,) f*—> m(M',x,)
(iar))«
(flarw)«

7T1(M(1), ‘,‘ECO)

f. est I'isomorphisme associé a P.

Nous avons construit f de telle sorte que sa restriction sur chacun des simplexes de la
triangularisation de M soit k-lipschitzienne. Il nous reste a vérifier que f est globalement k-
lipschitzienne. Soient x,y € M; soit v un segment géodésique de M d’extrémités x et y. Soient
20 =X, z1, ... , z¢ = y une décomposition de 7 telle que chaque segment |[z;, z;11] appartienne
a un simplexe de M; on a dy(z,y) = . dum(2i,2i41). Comme f est k-lipschitzienne sur
chaque simplexe, on obtient

) > 3 (), S i)

et donc, par l'inégalité triangulaire :

dae(z,) > 1ae(f(@), /()

f est k-lipschitzienne.
Nous avons finalement démontré le résultat suivant :

Lemme 3.2.6

Soient (M, xy) et (M', zf) deuz 3-variétés pointées hyperboliques complétes sans bord. Si M
est acylindriquement arborescente, alors tout isomorphisme entre m (M, xq) et m (M', zf) est
induit par une équivalence d’homotopie f : M — M' k-lipschitzienne.
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Controle

Lemme 3.2.7

Soient M et M' deur 3-variétés hyperboliques complétes sans bord; on suppose que M
est acylindriqguement arborescente. Soient f : M — M' et g : M' — M des équivalences
d’homotopie k-lipschitziennes pour k > 0 telles que g o f induise l’identité sur le groupe
fondamental de M. Alors il existe £ > 0 tel que pour tout point x de M : dp(z, go f(z)) < L.

Preuve. Soit x € M; soit v un lacet non homotopiquement nul passant par x. Notons que,
du fait que M est arborescente, il existe £; > 0, indépendant de z, tel que ’on peut toujours
choisir v de longueur inférieure a ¢;.

g o f(x) appartient & g o f(7). Par hypothése, g o f(7) est librement homotope a ~; soit
H :[0,1]> = M une homotopie libre entre g o f(7) et 7.

Supposons que g o f(7y) et 7y soient séparés par plusieurs surfaces de la décomposition de
M. Sur chacune d’entre elles, H définit un lacet librement homotope a . Or chaque M; est
acylindrique et -y n’est pas homotopiquement nulle; par conséquent, go f(y) et v ne peuvent
en fait étre séparées que par au plus une surface de la décomposition de M.

Ainsi, il existe deux composantes C; et Cy de M \ |JS, avec C; N Cy # ¢ telle que
YN (CiUCy) # det gof(y)N(Ci UC,) # ¢. Mais, les hypothéses sur la structure
hyperbolique de M impliquent que le diamétre des composantes de M \ S, est borné. Il
existe donc un nombre 5 > 0, indépendant de x, tel que dy(7,9 0 f(7)) < lo. Par ailleurs,
rappelons que v a été choisi de longueur inférieure a £1; go f(7) est donc de longueur inférieure
A k%/,. Finalement on obtient :

14 k¢
dy(z,go f(z)) < 51 + Tl + 4y
On choisit donc £ = %1 + '“2% + L.
|

Construction de la pseudo-isométrie

Soit X un espace métrique. Une application f : X — X est appelée une pseudo-isométrie
§'il existe deux nombres k et £ tels que pour tout x,y e X, k™ dx(z,y) — £ < d(f(z), f(y)) <
kd(z,y).

Lemme 3.2.8

Soient M = HB /T et M' = H3 /T" deux variétés de dimension 3 hyperboliques complétes sans
bord acylindriquement arborescentes. Supposons qu’il existe un isomorphisme ® : m (M) —
m(M"). Il eziste alors une équivalence d’homotopie f entre M et M' qui induit ® et qui se
reléve en une pseudo-isométrie de H°.

La preuve est inspirée de [Rat94].

Preuve. Soient f: M — M' et g : M' — M deux équivalences d’homotopie k-lipschitziennes
comme construites dans le lemme 3.2.6 telles que g o f induise I’identité sur le groupe fon-
damental de M. Soit F': M x [0,1] — M une homotopie déformant g o f en Id,, i.e. F est
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continue, F'(.0) = go f et F(.,1) = Idy,. Soient f et § des relevements de f et de g. Par le
théoréme du releévement des homotopies F' se releve en une application F : H? x [0,1] — H?
telle que FO =§f: sip: H?® — M désigne le revétement unlversel de M, on a pF1 Fip=np.
On en déduit que F1 el. Qu1tte a remplacer g par F g et F par F 1F on peut supposer
que F1 idys . D’autre part, F est T- -équivariante : en effet, soit o ¢ I';
pF(o xid) = F(p xid)(o x id)

= F(po xid)

= F(pxid)
Il existe donc o’ e I" tel que F(o x id) = o'F. Comme F} = idgs, on a 0 = o’

Par I'inégalité triangulaire, on a pour tout z,y ¢ H? :

d(z,y) < d(z,3f(2)) +d(Gf(z),5f(v) +d@Gf(y),y)

Comme f et g sont k-lipschitzienne, f et g le sont aussi. Par le lemme 3.2.7, il existe un
majorant ¢ > 0 de d(z,§f(x)) et de d(y, §f(y)) indépendant de x et de y. Ainsi, on a:

d(z,y) <L+ kd(f(2), f(y)) + ¢

Et donc:

Fd(e,y) - 5 < A ), F0) < kd,y)

Conclusion

On sait d’apres le théoreme de Sullivan [Sul79, Sul81] que si I’action d’un sous-groupe dis-
cret T de Isom HP sur la sphere a Pinfini S est conservative (cf. [MT98, Sul79, Sul81]), alors
toute pseudo-isométrie I'-équivariante de H® est homotope & une isométrie I'-équivariante et
ce, par une homotopie elle-méme I'-équivariante. Par ailleurs, par le théoréme 5.11 de [MT98]
(cf. [McM96]), l'action de T' sur S% est conservative si et seulement si le rayon injectif de
H? /T est uniformément borné, i.e. il existe r > 0 tel que pour tout x € H?/T, la boule de
H? /T centrée en x de rayon r est isométrique & une boule de rayon r de H*; on montre que
cette derniére condition est satisfaite par les variétés de dimension 3 hyperboliques complete
acylindriquement arborescentes. Le théoreme 7 est démontré.

O

Remarquons que le fait de considérer le théoreme 7 comme un théoreme de rigidité
est en réalité un abus étant donné que nous n’avons pas su définir de topologie raison-
nable sur I'espace de Teichmiiller d’'une variété de dimension 3 arborescente, i.e. I’espace des
représentations de son groupe fondamental dans Isom H?, & conjugaison pres. Les difficultés
que nous avons rencontrées sont principalement liées au fait que ce dernier n’est pas finiment
engendré en général (cf. section 3.3).
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Question : [Rigidité des variétés arborescentes]
Le théoréeme 7 reste-t-il vrai st l’'on suppose que seulement ['une des deux variétés hyperbo-
liques est acylindriquement arborescente ?

Dans la définition 10, si l’on suppose les M; non pas compacts mais de volume (hyperbo-
lique) fini, le théoréme 7 reste-t-il valide ¢

Eziste-t-il une topologie raisonnable sur l’espace de Teichmiuller d’une variété de dimen-
ston 3 arborescente ?

Le théoréme de Mostow (cf. [Mos68]) et le théoréme de Sullivan (cf. [Sul79, Sul81]) sont
valides en dimensions supérieures ou égales a 3; qu’en est-il du théoréeme 7%

3.3 Arborescence, régularité et groupes fondamentaux

3.3.1 Groupes fondamentaux de 3-variétés arborescentes

Nous avons vu dans la section précédente qu’une variété de dimension 3 hyperbolique
complete et acylindriquement arborescente est caractérisée par son groupe fondamental. La
question de savoir si deux telles variétés sont homéomorphes se ramene donc a la comparaison
de leurs groupes fondamentaux. L’étude de ces groupes s’'impose donc naturellement, c’est
I’objet de cette partie.

Premierement, nous allons voir que la donnée d’une décomposition arborescente pour une
variété de dimension 3 permet de construire une présentation de son groupe fondamental en
termes de générateurs et de relations; pour ce faire, nous verrons que ce dernier peut étre
défini au moyen du concept de graphe de groupe (cf. [DD89]); nous verrons ensuite que cette
présentation, qui est a prior: infinie tant du point de vue du nombre de générateurs que du
nombre de relations, prendra un caractere constructif des lors que la décomposition arbores-
cente sera supposée réguliere. Enfin, nous considererons le cas particulierement agréable des
3-variétés arborescentes régulieres qui sont des revétements réguliers de 3-variétés compactes
fermées.

Présentation

Une variété arborescente est construite de facon arborescente, nous allons voir qu’il en est
en quelques sortes de méme de son groupe fondamental. Lorsque ’on recolle deux 3-variétés
I’'une sur ’autre le long de deux composantes incompressibles de leurs bords, le groupe
fondamental de la variété que ’on obtient est le produit amalgamé de leurs groupes fonda-
mentaux sur le groupe fondamental de la surface commune (cf. [Hem76, Jac77, Joh95, LS77],
voir aussi [Hem76, Feu73] pour une étude de la réciproque). Le cas des 3-variétés arbores-
centes généralise ce phénomene; la description de leurs groupes fondamentaux nécessite le
concept de graphe de groupes, qui généralise les produits amalgamés et les HNN-extensions;
la référence principale & ce propos est [DD89).

Un graphe de groupes est un graphe Y = (V, E, A, vert, lab, src) de type 0 dont chaque
sommet v € V est étiqueté par un groupe que I’on note lab(v), on suppose les lab(v) deux a
deux disjoints, chaque arc e est étiqueté par un couple (G(e), t.) ou G(e) est un sous-groupe
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du groupe lab(vy) associé a 'origine vy de e, et t. : G(e) — lab(vy) est un homomorphisme
injectif, vy désigne I'extrémité de e.

Considérons un graphe de groupes Y ainsi qu’un arbre couvrant Yy de Y. La donnée du
couple (Y, Yp) permet de définir un groupe appelé le groupe fondamental de Y relatif a Yj et
noté 71 (Y, Yy) qui est construit de la fagon suivante : ’ensemble des générateurs de (Y, Yy)
est par définition {t. | e € E} U |J,.y lab(v); en plus des relations définissant les lab(v), on
considere deux types de relations:

veV

e t;'gt, = t.(g) pour tout e € E, g € G(e);
e t, =1 pour tout e € Ey,.

Soit donc M une variété de dimension 3 arborescente donnée avec une décomposition
arborescente; on conserve les notations de la partie précédente. Nous allons décrire le groupe
fondamental de M comme groupe fondamental d’un graphe infini de groupes. Le graphe
support de ce graphe de groupe est I’arbre infini 7 défini page 71. Par construction, a chaque
nceud p de 7 correspond une composante connexe C' de M \ |JS,; on associe alors a u le
groupe I'c = m,(C, z,,). Notons que ¢, induit un isomorphisme ¢, : [¢c — [',(¢); rappelons
que I'; = m (M;, zi). Par ailleurs, chaque I'¢ s’injecte dans m, (M, z, ) par application j
définie page 82; ainsi donc, méme si 7 est infini, les groupes attachés a ses noeuds sont en
nombre fini a isomorphisme pres. Par construction, a chaque arc e de 7 est associé une surface
S, de la décomposition; soient Cy et Co les composantes de M \ | J S, qui sont contigiis a
Sy, i.e. C1 N Cy = S,; on considere le groupe Ty, = m1(Sy, Y5 (Tuw))); rappelons que 1, est
une carte de S, sur T, et que x,) est un sommet distingué choisi une fois pour toute
dans la triangularisation de 7),,). En considérant I’arbre simplicial goail (tucy) (1=1,2), on
obtient un homomorphisme de I',, dans ['¢;; en effet, gpal (tyc;)) comporte un chemin unique
entre z, et ¢, "(Zpu(u)), dont on se sert pour transformer un lacet de S, basé en ¢y (2,(u))

en un lacet de C; basé en T, ; de fait, cet homomorphisme est injectif car S, est supposée

incompressible. On note I'¢,, 'image de T', dans T',, . Comme S, = C; N Cy, on obtient un
isomorphisme t, : I'¢,, = ', que 'on associe a e. Remarquons que cet isomorphisme ne
dépend en fait que de +(C)), de ¢(Cy) et de j; et jy, les indices tels que ¢z, |s, a pour image
B,(c;);; pour @ = 1,2; de méme que précédemment, m; (B;;, z;;) se plonge dans 7 (M;, T) en
utilisant 1’arbre étoilé ¢;. Par un léger abus de notation, on a alors I'¢,,, = <p6i1*(7r1 (Bij, zij));
et on vérifie que

_ -1, -1
te = ©CaslToy O Gua)in, © JuC1ILy © PCLIT o,

Finalement, la donnée de 7 et des groupes associés a ses nceuds et a ses arétes définit un
graphe de groupe dont on montre que le groupe fondamental est isomorphe & 7 (M, xoo).
Nous avons décrit 71 (M, %0) comme groupe fondamental d’un graphe de groupe; néanmoins,
du fait que 7 est un arbre, cela revient a dire que 71 (M, xCO) est obtenu en faisant le produit
amalgamé simultané de tous les couples de I'¢ voisins relativement aux I',,, le long des arétes
de 7.

Nous donnons maintenant une présentation de m (M, acco) qui est associée a la construc-
tion précédente. Rappelons que A; désigne un ensemble fini de générateurs de [';; Par
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construction de s;, pour tout j, A; contient un sous-ensemble A;; qui engendre 'image de
m1(Bij, v45) dans I';. Pour toute composante C' de M \ J S, et tout élément o de A,(¢y, on
note o = j,(a); j,(Ayc)) est alors une famille génératrice du sous-groupe j, (I'yc)). On
montre alors que la famille

Q[ = {Ozc}a’c

est une famille génératrice d’éléments de 7 (M, :UCO). Notons qu’elle est de cardinal infini.

Siw = a109...04 € Aj ) est un mot sur les générateurs de I',(c), on note w® = afaf...al;

comme M; est une variété compacte triangularisée, elle est finiment présentée (cf. e.g.
[Hem?76]); il existe donc un sous-ensemble fini de mots R; C {A; U A;'}* tel que (A; | R;)
soit une présentation de I';; on considere alors le langage

R = {r9|C est une composante de M\ |JS, et r € R v}
U {af"as? \ C1NC;y # ¢ et il existe e tel que a5? =t ()}

Proposition 3.3.1
(A [R) est une présentation de m (M, ).

Idée de preuve. Soit v un lacet de M de point de base z, . Comme il est compact, v ne
rencontre qu'un nombre fini de composantes connexes C1, ..., Cy, de M\ |, S,. L'union de
leurs adhérences est une variété compacte K; elle est construite en recollant en elles, une a
une, les C; sur leurs bords. On montre alors par des techniques classiques [Hem76, LS77], que
le groupe fondamental de K est obtenu en effectuant m — 1 produits amalgamés successifs
sur les groupes des surfaces S, séparant les C;: on commence par faire le produit de j (T 01)
par jg, (FC2) sur le groupe de la surface qui sépare C'; et Cy; puis on fait le produit du groupe
obtenu avec j, (ch) sur le groupe de la surface séparant C; et Cy de Cj, et ainsi de suite.
De fait, on obtient une présentation finie de m (K, z, ) dont 'ensemble des générateurs est

Q(K:{aci ‘Z'Zl,...,ketCMEAL(Ci)}

et I'ensemble des relations est

Re = {r%|i=1,...,ketr e R}

u{afa,f’ | C;NCy # ¢ et il existe e tel que a5 = t,(aC)}

Ainsi, la classe d’homotopie de v se décompose sur les éléments de Ax qui elle-méme
est un sous-ensemble de 2, cela prouve que cette derniere est une famille génératrice de
m (M, a:CO). Par ailleurs, si v est homotopiquement nul, alors, sa classe d’homotopie, décrite
comme produit d’éléments de Ax et vue dans le groupe libre engendré par Ay se décompose
en un produit de conjugués d’éléments de R qui elle-méme est un sous-ensemble de *A.

O
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Régularité

Cette présentation est en général infinie. Néanmoins, elle présente certains caracteres
constructifs. D’abord, elle est définie a partir d’un nombre fini de présentations finies: celles
des T';: (A; | R;) pour i = 1...n; d’autre part, les produits amalgamés locaux ne dépendent
que de Papplication «(.), assignant 'un des M; a chaque composante C' de M\ |JS, et de
Papplication y(.) assignant I’un des T}, & chaque S,,. En fait, la donnée qui n’est définitivement
pas finie est celle des étiquettes de 7. Pour remédier a cela, nous proposons de considérer les
décompositions arborescentes régulieres, i.e. celles pour lesquelles 7 est un arbre régulier.

Supposons donc que 7 est un arbre régulier. Dans ce cas, ses nceuds peuvent étre codés
par les mots d’un langage rationnel L; L peut étre défini comme le langage reconnu par
un automate construit a partir du graphe pointé fini codant 7; de méme, les applications
t(.) : dom(7) — [1,n] et pu(.) : dom(7)\ {e} — [1,m] peuvent étre codées par exemple par
deux partitions de L par des familles de langages rationnels {L¢,...L"} et {L¥,...L" } codant
les images réciproques. On peut maintenant coder les éléments de A par des couples (o, w)
ouw € L et « € A; ou i est I'entier de [1,n] tel que w € L, ie. i = +(C) ou C est la
composante de M\ [ J S, codée par w. Le codage des relations de R suit les mémes idées: on
peut vérifier que le langage des relateurs est aussi un langage rationnel.

Ainsi, le groupe fondamental d’une 3-variété arborescente réguliere est un objet construc-
tif; plusieurs questions algorithmiques prennent alors du sens. L'une d’entre elles consiste a
déterminer dans quel cas on peut envisager de le calculer de fagon effective. Nous avons
vu avec la proposition 3.1.2 que, pour une 3-variété HR-équationnelle, on peut calculer une
décomposition arborescente réguliere. On peut donc aussi calculer une présentation de son
groupe fondamental; ce qui donne un sens au résultat suivant :

Proposition 3.3.2 Le groupe fondamental d’une variété HR-équationnelle est calculable.

Remarque a propos des formes normales

Nous avons vu précédemment que le groupe fondamental d’une variété arborescente s’ex-
prime comme un produit amalgamé infini le long d’un arbre. Ceci donne a penser qu’il est
certainement possible de définir un concept de forme normale [LS77, MKS66]. A cet égard,
nous proposons la conjecture suivante:

Conjecture:
Tout élément u de m (M, :UCO) peut s’écrire sous la forme

de telle sorte qu’il existe une suite (Hy, ..., H,) de sous-groupes de m (M, z ) telle que

e pour tout i de [1,n], h; € H; et H; = j,(I'y) pour un u donné ou bien H; = j,(T,)
pour une composante C de M\ |J Sy;

e pour tout i de [1,n], h; n'appartient ni ¢ H;yq, ni o H;_4.

La suite (Hy, ..., H,) est uniquement déterminée par u; la suite (hy, ..., h,) est appelée forme
normale de u.
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Si les H; sont certainement uniques, il n’en est pas de méme des h; et loin s’en faut.
Néanmoins, comme dans le cas du produit amalgamé de deux groupes, nous pensons qu'’il
est possible de définir une forme normale dont les facteurs seraient uniques; pour ce faire il
faut se donner un systeme de représentants des classes a droite pour chaque sous-groupes
de forme j,(I',) ou bien j,(I';) modulo chacun de ses sous-groupes obtenu par intersection
avec d’autres j,(I',) ou j,(T'y), i.e. pour tout couple de sous-groupes H, H' de la famille
{ju(Tu)}u U{j. () | C composante de M \ |JS,} il faut se donner un systéme Ry C H
de représentants des classes & droite de H modulo H N H'.

L’un des objectifs du concept de forme normale est de donner une solution effective au
probleme du mot, i.e. décider si deux mots sur les générateurs et leurs inverses représentent
le méme élément d’un groupe (cf. [MKS66, LS77]). La définition rigoureuse d’un concept de
forme normale pour les éléments de 7, (M, ) constituerait une avancée importante dans
ce sens. Cela réduirait le probleme a la question de 1’équivalence de deux éléments de H
modulo H N H', o H et H' sont tels que précédemment.

3.3.2 Logique monadique du second ordre, régularité et revétements
Etude d’un cas favorable

Considérons une variété de dimension 3 triangularisée /N, compacte, a bords incompres-
sibles, munie d’un homéomorphisme involutif ¢ : N — 0N qui échange les composantes
de bord de N, i.e. pour chaque composante B de ON, ¢(B) est une autre composante de
ON, distincte de B, et p? = Idyy. Intuitivement, ¢ définit un recollement du bord de N sur
lui-méme. On considere alors la 3-variété compacte sans bord N, qui est obtenue & partir de
N en recollant ON sur elle-méme selon ¢, i.e. ¢ définit une relation d’équivalence sur N qui
est triviale sur son intérieur et qui définit chaque élément du bord comme équivalent a son
image par ¢.

Cette construction de N a partir de N est naturellement associée & une construction de
m1(N) a partir de 71 (N) en termes de graphe de groupe. On choisit un point zy dans N et
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un point zg dans chaque composante B de ON; on peut choisir les zp de telle sorte que
©({zp}B) = {zp}pB; on choisit aussi pour chaque zp un chemin ap le connectant a z, dans
N; le choix de ces ap détermine pour tout B un plongement jp : m(B,zp) — 7(N, o).
On note I'y = 71 (N, zy) et pour toute composante B: I'y = jg(m (B,zp)) C I'y. On note
les composantes de ON de la facon suivante: By, ..., By, Bi, ..., By, de telle sorte que
ON = J; B; U Bj et pour tout j = 1..k, B; = ¢(B;). Pour tout j = 1,...,k, ¢ induit un
isomorphisme ¢; : I'p; = I'pr: t; = jl;}l (¢|B;)+ jB;- Le groupe fondamental de N de point
de base z( est alors le groupe fondamental du graphe de groupe Gy qui ne contient qu’un
sommet associé au groupe 'y et k arcs, qui sont en fait des boucles étiquetées par les couples
(T's,t;) pour j =1,...,k; on peut aussi dire de fagon équivalente que (NN, z,) est obtenu
par k& HNN-extensions de Iy successives selon les ¢; pour j = 1,...,k (cf. [LS77, DD89]).
Cette construction nous permet de donner une présentation de (N, zo). Pour ce faire,
on consideére d’abord une présentation finie (A | R) de I'y telle que pour toute composante
B de ON, il existe un sous-ensemble Ag de A telle que Ap soit une partie génératrice de I'g
et que pour tout j = 1,...,k, t;(Ap,) = AB;,; on obtient alors une présentation de 71 (N, x¢) :

(Au{t; [j=1,....,k} | RU{t;at;'t;(a) " |j=1,...,k et a € Ap,})

cf. [LS77, DD8&9].

Avec tout cela, nous allons construire une variété de dimension 3, N , arborescente
réguliere, et donc HR-équationnelle, comme revétement régulier de N. On considére d’abord
Ty, le revétement universel de G au sens des graphes; Ty est ’arbre infini régulier dont
chaque sommet est de degré 2k et appartient pour tout j = 1,..., k, a un arc entrant étiqueté
par j et un seul et un arc sortant étiqueté par j et un seul; notons que Ty n’est pas un arbre
au sens orienté du terme, c’est un graphe orienté connexe sans boucle. On associe a chaque
nceud de Ty une copie de N; chaque arc de Ty est associé a un couple de composantes du
bord de N, ce qui définit des recollements locaux des bords des copies de N le long des arcs
de T; on ne détaille pas ces recollements qui s’imposent de fagon naturelle. Finalement, on
obtient une 3-variété N qui est un revetement de N on laisse au lecteur le soin de définir
la surjection p de N sur N, qui s’impose aussi de facon trés naturelle. On démontre alors le
résultat suivant :

Proposition 3.3.3 N est une variété arborescente régquliere. De plus, si N est hyperbolique
compléte, comme c’est le cas si N est hyperbolique a bords totalement géodésiques, alors N
est une variété hyperbolique compléte arborescente au sens de la définition 13.

Idée de preuve. Pour construire une décomposition arborescente de N , on considere le
revétement p : N — N; puis on regarde I'image réciproque par p du bord de N qui est
une surface incompressible de N. p~1(ON) est une collection de surfaces incompressibles de
N qui découpe N en morceaux tous homéomorphes a N. Par ailleurs, chaque composante
de p '(ON) est associée & un arc de Ty; la construction de N sur le modele de T montre
qu’une telle composante est une surfaces séparante de N.

Pour ce qui_concerne ’hyperbolicité; si N possede une structure hyperbolique, alors p'

la transmet a V.
O
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Par revétement de graphe de groupes, on entend le concept suivant : soient G' un graphe de
groupes; un revétement de G est un triplet (G Py {%v}vev;) ol G est un graphe de groupes,
p: G — G est un revétement au sens des graphes et pour tout sommet v € V; &> Yy est un
isomorphisme entre le groupe associé A v dans G et celui qui est associé a p(v ) dans G tel
que si v et v’ sont liés dans G par un arc e, alors 1’1somorphlsme partiel £, associé & e dans
G est égal a ;! tp(e) ¥y restreint au domaine de £, lui-méme égal & ¢, ~ '(dom(t pe)))> to(e)
désigne I'isomorphisme partiel associé a p(e) dans G.

En ces termes, le groupe fondamental de N se définit de facon satisfaisante :

Proposition 3.3.4 Le groupe fondamental de N est isomorphe au groupe fondamental du
graphe de groupe défini comme le revétement universel du graphe de groupe Gy .

Idée de preuve. Sachant que le graphe support du revétement universel de G est exactement
Ty, ce résultat est une instance de la construction développée page 91.

O

La proposition 3.3.1 permet alors de définir (Kf ) de maniere constructive.

Un grand intérét de fabriquer des 3-variétés arborescentes comme revétement de variétés
compactes réside dans le fait que I'on obtient alors un plongement de leurs groupes fon-
damentaux dans des groupes finiment présentés; en I'occurence, dans notre cas, le groupe
fondamental de N se plonge par p, dans 71 (N, zp); et son image est engendrée par la famille
{tat™* | a € Aett € (t;,....,tx)} ol (t,..., 1) désigne le sous-groupe de (N, zy) engendré
par la famille {t1, ..., £ }, notons que c’est un groupe libre dont Ty est le graphe de Cayley.
Pour voir cela, on consideére la construction développée page 91; les générateurs de 7, (N, 7¢)
sont donnés par la famille 2 = {a},.¢, ol C varie dans 'ensemble des composantes connexes
de N\ USu, {Su}u est la décomposition arborescente de N, et a varie dans une famille
génératrice de i (M;, x;0); ou M; est le représentant de la classe d’homéomorphisme de C
(i = 4(C)). Dans le cas présent, les composantes de N \ \J,, Su sont indicées par les nceuds de
Ty, que nous considererons dorénavant comme le graphe de Cayley de (¢4, ...,%); et chaque
composante connexe de N\ |, Su est homéomorphe & N, ainsi, on peut choisir A comme
partie génératrice de 71 (M;, x;0) au sens des notations précédentes. La famille génératrice de
71 (N, zo) peut étre alors notée {a’' | @ € A et t € (t1,...,t;)}. On vérifie alors que I'image
par p, dans m (N, z) d’un élément a’ est exactement ¢ 'at. On obtient le résultat suivant :

Proposition 3.3.5 (V) est isomorphe & la cléture normale ({A)) de A.

Ceci nous offre un autre moyen de définir constructivement le groupe fondamental d’une
variété arborescente.
Outre cela, on obtient un résultat concret :

Proposition 3.3.6 Si le probléme du mot relatif & m (N, xzo) est décidable, alors il en est
de méme pour m (N).

Idée de preuve. Deux mots w; et o sur les a* définissent via p, deux éléments de 71 (N, zo)

qui sont égaux si et seulement si 1w, et W, définissent le méme élement de m; (Kf , T)-
O
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C’est le cas notamment si (N, zy) est automatique et donc en particulier si N peut
étre équippée d’une structure hyperbolique compléte (cf. [ECHT92]). Ce dernier cas est
intéressant, car si N est une variété hyperbolique compléte et si N est acylindrique, alors N
est aussi hyperbolique compléte et elle est acylindriquement arborescente; par le théoreme
7, elle est donc caractérisée a isométrie prés par son groupe fondamental 71 (N).

Logique monadique du second ordre et revétements réguliers

Nous introduisons ici le langage MS; de la logique monadique du second ordre pour les
graphes [Tho, Cou90a, Cou97] (pour une introduction a la logique en informatique théorique,
voir [LdR96], pour la logique monadique du second ordre voir [Gur85]). Soit A un ensemble
de symboles d’étiquettes; on suppose qu’a chaque symbole a € A est associé un entier 7(a).
On considere un ensemble dénombrable de variables divisé en variables dites individuelles de
sommets que ’on notera par convention par des lettres minuscules (a, b, z,y,v,w...) et en va-
riables dite d’ensemble de sommets que I’on notera par des lettres majuscules(A, B, X, Y, ...).
On considere alors les formules atomiques, elles ont pour formes x = y, edg,(v1,...,%r(q)),
laby(z) ou bien x € X ol z,y,Z1,..., () sont des variables individuelles, X est une va-
riable d’ensemble et a € A. Les formules de la logique monadique du second ordre sont alors
construites a partir des formules atomiques en utilisant les connecteurs logiques habituels :
A, V, 0, = et <, ainsi que les quantificateurs existentiels et universels da et Vo, ol « est
une variable individuelle ou bien une variable d’ensemble. La sémantique de ces formules est
claire. Plutot que d’en donner une définition formelle, nous proposons un exemple; il s’agit
d’une formule exprimant la connexité:

p=Vx VyVvz
((zez)n
(Vo1Vzo (21 € Z A e aledg, (21, 22) V edg, (22, 21))) = 22 € Z))
=>yeZ)

L’entier 7(a) associé a chaque symbole d’étiquette a € A impose une arité fixée : tout hyper-
arc étiqueté par a doit étre d’arité 7(a).

On vérifie qu'un graphe G est connexe si et seulement si il satisfait ¢, on note dans ce cas
G = @; en effet, ¢ vérifie que pour tout couple de sommet z et y, y se trouve dans la classe
de x relativement a la relation d’équivalence engendrée par clotiire symétrique et transitive
de la relation d’adjacence.

Soit K un polyedre compact muni d’une triangularisation codée par un hypergraphe fini
H. On considere un revétement simplicial p : K — K; on code un tel objet au moyen d’un
hypergraphe H étiqueté sur Vi U Ex dont chaque sommet est étiqueté par un sommet de H,
et chaque hyperarc, par un hyperarc de H de méme arité; H code la triangularisation de K
et I'étiquetage code l'application p: chaque sommet de H est étiqueté par son image par p,
de méme que chaque hyperarc. Ainsi, la donnée de H code totalement le revétement (K, p).

Lemme 3.3.1 On conserve les notations précédentes. L’ensemble des hypergraphes étiquetés
sur VgUFEg qui codent des revétements de K est définissable en logique monadique du second
ordre; en d’autres termes, il existe une formule Vg de la logique monadique du second ordre
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tel que pour tout hypergraphe H étiquetés sur Vg U Ey, H code un revétement de K si et
seulement si il satisfait Vg.

Idée de preuve. Soit H un graphe étiqueté sur Vi U Ey; il s’agit de vérifier que tout point de
|H| possede un voisinage élémentaire, i.e. un voisinage ouvert V tel que p~' (V') est I'union
d’une famille d’ouverts deux & deux disjoints de |H| tels que p induit sur chacun d’entre eux
un homéomorphisme entre lui-méme et V. Sachant que p est définie ici de fagon simpliciale,
il suffit de vérifier que 1’étoile de tout simplexe de H est un voisinage élémentaire. Cette
vérification se fait au moyen d’une formule monadique du second ordre qui controle que pour
tout sommet et pour tout simplexe de H, i.e. pour tout élément s de Vg U Ey, tout élément
5 de V5 U Ej étiqueté par s est de meéme nature que s, i.e. un sommet si s est un sommet,
et un hyperarc de méme arité que s si s est un hyperarc, et Lk(3) est isomorphe a Lk(s);
Lk(8) doit par ailleurs étre envoyé sur Lk(s), ce qui se vérifie en controlant les étiquettes des
simplexes de Lk(S). On laisse au lecteur le soin de vérifier que cette vérification est possible
au moyen du langage de la logique monadique du second ordre. Notons qu’en réalité, une
formule du premier ordre suffit.
O

Sachant que toute formule monadique du second ordre satisfiable qui possede un modele
infini arborescent en possede un qui est HR-équationnel (cf. [Cou90b]), on en déduit un
résultat intéressant :

Proposition 3.3.7 Soit K un polyéedre compact. Si K posséde un revétement non-compact
arborescent, alors il en posséde un qui est HR-équationnel.

Soit o un sommet de K et I, un élement de la fibre de zq, i.e. Ty € p~'(x0). On
suppose dorénavant que (l? ,p) est un revétement régulier, i.e. p, (wl(l? ,Top)) est un sous-
groupe normal de 7 (K, xg))-

On s’intéresse & 1'action & droite de (K, zy) sur p~'(xq), la fibre de zy (cf. [Mas67]).
Cette action est définie de la fagon suivante: soit g € m (K, 1) et © € p~'(x); on choisit un
lacet v de K représentant g; on considere alors un reléevement 7 de v dans K d’origine Zy;
lextrémité de 7 est un élement de p—!(zy) qui par définition est z.g. On montre que z.g ne
dépend pas du choix de vy (cf. [Mas67]).

Cette action est transitive; on vérifie aussi que le stabilisateur de tout élément T €
p~ (), i-e. le sous-groupe de 7 (K, zy), noté stab(Z), constitué des éléments qui laissent
invariant, est égal a p, (Wl(f?, T)); par ailleurs pour toute paire #, #’ d’éléments de p~'(z),
stab(Z) et stab(Z') sont des sous-groupes conjugués de 71 (K, z); or, on suppose que (IN(,p) est
un revétement régulier, i.e. p, (m (K, Zo)) est un sous-groupe normal de 7, (K, 2o ); ps (71 (K, o))
est donc le stabilisateur de tous les éléments de la fibre de z.

Ainsi I'action passe au quotient, et 71 (K, xg)/p«(m1 (K, Zo)) agit transitivement et libre-
ment sur p~'(xg), i.e. pour tout couple d’élément Z, 7' de p~*(zy), il existe un unique élément
g € m(K, o) /ps(m1 (K, %)) tel que g.& = #'. Cela définit, avec le choix de Zo, une bijection
naturelle entre m (K, 7o) /p. (11 (K, %)) et p~(zo).

En fait, on a beaucoup plus qu’une bijection: L’action de 71 (K, o) sur la fibre de xg
définit un homomorphisme de (K, zy) dans le groupe des automorphismes du revétement

(K,p) dont le noyau est p,(m (K, %p)). Soit A C (K, xo) une partie finie génératrice de
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1 (K, 7). Les classes des éléments de A forment une partie génératrice A de 1, (K, zo) /p. (11 (K, &o));
on considére le graphe I'; » dont les sommets sont les éléments de p~(z,) et dont les arcs,

étiquetés sur A, sont définis comme suit : deux éléments Z et ' de p~'(zo) sont connectés
par un arc de Z a &', étiqueté par a € A, si et seulement si a.Z = Z'. ['4 z est isomorphe au
graphe de Cayley de m, (K, o) /p.(m (K, 7)) relativement i A.

On montre, et ¢’est la un point essentiel pour nous, que si K' code un autre revétement
régulier de K, tel que I'; / est isomorphe a I'; AR alors K’ est isomorphe & K au sens des

revétements (cf. [Mas67, Rot88]), et en particulier, K et K’ sont isomorphes au sens des
polyedres.

On définit maintenant le concept de transduction d’hypergraphes MS;-définissables [Cou90a,
Cou97]. On appelle shémas de définition relatif & un ensemble A de symboles d’étiquettes
tout tuplet (¢, ¢ (v), {EDGq(v1,. .., Vr(a)) }aca, {LAB4(v) }aca) de formules MS;. Un tel objet

permet d’associer a tout hypergraphe H satisfaisant ¢ un hypergraphe abstrait H de type
0 défini comme suit: les sommets de H sont les sommets o de H tels que (H,7) = 9¥(v),
i.e. H satisfait ¥ (v) en prenant ¥ comme valeur pour v; pour tout a € A et pour tout
tuplet de sommets ©y,..., U, (q), il existe dans H un hyperarc étiqueté par a qui connecte

U1, ---,Ur(q), €t dans ce cas, il n’en existe qu'un seul, si et seulement si (ﬁ,f}l, o Ur@) B
EDG,(v1, - . ., Vr(a)); enfin, un sommet ¥ est étiqueté par a si et seulement si (H,?) = LAB,(v).
L’application qui a H associe H s’appelle une transduction d’hypergraphe MS;-définissable.

Lemme 3.3.2 Soit H un hypergraphe étiqueté sur Vg U Egx codant un revétement de K;
alors sz( est obtenu a partir de H par une transduction MS:-définissable qui ne dépend que
de H.

Idée de preuve. On conserve les notations précédentes; pour tout élément a de A, on choisit
un lacet simplicial v, dans K de point de base zy qui représente a. On définit alors I'; ken

H de la fagcon suivante: les sommets de ' 4 i sont les sommets de H qui sont étiqueté par
X, i.e. la fibre de z(. Cette condition est exprlmable en logique monadique du second ordre,
en fait, sans aucune quantification: les sommets de I'; = sont les éléments du domaine qui
sont étiquetés par xzg. ’

Deux tels sommets Z et ' sont alors connectés dans I'; z par un arc étiqueté par a s’il
existe dans H un relevement 7, de 7, qui les connecte. Cette propriété est exprimable en
logique monadique du second ordre; la formule associé a ’adjacente relative & un élément
a € A doit mémoriser 7, tout entier et controler I’existence d’un chemin entre = et Z’' qui est
exactement étiqueté par les éléments de ,. _

Nous avons codé la structure M S; (cf. [Cou90b]) de I';  en H. Notons que nous construi-
sons ici une famille de formules qui depend du choix de a:,o et des 7,.

O

Pour la suite, nous avons besoin du concept de groupe hyperbolique au sens de Gromov (cf.
[Gro87, CDP90, GAIH90]). Pour ce faire, on se place dans le contexte des espaces géodésiques,
i.e. espaces métriques dans lesquels tout couple de points est connecté par au moins une
géodésique, un graphe connexe par exemple. Dans un tel espace, un triangle géodésique, i.e.
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un triangle dont les cotés sont des géodésiques, sera dit J-fin pour une constante § > 0 si
chacun de ses cotés est dans le J-voisinage de I'union des deux autres. En ces termes, un
espace géodésique sera dit hyperbolique au sens de Gromov s’il existe une constante 6 > 0
telle que tout triangle géodésique est d-fin; les exemples les plus classiques sont les arbres
qui sont des espaces O-hyperboliques. Un groupe finiment présenté sera dit hyperbolique au
sens de Gromov si son graphe de Cayley I’est; on montre que cette propriété ne dépend pas
de I'ensemble de générateurs choisi (cf. [GAIH90, CDP90, Gro87]).

Ce concept s’insére naturellement dans notre travail en ceci qu’il généralise celui de
graphe arborescent. De facon rigoureuse, les graphes arborescents ne sont en fait pas tous
hyperboliques; il faut considérer la sous-classe des graphes fortement arborescents introduite
page 20; il s’agit des graphes possédant une décomposition arborescente (U, f) de largeur
finie (voir page 20) telle que pour tout i € Vy, le sous-graphe engendré par les sommets
de f(7) est connexe.? On montre qu'un graphe est fortement arborescent si et seulement si
il est quasi-isométrique a un arbre. Par ailleurs, I’hyperbolicité au sens de Gromov est une
propriété stable par quasi-isométrie, et les arbres sont des espaces hyperboliques au sens de
Gromov. Il en résulte le résultat suivant:

Proposition 3.3.8 Les graphes fortement arborescents sont hyperboliques au sens de Gro-
mov.

Notons que dans le contexte des groupes, les forts éléments de symétrie impliquent que 1’hy-
perbolicité au sens de Gromov se situe “entre” I’arborescence au sens fort et ’automaticité;
les groupes hyperboliques étant fortement automatiques (cf. [ECH'92, GdIH90]).

Lemme 3.3.3 Un groupe finiment présenté est virtuellement libre si et seulement si il
possede un graphe de Cayley fortement arborescent.

Preuve. (=) est facile. Démontrons (<). On remarque que si le graphe de Cayley d’un groupe
G est fortement arborescent, alors par la proposition 3.3.8, GG est hyperbolique au sens de
Gromov; il est donc fortement automatique (cf. [ECHT92, GdIH90]). D’autre part, d’apres
[Sén92], un graphe déterministe automatique de largeur arborescente finie est context-free
au sens de [MS85]; G est donc virtuellement libre.

O

Théoreme 8 Soit K une variété de dimension 3 fermée triangularisée, i.e. compacte sans
bord, et p: K — K un revétement régulier. Les assertions sutvantes sont équivalentes :

(i) K est HR-équationnel.
(ii) K est arborescente régulicre.
(iii) K est arborescente.

(iv) m(K)/p.(m(K)) est virtuellement libre.

2. 11 serait intéressant de connaitre les conditions qui font qu’un graphe arborescent est fortement arbo-
rescent
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Idée de preuve. (i) < (ii) est simplement la proposition 3.1.2. (i3) = (4i¢) est trivial. Pour
démontrer (7ii) = (iv), on montre que si K est arborescent au sens de la définition 10 alors
le graphe de Cayley I & est fortement arborescent; ce qui par le lemme 3.3.3 implique (iv).

Enfin, la démonstration de (iv) = (i) consiste & montrer que si m (K)/p,(m (K)) est
virtuellement libre, alors, d’'une part ’hypergraphe H codant K est définissable & isomor-
phisme pres par une formule logique monadique du second ordre, et d’autre part, c’est un
hypergraphe arborescent; ces deux propriétés impliquent alors que K est HR-équationnel
(cf. [Cou90b]).

Supposons donc 71 (K) /p. (7r1(IN( )) virtuellement libre; on rappelle que le graphe de Cayley
de m(K)/p,(m(K)) est isomorphe & T'; 4 & ainsi, ce dernier est en particulier un graphe
context-free au sens de [MS85]; cela 1mp11que qu’il est définissable & isomorphisme pres par
une formule monadique du second ordre fpzj{. Nous savons d’autre part par le lemme 3.3.2

que I'; 7 est relativement définissable en H et que I'; %z caractérise K a isomorphisme preés en

tant que revétement de K. Cela implique que H est définissable & isomorphisme pres par une
formule logique {z; £z est obtenue & partir de €r - en remplagant les formules atomiques
par les formules du schéma de définition de I'; 7. Cest le premier point. Le second consiste

a établir que H est un hypergraphe arborescent. I'; z est isomorphe au graphe de Cayley

de 7, (K)/p.(m(K)) qui est virtuellement libre; cela implique en particulier que c¢’est un
graphe connexe context-free au sens de [MS85]. On montre qu’un tel graphe est fortement
arborescent. Considérons donc une décomposition fortement arborescente (U, f) de I'y i

elle va nous permettre de construire une décomposition fortement arborescente (U f ) de H.
D’abord, on pose U="U. Ensuite, on considere pour chaque z € p~!(zy) le sous-ensemble
V(x) C Vg constitué des sommets de H qui sont & distance de z inférieure & deux fois le
diametre du 1-squelette de K; on montre que Vi = U,¢,-1(40) V (2); puis pour tout neeud

i de U, on pose f(u) = Uszerqu V(@). Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que nous
avons défini une décomposition fortement arborescente.
O

Question :

Le théoreme 8 donne une caractérisation en termes de groupes des revétements réguliers HR-
équationnels; ce résultat a pu voir le jour grace notamment a la bonne compréhension dans
le cas des revétements réguliers de ’action du groupe fondamental sur la fibre. Ceci étant,
quelle est la situation dans le cas général, i.e. dans le cas des revétements non nécessairement
régquliers ?

Une autre question induite par théoréme 8 est la suivante: Nous avons caractérisé en
terme de grammaire de graphe la régqularité au sens des revétements dans le cas arborescent;
peut-on traduire cette propriété de régularité dans toute sa généralité dans le contexte de la
génération de graphes?
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Chapitre 4

Graphes automatiques

Ce chapitre traite des graphes automatiques. Il s’agit d’une classe de graphes infinis
constructifs qui généralise strictement celle des graphes HR-équationnels. Gardant a I’esprit
I’idée de faire émerger des propriétés topologiques calculables; nous avons essayé d’apréhender
la frontiere idéale d’un graphe automatique de facon constructive. Il s’est avéré que le
probleme consistant a compter le nombre de bouts d’'un tel graphe est indécidable. Pour
démontrer cela, nous introduirons les graphes de configuration de machine de Turing, nous
verrons que ces graphes sont automatiques. Nous nous servirons aussi du concept de machines
auto-stabilisantes; il s’agit de machines contrélant elles-méme la validité de leurs calculs. La
démonstration de I'indécidabilité du probléeme des bouts repose alors sur une analyse des
propriétés géométriques globales du graphe des configurations d’une certaine machine auto-
stabilisante.

Dans une seconde partie, nous établirons un lien entre les graphes automatiques et les
D0L-systemes de graphes: la suite de graphes finis produite en itérant un DO0L-systeme
est exactement la suite des spheres d’un graphe automatique; la réciproque et vraie pour
une large classe de graphes automatiques. Cela nous conduira a démontrer que la connexité
simultanée de tous les graphes d’'une DOL-suite est une question indécidable. Ce résultat
contribut a la compréhension de la limite de décidabilité de cette question, notamment du
fait que les D0 L-systémes émulent les grammaires VR de graphes, i.e. les grammaires de rem-
placement de sommets (voir [ER97, CER93, CE95]), pour lesquelles la question précédente
est décidable.

4.1 Graphes automatiques

Le concept de graphe automatique [BG00, CS, KN95, Mor99, Pel97, Sén92| vise a définir
des graphes infinis de fagon constructive. A cet égard, il généralise celui de graphe HR-
équationnel. Le concept de graphe automatique que nous considérons ici provient de celui
de structures relationnelles automatiques introduites dans [KN95] qui généralise la notion de
groupe automatique. Une structure relationnelle automatique est une structure relationnelle
dont le domaine est donné sous la forme d’un langage rationnel et dont les relations sont
décrites par des automates. De fait, de multiples variations peuvent étre envisagées, comme
par exemple, les structures automatiques basées sur des langages d’arbres (voir [BG00]). La
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définition des relations laisse une grande liberté; on peut considérer de facon tres générale
des relations rationnelles, des transducteurs équilibrés (cf. [Sén92]), ou encore des automates
lettres a lettres comme dans le cas des groupes automatiques.

Dans notre cas, nous considererons une classe particuliere de structures relationnelles
automatiques, en fait de graphes automatiques, que nous appellerons graphes automatiques
régulierement accessible : Les sommets d’un tel graphe sont les classes d’équivalence des mots
d’un langage rationnel stable par préfixe, relativement a une relation d’équivalence elle-méme
reconnue par un automate a deux entrées. Il y a deux types d’arcs; premierement, les arcs
radiauz: si un mot est obtenu a partir d’un autre en ajoutant simplement une lettre a la fin,
alors les sommets représentés par ces deux mots sont liés par un arc dit radial, étiqueté par la
lettre en question. Les arcs du second type, que 'on appellera arcs transversauz, sont décrits
par des automates a deux entrées: si un couple de mots est reconnu par I'un des automates,
alors les sommets représentés par ces mots sont liés par un arc; plusieurs automates sont
utilisés pour définir les arcs transversaux afin de distinguer plusieurs étiquettes, chacun d’eux
étant associé a une étiquette.

Suivant [ECHT92|, par automate & deuz entrées sur un alphabet A, nous entendons un
automate a nombre fini d’états sur 'alphabet (AU {$}) x (AU{$}), ot § est un symbole de
fin de chaine non inclus dans A, dont le langage consiste en un ensemble de couples de mots
(u,v) de A*.$* x A*.$* de méme longueur avec u € A* ou bien v € A*. Par extension, nous
dirons que qu’un automate a deux entrées reconnait un couple de mots (u,v) € A* x A* §’il
reconnait en réalité le couple (u.§max{OI=lul} g gmax{0jul=fvl})

Nous proposons la définition formelle suivante :

Définition 14 (Graphes automatiques réguliérement accessible)
Une structure automatique est un triplet (W, Mo, {M;}ecr) ot:

o W est un automate (& nombre fini d’états) sur un alphabet fini A dont le langage
L(W) C A* est stable par préfize;

e M, est un automate & deux entrées dont le langage L(My) C A* x A* est le graphe
d’une relation d’équivalence sur A*;

e L est un ensemble fini et pour tout £ € L, M, est un automate a deux entrées sur A.

Une structure automatique définit un graphe automatique réguliérement accessible
de la facon suivante :

e ’ensemble des sommets est L(W)/L(My). Comme L(W) est stable par préfize, il
contient le mot vide; dans la suite, on notera € sa classe d’équivalence relativement
a L(My). Les sommets ne sont pas étiquetés;

o les arcs sont des couples de mots de L(W); ils sont divisés en deuz types. Les premiers
sont les arcs radiauz, ce sont les couples de la forme (w,w.a) € LIW) x L(W) avec
a € A; (w,w.a) est étiqueté par a, son origine est le sommet représenté par w et
son extrémité, le sommet représenté par w.a. Les arcs du second type sont les arcs
transversaux, ce sont les couples (wy,ws) reconnus par 'un des My; un tel arc est
étiqueté par £ et connecte le sommet représenté par wy a celut représenté par w;.
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Pour alleger le texte, les graphes automatiques régulierement seront simplement appelés
“graphes automatiques”. Notons que les termes d’arc “radial” et d’arc “transversal” regoivent
une justification géométrique lorsque par exemple les automates a deux entrées définissant
la relation d’équivalence pour les sommets et les arcs transversaux ne reconnaissent que des
couples de mots de mémes longueurs.

La définition d’un graphe infini par une structure automatique est constructive. En pre-
mier lieu, on peut construire un langage rationnel qui est un systeéme de représentants uniques
pour les sommets : considérons un ordre linéaire sur A, 'alphabet de W (on conserve les no-
tations de la définition 14); on considére ensuite I’ordre militaire (ou ordre “shortles” dans la
littérature anglo-saxonne) sur £(W), i.e. un mot w; est plus petit qu'un mot w, s’il comporte
strictement moins de lettres que ws, ou bien s’il en comporte autant mais il est alors plus pe-
tit que wy pour 'ordre lexicographique; c’est un bon ordre, et chaque classe d’équivalence de
L(W) relativement & £(My) comporte un unique plus petit élément, c’est son représentant
minimal pour 'ordre militaire. On montre que le langage des représentants minimaux des
classes d’équivalence de L() est un langage rationnel (cf. [ECHT92]). En second lieu, les
arcs transversaux peuvent étre reconnus de facon effective, ce qui n’est pas tout-a-fait clair
au vu de la définition 14. On montre pour cela que chaque M, peut étre transformé de telle
sorte que le langage qu’il définit soit clos relativement a L(My), i.e. si wy, wo, w}, wh € L(W)
sont tels que pour ¢ = 1,2, w; et w} soient L£(M)-équivalents, i.e. (w;, w}) € L(M,), alors
(w1, we) € L(My) si et seulement si (wi, wy) € L(M,) (cf. [ECH'92]).

Les graphes de Cayley de groupes automatiques fournissent naturellement beaucoup
d’exemples de graphes automatiques (cf. [Eps88, ECH"92]. Notons parmi eux les groupes
libres (voir figure 4.1), qui donnent des exemples d’arbres ou encore les groupes abéliens
libres qui donnent des exemples de grilles multi-dimensionnelles; les groupes hyperboliques
au sens de Gromov sont fortement automatiques, et donnent également naissance a une fa-
mille tres esthétique de graphes infinis automatiques. Mais le concept de graphe automatique

Eaanny
4 L
T;TI_ —+ ’"I__LT
: l#__k #__} :
S |
T L__F #__i T

Fi1G. 4.1: Graphe de Cayley du groupe libre a deux générateurs

est bien plus général que celui de graphe de Cayley de groupe automatique; il n’impose pas
les conditions de symétrie tres fortes dues a '’hypothese de structure de groupe, les graphes
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automatiques ne sont pas, comme les graphes de Cayley, sommet-transitif, i.e. le groupe des
automorphismes n’agit pas nécessairement transitivement sur ’ensemble des sommets (cf.
[CS]). A cet égard, il est facile de voir que les arbres réguliers sont des graphes automatiques;
c’est également le cas des graphes context-free au sens de [MS85] (cf. [Sén92]).

4.2 Graphe des configurations d’une machine de Tu-
ring

Machines de Turing

On considere des machines de Turing a une bande munies de plusieurs tétes de lec-
ture/écriture; une particularité des machines que nous allons définir est qu’elles sont ca-
pables de détecter le fait qu’une téte soit en bout de bande ou non. On vérifie facile-
ment que notre modele est équivalent au concept classique de machine de Turing qui est
présenté e.g. dans [HU79, Rog67]. Formellement, une machine de Turing & n tétes de lec-
ture/écriture sera pour nous un 6-uplet 7' = (@, T, 6, g, F,[J) ol Q est ’ensemble fini des
états de T'; T est l’alphabet de bande; § est une fonction partielle de @ x I'™ x {0,1}" dans
Qx{1,...,n}x(['\{O}) x {gauche, stop, droite}; ¢, € @ est 'état initial de T; F' C @ est ’en-
semble des états finaux de 7'; enfin [ € () est le symbole de blanc. T est équippée d’une bande
de mémoire infinie & droite. Au démarrage, la mémoire ne contient que des blancs, T" est dans
I’état g, et toutes ses tétes sont positionnées sur la premiere cellule de la bande. Les calculs
de T sont définis par ¢: considérons une transition (g, a1, ..., @y, b1, ..., b,) = (¢',7',a’, D');
cela veut dire que si T se trouve dans 1’état ¢ et que pour 7 = 1,...,n, la cellule sur la-
quelle pointe la i-ieme téte contient le symbole a; et est la premiere cellule de la bande si
et seulement si b; = 1, alors T passe dans ’état ¢' et sa i-ieme téte se déplace a gauche
(respectivement se déplace a droite ou garde sa position) si D' = gauche (respectivement si
D' = droite ou D' = stop), aprés avoir écrit le symbole o’ sur la bande. Notons que 7" ne
peut pas écrire le symbole de blanc sur la bande.

Une description instantanée de T est un mot sur I'alphabet (Q x {1, ...,n})U(I'\{O}) de
la forme wyq" w1g™...w, _1¢"w, ol w; est un mot sur l'alphabet I\ {{0}; pour simplifier les
notations, (g,%;) est noté ¢’ et {iy,...,i,} = {1,...,n}. Un tel objet a pour but de décrire T
a un instant donné: T" est dans I’état ¢, la bande de mémoire contient le mot wow;...w,1*
et pour j = 1...n, la i;-ieme téte est positionnée sur la cellule contenant le premier symbole
de w;. Soient ¢ > 1, si la i-iéme et la -ieme téte de 7" sont positionnées sur la méme
cellule, la description instantanée de T sera de la forme wqiq” w' et non de la forme wq ¢*w';
ainsi, la description instantanée de 7" & un instant donné est unique. Soient Id; et Idy deux

descriptions instantanées de T'; on écrit Id; ;) Id> (respectivement Id; —;> Id,, Id; %) Idy) si Id,

est le résultat d’un pas de calcul (respectivement d’un calcul fini, d’un calcul fini non vide)
effectué par T a partir de Id;.
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Graphe des configurations

L’un des outils essentiels pour la preuve du théoreme 9 énoncé page 113 est une légere
variation du concept de graphe des configurations d’'une machine de Turing (cf. [Pap94]). Soit
T =(Q,T,0d,gu, F,J) une machine de Turing munie de n tétes. Soit A = (Q x {1,...,n}) U
(C'\{O}). On considere le langage £ C A* des descriptions instantanées de T'; notons que £
regroupe toutes les descriptions instantanées de 7', pas seulement celles qui sont issues de la
configuration initiale. On considere alors le langage £.00* des mots de la forme Id.C].0]....00
avec Id € £; notons qu’un mot de £.[0* code sans ambiguité une description instantanée de
T. Soit maintenant le langage £.00* de tous les préfixes des mots de £.[1*. On considere alors
le graphe G'r dont les sommets dont les mots de £.00*, sans étiquette, et dont les arcs sont
définis comme suit; soient w; et w, deux mots de £.0%,

e g’il existe un symbole a € A tel que ws = w;.a, alors il y a un arc étiqueté par a de w;
A Wo;

e si wy et wy représentent respectivement deux descriptions instantanées Id; et Id, telles
que ld; e Id,, alors il y a un arc de wy a ws; cet arc n’est pas étiqueté. Notons que

wi et wo ne représentent pas nécessairement des descriptions instantanées completes
de T, ils n’en représentent a priori que des préfixes.

Lemme 4.2.1 Gt est un graphe automatique dont on peut calculer une structure automa-
tique de facon effective.

Idée de preuve. D’abord, £.00* est rationnel. W est un automate qui le reconnait et My définit
la relation d’équivalence triviale, i.e. diagonale. L’automate transversal doit reconnaitre les
couples de forme (vy,vs) € (£.0%)? qui codent les calculs élémentaires de T'; pour ce faire, il
doit d’abord deviner la transition qui s’applique a vy, puis vérifier que ’on obtient bien vy
en Iappliquant a vq; ce qui est asstirément possible avec une mémoire finie.
O

Soit v un sommet de Gr; la distance qui le sépare de ¢, i.e. la longueur minimale d’un
chemin le conduisant 3 ¢, est exactement la longueur v en tant qu’élément de £.00*; on la
note |v|.

4.3 Machines de Turing auto-stabilisantes

Soit T = (Q, T, 0, ¢, F,[J) une machine de Turing a une téte sans état final telle que
pour tout ¢ € @, a € A et b€ {0,1}, 6(g, a,b) soit définie. Nous allons décrire une machine
T munie de deux tétes qui simule le calcul de T'. Le but de cette construction est de satisfaire
la propriété énoncée dans le lemme 4.3.2; T' devra étre capable de controler elle-méme son
propre calcul, en ceci qu’elle doit se rendre compte elle-méme si ce qu’elle est en train de
calculer fait partie de son calcul normal, i.e. celui provenant de sa description instantanée
initiale, ou non. Notons bien qu’étant donnée une machine de Turing quelconque, on n’est
généralement pas en mesure d’anticiper son comportement sur n’importe quelle description
instantanée. La simulation se fait en calculant les descriptions instantanées successives de T';
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ces dernieres sont stockées sur la bande de T au fur et A mesure, sans répétition. A chaque
tour, T vérifie que la liste des descriptions instantanées stockées sur sa bande est bien celle
escomptée; si cela n’est pas le cas, T en conclut qu’elle est en train de faire un mauvais
calcul, elle passe alors dans un état spécial : I’état BUG.

Nous décrivons ici de fagon informelle le détail du fonctionnement de T Le lecteur trou-
vera une construction plus rigoureuse en annexe de ce chapitre.

Etape 1. T commence par écrire la description instantanée initiale de 7" sur la bande.
Plus précisément, la premiere téte écrit la chaine #g¢,, au début de la bande. Le symbole #
sert de séparateur entre les descriptions instantanées de T stockée sur la bande. Notons que
le mot g, constitue la description instantanée initiale de 7'.

Etape 2. T vérifie que la bande contient les descriptions instantanées successives qui
apparaissent lors du calcul de T' a partir de g, ; elle vérifie aussi qu’aucune d’entre elles n’est
répétée deux fois. Rigoureusement, elle controle que le contenu de la bande est de la forme

H1do#EId 7. #1dy (4.1)

ou ldy = g,.; pour tout i € {0,...,k—1}, Id; i Idi11 et pour tout j # 1, Id; # Id;. T vérifie que
Id; = Id;11 en se servant de la premiere téte de lecture pour parcourir Id; et de la seconde pour

controler la forme de Id;;;. Cette opération est possible: il suffit de vérifier la correspondance
des symboles de Id; et de Idi;; trois par trois. Si ces conditions ne sont pas remplies, cela
veut dire que 7" n’est pas sur le bon calcul, elle passe donc dans ’état BUG; Une fois dans
cet état, T boucle indéfiniment sans modifier le contenu de la bande, ni les positions des tétes.

Etape 3. T calcule la description instantanée suivante dans le calcul de 1" qui est stocké
sur la bande. Si elle n’apparait pas déja dans la liste, elle est écrite a la suite. Pour ce faire,
la premiere téte se positionne au début de Idx (on conserve les notations de (4.1) dans la
description de I'étape 2) et la seconde se positionne au tout début de la bande. Soit Idx 1 la
description instantanée de T' obtenue apres un pas de calcul a partir de Id,. La premiere téte
parcourt alors Idy tandis que la seconde contrdle que Idy est bien distincte de Idy,1; apres
cela la premiere téte retourne au début de Idy et la seconde se positionne au début de Id;;
par la méme méthode, T" vérifie alors que Id; est distincte de Idx1; et ainsi de suite; cette
opération est faite pour tous les Id;. Finalement, si elles sont toutes différentes de Idy. 1, cette
derniére est écrite a la suite de Idy.

T retourne alors A I’étape 2.

Notons que T ne simule pas T au sens strict du terme. En effet, une description instan-
tanée de 7" ne peut apparaitre plusieurs fois sur la bande; ainsi, si la suite des descriptions
instantanées décrivant le calcul de T' est ultimement périodique, T inscrit les premieres des-
criptions instantanées sur sa bande jusqu’a la premiere répétition, apres quoi, le contenu de la
bande de T n’est plus modifié. Notons que dans ce cas, la suite des descriptions instantanées
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décrivant le calcul de T est elle-méme ultimement périodique.

Lemme 4.3.1 (Comportement normal de T)

Soit Id une description instantanée décrivant T au début de la deuzieme étape, avec un
contenu de bande de la forme:

H1do#Eld 75 #41dy

ot les Id; sont les descriptions instantanées de T' avec |dy = ¢, pour tout i = 0,....k — 1,
Id; ? Idiy1, et pour tout @ # j, Id; # Id;.

Soit ldxy1 la description instantanée de T suivant directement Idy. Si ldyy1 apparait déja
dans Id, i.e. 5 il existe i € {0,...,k} tel que ldvy1 = Id;, alors il existe une description

mstantanee Id avec le méme contenu de bande que celui de ID telle que d —> Id Sinon,
d —> Id #Idy 1.

Ce lemme est 'un des but de la construction de T; la preuve se fait par récurrence a partir
de la description compléete de T' qui est donnée en appendice de ce chapitre; elle est laissée
au lecteur. _

Le lemme suivant donne la principale proprié¢té de T': a partir de n’importe quelle des-
cription instantanée, soit T rejoint son calcul normal, i.e. celui provenant de sa description
instantanée initiale au bout d’un temps fini, soit elle passe dans I’état BUG et y boucle
indéfiniment.

Lemme 4.3.2 (Propriété principale des machines auto-stabilisantes)
Soit |d une description instantanée de T. Alors

~1
e soit il existe une description instantanée Id de T telle que Id —) Id et ¢-.q2, — Id ou
G €St Uétat initial de T, T

e ou bien Id conduit T dans [’état BUG apres un calcul fini.

Ce lemme est une conséquence directe du lemme 4.5.3; la preuve est omise. Notons que
les descriptions instantanées qui sont matieres au premier cas ne sont pas seulement celles
provenant du calcul normal de T'; par exemple, juste avant le début de I’étape de 2, on peut
modifier la position des tétes de telle sorte que I'’on obtient une description instantanée de 1T’
qui n’apparait pas dans son calcul normal; de toute facon, au commencement de 1’étape 2,
les deux tétes sont positionnées en bout de bande (voir appendice), et donc le comportement
de T n'en est pas affecté.

4.4 Indécidabilité du probleme des bouts

Nous reprenons, dans le cadre des graphes, le concept de bout donné dans la définition
4. Le lemme suivant est facile, la démonstration est omise.

Lemme 4.4.1 Soit G un graphe infini connexe et vy, l'un de ses sommets; alors G a un et
un seul bout st et seulement si le complémentaire de chaque boule centrée en vy ne contient
qu’une seule composante connexe infinie. En particulier, si le complémentaire de chaque boule
centrée en vy est conneze, alors G n’a qu’un seul bout.
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Notons que lorsque I'on s’occupe de la topologie des graphes, on ne se préoccupe pas de
I’orientation des arcs; ainsi, nous parlons de connexité et non de forte connexité.

Preuve du théoréme 9

La démonstration du théoreme 9 est une réduction au probleme de I’arrét des machines
de Turing, comme a l'ordinaire pour démontrer I'indécidabilité d’un probleme donné. On
se donne une machine de Turing a une téte que ’on va modifier légerement. On considere
ensuite la machine auto-stabilisante qui lui est associée, puis le graphe des configurations
de cette derniere dont on modifiera quelque peu la géométrie. Nous démontrerons ensuite la
proposition 4.4.1 qui affirme que ce graphe possede un bout et un seul si et seulement si la
machine initiale ne s’arréte pas; ce qui implique trivialement le théoreme 9.

Soit donc T = (Q, T, 6, G, F,J) une machine de Turing & une téte. On commence par
modifier T' comme suit. Tout d’abord, les états de T" appartenant a F' ne sont plus considérés
comme des états finaux, i.e. on pose F' = ¢, sans pour autant éliminer les états en question;
au lieu de cela, on ajoute de nouvelles transitions de telle sorte qu'une fois que 7" atteint un
tel état, elle y reste indéfiniment sans modifier le contenu de la bande et sans déplacer sa
téte de lecture/écriture. D’autre part, on ne veut pas que 7" puisse rester bloquée dans une
configuration pour cause de transition manquante, i.e. on veut que ¢ soit définie sur tout
triplet de @ x I' x {0, 1}; pour atteindre cette propriété, on ajoute & 7 un nouvel état dit
état “puits” dans lequel T passe toutes les fois qu’il manque une transition; une fois dans
cet état, T boucle indéfiniment sans modifier ni le contenu de la bande, ni la position de
sa téte de lecture/écriture. La troisieme étape de la modification de T consiste a faire en
sorte que tant qu’elle n’a pas atteint d’état originalement considéré comme final, elle occupe
de plus en plus d’espace sur la bande; pour ce faire, il suffit par exemple d’imposer a T,
entre chaque pas de calcul, d’aller écrire un nouveau symbole en fin de bande. Les détails de
cette transformation sont omis. On obtient finalement une machine de Turing, que ’on note
encore T', qui ne s’arréte jamazs et dont le calcul occupe un espace borné sur la bande si et
seulement si la machine initiale s’arréte apres un calcul fini.

Considérons maintenant T’ la machine auto-stabilisante associée & T (voir section 4.3);
puis G'7, le graphe automatique des configurations de T défini dans la section 4.2. On modifie
légerement la géométrie de G7: d’abord, on ajoute une branche infinie constituée d’arcs
radiaux étiquetés par un nouveau symbole noté BUG; cette branche démarre & la racine ¢ (voir
figure 4.2). Ce nouveau symbole d’étiquette ne doit pas étre confondu avec les symboles BUG!
et BUG? qui font référence aux couples (BUG, 1) et (BUG, 2) utilisé pour coder les descriptions
instantanées de T. On ajoute ensuite a la structure automatique de Gz un nouvel automate
M, définissant une famille d’arcs transversaux connectant tous les sommets de Gz qui
définissent des descriptions instantanées dont 1’état est 1’état BUG. Plus précisément, My
reconnait les couples de mots de la forme (v, vy) avec v; = w.¢.w'.q7.w"”.0...00 de longueur
£ > 0 ou ¢ = BUG et vo = BUG.BUG...BUG. On obtient un graphe automatique que l’on note
encore G5. l

Lemme 4.4.2
Soient v et v' deux sommets de Gz. Supposons qu’il existe deux descriptions instantanées
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Id et Ei, dont v et v' représentent respectivement des préfizes telles que d —i> Gi’. 1l existe
T

alors un chemin dans Gz qui connecte v et v' et qui reste & une distance supérieure ou égale
¢ min{|v], |v'|} de e.

~ —~ —~ —~ ~1
Preuve. Soit Id = Idy — Id; — ... — Idy = Id la suite de descriptions instantanées codant le
~ ~ ~ ~ ~1
calcul de T de Id & Id. Soit lpa = Orga<)§c{|ld;|} = [Id |; notons que #ya > min{|v|, |v'[}.
_Z_

Pour tout i € {0,k}, soit v; = IE;Demax_”d”. Alors, par définition de Gz, pour chaque
1=0,...,k — 1, il existe un arc transversal connectant v; a v;;1et le chemin vyv;...vy reste a
distance supérieure ou égale & min{|v|, |¢'|}. Par ailleurs, v (respectivement v') est connecté
a vg (respectivement vg)par un chemin d’arcs radiaux.

O

Proposition 4.4.1
Gz possede un et un seul bout si et seulement si la machine initiale T' ne s’arréte jamais;
dans le cas contraire, Gz possede exactement deux bouts.

Preuve. Supposons que 7 n’atteint jamais d’état final. Notre but est de prouver
que Gz ne possede qu'un seul bout. Soit £ > 0 et soit v un sommet de G situé a distance
supérieure a k de . On montre que v est connecté a la branche infinie BUG* par un chemin
restant a distance supérieure a k£ de £. Soit |d une description instantanée de 17" dont v
représente un préfixe. Conformément au lemme 4.3.2, il y a deux cas a envisager:

*

~1 ~ ~1 "
1. soit il existe une description instantanée Id telle que Id = Id et g%, = Id o Gy, est
Iétat initial de T, T

S

2. ou bien Id conduit 7 dans I'état BUG apres un calcul fini.

Cas 1: Rappelons que 1" a été modifiée de telle sorte qu’elle occupe de plus en plus d’espace
au fur et & mesure de son calcul. Cela implique que la suite des descriptions instantanées
qui code ce calcul ne peut pas étre ultimement périodique. Ainsi, la suite de descrlptlons

instantanées de T' qui est stockée par T s’accroit strictement, on peut donc choisir Id de
longueur supérieure a k. En se penchant sur I'étape 2 de lalgorlthme des machines auto-

stabilisantes, on montre sans difficulté que ’on peut choisir Id de telle sorte que les deux
tétes se trouvent toutes les deux a droite dNeI la k-ieme cellule.

Soit v’ le sommet de Gz qui est associé a Id . Par le lemme 4.4.2, il existe un chemin de v &
v’ restant & distance supérieure a k de ¢. B B

Soient wy, we, w3 les mots sur I'alphabet de bande de T, q 'état de T et 4,7' € {1,2}, 1 # ¢

tels que Id = w1¢'woq" wy. Comme les deux tétes de lecture /écriture se trouvent a droite de
la k-ieme cellule, |w;| > k. Soit " le sommet associé & w;. Triviallement, v’ est connecté a v"”
en parcourant en sens inverse un chemin d’arcs radiaux qui reste a distance supérieure a k de
. Soit IEH = w;BUG'BUG2. En parcourant successivement deux arcs radiaux respectivement
étiquetés par BUG! et BUG? en direction opposée & €, on connecte v" au sommet représentant

—1

~1I
Id qui, lui-méme, est connecté a la branche infinie uclld | par un arc transversal reconnu
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BUGY

Fi1a. 4.2: Cas 1

par Mg,. On a finalement connecté v a la branche infinie BUG¥, tout en restant a distance
supérieure a k de ¢ (voir figure 4.2).

Case 2: Soit IAZ:IBUG la premiere description instantanée de T dont I'état est I'état BUG qui _est
accessible a partir de Id. Par le lemme 4.4.2, v est alors connecté au sommet associé a ldg,
par un chemin restant a distance supérieure a k de €. Et par construction, il existe un arc

transversal entre Eim et BUG'IdB"G|.

Le complémentaire de la boule centrée en £ de rayon k est donc connecté; ce qui prouve avec
le lemme 4.4.2 que G 7 ne possede qu’'un seul bout.

Supposons que T atteint un état final par un calcul fini. Soient k£ > 0 et v un
sommet de G5 situé a distance supérieure a k£ de €. Soit Id une description instantanée dont
v représente un préfixe. N
_ Comme précédemment, considérons les deux cas prévus par le lemme 4.3.2. Si Id conduit
T a I’état BUG, alors v est connecté a BUGY par un chemin restant a distance supérieure a k
de €. B

Supposons donc que T ne passera jamais dans 1’état BUG en calculant a partir de Id. Par
hypothese, T atteint un état final et par construction, elle y reste indéfiniment, laissant le
contenu de la bande et les positions des tétes inchangées: la suite des descriptions instan-
tanées de T entre dans une boucle. Soit Id la premiere description instantanée qui est répétée
dans le calcul de T'.

Un fois que T" a écrit Id sur la bande, elle n’écrit plus aucune autre description instantanée
de T (voir lemme 4.3.1). L’espace occupé par T cesse alors de grandir, il est borné; cela

~ ~ I
implique que la suite des descriptions instantanées de 1" est ultimement périodique. Soit Id
la premieére description instantanée de T qui est répétée.
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On montre que v est connecté a la branche 1nﬁn1e Id' 0 par le lemme 4.3.2, il ex1ste
une description instantanée de T Id telle que Id —> Id and g 7. G —~> Id. Ainsi, 1d’ —> Id" et

init

donc Id t Id". Par le lemme 4.4.2, v est connecté a I’ par un chemin restant a dlstance
T
supérieure a k de €.

Nous avons donc prouvé que tout sommet est connecté a la branche infinie BUGY ou

bien & Id' 0¥ par un chemin restant éloigné de €. Il reste & montrer que ces deux branches
représentent deux bouts différents.

Soit k£ > \I:i”|. Supposons qu’il existe un sommet v de la forme Id" T avec ¢ > 0 qui est
connecté a la branche BUG” par un chemin non-orienté o restant a distance supérieure a k
de €. N ) _

Soit Z I’ensemble des descriptions instantanées de 7' qui conduisent a Id . Comme 7T’
ne peut pas écrire le symbole de blanc, cet ensemble est de cardinal fini. Soit v’ le premier
sommet de « qui représente un préfixe d’une description instantanée ld,, qui n’appartient pas
a Z. Notons que v’ # v. Soit v” le sommet de « qui précéde directement v'. Par construction
de v', toute description instantanée dont v"” est un préfixe est dans Z. Mais Z est fini; et on
montre facilement que si un sommet donné est préfixe de plusieurs descriptions instantanées,
il en est alors préfixe d’une infinité. Cela implique que v" est de la forme Iduulilfl ol Idy est
une description ,;nstantanée complete et ¢ > 0. De plus, par définition de Z, Id,» — Id et
donc, [ldys| <Id < k. Supposons maintenant que v’ et v” soient connectés par un arc radial;
comme |v’ | > k, I, 7 est alors préfixe de v'; par conséquent Idy = Idy ce qui contredit le

fait que Idv, ne conduit pas a Id Ainsi, si v’ et v” sont connectés, c’est par un arc transversal,
ce qui veut dire que IdT,, —) Idvu ou bien Idvu —> Idv, comine Id,un € Z, les deux possibilités

conduisent au fait que Ide — Id , ce qui est une contradiction.
T
O
On obtient comme conséquence immeédiate le résultat suivant :

Théoreme 9
Le probleme de savoir si un graphe automatique posséde un et un seul bout est indécidable.

Question: On sait que le nombre de bouts d’un groupe hyperbolique au sens de Gromov
est calculable [Ger99]; qu’en est-il pour les graphes automatiques hyperboliques au sens de
Gromov ?

4.5 DO0L-systemes de graphes et graphes automatiques

4.5.1 DO0L-systemes de graphes

Les transformations de graphes dont nous nous occupons ici, i.e. les DOL-systéemes de
graphes, généralisent aux graphes le concept de L-systéme [RS80]; notons que ce dernier a
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déja été étendu aux structures multi-dimensionnelles sous le nom de systemes de génération
de cartes, i.e. M0L-systéemes (cf. [LR78, DDL82, Lin86|); les D0L-systémes que nous intro-
duisons ici généralisent le concept de ions (cf. [Pey81, Pey86, Nar93]).

Il s’agit de substitutions simultanées, déterministes et indépendantes du contexte des
sommets et des arcs. D’abord, chaque sommet est remplacé par un graphe fini qui est fonction
de son étiquette; puis chaque arc donne naissance a plusieurs arcs connectant les sommets
issus de son origine avec les sommets issus de son extrémité; ces arcs sont définis relativement
a ’étiquette de ’arc original. Les substitutions de tous les sommets puis de tous les arcs se
font simultanément.

Définition 15 (D0OL-Systémes de graphes)
Un DOL-systéme de graphe § est défini par un 3-uplet (L, Ay,0g) ot :

e L= Ly uLg est un ensemble fini de symboles. Ly est l’ensemble des étiquettes de
sommets et Ly est [’ensemble des étiquettes d’arcs;

o Ay est une application associant a chaque étiquette de sommet un graphe fini de type
0 dont les sommets (respectivement les arcs) sont étiquetés sur Ly (respectivement sur
Lg). Ces graphes sont équipés d’une structure supplémentaire: un ordre linéaire sur
l’ensemble de leurs sommets;

o Ap est une application assoctant a chaque étiquette d’arc un graphe fini biparti dont les
deux ensembles de sommets sont linéairement ordonnés; le couple formé par les deux
parties de sommets est lui-méme ordonné. Les arcs sont étiquetés sur Lg; les sommets
ne sont pas étiquetés.

Nous dirons qu’un graphe de type 0 est un d-graphe si ses sommets sont étiquetés sur
Ly et ses arcs sur Lg. L’application de § sur un 6-graphe G consiste a effectuer les trans-
formations paralléles suivantes :

e chaque sommet v eV est remplacé par Ay (lab(v));

e chaque arc ec E est remplacé par Ag(lab(e)). Les sommets de la premiére partie de ce
dernier sont recollés sur les sommets du graphe issu de l’origine de e suivant les ordres
linéaires; s’il y a trop de sommets a recoller, les sommets excédentaires sont supprimés
de Ag(lab(e)), ainsi que les arcs auzquels ils appartiennent. Les sommets de la seconde
partie de Ag(lab(e)) sont recollés sur les sommets du graphe issu de l'extrémité de e
suivant une procédure similaire.

Une fois que les substitutions de tous les sommets et de tous les arcs sont faites, les différents
ordres linéaires sur les sous-ensembles de sommets deviennent inutiles et sont oubliés. Le
graphe obtenu est noté §(G). Une suite de graphe (I'y)n>o est appelée une DOL-suite s’il
existe un DOL-systéme de graphe 6 tel que pour tout n > 0, Ty = §(Ty).

La figure 4.3 décrit les regles d'un D0L-systeme de graphe qui permet d’engendrer des
arbres binaires. Ici, Ly = {i,e} et Ly = {i}; notons que L = Ly. Les régles de substitution
de sommet sont décrites dans la partie gauche de la figure; le systeme de substitution d’arc
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est décrit dans la partie droite, il n’y a qu’une seule régle. Un sommet étiqueté par i (comme
interne) n’est pas modifié: il est remplacé par un graphe sans arc dont le sommet unique
est étiqueté par i. Un sommet étiqueté par e (comme externe) est substitué par un graphe
a trois sommets dont le premier est étiqueté par 7 et les deux autres sont étiquetés par e.
Pour ce qui concerne I'unique regle de substitution d’arc, elle spécifie qu'un arc étiqueté par
1 reste inchangé; apres substitution, il connecte le premier sommet du graphe issu de son
origine au premier sommet du graphe issu de son extrémité. Les premieres itérations de ce
systeme sont représentées dans la figure 4.4.

i Av i
L) — L ) L )

e Av i i.li
* — ;0/\l:

Fi1G. 4.3: Exzemple de DOL-systéme de graphes

axiome itération 1 itération 2

N 'y
IR

ce

e

ee

Fi1c. 4.4: Premiéres itérations du DOL-systéme décrit dans la figure 4.3

Les figures 4.5 et 4.6 décrivent un autre exemple de D0L-systéme qui engendre des grilles
carrées.

1 2 3 4

. . . . .
h’ — y /

. 3 [ [ o

1 2 3 4

v
v
b (
e e 1 2 3 4
L ] L ] L ] L ] L ]
U’ \
v
L] [ d [ d L ]
2 3 4

°
1

F1G. 4.5: Un DOL-systeme de graphe qui engendre une suite de grilles carrées. Il n’y a qu’un
seul type d’étiquette pour les sommets, c’est pourquoi il n’est pas indiqué ict.

4.5.2 Connexité dans les D0L-suites de graphes et bouts de graphes
automatiques
Nous allons voir dans cette partie comment les notions de D0L-systemes de graphes et

de graphes automatiques sont liées; une structure automatique apparait de facon naturelle
comme un outil pour décrire une D0L-suite de graphes finis dans sa globalité.
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Fi1G. 4.6: Une DOL-suite de grille engendrée par le DOL-systéme décrit dans la figure 4.5

Nous nous intéresserons ici a une classe spéciale de graphes automatiques, ceux qui sa-
tisfont les conditions suivantes:

e la relation d’équivalence rationnelle qui participe a la définition des sommets est tri-
viale, i.e. diagonale;

e les arcs transversaux ne connectent que des couples de sommets associés a des mots de
meéme longueur;

e tous les états des automates définissant les arcs transversaux sont des états finaux.

Ces conditions impliquent de bonnes propriétés géométriques. Remarquons d’abord que pour
les graphes possédant ces propriétés, les termes d’arc radial et d’arc transversal prennent tout
leur sens; la sphére de rayon n centrée en € est formée par les sommets associés aux mots
de longueur n ainsi que des arcs transversaux les connectant. La troisieme condition nous
assure que dans un tel graphe, tout arc transversal laisse dans les spheres inférieures des
traces qui sont matérialisées par des arcs transversaux qui sont en quelque sorte ses aleuls.

Le résultat suivant est fondamental dans cette partie, il montre comment les D0L-suites
de graphes sont décrites de fagon globale par des structures automatiques.

Proposition 4.5.1

Quitte a modifier les étiquettes, la suite des sphéres d’un graphe automatique satisfaisant
les conditions précédentes est une DO0L-suite de graphes. Réciproquement, toute DOL-suite
de graphe dont le graphe initial n’a qu’un seul sommet est la suite des spheres d’un graphe
automatique.

Preuve. Soit G un graphe automatique satisfaisant les condition précédentes, défini par une
structure automatique (W, My, { M;}ecr). En se servant des méthodes usuelles de déterminisation,
on peut considérer sans perte de généralité que les automates qui définissent la structure au-
tomatique de G sont tous déterministes. Nous allons construire un D0L-systeme de graphe
dg tel que pour tout n > 0, la (n + 1)-iéme sphere de G est le résultat de 'application de dg
a la n-ieme.

L’ensemble des étiquettes de sommets associé a dg est Qw, I'’ensemble des états de W
I'ensemble des symboles d’étiquettes d’arcs est Qw x (U, M¢) X Qw. Commengons par mo-
difier les étiquettes de G : la lecture d’un sommet v donné conduit W dans un état g,; on
définit la nouvelle étiquette de v comme étant g,. De facon similaire, on définit de nouvelles
étiquettes pour les arcs que I'on choisit dans Qw x (U, M;) X Qw : soit e un arc transversal



e RS, Ve A £ VY A At A s Ak AL A 1AV AL AR A Y S 4L

de G initialement étiqueté par ¢; cet arc connecte un couple de sommets (v;,v2); soient g;
et ¢y les états dans lesquels v; et vy conduisent respectivement W (par abus de notation, on
confond ici un sommet avec le mot qui le code, ce qui ne pose pas de probleme étant donné
que M, définit une relation d’équivalence triviale); soit g, 1'état dans lequel (v;, v2) conduit
M. On définit alors la nouvelle étiquette de e comme étant le triplet (g1, qe, g2)-

Les regles de substitution de d; sont définies en fonction des transitions de W et des
M,. Regardons d’abord les regles de substitution de sommet. On commence par choisir un
ordre linéaire sur A, 'alphabet de W; soit ¢ un élément de Qy; ¢’est un symbole d’étiquette
de sommet pour dg; comme W est déterministe, ’ordre sur A induit un ordre linéaire sur
Pensemble des transitions de W d’origine q. Ay (gq) est alors défini comme étant le graphe
muni d’autant de sommets qu’il y a de transitions dans W d’origine ¢; ’ordre linéaire sur ces
sommets est induit par 'ordre sur les dites transitions, qui a été défini précédemment; leurs
étiquettes, qui sont prises parmi les états de W, sont les cibles des transitions en question.
Ay (q) n’est pourvu d’aucun arc.

La construction des regles de substitution d’arc suit des idées similaires. Considérons un
triplet (¢1,q,¢2) ol ¢ € Qw (1 = 1,2) et ¢ € Qu; C’est un symbole d’étiquette d’arc
pour dg. Agr(qi,qe g2) est un graphe biparti dont la premiére partie de sommet (respec-
tivement la seconde) est formée d’autant de sommets qu’il y a de transitions d’origine ¢;
(respectivement go) dans W. Comme précédemment, les ordres linéaires définis sur chacune
de ces parties sont induits par les ordres définis sur les ensembles de transitions de W cor-
respondants. Comme il est convenu dans la définition 15, les sommets de Ag(q1,ge, g2) ne
sont pas étiquetés; ses arcs sont définis comme suit : soit (v1,v9) un couple de sommets de
Ag(q1, 9, q2), v1 appartenant au premier sous-ensemble de sommet et ve, au second; soit
a; € A (respectivement a, € A) le dernier symbole du mot représentant v; (respectivement
v9). Si dans My, il existe une transition d’origine ¢, qui est étiquetée par le couple (a1, as), on
ajoute & Ag(q1, o, ¢2) un arc connectant vy a vy, étiqueté par le triplet (q¢1, q;, ¢5) ol ¢ € Qw
(respectivement ¢, € Q) est 1’état dans lequel a; (respectivement as) conduit W & partir
de ¢ (respectivement & partir de ¢»); et ¢; € Qur, est 'état dans lequel (a1, az) conduit M, &
partir de g,. On considere alors la D0L-suite de graphe (G,), engendrée par dc & partir du
graphe G formé d’un seul sommet étiqueté par qq, ’état initial de W, et pour tout ¢, une
boucle étiquetée par (qo, geo, o) OU qeo est I'état initial de M,. Nous laissons au lecteur le soin
de vérifier que, aux étiquettes pres, GG, est exactement la sphere de G centrée en € de rayon n.

Passons a la réciproque. Soit 6 un DO0OL-systeme de graphe associé a une DO0L-suite
de graphes finis (G, ), dont le premier n’est constitué que d’un seul sommet. Nous allons
construire un graphe automatique qui définit cette DOL-suite de graphe au sens suivant.
Considérons Gy; 'application de § a Gy donne pour résultat GG;. Considérons le graphe réalisé
par l'union disjointe de Gy et de G'; en connectant le sommet de Gy a tous les sommets de
G1; on ajoute & ce graphe un copie de Gy = 6(G1), puis on connecte chaque sommet de
G, aux sommets de G, auxquels il a donné naissance via ¢. En continuant ce procédé, on
construit par limite inductive un graphe infini G qui est automatique. Nous allons construire
une structure automatique (W, My, { My} scr,) qui le définit.

L’ensemble des états de W est défini comme étant ’ensemble des symboles d’étiquettes
de sommets de §. Ses transitions sont construites en fonction des regles de substitution de
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Fi1G. 4.7: Le graphe automatique codant la DOL-suite de grilles décrites dans la figure 4.6

sommet de §; on suit I'idée réciproque de celle décrite précédemment : on définit ’alphabet de
W comme étant ’ensemble des entiers inférieurs au nombre maximum de sommets produits
par la subdivision d’un sommet par §. Soit £, un symbole d’étiquette de sommet de 9§, c’est
aussi un état de W; on crée, dans W, autant de transitions qu’il y a de sommets dans le
graphe associé a ¢, par 0, i.e. Ay (4,); une telle transition est étiquetée par I’entier qui est
le rang du sommet de Ay (4,) auquel elle est associée; sa cible est le symbole d’étiquette du
sommet en question. Tous les états de W sont des états finaux. M, quant-a-lui, est trivial,
i.e. il définit la relation d’équivalence diagonale sur L(W).

Passons a la construction des M,. Premierement, nous devons modifier d de telle sorte que
tous les arcs de chacun des Ag(¢) soient orientés du premier sous-ensemble de sommet vers le
second. On réalise cette transformation en ajoutant a I’ensemble des symboles d’étiquettes
d’arcs Ly de §, une copie disjointe de lui-méme L' = {¢{~! | £ € Lg} dont nous nous
servirons pour coder les arcs dont 1’orientation doit étre inversée. Dans chaque Ag(¢), chaque
arc qui est orienté du second sous-ensemble de sommets vers le premier est inversé ainsi que
son étiquette, i.e. £, est remplacée par £;'. Ap associe & chaque ¢! € L; un graphe
biparti qui est une copie de Ag(¢) dans laquelle I’orientation du couple de sous-ensembles
de sommets est inversée et chaque arc orienté du second sous-ensemble de sommet vers le
premier est inversé, ainsi que son étiquette. On obtient finalement un nouveau D0L-systeme
que 'on note §' qui est tel que tous les arcs de chacun des A’;(¢) sont orientés du premier
sous-ensemble de sommets vers le second. Notons que pour tout d-graphe H, on obtient §(H)
A partir de §'(H) en inversant I'orientation de chaque arc étiqueté par un élément de L'
ainsi que son étiquette.

Nous allons maintenant construire la famille des automates a arcs transversaux {M; | £ €
LipULL'} associée & §'. Pour ce faire, considérons le graphe M construit de la fagon suivante :
I’ensemble des sommets de M est définit comme étant I’ensemble des symboles d’étiquettes
d’arcs de ¢', i.e. Ly U L;Jl. Considérons 1'un de ces symboles d’étiquettes d’arcs £.; on ajoute
a M un arc étiqueté par un couple d’entier (i, j) connectant £, a £, toute les fois qu’il existe
dans Ag(.) un arc étiqueté par £, connectant le i-itme sommet du premier sous-ensemble
de sommet de Ag(f,) au j-iéme sommet du second sous-ensemble; M code ainsi les regles
de substitution d’arc de ¢’. On considere alors M le graphe obtenu comme union disjointe
de M et de W, dans lequel toute étiquette d’arc de la forme i est remplacé par (i,i); pour
chaque arc e de chaque Ay (4,), on ajoute un arc dans M connectant b, € Viy a b, € Vi,
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ou £, est I’étiquette de e; cet arc est étiqueté par (i,7), ol i (respectivement j) est le rang
de l'origine de e (respectivement sa cible) relativement & ’ordre linéaire sur 1’ensemble des
sommets de Ay (£,). Finalement, pour chaque £ € Ly U L', on définit M, comme étant une
copie de M avec comme état initial, I’état initial de W et £ € Vj; comme unique état final.
Pour chaque ¢ € Lg, on construit maintenant M,, 'automate a arcs transversaux associé
a 0, en se servant de M, et de M,_, : c’est I'union disjointe des deux; I’étiquette de chaque
transition de M;_, qui est de la forme (i, j) est remplacée par (j,7). Nous laissons au lecteur
le soin de vérifier que la structure automatique que nous avons construite définit bien G.
O

Soit G un graphe automatique défini par une structure automatique (W, My, { M;}ecr)
satisfaisant les conditions de la proposition 4.5.1. On montre facilement que si toutes les
spheres de G sont connexes, alors G posséde un bout et un seul; pour obtenir la réciproque,
i.e. la proposition 4.5.2, il faut couper les branches finies de G, i.e. les chemins d’arcs radiaux
dans G' qui ne sont préfixe d’aucun chemin infini. Il se peut en effet qu'un chemin d’arcs
radiaux ne puisse se prolonger en un chemin infini; un tel phénomeéne correspond dans W
a l'existence d’états a partir desquels aucun circuit n’est accessible. On regle ce probleme
en supprimant simplement ces états; ce qui peut se faire de fagon effective sans trop de
difficultés; on laisse au lecteur le soin de le vérifier. On obtient alors un graphe que 1’on note
G' qui est encore automatique. On a le résultat suivant :

Proposition 4.5.2 On conserve les notations précédentes. G possede un bout et un seul si
et seulement si toute les spheéres de G' sont connezes.

Preuve. Montrons d’abord que G’ posséde autant de bouts que G. Pour voir cela, on remarque
d’abord que G’ posseéde les mémes branches infinies que G; de fait, on peut considérer G’
comme un sous-graphe de G. Ce qui pourrait se passer est que deux branches infinies qui
sont équivalentes dans G ne le sont pas dans G'. Considérons donc deux branches infinies
Q1 = Vg Vp... et ag = vavi.wi... (vy = vi = €). Nous allons vérifier que si o et ay
sont équivalentes dans G, i.e. si elles sont connectées dans le complémentaire dans G de
n’importe quelle boule centrée en £, alors pour tout k, il existe un chemin de Sy, la spheére
de G centrée en ¢ de rayon k, qui connecte z; et x? et qui n’emprunte que des sommets
éléments de branches infinies. Supposons donc oy et oy équivalentes. Pour tout &' > k, on
choisit un chemin p}, qui connecte v, & v}, et qui reste a distance supérieure a k' de &; on
associe alors & p}, un chemin py de Sy qui connecte v}, & v défini comme suit : on considere
le chemin de Sy constitué de tout les ancétres des sommets de pj,; on élimine de ce chemin
toutes les boucles, on obtient alors p. Notons que py est bien un chemin puisque tous les
états de tous les M, sont des états finaux. Maintenant, comme S, est finie, le nombre de
chemins sans boucle connectant v, & v, est aussi fini. Par conséquent, 'un d’eux est égal &
pr pour une infinité de k&’; cela implique que tous les sommets constituant ce chemin sont
chacun ancetre d’une infinité de sommets, et donc préfixe d’une branche infinie. Ce chemin,
qui a priori est un chemin de G est aussi un chemin de G'; nous avons prouvé que G et G’
ont le méme nombre de bouts.

Il reste a voir que G’ posséde un et un seul bout si et seulement si toutes ses spheres
sont connexes. On montre juste que si G' possede un seul bout, alors toutes ses spheres sont
connexes; la réciproque est facile et laissée au lecteur. Supposons donc qu’une sphere S}, de
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G’ n’est pas connexe; soient z; et zp deux sommets de S}, qui ne sont pas connectés dans
S}.- On choisit deux branches infinies «; et ay dont 2; et 2, sont respectivement des préfixes.
Alors ces deux branches repésentent deux bouts différents; en effet, un chemin quelconque les
connectant dans le complémentaire d’une boule centrée en ¢ de rayon supérieur a k£ induirait
un chemin les connectant dans Sj,.
O

Il est facile de montrer que le graphe automatique construit a partir d’une machine de
Turing dans la preuve de la proposition 4.4.1 satisfait les deux premieres conditions de la
proposition 4.5.1. Pour qu’il satisfasse la troisieme, on considére tous les états de tous les
automates de sa structure automatique comme des états finaux. Si cela ajoute des arcs
transversaux, cela ne modifie pas fondamentalement sa géométrie et en particulier, on vérifie
facilement que le nombre de bouts est inchangé. Ceci étant, apres élimination des branches
finies, on peut appliquer la proposition 4.5.2 pour obtenir le résultat suivant :

Théoreme 10
La question consistant a savoir si tous les graphes obtenus en itérant un DOL-systéme de
graphe sont connexes est indécidable.

4.5.3 Emulation des grammaires de remplacement de sommets

Remplacement de sommets. Soit ' = (V, E, L, vert, lab) un graphe et v € V. On suppose
que L est 'union disjointe de deux ensembles Ly et Ly qui sont respectivement I’ensemble
des symboles d’étiquettes de sommets et I’ensemble des symboles d’étiquettes d’arcs. Suivant
[ER97, Chap. 1.3], par graphe avec plongement, on entend un couple (D,C) ou D est un
graphe et C C Ly X Lg X Lg X Vp x {in,out}; C est appelée la relation de connection
de (D, C). Le remplacement de v par D relativement a C est alors défini comme suit: v
est supprimé de I' et remplacé par une copie de D; Pour chaque instruction de connection
(0,0, B, z,0ut) € C, tout arc de I' étiqueté par o connectant v & un sommet w # v étiqueté
par o donne naissance a un arc étiqueté par 8 allant de x a w; les arcs entrant sont traités
de facon similaires par les instruction de connection comportant un “in” a la place de “out”.

Grammaires VR déterministes. On appelle grammaire ed NCE [ER97, CER93, CE95] tout
tuple (Ly, L|,, Ly, P,S) ou Ly est un ensemble de symboles d’étiquettes de sommets; L}, C
Ly est 'ensemble des symboles terminauz; P est ’ensemble des productions et S € Ly \ L,
est le symbole non-terminal initial, I’aziome. Les productions ont pour forme X — (D, C) ou
X € Ly \ Li, est un symbole non-terminal et (D, C) est un graphe avec plongement qui est
étiqueté sur Ly U Lg. Soient I' et I deux graphes étiquetés sur Ly U Lg, p: X — (D, C) une
production et v € Vr un sommet étiqueté par X; on écrit I' =, , [ pour dire que I" est le
graphe obtenu a partir de I' en remplacant v par D relativement a C'. Comme il est d’usage
en théorie des langages formels, on consideére £(G), le langage de tous les graphes produits
par GG a partir de son symbole non-terminal initial S. Nous dirons qu’une grammaire edNCE
est une grammmaire de remplacement de sommets (en abrégé grammaire VR) si elle est
confluente, i.e.51 H =5, Hi =4yp, Hi2 €t H =,p, Hy =,p, Hoi sont deux dérivations avec
v1, V9 € Vi et v1 # vy, alors Hig = Hoy (cf. [ER97, Chap. 1, Prop. 1.3.6]). Par ailleurs, nous
ne considérerons que des grammaires VR déterministes, i.e. des grammaires comprenant au
plus une production par symbole non-terminal.
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VR-Suites de graphes

Soit G = (Ly, L, Lg, P, S) une grammaire VR déterministe. On consideére la suite (I';),
de graphes définie par récurrence selon le schéma suivant :

e [y est le graphe de remplacement de la production de G associé a son symbole initial
S.

e Pour tout n > 0, I',, 1 est obtenu a partir de I'), en remplagant selon G' chaque sommet
étiqueté par un non-terminal pour lequel une production est définie. Comme G est
confluente, 'ordre dans lequel les dérivations sont faites n’importe pas.

Une telle suite de graphes est appelée une VR-suite de graphes.

Lemme 4.5.1
Soit G une grammaire VR déterministe; soit (I'y), la VR-suite de graphes associée. Alors
tous les graphes de L(G) sont connezxes si et seulement si Ty, est connexe pour tout n.

Idée de preuve. Le sens direct est trivial; pour voir la réciproque, notons que tout graphe de
L(G) peut étre obtenu a partir d’'un I';, pour n assez grand en contractant quelques sous-
graphes en sommets simples et éventuellement en ajoutant des arcs et/ou en modifiant des
étiquettes d’arcs. Si I',, est connexe, il le reste apres une telle transformation.
O

Une des principales propriétés de décidabilité des VR-langages de graphes est que leurs
théories logiques monadiques du second ordre, avec quantifications sur les ensembles de som-
mets seulement, sont décidables (cf. [ER97, Chap. 1.4.2]). Comme la connexité est exprimable
dans ce langage logique, il s’en suit le résultat suivant :

Proposition 4.5.3 Il existe un algorithme pour décider si tous les graphes d’une VR-suite
sont conneres ou nomn.

Emulation

Proposition 4.5.4 Quitte a modifier les étiquettes, toute VR-suite de graphes est une DOL-
suite.

Idée de preuve. Soit (I';,),, une VR~suite de graphe associée a une grammmaire VR déterministe
G = (Ly, L}, Lg, P,S). Nous allons construire un D0L-systéme de graphe § qui engendre
(Cn)n-

Premierement, I’ensemble des symboles d’étiquettes de sommets de § est celui de G, i.e.
Ly . A associe a tout symbole symbole terminal £ un graphe formé d’un seul sommet étiqueté
par £ sans arc; et a tout symbole non-terminal, elle associe le graphe de remplacement défini
par la production de G qui lui est associée, avec un ordre linéaire fixé de fagon arbitraire sur
I’ensemble des sommets.

L’ensemble des symboles d’étiquettes d’arcs de ¢ est défini comme étant Ly X Lg X Ly;
pour chaque arc e de chaque I',,, on définit un nouveau symbole d’étiquette (1, e, f2) ou ¢4
est ’étiquette de la source de e, /5 est ’étiquette de sa cible et £, est ’étiquette originale
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de e; on modifie de la méme maniere les étiquettes de tous les arcs des graphes définis par
Ay. Passons aux regles de substitution d’arc; soit (¢1, £, £3) une étiquette d’arc pour ¢; on
considere d’abord le graphe formé de deux sommets v; et v, respectivement étiquetés par /;
et £y et d’un arc étiqueté par £, connectant v; a vo. On considere alors le graphe obtenu en
remplacant v, et v, comme le dicte G. On supprime tous les arcs connectant des sommets
issus du méme sommet v; ou vo. On obtient alors un graphe biparti; chacune des deux parties
de sommet hérite d’un ordre linéaire donné par Ay (¢1) et Ay (£;). Les étiquettes d’arcs sont
modifiées comme précédemment et les étiquettes de sommets sont supprimées. Le graphe
que l'on obtient est par définition Ag(¢y, L., £o).

On omet ici la vérification du fait que ¢ engendre bien (I',),, chose plus ennuyeuse que
difficile.
O

4.5.4 Annexe au chapitre 4

Nous décrivons ici le détail du fonctionnement de T. T' a deux tétes de lecture/écriture
que l'on note ¢ et ty; 'alphabet de bande est I'> = I'r u {#,$} v Qr u {0} ol Qr est
I’ensemble des états de T', et I'r est son alphabet moins le symbole de blanc; rappelons que
T ne peut pas écrire le symbole de blanc. Pour une simplicité toute relative de la description
qui suit, nous nous servons d’un langage simple. On définit d’abord quelques instructions
élémentaires :

e read(t;) désigne le symbole lu par t;. La position de ¢; ne change pas.

e write(t;,u) ou u € (P% \ {O})* signifie que ¢; écrit u sur la bande et se déplace sur la
cellule suivant directement le dernier symbole écrit.

e move-left(t;) signifie que ¢; se déplace d’une cellule sur la gauche. Si ¢; est positionnée
sur la premiere cellule, alors elle ne bouge pas.

e move-right(¢;) signifie que ¢; se déplace d’une cellule sur la droite.

e BEGINNING; est un booléen qui est vrai si et seulement si ¢; est positionnée sur la
premiere cellule de la bande.

Nous utiliserons aussi quelques structures élémentaires de controle :

e if ... ... else

e switch ...
e case ...
e case ...

e default

® goto ...
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Les commentaires sont signalés par //.

L’algorithme suivi par T est divisé en trois parties. Sa description utilise des variables
dont les domaines sont de cardinaux finis; certaines d’entre elles par exemple varient dans Q7.
Nous nous servirons également de macros; les macros doivent simplement étre remplacées
toutes les fois qu’elles apparaissent par le code correspondant. On pourra vérifier que la
description réelle de 7', i.e. en termes d’états et de transitions, peut étre obtenue a partir du
code suivant en traduisant chaque ligne une a une. Chaqu’une d’entre elles donne naissance
a plusieurs états relativement aux valeurs possibles des variables. Nous ne donnerons pas
de méthode rigoureuse pour une telle construction qui est certes pénible mais a coup sur
possible.

Notons a cet égard qu'un compilateur pour la construction de machine de Turing est en
cours de développement. Le but de ce travail consiste a mettre en ceuvre un assistant de
preuve relatif au machine de Turing. Ce projet pourrait par exemple conduire a réaliser des
démonstrations rigoureuses pour les lemmes 4.5.2 et 4.5.3.

Algorithme principal:

Etape 1:

// T commence par ecrire la description instantanee initiale de T
Initialisation();

Etape 2:

// T verifie que le contenu de la bande est de la forme #ldg#Id1#...#1d00...
// ouldg = go et Idj — Id; 1. Il verifie aussi qu’il n’y a pas de repetition
// de description instantanee.
Verify-History();
Etape 3:
// Ensuite, elle calcule la description instantanee qui suit directement la derniere qui est ecrite sur la bande.
// S'il elle n’apparait pas deja, alors elle l’ajoute en fin de bande.
Next-1ID();

goto Etape 2;

Etape 1 - Initialisation:
T commence par écrire la description instantanée initiale de 7.

Initialisation():
write(ty, #qnt);
Back-to-the-Beginning(t;);
end;

Etape 2 - Vérification de I’historique:

Cette procédure vérifie que la bande contient la séquence des descriptions instantanées
de T qui sont produites par un calcul fini de 7" a partir de ¢,,. Elle vérifie aussi qu’aucune
description instantanée n’apparait plus d’une fois sur la bande. Notons qu’apres ’exécution
de cette procédure, si elle ne conduit pas T dans 1’état BUG, t; se trouve au début de la
derniere description instantanée et t, se trouve en début de bande.

Verify-History():
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Back-to-the-Beginning(t;);
if (Deal-With(t1, #qm, VERIFY-MODE) = FALSE)  // On verifie que le debut de la bande est
BUG; // de la forme #q,i#... or #qmiD
if (read(t1) # O, #)
BUG;
Back-to-the-Beginning(t;);
Back-to-the-Beginning(ts);
move-right(tz); move-right(ts);
(1) if (read(ty) =0)
Back-to-the-Beginning(ts);
end;
Look- Forward( ;
f (Simulation(VERIFY-MODE) = FALSE)
BUG;

goto (i);

Cette procédure vérifie que la description instantanée lu par ¢;, qui est notée Id;, n’ap-
parait pas a droite de la position de ts.

Look-Forward():
write(ts,$); // t2 ecrit une marque pour garder sa position en memoire.
(i) move-right(t;);
switch
e case (read(t;) = read(t2) andread(t;) e Qr uTl'r)
move-right(ts);

goto (4);
e case (read(t;) € {#,0,8} and read(t2) € {#,0})/ t1 et t2 ont lu la meme
BUG; // description instantanee
move-left(t;); GotoPreviousID(¢;); // t1 retourne au debut de Id;.
GotoNextID(ts); // t2 se deplace sur la description instantanee suivante.

if (read(tz) = #)
move-right(ts);

goto (i);
(i) move-left(ta); // t2 a atteint la fin de la bande.
if (t2 #9) // Elle retourne alors a la marque, qu’elle remplace par #.
goto (i1);

write(ts, #);
move-left(tz);
end;

Etape 3 - Description instantanée suivante :

Le but de cette procédure est de calculer la description instantanée suivante et de ’ajouter
en fin de bande si elle n’est pas déja stockée. On suppose que la bande contient la séquence
des descriptions instantanées de T' séparées par des symboles séparateurs #. On suppose
aussi que ¢; lit un séparateur # suivi par une description instantanée ld;. Soit Id, le résultat
d’un calcul de T sur Idy; la procédure cherche ld, dans la liste des descriptions instantanées
déja stockées a droite de to; si elle ne la trouve pas, elle I’écrit alors en fin de bande.

Next-ID():

(1) if (read(ty) =0)
Simulation(WRITE-MODE);
end;

£ (Simulation(VERIFY-MODE) = TRUE)
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end;
move-left(t;);
GotoPreviousID(¢;);
GotoNextID(t2);

goto (i);

Macro principale: simulation du calcul de 7.

Dans cette macro, 7' simule le calcul de T'. Le parametre state peut prendre comme valeur
VERIFY-MODE ou bien WRITE-MODE.

On suppose que t; est positionnée sur un séparateur # qui est suivi d’une description
instantanée de T notée Id;. Si ¢a n’est pas le cas, la macro retourne FALSE.

Dans le VERIFY-MODE, on suppose que le symbole lu par ¢,, qui doit étre un séparateur,
est suivi d’'une description instantanée de T' que I’on note Id,. T vérifie que Id, est bien le
résultat d’un calcul élémentaire de T sur |d;. La macro retourne TRUE ou Fauz suivant le
cas. Si le résultat est TRUE, ¢; (respectivement ¢;) est positionnée sur la cellule suivant Id;

(respectivement Idy) qui doit contenir un séparateur ou bien un blanc.
Dans le mode WRITE-MODE, ¢, écrit sur la bande #ld,.

Simulation(state):
if (read(t1) # #)
return FALSE;
move-right(t;);
if (Deal-With(ta, #, state) = FALSE);
return FALSE;

¢1 <+ read(t;); move-right(ty);
if (1 ¢ Qrulr)
return FALSE;
Co ¢ read(t;); move-right(ty);
if (c2 ¢ Qrulr U{#,0})
return FALSE;

(1) c3 + read(t;); move-right(t;);
if (3¢ Qrulru {#, D})
return FALSE;
switch
e casecy € Qrandcy ¢ Qr:
if (c2 = #)
co + [
(C,q,D) — (5T(clac27 1)7
if (D = left, stay)
if (Deal-With(ts,qc,state) = FALSE)

return FALSE;
else
if (Deal-With(ts, cq,state) = FALSE)
return FALSE;
switch

e case Cy = [1I:
move-left(t;); move-left(ty);
if (read(ts) # #,0)
return FALSE;
return TRUE;
e case ¢y € I'r:

if (cs e {#,0})
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move-left(t;);

if (read(ts) # #,0)

return FALSE;
return TRUE;
else
if (Deal-With(ts, c3,state) = FALSE)
return FALSE;
goto (ii);
e casecy e'randcy € Qrandcs ¢ Qr:
if (c3 = #)
c3 + L
(C7q7D) — 6T(C27C370);
switch

e case D = left:
if (Deal-With(¢s,gc;c,state) = FALSE)
return FALSE;
e case D = stay:
if (Deal-With(¢s,c1qc,state) = FALSE)
return FALSE;
e case D =right:
if (Deal-With(¢s,cicq,state) = FALSE)
return FALSE;
switch
e case cg = [l
move-left(t;);
if (read(t2) # #,0)
return FALSE;
return TRUE;
e casecgecl'p:
goto (i1);
e case Cy,C3 € I'p:
if (Deal-With(ts,cy,state) = FALSE)
return FALSE;
C1 ¢ Cg; Co < C3;
goto (i);
e default:
return FALSE;

(i5)  if (read(t;) ¢ #,0)
if (read(t;) ¢ I'r)
return FALSE;
if (Deal-With(te,read(t;)),state) = FALSE)
return FALSE;
move-right(t;);
goto (i1);
if (read(ts) # #,0)
return FALSE;
return TRUE

Macros:
La macro suivante déplace ¢; au début de la bande.

Back-to-the-Beginning(t;):
(i) _ if (not BEGINNING;)
move-left(t;);
goto (i);
end;
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Cette macro déplace ¢; sur le premier séparateur ou blanc qui arrive a droite de sa position.
Si elle est en train de lire un tel symbole, alors elle ne bouge pas.

GotoNextID(t;):
(i)  if (read(t;) # #,0)

move-right(t;);

goto (i);
end;

Cette macro déplace t; sur le premier séparateur ou blanc qui arrive a gauche de sa
position. Si elle est en train de lire un tel symbole, alors elle ne bouge pas. Si elle n’en trouve
pas avant d’arriver en bout de bande, elle conduit 7" dans I'état BUG.

GotoPreviousID(¢;):
(i) if (BEGINNING;)
BUG;

if (read(t;) # #)

move-left(t;);

goto (i);
end;

Dans cette macro, t; vérifie que le mot u est bien écrit sur la bande a partir de sa position
ou bien écrit u a partir de sa position suivant la valeur de state qui peut étre VERIFY-MODE
ou bien WRITE-MODE. Apres une execution normale, i.e. retournant TRUE, #; est positionnée
juste apres u.

Deal-With(t;, u, state): // Let u = ug...up, € F’%.
switch
e case (state = VERIFY-MODE)
if (read(t;) # uo)
return FALSE;
move-right(t;);

if (read(t;) # uy)
return FALSE;
move-right(t;);
e case (state = WRITE-MODE)
write(t;,u);
return TRUE;

Les démonstrations des lemmes suivants sont plus techniques que difficiles; elle peuvent
étre faites par un examen rigoureux de 7.

Lemme 4.5.2 (Comportement de Simulation)

La procédure Simulation(VERIFY-MODE) retourne TRUE si et seulement si, au début de
son execution, t; (respectivement ty) est positionnée sur un séparateur # suivi d’un des-
cription instantanée 1d; (respectivement |dy) qui se termine par un séparateur ou bien un
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blanc, et telle que Id; ? Idy. Apreés une execution retournant TRUE, ¢, (respectivement ts)

est positionnée juste o droite de Id, (respectivement 1d, ).

La procédure Simulation(WRITE-MODE) retourne TRUE si et seulement si, au début de
son ecrecution, t1 est positionnée sur un séparateur suivi d’une description instantanée ldy
qui se termine par un séparateur ou bien un blanc. Dans ce cas, ty écrit #ldy ou ldy est la
description instantanée produite par T apres un calcul élémentaire sur Idy.

Lemme 4.5.3 (Comportement de Verify-History)

Soit |d une description instantanée de T. Alors

~/!

e apres un calcul fini a partir de ld, T entre dans la procédure Verify-History. Soit Id
la description instantanée de T a cet instant.

~!

e 51T parvient a erécuter Verify-History sans encombre sur |ld, i.e. sans aller dans

~ /!
I’¢état BUG, alors le contenu de la bande décrit par |d est de la forme #\doFId1#...#1dy
ot ldy = ¢ est la description instantanée initiale de T; pour tout i e {0,k — 1}:
Id; ?) Idit1 et pour tout ¢ # j: Idi # Id;.
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Quelques questions

Nous proposons ici quelques questions pour baliser les développements futurs des travaux
présentés dans ce mémoire. Nous reprenons les problemes posés au fil du texte, et nous
donnons des directions de recherche d’ordre plus général, notamment pour ce qui concerne
les graphes infinis.

Topologie et géométrie

Surfaces

Rappelons que toute surface sans bord peut étre codée par un arbre comme somme
connexe arborescente (voir chapitre 2).

e Caractériser I’homéomorphisme de surface sans bord en terme de systéeme de réécriture
de termes (voir page 38). Il semble que I'on peut construire des systemes de réécriture de
termes qui codent des homéomorphismes de surfaces définis par des transformations locales;
en existe-t-il un qui est ncethérien et confluent ?

e Caractériser les classes d’homéomorphismes de surfaces sans bord par des formules de
la logique monadique du second ordre. Un pas significatif consisterait a montrer que les
décompositions en sommes connexes arborescentes de spheres, de plans projectifs et de tores
sont définissables.

e Existe-t-il un algorithme pour le probleme de 'homéomorphisme des surfaces a bord pla-
naires simplement connexes (voir chapitre 2.4.3).

e Etablir une classification générale des surfaces a bord. Dans les cas précédents, la notion de
largeur arborescente a joué un role important : les surfaces sans bord et les surfaces a bord
planaires possedent toutes des triangularisations de largeur arborescente finies. Cela semble
faux dans le cas général; néanmoins, I’étude du cas des surfaces de largeur arborescente fini
pourrait constituer une restriction raisonnable.

Variétés de dimension 3

e Quelles sont les surfaces incompressibles plongées dans une 3-variété arborescente? Quelles
sont les différentes décompositions arborescentes d’une telle 3-variété? En existe-t-il des pri-



vilégiées (canonique), en quel sens?
e La 3-variété non compacte présentée page 74 est-elle arborescente?

e Les 3-variétés possedant un coeur compact au sens de [Sco73] sont-elles HR-équationnelles?
Meéme question pour celles qui possedent une structure hyperbolique de volume fini?

e On peut affaiblir la condition d’arborescence hyperbolique (définition 13) en imposant
aux M; (les morceaux élémentaires de la décomposition) d’étre seulement de volume fini; le
théoreme 7 reste-il valide dans ce cas?

e Le théoreme 7 reste-t-il valide si I’on suppose que seulement 'une des deux variétés hyper-
boliques est acylindriquement arborescente?

e Existe-t-il une topologie raisonnable sur ’espace de Teichmiiller d’une variété de dimension
3 arborescente?

e Le théoreme de Mostow (cf. [Mos68]) et le théoreme de Sullivan (cf. [Sul79, Sul81]) sont
valides en dimensions supérieures ou égales a 3; qu’en est-il du théoreme 77

Théorie combinatoire des groupes

e Le théoreme 7 a mis en exergue une nouvelle classe de groupes que nous avons décrit dans
chapitre 3.3 : les groupes fondamentaux des variétés hyperboliques arborescentes. En général,
ces groupes ne sont pas finiment présentés, néanmoins, ils présentent un caractere constructif
(voir chapitre 3.3) qui prend tout son sens dans le cas HR-équationnel par exemple.

On peut considérer la hiérarchie suivante de groupes, dont la complexité est croissante:

(i) Produits libres infinis de groupes hyperboliques au sens de Gromov.
ii) Produits amalgamés infinis de groupes hyperboliques au sens de Gromov.
g g
(iii) Arbres infinis régulier de groupes hyperboliques au sens de Gromov.
iv) Graphes infinis arborescents de groupes hyperboliques au sens de Gromov.
g y
On pose alors les questions classiques de la théorie combinatoire des groupes:
Formes normales.

a

)
b) Probléme du mot, probléme de la conjugaison.
c¢) Structures automatiques (en quel sens?..).

)

d) Systemes d’équations infinis mais constructifs.
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Pour ce qui concerne les groupes hyperboliques au sens de Gromov, qui sont les briques
élémentaires qui servent a nos constructions, ces questions ont toutes recu des réponses po-
sitives.

e Le théoreme 8 donne une caractérisation en termes de groupes des revétements réguliers
HR-équationnels; ce résultat a pu voir le jour notamment grace a la bonne compréhension
dans le cas des revétements réguliers de I'action du groupe fondamental sur la fibre. Ceci
étant, quelle est la situation dans le cas général, i.e. dans le cas des revétements non
nécessairement réguliers?

e Une autre question induite par théoreme 8 est la suivante: nous avons caractérisé en
terme de grammaire de graphe la régularité au sens des revétements dans le cas arborescent;
peut-on traduire cette propriété de régularité dans toute sa généralité dans le contexte de la
génération de graphes?

e Ces questions sont liées a la notion de reconnaissance de graphes et d’hypergraphes par
homomorphismes qui consiste a définir le langage des graphes qui s’envoient homomorphi-
quement sur un graphe fixé (cf. [Tho00]). On peut limiter cette idée a la reconnaissance de
graphes et d’hypergraphes par revétement; cela semble tres restrictif. Néanmoins, une notion
de reconnaissance située “entre” les homomorphismes et les revétements pourrait s’avérer
féconde au plan algorithmique.

Théorie des graphes

On considere la hiérarchie de graphes infinis suivante : arbres réguliers, graphes context-
free, graphes équationnels, graphes automatiques. Le point de vue est un peu grossier sachant,
que les inclusions sont vraies pour les graphes deterministes, et d’autre part, la définition de
I’automaticité pour un graphe n’a pas encore atteind un état définitif.

e Comparer des différentes définitions de ’automaticité.

Du point de vue algorithmique, il nous semble intéressant d’introduire ’hypothese d’hy-
perbolicité au sens de Gromov (cf [Gro87, CDP90, GdIH90]). Les graphes automatiques
hyperboliques au sens de Gromov généralisent strictement les graphes déterministes context-
free. Par ailleurs, les groupes hyperboliques au sens de Gromov, qui sont fortement automa-
tiques (cf. [Can84, ECH"92]), jouissent de propriétés algorithmiques trés importantes (cf.
e.g. [GAIH90, RS95, Sel95]).

e Nous avons pu montrer que pour les graphes automatiques, le probleme des bouts est
indécidable; par ailleurs, I’étude présentée dans le chapitre 2 montre que le probleme des
bouts pour les graphes context-free est décidable; d’autre part, pour les groupes hyper-
boliques, le probléme des bouts est aussi décidable (cf. [Ger99]). Qu’en est-il pour ce qui
concerne les graphes automatiques qui sont hyperboliques au sens de Gromov?



e Pour les graphes de largeur arborescente finie, la définissabilité des classes d’isomorphisme
de graphes par des formules logiques monadiques du second ordre est équivalente a I'HR-
équationnalité (cf. [Cou90b]). Elle exprime donc dans ce cas un concept de regularité globale.
Les graphes automatiques déterministes sont définissables a isomorphisme pres par des
formules de la logique monadique faible du second-ordre (cf. [Sén92]). Il semble fort probable
qu’il existe des graphes non automatiques mais néanmoins définissables par des formules de
la logique monadique du second ordre. Ainsi, pour les graphes déterministes, I’automaticité
exprime une idée de régularité globale plus restrictive que la définissabilité. Néanmoins, pour
les graphes deterministes de largeur arborescente bornée, I’automaticité et la définissabilité
coincident, elles définissent toutes deux les graphes équationnels deterministes (cf. [Sén92]).
Qu’en est-il pour les graphes hyperboliques au sens de Gromov?

o Existe-t-il des classes de graphes situées “entre” les graphes context-free et les graphes auto-
matiques hyperboliques pour lesquelles la logique monadique du second ordre est décidable?
Notons qu’elle est indécidable en général pour les graphes automatiques hyperboliques (cf.
[Pel97]). En quoi cette question est-elle liée avec la conjecture selon laquelle les groupes hy-
perboliques sont les groupes automatiques qui n’ont pas Z? comme sous-groupe ?

e On déduit des résultats du chapitre 4.5 que certains graphes automatiques peuvent étre
construits par limites inductives de D0L-suites de graphes finis. Néanmoins, les D0 L-systéemes
forment une classe tres large de transformations de graphes, il semble qu’en ce qui les
concernent, beaucoup de problémes soient indécidables. Pour les graphes HR-équationnels,
la situation est plus favorable: les réécritures d’hyperarcs suffisent. Que peut-on dire dans le
cas des graphes automatiques hyperboliques?

Par ailleurs, Epstein propose 1’étude suivante. Les graphes automatiques hyperboliques
donnent naissance a un concept d’espace métrique compact constructif; un tel espace est
défini comme le bord d’un graphe hyperbolique automatique (cf. e.g. [GdIH90]). On montre
par exemple que les complexes simpliciaux finis ont cette propriété. Des lors, plusieurs ques-
tions se posent :

e Donner des exemples d’espaces constructifs et aussi d’espaces non constructifs.

e Quelles opérations préservent la constructivité? (recollement d’espaces constructifs sur des
sous-espaces constructifs, produits d’espaces constructifs...)

e Notion d’application continue constructive?

e Quelle sont les propriétés calculables? (connexité, dimension, distance...)
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