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(GRAPHES A SUITE DE DEGRES DONNEE




(GRAPHE AVEC UNE SUITE DE DEGRES DONNEE

Une suite d’entiers d = (dy, ..., d,,) est graphique si il existe un
graphe G avec sommets [n] = {1,...,n} tel que pour tout i,
degq (i) = d;.

Si graphique,

S = Zn:dz € 27.
=1

Caractérisation des suites graphiques : Erdds & Gallai (1960).



DENOMBREMENT ASYMPTOTIQUE

On considére une suite d = d,, telle que pour tout k,

*Z ) — Dk
et

n
%de — Y kpp, < 0.
i=1 k

On s’intéresse auz graphes avec sommets [n] et suite de degrés d.



DENOMBREMENT ASYMPTOTIQUE

Soient k1 = Y, kpy et ko = ), k(k — 1)pg, on pose

_ry (rg\?
a=e 2K 2K .

Théoréme (Bender and Canfield (1978), Bollobas (1979))

Le nombre de graphes avec sommets [n] et suite de degrés d est

équivalent a

(S/e)?
|G(d)| ~ av/2 T, di .

avec S =) . d; pair.



MODELE DE CONFIGURATION

Ensemble des demi-arétes :
E={(j):i€n],1<j<di}
Un couplage de ' = une involution sans point fixe

Cela construit une application G : o — G(o) de V'espace des

couplages dans ’espace des multi-graphes avec suite de degrés d.



MODELE DE CONFIGURATION

Pour chaque graphe H € G(d), le nombre de préimage vaut

“YH)| = Hdi!.

Le nombre de couplages est égal a

(S—1)(S—3).-3.1= gS! - 2<S>g.

Soit o un couplage tiré uniformément et
an, =P(G(o) € G(d)) = P(G(o) est un graphe).

On a donc
Sl

22 (3)! L it

La preuwve consiste a montrer que o, = o+ o(1).

G(d)] = an



(GRAPHES A SUITE DE VOISINAGES DONNEE




h-VOISINAGE

On considére G, 'espace des graphes finis (sans label) enracinés
de rayon h : on inclut les sommets & distance h — 1 et seul le

nombre d’arétes des sommets & distance A — 1 est dévoilé.

FEzemple pour h = 3.

Pour h =1 : le degré de la racine.



SUITE DE VOISINAGES

Une suite g = (g1, ..., 9,) d’éléments dans G} est graphique si il

existe un graphe G avec sommets [n] tel que pour tout i,
(G7 i)h = 3Gi,

ou (G, 1)y, est le h-voisinage du graphe G enraciné en i.

Pour h > 2, pas de caractérisation connue des suites graphiques !



UN EXEMPLE AVEC h = 2

vvYiI vy



SUITE DE VOISINAGES ADMISSIBLES

Si G = (V, E) est un graphe et {u,v} € F, on définit

G(u,v) = (G\{u, v}, v),

graphe enraciné en v ot l'aréte {u,v} a été enlevée.

Le (h — 1)-voisinage de G(u,v) est noté G(u,v)p—1.



Gl

1,2

UN EXEMPLE AVEC h = 2




SUITE DE VOISINAGES ADMISSIBLES

Pour tout g,¢' € G | et 0o € V on pose,

Sco)9,9") = HU 0 & 0,G(0,v)p—1=9,G(v,0)p—1 = g’}‘.

On trouve
> Sealed) = > Seild.9)

> S99 € 2.



UN EXEMPLE AVEC h = 2




SUITE DE VOISINAGES ADMISSIBLES

Une suite g = (g1, ..., 9,) dans G; est admissible si elle satisfait

pour tout g,¢" dans G,
Se(9:9) =Y S0:(9:9) = > Se(d9) = Seld,9)

27.

m

Se(9,9) = ZS (9, 9)

C’est une condition nécessaire pour étre graphique.



DENOMBREMENT ASYMPTOTIQUE

Soit T,* C G I'ensemble des arbres enracinés de rayon h.
Ona 7" =0j.
Soit t =t, = (t1,...,t,) une suite admissible dans 7,*.
On suppose que pour tout ¢t € 7,,

- Z ) — Dt

t (pour simplifier) pour tout 1 < i < n,

deg;.(0) < 0.



DENOMBREMENT ASYMPTOTIQUE

On fixe un ordre sur 7* et on pose pour m pair

m!

W= _ "
T om2(m )

= nombre de couplage & m éléments.

Théoreme
Le nombre de graphes avec sommets [n] et suite de h-voisinage t

est équivalent &

1—[t<t’€7'h*71 St (tv t/)! HteTh’LI St (t’ t)”
Ht,t/€’7;:‘71 Hz Sti (tv t,)! ’

G(t)| ~

ott « = -+ > 0 s’exprime en fonction de (p)ie7;+-



SUITES GRAPHIQUES

Comme a > 0, la suite t,, est graphique pour n suffisamment

grand.

Il doit étre possible d’étendre le critére d’Erdés-Gallai pour des

h-voisinages qui sont des arbres (7).



MODELE DE CONFIGURATION COLOREE

On pose ¢ = (g,¢'), ensemble des demi-arétes colorées :
Ec - {(Z)j) i € [n]71 < j < Sti(c)}>

C« = {(9,9):9<d €T},
C- = {(9,9):9€ T}

Sic=(q,g), la condition d’admissibilité se réécrit comme

|E:| = |Ez| pour tout ¢ € C,
|E:| € 2Z  pour tout ¢ € C—.



UN EXEMPLE AVEC h = 2

VYL vy

(3,1v1) (2.,3WO.3> (&f) (3‘1v1) (J‘Q)Wsz)

1 2 3 4 5



MODELE DE CONFIGURATION COLOREE

On se donne une configuration colorée

0= (UC)CECg 9

avec pour ¢ € C—, o, couplage de E, et pour ¢ € C., o bijection
de E. dans FE-.

On construit ainsi une application o — G(o) dans l’espace des

multi-graphes avec des arétes proprement colorées, c.a.d.
(i) si (u,v) a couleur ¢, (v,u) a couleur ¢,

(ii) le sommet i a S, (c) arétes issues de ¢ de couleur c.



UN EXEMPLE AVEC h = 2

(3,1) (2,1)  (23)(1,3)(1,3)(0,3) (3,0) (3,1\?1) (1,2)(3,2)(1,2)

1 2 3 4 5

(3,1@1')’" (“zA3,(1\.‘%)4(1,,3)"6,:5) (:if) (nvl) (Efz@m

1 2 3 4 5



MODELE DE CONFIGURATION COLOREE

Fait crucial : si G = G(o) est tel que (G,1), est un arbre pour

tout 1 alors

On en déduit le dénombrement asymptotique en calculant pour

n — oo,
P ( G(o) n’a pas de cycle de longueur < 2(h — 1))

lorsque 0 = (0)cec. est tiré uniformément.



ENTROPIE MICRO-CANONIQUE




DISTANCE EN VARIATION TOTALE

Soient X un espace discret et P, ) deux probabilités sur X
drv(P,Q) = Z\P z)| = infP(X £Y),
xeX

ot le sup est sur les lois de (X,Y) € &2 telles que X L P et
v & Q@ (couplage des mesures).



MESURE EMPIRIQUE

A x=(x1,...,2,) € X", on associe sa mesure empirique

1 n
— n;&:

c.a.d pour tout x € X,

n

lzl
=1

3



ENTROPIE

Entropie de P

ZP )log P(x

L’entropie admet une définition micro-canonique

1
H(P)=1lim lim —log|{x € X" :dpv(U(x),P) < &}|.

e—>0n—ocon

L’entropie est maximisée pour la mesure uniforme.



ENTROPIE POUR LES VOISINAGES




(GRAPHES A NOMBRE D’ARETES FIXES

Soit Gy, 'ensemble des graphes avec sommets [n] et m arétes.

On prend une suite m = m(n) telle que

On a

n(n—1)
log |G m| = log ( 2 ) = mlogn + ns(d) + o(n),

avec

log d.



MESURE EMPIRIQUE

A G € G, on associe sa mesure empirique des h-voisinages

n

1
UG = > 8-
=1

C’est donc une mesure de probabilité sur G;.

On veut définir une entropie micro-canonique pour les mesures

empiriques de voisinages.



MESURE ADMISSIBLE

Soit P est une mesure de probabilités sur G; et (G, 0) de loi P.

Rappel, pour tout g,¢’ € G4,
G
S(G,O)(g7g/) - ){U U~ o0, G(O,’U)h,l =9, G(Uv O)hfl = g/}’

On pose
er(9.9") =EpS(c0)(9:9')-

On dit que P est admissible si pour tout g,¢' € G,

ep(g.9') =epr(d,9)-

Par construction U(G)j, est admissible.



ENTROPIE POUR. LES VOISINAGES

On g’intéresse aux graphes dont les voisinages sont proches de P,

gn,m(Pvg) = {G < gn,m : dTV(U(G)haP) < 5}'

Sous réserve que les limites soient définies,

1 )2 —ml
Jh(P): lim lim Og‘gnvm< 75)’ m Ogn7

£—00 N—00 n

peut étre vu comme une entropie micro-canonique.



ENTROPIE POUR. LES VOISINAGES

Si P n’est pas admissible ou Ep degg(0) # d ou supp(P) ¢ 7.

Jp(P) = —o0.

Sinon, on peut définir la mesure de probabilité sur 7,° | x T,*

A~ e s /
P(g,9') = P(z .

et

J(P) = —s(d) + H(P) = SH(P) =5 3" Eplog|S(c(t,1)]
tt'eTr

(se déduit & partir du théoréme de dénombrement).



CAS DES DEGRES

Pour h =1, on a simplement,
J1(P) = s(d) — H(P|Poi(d)),

T - Srees(52)

est I'entropie relative.

En particulier, 'unique maximum de J; est Poi(d).



MAXIMUM DE L’ENTROPIE

Pour 1 < /¢ < h, si Py est la restriction de P a 7,, c.a.d 1la loi de
(G,0)p on a
Jn(P) < Jo(Py)

et égalité si et seulement si P a une forme explicite.

On sait résoudre pour () mesure de probabilité sur 7,7,

argmax {J;(P) : P proba sur 7;* telle que P, = Q}.



ENTROPIE POUR LA TOPOLOGIE DE BENJAMINI-SCHRAMM




TOPOLOGIE DE BENJAMINI-SCHRAMM

Soient p et o deux mesures de probabilité sur G* (identifié &

Iespace projectif de Gj x G5 x ---).

Si pp, est la restriction de p & G, pour £ < h, p; = (py)¢ et on

pose

dps(p,0) = 2 "drv(pn, on).
h

Deux mesures sont proches si les lois de leurs h-voisinages sont

proches pour h grand.

On dit que p est unimodulaire si pour tout h, pp est admissible.



MESURE EMPIRIQUE

A G € G, on associe la suite de ses mesures empiriques des

h-voisinages

C’est équivalent & se donner la mesure empirique

n

UG) ==Y b

i=1

C’est une mesure de probabilité unimodulaire sur G*.



ENTROPIE POUR BENJAMINI-SCHRAMM

On g’intéresse aux graphes dont tous les voisinages sont proches

de la mesure p,

gn,m(ppg) = {G € gn,m : dBS(U(G)7p) < E}‘

Sous réserve que les limites soient définies,

! n,m\M - 1
Y(p) = lim lim 08 |Gn,m(p;€)| mogn7

£—00 N—>00 n

peut étre vu comme une entropie micro-canonique.



ENTROPIE POUR BENJAMINI-SCHRAMM

On prend une suite m = m(n) telle que

2
—m—>d.
n

Théoréme

X(p) = lim | Jp(pn).



MAXIMUM DE L’ENTROPIE

Pour h = 1, 'unique maximum de ’entropie est ’arbre de

Galton-Watson avec distribution des descendants Poi(d).

Pour tout h > 1 et P admissible mesure de probabilité sur 7,,
argmax {3(p) : p proba sur 7™ telle que p, = P}

admet pour unique maximum UGWj(P) I'arbre de
Galton-Watson unimodulaire avec distribution des h-voisinages

P (construit explicitement).



ARBRE DE GALTON-WATSON UNIMODULAIRE

On trouve
E(UGW(P)) = Jn(P).

Si ¢ > h,
UGW,(UGW,,(P),) = UGW,,(P).



REMARQUES FINALES




QUELQUES CONSEQUENCES

Permet de montrer un principe de grandes déviations pour
U(Gy) ou G, est un graphe d’Erdgs-Rényi de paramétres

(n, A/n) ou un graphe uniforme avec suite de degrés donnée.

Permet de remontrer que tout mesure unimodulaire p sur 7*
admet une suite de graphes finis GG, telle que

dps(U(Gn),p) — 0.

(Bowen (2003), Elek (2010), Benjamini-Schramm-Lyons (2012)).

Probléme ouvert : est-ce que toute mesure unimodulaire p admet

une suite de graphes finis G,, telle que dps(U(G,),p) — 0 ?



RETOUR SUR L'ENTROPIE

Avec 44
S(d) = 5 — §logd,
d - d ,
J(P) = —sd)+ H(P)~ SH(P)~ 5 S Eplog|Sicqt )]

t,t’GT,:ll

Pas de preuve directe! Comment trouver une formulation
alternative de cette entropie? Ji(P) = s(d) — H(P|Poi(d)).



AU DELA DES ARBRES

! —ml
%(p) = lim lim 08 [Gn.m(p, €)| —mlogn

£—00 N—00 n

Avec une renormalisation différente, on peut définir une entropie
qui est ne vaut pas —oo sur les mesures qui ne sont pas

supportées sur les arbres enracinés (7).
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