
Dénombrement asymptotique des

graphes avec une suite de voisinages

Charles Bordenave

CNRS & University of Toulouse

Travail en collaboration avec Pietro Caputo (Univ. Roma 3)



Graphes à suite de degrés donnée



Graphe avec une suite de degrés donnée

Une suite d'entiers d = (d1, . . . , dn) est graphique si il existe un

graphe G avec sommets [n] = {1, . . . , n} tel que pour tout i,

degG(i) = di.

Si graphique,

S =

n∑
i=1

di ∈ 2Z.

Caractérisation des suites graphiques : Erd®s & Gallai (1960).



Dénombrement asymptotique

On considère une suite d = dn telle que pour tout k,

1

n

n∑
i=1

1(di = k) −→ pk.

et
1

n

n∑
i=1

d2
i −→

∑
k

k2pk <∞.

On s'intéresse aux graphes avec sommets [n] et suite de degrés d.



Dénombrement asymptotique

Soient κ1 =
∑

k kpk et κ2 =
∑

k k(k − 1)pk, on pose

α = e
− κ2

2κ1
−
(
κ2
2κ1

)2

.

Théorème (Bender and Can�eld (1978), Bollobás (1979))

Le nombre de graphes avec sommets [n] et suite de degrés d est

équivalent à

|G(d)| ∼ α
√

2
(S/e)

S
2∏

i di!
.

avec S =
∑

i di pair.



Modèle de configuration

Ensemble des demi-arêtes :

E = {(i, j) : i ∈ [n], 1 6 j 6 di}

Un couplage de E = une involution sans point �xe

��

��

����

��
��

��

��

��

��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

����

���
���
���

���
���
���

��
��
��
��

���
���
���
���

1 2

3

4

5

1

2

3

4

5

(1,1)

(1,2)

(1,3)

(2,1)

(2,2)

(3,1)

(4,1)

(4,2)

Cela construit une application G : σ 7→ G(σ) de l'espace des

couplages dans l'espace des multi-graphes avec suite de degrés d.



Modèle de configuration

Pour chaque graphe H ∈ G(d), le nombre de préimage vaut

|G−1(H)| =
∏
i

di!.

Le nombre de couplages est égal à

(S − 1)(S − 3) · · · 3.1 =
S!

2
S
2

(
S
2

)
!
∼
√

2

(
S

e

)S
2

.

Soit σ un couplage tiré uniformément et

αn = P(G(σ) ∈ G(d)) = P(G(σ) est un graphe).

On a donc

|G(d)| = αn
S!

2
S
2

(
S
2

)
!
∏

i di!
.

La preuve consiste à montrer que αn = α+ o(1).



Graphes à suite de voisinages donnée



h-voisinage

On considère G∗h, l'espace des graphes �nis (sans label) enracinés
de rayon h : on inclut les sommets à distance h− 1 et seul le

nombre d'arêtes des sommets à distance h− 1 est dévoilé.

Exemple pour h = 3.

Pour h = 1 : le degré de la racine.



Suite de voisinages

Une suite g = (g1, . . . , gn) d'éléments dans G∗h est graphique si il

existe un graphe G avec sommets [n] tel que pour tout i,

(G, i)h = gi,

où (G, i)h est le h-voisinage du graphe G enraciné en i.

Pour h > 2, pas de caractérisation connue des suites graphiques !



Un exemple avec h = 2

G
2

3

1

5

4

1 2 3 4 5



Suite de voisinages admissibles

Si G = (V,E) est un graphe et {u, v} ∈ E, on dé�nit

G(u, v) = (G\{u, v}, v),

graphe enraciné en v où l'arête {u, v} a été enlevée.

Le (h− 1)-voisinage de G(u, v) est noté G(u, v)h−1.



Un exemple avec h = 2

G
2

3

1

5

4

G(1, 2) G(1, 2)h−1
2



Suite de voisinages admissibles

Pour tout g, g′ ∈ G∗h−1 et o ∈ V on pose,

S(G,o)(g, g
′) =

∣∣∣{v : v
G∼ o,G(o, v)h−1 = g,G(v, o)h−1 = g′

}∣∣∣.

On trouve ∑
i

S(G,i)(g, g
′) =

∑
i

S(G,i)(g
′, g)∑

i

S(G,i)(g, g) ∈ 2Z.



Un exemple avec h = 2

' 3

1 2 3 4 5

S1(3, 1) = 1 S2(1, 3) = 2 S3(3, 0) = 1 S4(3, 1) = 1 S5(1, 2) = 2

S4(2, 1) = 1 S5(3, 2) = 1S2(2, 3) = 1S1(2, 1) = 1

S2(0, 3) = 1



Suite de voisinages admissibles

Une suite g = (g1, . . . , gn) dans G∗h est admissible si elle satisfait

pour tout g, g′ dans G∗h−1,

Sg(g, g′) =
∑
i

Sgi(g, g
′) =

∑
i

Sgi(g
′, g) = Sg(g′, g)

Sg(g, g) =
∑
i

Sgi(g, g) ∈ 2Z.

C'est une condition nécessaire pour être graphique.



Dénombrement asymptotique

Soit T ∗h ⊂ G∗h l'ensemble des arbres enracinés de rayon h.

On a T ∗1 = G∗1 .

Soit t = tn = (t1, . . . , tn) une suite admissible dans T ∗h .

On suppose que pour tout t ∈ T ∗h ,

1

n

n∑
i=1

1(ti = t) −→ pt

et (pour simpli�er) pour tout 1 6 i 6 n,

degti(o) 6 θ.



Dénombrement asymptotique

On �xe un ordre sur T ∗ et on pose pour m pair

m!! =
m!

2m/2(m/2)!
= nombre de couplage à m éléments.

Théorème

Le nombre de graphes avec sommets [n] et suite de h-voisinage t

est équivalent à

|G(t)| ∼ α

∏
t<t′∈T ∗h−1

St(t, t
′)!
∏

t∈T ∗h−1
St(t, t)!!∏

t,t′∈T ∗h−1

∏
i Sti(t, t

′)!
,

où α = · · · > 0 s'exprime en fonction de (pt)t∈T ∗h .



Suites graphiques

Comme α > 0, la suite tn est graphique pour n su�samment

grand.

Il doit être possible d'étendre le critère d'Erd®s-Gallai pour des

h-voisinages qui sont des arbres ( ?).



Modèle de configuration colorée

On pose c = (g, g′), ensemble des demi-arêtes colorées :

Ec = {(i, j) : i ∈ [n], 1 6 j 6 Sti(c)},

C< = {(g, g′) : g < g′ ∈ T ∗h−1},

C= = {(g, g) : g ∈ T ∗h−1}.

Si c̄ = (g′, g), la condition d'admissibilité se réécrit comme

|Ec| = |Ec̄| pour tout c ∈ C<,

|Ec| ∈ 2Z pour tout c ∈ C=.



Un exemple avec h = 2

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

(1, 3) (3, 1)(2, 1)(3, 1) (3, 0) (2, 1) (3, 2)(1, 2)(2, 3) (1, 2)(1, 3) (0, 3)



Modèle de configuration colorée

On se donne une con�guration colorée

σ = (σc)c∈C6 ,

avec pour c ∈ C=, σc couplage de Ec et pour c ∈ C<, σ bijection

de Ec dans Ec̄.

On construit ainsi une application σ 7→ G(σ) dans l'espace des

multi-graphes avec des arêtes proprement colorées, c.à.d.

(i) si (u, v) a couleur c, (v, u) a couleur c̄,

(ii) le sommet i a Sti(c) arêtes issues de i de couleur c.



Un exemple avec h = 2

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

(1, 3) (3, 1)(2, 1)(3, 1) (3, 0) (2, 1) (3, 2)(1, 2)(2, 3) (1, 2)(1, 3) (0, 3)

1 2 3 4 5

(1, 3) (3, 1)(2, 1)(3, 1) (3, 0) (2, 1) (3, 2)(1, 2)(2, 3) (1, 2)(1, 3) (0, 3)



Modèle de configuration colorée

Fait crucial : si G = G(σ) est tel que (G, i)h est un arbre pour

tout i alors

((G, 1)h, . . . , (G,n)h) = t = (t1, . . . , tn).

On en déduit le dénombrement asymptotique en calculant pour

n→∞,

P
(
G(σ) n'a pas de cycle de longueur 6 2(h− 1)

)
lorsque σ = (σ)c∈C6 est tiré uniformément.



Entropie micro-canonique



Distance en variation totale

Soient X un espace discret et P,Q deux probabilités sur X .

dTV(P,Q) =
1

2

∑
x∈X
|P (x)−Q(x)| = inf P(X 6= Y ),

où le sup est sur les lois de (X,Y ) ∈ X 2 telles que X
d∼ P et

Y
d∼ Q (couplage des mesures).



Mesure empirique

À x = (x1, . . . , xn) ∈ X n, on associe sa mesure empirique

U(x) =
1

n

n∑
i=1

δxi

c.à.d pour tout x ∈ X ,

U(x)(x) =
1

n

n∑
i=1

1(xi = x).



Entropie

Entropie de P

H(P ) = −
∑
x

P (x) logP (x).

L'entropie admet une dé�nition micro-canonique

H(P ) = lim
ε→0

lim
n→∞

1

n
log |{x ∈ X n : dTV(U(x), P ) 6 ε}|.

L'entropie est maximisée pour la mesure uniforme.



Entropie pour les voisinages



Graphes à nombre d'arêtes fixés

Soit Gn,m l'ensemble des graphes avec sommets [n] et m arêtes.

On prend une suite m = m(n) telle que

2m

n
−→ d.

On a

log |Gn,m| = log

(n(n−1)
2

m

)
= m log n+ ns(d) + o(n),

avec

s(d) =
d

2
− d

2
log d.



Mesure empirique

À G ∈ Gn,m on associe sa mesure empirique des h-voisinages

U(G)h =
1

n

n∑
i=1

δ(G,i)h .

C'est donc une mesure de probabilité sur G∗h.

On veut dé�nir une entropie micro-canonique pour les mesures

empiriques de voisinages.



Mesure admissible

Soit P est une mesure de probabilités sur G∗h et (G, o) de loi P .

Rappel, pour tout g, g′ ∈ G∗h−1,

S(G,o)(g, g
′) =

∣∣∣{v : v
G∼ o,G(o, v)h−1 = g,G(v, o)h−1 = g′

}∣∣∣.
On pose

eP (g, g′) = EPS(G,o)(g, g
′).

On dit que P est admissible si pour tout g, g′ ∈ G∗h−1,

eP (g, g′) = eP (g′, g).

Par construction U(G)h est admissible.



Entropie pour les voisinages

On s'intéresse aux graphes dont les voisinages sont proches de P ,

Gn,m(P, ε) = {G ∈ Gn,m : dTV(U(G)h, P ) 6 ε}.

Sous réserve que les limites soient dé�nies,

Jh(P ) = lim
ε→∞

lim
n→∞

log |Gn,m(P, ε)| −m log n

n
,

peut être vu comme une entropie micro-canonique.



Entropie pour les voisinages

Si P n'est pas admissible ou EP degG(o) 6= d ou supp(P ) 6⊂ T ∗h .

Jh(P ) = −∞.

Sinon, on peut dé�nir la mesure de probabilité sur T ∗h−1 × T ∗h−1

P̂ (g, g′) =
eP (g, g′)

d

et

Jh(P ) = −s(d) +H(P )− d

2
H(P̂ )− d

2

∑
t,t′∈T ∗h−1

EP log |S(G,o)(t, t
′)|!

(se déduit à partir du théorème de dénombrement).



Cas des degrés

Pour h = 1, on a simplement,

J1(P ) = s(d)−H(P |Poi(d)),

où

H(P |Q) =
∑
x

P (x) log

(
P (x)

Q(x)

)
est l'entropie relative.

En particulier, l'unique maximum de J1 est Poi(d).



Maximum de l'entropie

Pour 1 6 ` < h, si P` est la restriction de P à T ∗` , c.à.d la loi de

(G, o)` on a

Jh(P ) 6 J`(P`)

et égalité si et seulement si P a une forme explicite.

On sait résoudre pour Q mesure de probabilité sur T ∗` ,

arg max {Jh(P ) : P proba sur T ∗h telle que P` = Q}.



Entropie pour la topologie de Benjamini-Schramm



Topologie de Benjamini-Schramm

Soient ρ et σ deux mesures de probabilité sur G∗ (identi�é à
l'espace projectif de G∗1 × G∗2 × · · · ).

Si ρh est la restriction de ρ à G∗h, pour ` < h, ρ` = (ρh)` et on

pose

dBS(ρ, σ) =
∑
h

2−hdTV(ρh, σh).

Deux mesures sont proches si les lois de leurs h-voisinages sont

proches pour h grand.

On dit que ρ est unimodulaire si pour tout h, ρh est admissible.



Mesure empirique

À G ∈ Gn,m on associe la suite de ses mesures empiriques des

h-voisinages

U(G) = (U(G)1, U(G)2, . . .).

C'est équivalent à se donner la mesure empirique

U(G) =
1

n

n∑
i=1

δ(G,i).

C'est une mesure de probabilité unimodulaire sur G∗.



Entropie pour Benjamini-Schramm

On s'intéresse aux graphes dont tous les voisinages sont proches

de la mesure ρ,

Gn,m(ρ, ε) = {G ∈ Gn,m : dBS(U(G), ρ) 6 ε}.

Sous réserve que les limites soient dé�nies,

Σ(ρ) = lim
ε→∞

lim
n→∞

log |Gn,m(ρ, ε)| −m log n

n
,

peut être vu comme une entropie micro-canonique.



Entropie pour Benjamini-Schramm

On prend une suite m = m(n) telle que

2m

n
−→ d.

Théorème

Σ(ρ) = lim
h→∞

↓ Jh(ρh).



Maximum de l'entropie

Pour h = 1, l'unique maximum de l'entropie est l'arbre de

Galton-Watson avec distribution des descendants Poi(d).

Pour tout h > 1 et P admissible mesure de probabilité sur T ∗h ,

arg max {Σ(ρ) : ρ proba sur T ∗ telle que ρh = P}

admet pour unique maximum UGWh(P ) l'arbre de

Galton-Watson unimodulaire avec distribution des h-voisinages

P (construit explicitement).



Arbre de Galton-Watson unimodulaire

On trouve

Σ(UGWh(P )) = Jh(P ).

Si ` > h,

UGW`(UGWh(P )`) = UGWh(P ).



Remarques Finales



Quelques conséquences

Permet de montrer un principe de grandes déviations pour

U(Gn) où Gn est un graphe d'Erd®s-Rényi de paramètres

(n, λ/n) ou un graphe uniforme avec suite de degrés donnée.

Permet de remontrer que tout mesure unimodulaire ρ sur T ∗

admet une suite de graphes �nis Gn telle que

dBS(U(Gn), ρ)→ 0.

(Bowen (2003), Elek (2010), Benjamini-Schramm-Lyons (2012)).

Problème ouvert : est-ce que toute mesure unimodulaire ρ admet

une suite de graphes �nis Gn telle que dBS(U(Gn), ρ)→ 0 ?



Retour sur l'entropie

Avec

s(d) =
d

2
− d

2
log d,

Jh(P ) = −s(d) +H(P )− d

2
H(P̂ )− d

2

∑
t,t′∈T ∗h−1

EP log |S(G,o)(t, t
′)|!

6 s(d).

Pas de preuve directe ! Comment trouver une formulation

alternative de cette entropie ? J1(P ) = s(d)−H(P |Poi(d)).



Au delà des arbres

Σ(ρ) = lim
ε→∞

lim
n→∞

log |Gn,m(ρ, ε)| −m log n

n
.

Avec une renormalisation di�érente, on peut dé�nir une entropie

qui est ne vaut pas −∞ sur les mesures qui ne sont pas

supportées sur les arbres enracinés ( ?).



Merci de votre attention !
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Theory and Related Fields (2014).


