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Tri par pile




Tri par pile

12345 15243

D. Knuth
1973

Illustration

1d(S)

— Exemples : ¢, 1, 12, 21, 123, 132, 213, 312,
321, 15243

— Contre-exemple : 231



Tri par pile

e 1d(S) = Av(2-3-1) [T

@
— Exemples : 1, 12, 21, 123, 132, 213, 312,
321, 15243

— Contre-exemples : 231 (231), 21637458 (674,
675)

e Enumération
— A000108 : 1, 2,5, 14,42, 132, ...

—  (2n)!
(n+1)n!




Permutations triables par deux

passages dans la pile
(c.-a-d. permutations 2-triables)

Deux décennies plus tard...




Permutations 2-triables
12345 13245 31425

e 1992 : D. Zeilberger
1996 .

|. Goulden, J. West
S. Dulucq, S. Gire, O. Guibert, J. West
e |d(S0S)
— Exemples : 15243, 231, 31425, 35241
— Contre-exemples : 2341, 3241



Permutations 2-triables

e 1d(SoS) = Av(2-3-4-1,3-%-2-4-1) [J. West]

V Pt 3 @

e Enumération
— A000139 : 1, 2, 6, 22, 91, 408, ...

— 2(3n)!
(2n+ 1)!(n+ 1)!




Permutations 2-triables

combinant une symeétrie

Deux autres décennies apres : aujourd’nui !




Permutations 2-triables
combinant une symeétrie
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o |Id(Sof{id,r,c,I,roc,lor,loc,locor}oS)

e Conjectures 2010 : M. Albert, M. Atkinson,
M. Bouvel, A. Claesson, M. Dukes



2-triables combinant une symeétrie

i

A000139:1, 2,6, 22, 91, 408, ...

Y

ld(SocoS) = Id(SoioroS) = Av(2-3-1)

L]

(2n)!
(n+1)n!

1d(SoS) = Id(SoiocoroS) = Av(2-3-4-1,3-5-2-4-1)

ld(SoroS) = Id(SoiocoS)
= Av(1-3-4-2,31-4-2) = Av(1-3-4-2,3-3-1-4-2)

- |»

2(3n)!

(2n + 1)I(n+ 1)!

e |d(SoioS) =1d(SorocoS) = Av(3-4-1-2, 3-4-21)
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A001181:1, 2,6, 22,92,422, ...
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1d(SoS) < Id(SoroS)

Av(3-2-1-4,7-4-1-3-5) = roiold(SoS)

(2,1, (1))
(1996) . | for 1 EJ <k and pj—1 <1 < p;

(x+1,k+1,(p1,...,Pk,1))
forpr <i<ux

Av(3-2-4-1,7-4-1-5-3) = roiold(SoroS)

Equidistribution : (taille,) ensemble des descentes, nombre de

saillants supérieurs gauche et droit, statistique de Zeilberger,
position du plus grand élement, position du deuxieme saillant
supérieur gauche dans la permutation et dans son miroir



1d(SoS) < Id(SoroS)
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ld(SoloS) «» Permutations de Baxter

ld(SoioS) n, Imax, des, comp

(2.0)
(g,2) = ($--Ligtr—=1)forlsi<g

qgr—13) for1<j<r
(2% 3] :

Baxter tordues = Av(2-41-3, 3-41-2)

n, max, ﬁ comp

[S. Giraudo (2012) via arbres jumeaux]

Baxter = Av(2-41-3, 3-14-2) n, Imax, des, comp

Légende : n = taille, Imax = nombre de saillants supérieurs gauche, des =
nombre de descentes, comp = nombre de composantes



ld(SoloS) «» Permutations de Baxter
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lmax =5  the length of the rightmost branch from the root of T; 155 Imax=2>5
BCC; — 3 the number of inner left edges in Ty 1s 3 des =3
comp = 3 comp = 3



1d(SoS) n Id(SoroS)

(intersection des deux ensembles en bijection)




1d(SoS) n Id(SoroS)

Id(SoS) n Id(SoroS)

taille n, nombre de vallées a droite et gauche de 1,
I nombre de doubles montées et

L L
L=+ /.o N+ /0 N+ L+ [
longueur n-1, nombre de / , / , et

Enumeération
—-1,2,6,20,72, 272, 1064, ... cf. AO71356

— n—1 b+ r m —+
b‘Eh (Q(b—k-r), _— )C’amimlwr( b, r ) ( m, )




1d(SoS) n Id(SoroS)

Id(SoS) n Id(SoroS)

taille n, nombre de vallées a droite et gauche de 1,
nombre de doubles montées et

coro(ld(SoS)nld(SoroS))

taille n, nombre de pics a gauche et droite de n,
nombre de doubles montées et

Histoire de Laguerre [J. Francon, X. G. Viennot]

* longueur n-1, nombre de \, \ , __ et
[1] hmax [1] [1]

v

L L
L=¢+4+ /. N+ /. N+ L+ ¢
longueur n-1, nombre de / , / , __ et



1d(SoS) n Id(SoroS)

19231121 8207936°514217 L0 12 16 14 18 22

e

| 512 10 14 16 15 9 24 22 25 202317196 185 1537

I
N\

SERRESEEEEEE EOVEEN




1

I 1 1 1

I 4 1 1 1

4

1 812 11

11114113211131¢u|

10 14

I-décomposition

lu3U2
LU5U302 ]
lU6LUSU3L2

:\\ IU6LEL3T2I

I3U6LU5U3T?2
j IRU9U6USL3T2
I3U10U9U6LU5L3T2 ]

o ISUII1I0U9U6LS5LU3T2]

| sl =1 181211 10U9U6L5U3T2 ]

i sij>1 181211100 130U6U5U3721
18121110 14U 139U6L5U372
18121110140 139U6U515372 1
1§12 1110 1416 139U6ULS515372 1

151211101416 139017 U6US1537 21
21211101416 1390176185153 7 2
121211101416 1390117196185 153 721

L2121 101416 1290020017 1961551537 2 |

121211101416 159021200017 196 1851537 2]
121211101416 1290221021200 171961851537
151211101416 159022021 202317196 1351537
51211101416 1392422021 202317196 1851537 2

16 15924222521 202317 196 18 IJET_‘




ld(S oroc oS ocoS)




ld(SorocoSocoS)

= Av(2-4-1-3,
2-4-31 = 2-4-3-p-1,
4-2-31 = 4-2-3-p-1,
2-3-147 c.-a-d. 0 2-3-14 Oe / 3-4-251 [13-4-152 )

213
231
rc C |E-":| rc C
(324 [5342 —— 3124 21— 2134 2314 12345 15234 —— 23415 43231 —— 23415

R i i i i I

rc C
12345 15243 ~—— 32415 34251 —— 32415 0

L] L] L
23154

re _ o _ _ rc _ r _
13425 15452 «—— 41235 45321 —— 21345 22514 12345 12543 «—— 32145 355241 «—— 31425 31152

N i i i N i
1, 2,6, 20, 72,272, 1064, ... cf. AO/1356




ld(SorocoSocoS)

ld(SorocoSocoS)
10 taille n, nombre de pics i dont moyen, est =0 et >0,
nombre de doubles montées et

v C C
L =¢+ /. N+ /. N+ _r+ C

longueur n-1, nombrede /, / , __ et
Def. : moyen, =#H{m/m,<m<m,01<|<Ii} _
pourmdId(SorocoSocoS)
et T < T4 > Thyy )

L

Cas particulier : tous moyen, = 0 correspond a Av(2-31)



ld(SorocoSocoS)

Id(SorocoSocoS)

taille n, nombre de pics i dont moyen, est =0 et >0,
nombre de doubles montées et

>

v

Arbre binaire dont branche gauche partiellement etiquetée

I ne. nombrede/-\ /-\ /- et o

Chemin Motzkin bi-coloré tg monteée init. partiellet etiquetee
I longueur n-1, nombre de / , </, __ et

C C
L =¢+ /. N+ /. NL+ _r+ C

longueur n-1, nombre de / , / , — et



ld(SorocoSocoS)

1 16 7 12 9 10 14 18 21 17 22 15 23 13 24 3 6 5 25 2




Id(SorocoSocoS)

22

e
——___________________‘ /\' ._/%\‘
{lh,y oy lk—e—v—1 {li—e—vy o s le—e—1}
{gk—e:“ wlk—l}
v = nb. sommets deA:Af)'_-;‘
. 0 I
0 ,E;L_l}
N ;. 0 l
0a Chaque sommet sans ethuette ¢ . ¢ o
Récursion commence avec {1,...,n} b o
A chaque étape “, avec{l;,....|}: 0 Iy



Id(S orocoSocoS)




ld(SorocoSocoS)




Permutations k-triables

combinant k-1 symetries




Résultats expérimentaux : k=3

1251442 132 429 1430 4862 : S | scs. soscs , sciscs , scis , Scscis , Sciscis
12620722721064 4272 17504 : siscs

12620 75 306 1359 6538 33990 : SrcSciS , SiSciS
1262290 394 1806 8558 41586 : SScS , SrciScS

1 2 6 22 91 408 1938 9614 49335 , ScSS , SciSS , SrciS , ScSrciS |, SrSrciS |, SciSrciS |, SriSrciS
1262291408 1938 9614 49335 : , SCSIS , SciSrS , SHS , ScSriS |, SciSris
1 2 6 22 92 422 2074 10754 58202 , ScSreS |, SrSrcS |, ScisrceS |, SrisSrcS |, SiS , ScSiS , SciSiS

1262294446 2292 12516 71720 : SSciS , SrciSciS
12624112580 3244 19248 119687 : SrSiS , SriSiS

12624 114 606 3494 21426 137901 : SSS seiss

12624114 608 3538 22040 145020 : SrcSrS , SiSrS

12624114612 3602 22780 152635 : SSiS , SrciSiS

12624 114 616 3675 23732 163460 : sesis . ssis | #S€JUENCES I
1 2 6 24 115 618 3595 22184 143339 . SSIciS |, Srcisrci #ensem bles 1

12624115620 3639 22790 150229 : SrScS , SriScS
12624115624 3716 23786 161286 : SSrcS , SrciSrcS
12624115628 3781 24544 169027 : SSriS , SrciSriS
12624116 634 3784 24168 162971 : SrcSrciS , SiSrciS

12624116 636 3814 24464 165371 : SSrS  sfisss
12624116 636 3814 24464 165371 : SISrS s

12624116 636 3822 24650 168172 : SrcSS , SiSS
12624116 636 3824 24694 168811 : SrcSrcS , SiSrcS
12624116 638 3855 25032 172106 : SrcSiS , SiSIiS

12624114 606 3494 21426 137901 : SrSS sk 1
1

LLY | R

= Wl

12624118 674 4305 29958 223032 : SrSciS , SriSciS
12624119 692 4533 32516 250400 : SrSriS , SriSriS

e ey i ) T [
L L L L L L L T T T T T T T R S P




En attendant 2033

Bijection [M. Albert, M. Bouvel] entre
ld(SoSoa,0S0...0500, ,05) et
ld(SoroSoa,0So0...0S500, ,0S)

avec o, [{id,r} J2<i1<k-1

Equidistribution : (taille,) ensemble des descentes,
positions des saillants supérieurs gauche et droit,
statistigue de Zeilberger

Permutation Patterns '13
| a 11¢€ édition se tiendra a I'Université Paris
Diderot (Paris, France) du 1¢" au 5 juillet 2013







