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Objectif

∑
d≥0

Frob
(
Pad ,bd

)
zd = exp

(∑
k≥1

1
ak

hbk [ak xx] zk

)

1 Pad ,bd ?

2 hbk [ak xx] ?
3 Frob ?
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Fonctions symétriques

Fonctions symétriques

xx = x1, x2, . . .

pk(xx) =
∑
i≥1

xk
i

λ = (λ1, λ2, . . . , λ`)
pλ = pλ1 pλ2 · · · pλ`
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Fonctions symétriques

Fonctions symétriques complètes

hk fonction symétrique complète de degré k∑
k≥0

hk tk =
∏
i≥1

1
(1− xi t)

hλ = hλ1 hλ2 · · · hλ`

h2(xx) = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x1x2 + x1x3 + x2x3 + · · ·

h2(xx + yy) = h2(xx) + h2(yy) + h1(xx) h1(yy)

h2[2 xx] = h2(xx + xx) = 2 h2(xx) + h11(xx)

h2[m xx] = mh2(xx) +
(m

2

)
h11(xx)
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Fonctions symétriques

Fonctions symétriques complètes

hn[m xx] =

∑
u1+u2+···+um=n

hu1(xx) hu2(xx) · · · hum(xx)

=
∑

γ∈Bm,n

hρ(γ)(xx) (h0 = 1)

γ ∈ Bm,n ρ(γ) = (3, 2, 1)

Bm,n ensemble des chemins rectangulaires m × n (avec dernier pas Est)

|Bm,n| =
(m+n−1

n

)
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Caractéristique de Frobenius

Plan
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6 Conséquences et généralisations

7 Travaux en cours

Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires JCB - 5 février 2015 12 / 30



Caractéristique de Frobenius

Action du groupe symétrique

Sn groupe symétrique

|Sn| = n!
groupe des permutations sur n lettres
σ = σ1 σ2 · · · σn

γ ∈ Bm,n
3

6

1

4

5

2

Lγ étiquetages croissants de γ

|Lγ | =

( n
ρ(γ)

)
= n!

r1! r2! ··· rl ! pour ρ(γ) = (r1, r2, . . . , rl )
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Caractéristique de Frobenius

Action du groupe symétrique

Sn agit sur Lγ par permutation des étiquettes

σ = 4 2 5 6 3 1

5

1

4

6

3

2

Action transitive : orbite = Lγ

Stabilisateur de π ∈ Lγ = S2 × S3 × S1
= Sr1 × Sr2 × · · · × Srl pour ρ(γ) = (r1, r2, . . . , rl )

−→ Action triviale de Sr1 × Sr2 × · · · × Srl induite sur Sn
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Caractéristique de Frobenius

Caractéristique de Frobenius

Action de Sn sur V = morphisme ϕ : Sn −→ GL(V)

Caractère χ(σ) = Tr(ϕ(σ))

Type cyclique σ = 4 2 5 6 3 1 = (1, 4, 6) (2) (3, 5) λ(σ) = (3, 2, 1)

Frob(V) =
1
n!

∑
σ∈Sn

χ(σ)pλ(σ)(xx)
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Caractéristique de Frobenius

Caractéristique de Frobenius

Frob(V) =
1
n!

∑
σ∈Sn

χ(σ)pλ(σ)(xx)

• Frob est un isomorphisme

• Frob(χλ) = sλ (Schur)

• Frob(ηn) = hn ηλ = IndSn
Sλ1×···×Sλ`

ηλ1 × · · · × ηλ` Frob(ηλ) = hλ

Pour γ ∈ Bm,n
Frob(Lγ) = hρ(γ)

∑
γ∈Bm,n

Frob(Lγ) =
∑

γ∈Bm,n

hρ(γ) = hn[m xx]
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Preuve

Plan

1 Objectif

2 Fonctions de parking rectangulaires

3 Fonctions symétriques

4 Caractéristique de Frobenius

5 Preuve

6 Conséquences et généralisations
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Preuve

La formule

∑
d≥0

Frob
(
Pad ,bd

)
zd = exp

(∑
k≥1

1
ak

hbk [ak xx] zk

)
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Preuve

γ ∈ Bm,n points bas

Rotation

9

87

6

54

32

1

87
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Preuve

Propriétés de la rotation

• pour γ′ image de γ par rotation :

ρ(γ′) = ρ(γ) =⇒ Frob(Lγ′) = Frob(Lγ)

• le nombre t de points bas est inchangé

• bijection : Dt
m,n × [[1,m]] −→ Bt

m,n × [[1, t]]

←→
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Preuve

∑
α∈Dt

m,n

Frob(Lα)×m =
∑

γ∈Bt
m,n

Frob(Lγ)× t

Φt
d (xx) :=

∑
α∈Dt

ad,bd
Frob(Lα)

Ψd (xx) :=
∑

α∈Dad,bd
primitif

Frob(Lα)

= Φ1
d (xx)

∑
t>0

1
t

Φt
d (xx) =

1
ad

∑
t>0

∑
γ∈Bt

m,n

hρ(γ)

=
1
ad

hbd [ad xx]

Φt
d (xx) =

∑
c1,c2,...,ct>0

c1+c2+···+ct=d

Ψc1(xx) Ψc2(xx) · · · Ψct (xx)
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Preuve

∑
t>0

1
t

Φt
d (xx) =

1
ad

hbd [ad xx]

Φt
d (xx) =

∑
c1,c2,...,ct>0

c1+c2+···+ct=d

Ψc1(xx) Ψc2(xx) · · · Ψct (xx)

P(xx; z) :=
∑

j>0 Ψj(xx) z j

Φt
d (xx) =

(
P(xx; z)

)t∣∣
zd

1
ad

hbd [ad xx] =
(
− log(1− P(xx; z))

)∣∣
zd
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Preuve

P(xx; z) = 1− exp
(
−
∑
k>0

1
ak

hbk [ak xx] zk
)

Φt
d (xx) =

(
P(xx; z)

)t∣∣
zd

=⇒ Φd (xx) =
∑
t>0

Φt
d (xx) =

(
1

1− P(xx; z)

)
∣∣
zd

∑
d≥0

Φd (xx) zd =
1

1− P(xx; z)
= exp

(∑
k>0

1
ak

hbk [ak xx] zk
)

∑
d≥0

Frob
(
Pad ,bd

)
zd = exp

(∑
k≥1

1
ak

hbk [ak xx] zk

)
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Conséquences et généralisations

Plan
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2 Fonctions de parking rectangulaires
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4 Caractéristique de Frobenius

5 Preuve

6 Conséquences et généralisations
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Conséquences et généralisations

∑
d≥0

Frob
(
Pad ,bd

)
zd = exp

(∑
k≥1

1
ak

hbk [ak xx] zk

)

∑
d≥0

Frob
(
Pad ,bd

)
zd = exp

(∑
k≥1

1
ak

hbk [ak xx] zk

)

∑
d≥0

∣∣Pad ,bd
∣∣ zd = exp

(∑
k≥1

1
ak

(ak)bk zk

)

= exp

(∑
k≥1

(ak)bk−1 zk

)

∑
d≥0

∣∣Dad ,bd
∣∣ zd = exp

(∑
k≥1

1
ak

(
ak + bk − 1

bk

)
zk

)

= exp

(∑
k≥1

1
ak + bk

(
ak + bk

bk

)
zk

)
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Conséquences et généralisations

Fonctions de parking bi-étiquetées

Action de Sn × Sm

1

2

3

4

5

6

1

2 3

4

5

6

7

8

9

Frobenius en xx et yy

∑
d≥0

Frobxx , yy (P(2)
ad ,bd

)
zd = exp

(∑
k≥1

zk
∑
j≥1

1
j

∑
ρ|=jbk, τ |=jak

hρ(xx) hτ (yy)

)
↑ ↑

(compositions en j parts)
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Travaux en cours

Plan

1 Objectif

2 Fonctions de parking rectangulaires

3 Fonctions symétriques

4 Caractéristique de Frobenius

5 Preuve

6 Conséquences et généralisations

7 Travaux en cours
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Travaux en cours

Travaux en cours

• q, t-analogues
statistique en q aire
statistique en t dinv
lien avec polynômes de Macdonald

• chemins de hauteur bornée
Frobenius donné par le quotient de deux polynômes
vérifiant une récurrence de “type Tchebychev”
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