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(m,n) = (ad,bd), anb=1
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Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires JCB - 5 février 2015 6 / 30



Fonctions de parking rectangulaires

Fonctions de parking rectangulaires

Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires



Fonctions de parking rectangulaires

Fonctions de parking rectangulaires

Fonctions de parking
(rectangulaires m x n)

Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires



Fonctions de parking rectangulaires

Fonctions de parking rectangulaires

(S

Fonctions de parking
(rectangulaires m x n)

Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires JCB - 5 février 2015 7/ 30



Fonctions de parking rectangulaires

Fonctions de parking rectangulaires

(S

Fonctions de parking
(rectangulaires m x n)

Pm,n I'ensemble des fonctions de parking m x n

Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires JCB - 5 février 2015 7/ 30



Fonctions de parking rectangulaires

Fonctions de parking rectangulaires

(S

Fonctions de parking
(rectangulaires m x n)

Pm,n I'ensemble des fonctions de parking m x n

|Papl =621 (anb=1)

Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires JCB - 5 février 2015 7/ 30



Fonctions de parking rectangulaires

Fonctions de parking rectangulaires

(S

Fonctions de parking
(rectangulaires m x n)

Pm,n I'ensemble des fonctions de parking m x n

|Papl =621 (anb=1)

Pasrnl = (n+1)"

Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires JCB - 5 février 2015 7/ 30



Fonctions de parking rectangulaires

Fonctions de parking rectangulaires

Fonctions de parking
(rectangulaires m x n)

(S

Pm,n I'ensemble des fonctions de parking m x n

L, 'ensemble des fonctions de parking de chemin (de Dyck) «

|Papl =621 (anb=1)

[Pat1,n| = (n+ 1)n_1
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hy fonction symétrique compléte de degré k

1
Dt =117
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ha(x) = X2 + x2 + -+ + x1x0 + x1X3 + XoX3 + - - -
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hy fonction symétrique compléte de degré k
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hy fonction symétrique compléte de degré k

1
Dt =117

k>0 i>1
hy = hy, by, -+ hy,
ha(X) = X2 + X3 + -+ x1x2 + x1x3 + Xox3 + - - -
ha(x +y) = ha(x) + hao(y) + hi(x) hi(y)

h2[2X] = h2(x + X) =2 hg(X) + h11(x)
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Fonctions symétriques complétes

hy fonction symétrique compléte de degré k

1
Dt =117

k>0 i>1
hy = hy, hy, - by,
ha(X) = X2 + X3 + -+ x1x2 + x1x3 + Xox3 + - - -
ha(x +y) = ha(x) + hao(y) + hi(x) hi(y)
ha[2x] = ha(x + x) = 2 hp(x) + h11(x)

hg[mx] = mhg(x) + (g’) h11(x)
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v e Bm,n P("}/) = (37 2, 1)
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Caractéristique de Frobenius

Action du groupe symétrique
Sn  groupe symétrique |Sp| = n!

groupe des permutations sur n lettres
o=0102 - Op

v € Bmn

)
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Caractéristique de Frobenius

Action du groupe symétrique

S, groupe symétrique |Sn| = n!
groupe des permutations sur n lettres

’YEan

)
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Action du groupe symétrique

S, groupe symétrique |Sn| = n!
groupe des permutations sur n lettres
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Action du groupe symétrique

S, groupe symétrique |Sn| = n!
groupe des permutations sur n lettres

Y E Bm,n

L., étiquetages croissants de ~y
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Caractéristique de Frobenius

Action du groupe symétrique

Sn  groupe symétrique |Sp| = n!

groupe des permutations sur n lettres
o=0102 - Op

Y E Bm,n

L., étiquetages croissants de ~y

L] = (p(nv)) =#'r’, pour p(v) = (r,r,...,n)
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Action du groupe symétrique

Sy agit sur £, par permutation des étiquettes

2

0c=425631

Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires

JCB - 5 février 2015

14 / 30



Caractéristique de Frobenius

Action du groupe symétrique

Sy agit sur £, par permutation des étiquettes

2

0c=425631

Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires

JCB - 5 février 2015

14 / 30



Caractéristique de Frobenius

Action du groupe symétrique

Sy agit sur £, par permutation des étiquettes

2

0c=425631

Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires

JCB - 5 février 2015

14 / 30



Action du groupe symétrique

Sy agit sur £, par permutation des étiquettes

2

0c=425631

Action transitive : orbite = L,
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Action du groupe symétrique

Sy agit sur £, par permutation des étiquettes

2

0c=425631

Action transitive : orbite = L,

Stabilisateur de 7 € L,
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Action transitive : orbite = L,

Stabilisateur de 7 € £, = 8> x S3 x &1
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Sy agit sur £, par permutation des étiquettes

2

0c=425631

Action transitive : orbite = L,

Stabilisateur de 7 € £, = 8> x S3 x &1
=8, XS, X - xS, pour p(y) =(n,r,...,n)
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Action du groupe symétrique

Sy agit sur £, par permutation des étiquettes

2

0c=425631

Action transitive : orbite = L,

Stabilisateur de 7 € £, = 8> x S3 x &1
=8, XS, X - xS, pour p(y) =(n,r,...,n)

— Action triviale de S, x S, X --- x §,, induite sur S,
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Action de S, sur V. = morphisme ¢ : S, — GL(V)
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Caractéristique de Frobenius

Action de S, sur V. = morphisme ¢ : S, — GL(V)

Caractére x(o) = Tr(¢(0))
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Caractéristique de Frobenius

Action de S, sur V. = morphisme ¢ : S, — GL(V)
Caracteére x(o) = Tr(p(0))

Type cyclique
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Caractéristique de Frobenius

Action de S, sur V. = morphisme ¢ : S, — GL(V)
Caracteére x(o) = Tr(p(0))

Type cyclique o =425631 =(1,4,6)(2)(3,5)
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Caractéristique de Frobenius

Caractéristique de Frobenius

Action de S, sur V. = morphisme ¢ : S, — GL(V)
Caractére x (o) = Tr(¢(0))

Type cyclique 0=425631 =(1,4,6)(2)(3,5) Ao) =(3,2,1)

Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires JCB - 5 février 2015 15 / 30



Caractéristique de Frobenius

Caractéristique de Frobenius

Action de S, sur V. = morphisme ¢ : S, — GL(V)
Caractére x (o) = Tr(¢(0))

Type cyclique 0=425631 =(1,4,6)(2)(3,5) Ao) =(3,2,1)

Frob(V = Z T)Pa(o) (X

’ O'GSn
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Caractéristique de Frobenius

Frob(V) = % Z X(7)Pa(o) (%)

()‘GSn
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e Frob est un isomorphisme
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Caractéristique de Frobenius

Frob(V) = % Z X(7)Pa(o) (%)

O'GSn

e Frob est un isomorphisme

e Frob(x*) = s\ (Schur)
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Caractéristique de Frobenius

Caractéristique de Frobenius

Frob(V) = % Z X(7)Pa(o) (%)

O'GSn

e Frob est un isomorphisme
e Frob(x*) = s\ (Schur)
e Frob(n,) = hp
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Caractéristique de Frobenius

Caractéristique de Frobenius

Frob(V) = % Z X(7)Pa(o) (%)

O’GSn
e Frob est un isomorphisme
e Frob(x) = sy (Schur)

e Frob(n,) =h, n) = Ind§;1><~-xsxe Mg X oo+ X 1,
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Caractéristique de Frobenius

Frob(V) = % Z X(7)Pa(o) (%)

O'GSn
e Frob est un isomorphisme
e Frob(x) = sy (Schur)

e Frob(n,) =h, n) = '“dgilxw% My X - X1y, Frob(ny) = hy
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Caractéristique de Frobenius

Caractéristique de Frobenius

Frob(V) = % Z X(7)Pa(o) (%)

O'GSn
e Frob est un isomorphisme
e Frob(x) = sy (Schur)

e Frob(n,) =h, n) = '“dgilxw% My X - X1y, Frob(ny) = hy

Pour v € Bm.n

FrOb([ﬂy) = hp(fy)

Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires JCB - 5 février 2015 16 / 30



Caractéristique de Frobenius

Caractéristique de Frobenius

Frob(V) = % Z X(7)Pa(o) (%)

O'GSn
e Frob est un isomorphisme
e Frob(x) = sy (Schur)

e Frob(n,) =h, n) = Indg'AIleXsAe My X - X1y, Frob(ny) = hy

Pour v € Bm.n
FrOb([ﬂy) = hp(fy)
> Frob(Ly) = > hy) = ha[mx]
YEBm,n YEBm,n
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La formule

Z Frob (Pad,bd) z9 = exp (Z a_lk hpi[ak x] zk)

d>0 k>1
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v € Bm,n points bas  (t =2)

)

Rotation
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v € Bm,n points bas  (t = 2)

)

Rotation
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Preuve

v € Bm.n points bas  (t = 2)
9
718
6
45
213
Rotation !
7 8
6
415
213
911
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Preuve

v € Bm.n points bas  (t = 2)
9
718
6
45
213
Rotation !
7 8 7
6 6
415 415
213 213
911 911
8
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Preuve

v € Bm.n points bas  (t = 2)
9
718
6
45
213
Rotation !
7 8 7 6
6 6 415
415 415 213
213 213 911
911 911
718
8
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Preuve

Propriétés de la rotation

e pour 7' image de y par rotation :
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Preuve

Propriétés de la rotation

e pour 7' image de y par rotation :

p(7') = p(7)
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Preuve

Propriétés de la rotation

e pour 7' image de y par rotation :

p(v')=p(y) = Frob(L,) = Frob(L,)
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Preuve

Propriétés de la rotation

e pour v image de  par rotation :

p(v')=p(y) = Frob(L,) = Frob(L,)

e le nombre t de points bas est inchangé
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Preuve

Propriétés de la rotation

e pour v image de  par rotation :

p(v')=p(y) = Frob(L,) = Frob(L,)

e le nombre t de points bas est inchangé

e bijection : Df,, , x [1,m] — B, , x [1,t]

m,n
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Propriétés de la rotation

e pour v image de  par rotation :

p(v')=p(y) = Frob(L,) = Frob(L,)

e le nombre t de points bas est inchangé

e bijection : Df,, , x [1,m] — B, , x [1,t]

m,n
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Preuve

> Frob(La) = ) Frob(L)) xt

a€DE, YEBL,
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Preuve

> Frob(La) = ) Frob(L)) xt

a€DE, YEBL,

dL(x) == ZaeD;d,bd Frob(Ls)
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Preuve

> Frob(La) = ) Frob(L)) xt
aEDm,n 'YeBm,n
dL(x) == ZaeD;d,bd Frob(Ls)
Vy(x) := ZaeDad,bd Frob(Lq)

primitif
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Preuve

> Frob(La) = ) Frob(L)) xt
aEDm,n 'YGBm,n
dL(x) == ZaeD;‘tbd Frob(Ls)
Vg(X) := D aeD,g by Frob(La) = <D¢1j(x)

primitif
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Preuve

Z Frob(L Z Frob(L,)

a€DE, YEBL,

dL(x) == Zaep;d,bd Frob(L,)
Vg(X) := D aeD,g by Frob(La) = d>¢1j(x)

primitif
Z dy(x) Z Z hot) = dhbd[adx]
t>0 t>0 YEBL,
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Preuve

Z Frob(L Z Frob(L,)

a€DE, YEBL,

dL(x) == Zaep;d,bd Frob(L,)
Vg(X) := D aeD,g by Frob(La) = ¢l (x)

primitif
Z dy(x) Z Z hot) = dhbd[adx]
t>0 t>0 YEBL,

dy(x) = > Ve, (x) Wey(x) -+ Ve, (x)
C1,C2,...,ct>0
c+cat+tce=d
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Preuve

1 1
> 2®a(x) = —hvalad ]

t>0

PHx) = Y Va(X)Ve(x) - We(x)
C1,C2,...,ct>0
ca+ct-tcr=d
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Preuve

1 1
> 2®a(x) = —hvalad ]

t>0

Pux) = D V() Vg(x) o Ve (x)
C1,C2,...,ct>0
ca+ct-tcr=d

P(x;z) := 320 Vj(x) zJ
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Preuve

1 1
> ®4(x) = —hpaladx]

t>0

Phx)= D V() Ve(x)

€1,62,...,¢t>0
ca+ct-tcr=d

P(x;z) := 320 Vj(x) zJ

oY(x) = (P(x:2))"

2d
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Preuve

1 1
> ®4(x) = —hpaladx]

t>0

dg(x) = Y V() Ve(x) - Ve (x)
€1,62,...,ce>0
ca+c4-tcr=d

P(x; z) := Zj>0 V;(x) 7

oY(x) = (P(x:2))"

2d

%hbd[adx] == (_ |Og(1 - 'D(X; Z)))

2d
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Preuve

P(x;z) =1—exp ( - Z aikhbk[akx] zk)
k>0
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Preuve

P(x;z) =1—exp ( - Z aikhbk[akx] zk)
k>0

o%(x) = (P(x;2))"

2d
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Preuve

P(x;z) =1—exp ( - Z aikhbk[ak x] zk)
k>0

= 0y(x) =] 04(x) = <%(x)>

t>0

2d
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Preuve

P(x;z) =1—exp ( - Z aikhbk[ak x] zk>
k>0

oh(x) = (P(x; 2))"

2d

= 4(x) = Y Oh(x) = (%(x))

t>0

2d

Z<Dd(x) 729 = ﬁ(xz) = exp (Z ihbk[akx] zk>

d>0 k>0
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P(x;z) =1—exp ( - Z aikhbk[ak x] zk>

k>0

oh(x) = (P(x; 2))"

2d

= 4(x) = Y Oh(x) = (%(x))

t>0

2d

Z<Dd(x) 729 = ﬁ(xz) = exp (Z ihbk[akx] zk>

d>0 k>0

Z Frob Pad. bd z9 = exp (Z a—lk hpi[ak x] zk>

d>0 k>1
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@ Conséquences et généralisations
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Conséquences et généralisations

Z Frob (Pad,bd) z9 = exp Z ik hpk[ak x| z
d>0 o1 2

Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires



Conséquences et généralisations

Z Frob (Pad,bd) z9 = exp Z ik hpk[ak x] z
d>0 o1 2
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Conséquences et généralisations

Z Frob (Pad,bd) z9 = exp Z ik hpk[ak x] z
d>0 o1 2

Z !’Pad,bd| 79 = exp Z a_lk (ak)Pk 2

d>0 k>1
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Conséquences et généralisations

Z Frob (Pad’bd) 29 = exp Z 1 hpk[ak x] zk
d>0 12

1
Z ‘Pad,bd} z9 = exp Z & (ak)Pk 2

d>0 k>1

= exp Z (ak)bk—zl z~
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Conséquences et généralisations

Z Frob (Pad’bd) 29 = exp Z ik hpk[ak x] zk
d>0 12

1
> | Padbal 2 =exp | D J( k)Pk z*

d>0 k>1
= exp Z(ak)bk—lzk
k>1
1 [ak+bk—1
d __ k
S D] 27 = exp Z;( . )
d>0 k>1

Jean-Christophe Aval Fonctions de parking rectangulaires JCB - 5 février 2015 25 / 30



Conséquences et généralisations

1
Z Frob (Pad,bd) 29 = exp (Z P hpk[ak x] zk)

d>0 k>1

Z Pad ba| 27 = exp (Z i (ak)P zk)

d>0 k>1
= exp (Z(ak)bk—zl zk>
k>1
1 [ak +bk—1
Z ‘Dad,bd‘ zd = exp <Z ; ( bk > zk)
d>0 k>1
_eXp<k2>:1ak+bk ( bk >z >
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Conséquences et généralisations

Z Frob (Pad,bd) z9 = exp Z ik hpk[ak x| z
d>0 o1 2
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Conséquences et généralisations

Z Frob (Pad,bd) z9 = exp Z ik hpk[ak x| z
d>0 o1 2

1
Frob (Pad.ed) = Y —H3/"(x)
uHd My
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Conséquences et généralisations

Z Frob (Pad,bd) z9 = exp (Z a_lk hpk[ak x| zk)

d>0 k>1

1
Frob (Pad,pa) = Y | mH;;/b(x)
uHd w

M:(MlaﬂZ?"'auf):(lmlazmza"')
my,! :H mj!
b
Hi P(x) = TTi=y 22 haps[bii x]
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Conséquences et généralisations

Z Frob (Pad,bd) z9 = exp (Z a_lk hpk[ak x| zk)

d>0 k>1

1
Frob (Pa.ea) = D — H/*(x)
uHd w

M:(MlaﬂZ?"'auf):(lmlazmza"')
my,! :H mj!
b
Hi P(x) = TTi=y 22 haps[bii x]

1 1/1 2
Frob (7323,21,) = 2—ah2b[2ax] + 5 <5hb[a x])
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1
F 4= — hpy[ak x] 2
Z rob (Pad,bd) 2% = exp (Z pvx bk[ak x] z )
d>0 k>1

1
Frob (Pad,pa) = Y | mH;;/b(x)
uHd w

n= (MlaﬂZ?"'auf) = (1m1’2m2"“)
my! = H mj!
Hi P (%) = TTi=1 55 b [bri x]
1 1/1 2
Frob (7323,21,) = 2—ah2b[2ax] + = —hb[a x]

Frob (Ps,.35) :$h3b[3ax]+<2—lah2b[2ax]> ( hb[ax]) 1 ( hb[aX]>3
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1
E Frob (Pad bd) z9 = exp ( E — hpk[ak x] zk)
’ ak
d>0 k>1

1
Frob (Pad,pa) = Y | mH;;/b(x)
uHd w

M:(MlaﬂZv"'auf):(lmlazmza"')
my,! —H m;!
b
Hi P(x) = TTi=y 22 haps[bii x]

1 2a+2b 1/ 1 [a+hb\\?
[P2a s = <2a+2b( 2a )) * 2 ( ( a ))
‘D ‘ B 1 3a+3b 1 /[a+b 1 2a+2b
3a3b1 = \ 3343\ 3a +b\ a 2a+2b\ 2a
1 1 a+b
5 (el ))
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1
E Frob (Pad bd) z9 = exp ( E — hpk[ak x] zk)
’ ak
d>0 k>1

1
Frob (Pad,pa) = Y | mH;;/b(x)
uHd w

M:(MlaﬂZ?"'auf):(lmlazmza"')
my,! —H m;!
b
Hi P(x) = TTi=y 22 haps[bii x]

1 2a+2b 1/ 1 [a+hb\\?
[P2a s = <2a+2b< 2a )) +§ ( ( a ))
‘D ‘ B 1 3a+3b 1 /[a+b 1 2a+2b
3a3b1 = \ 3343\ 3a +b\ a 2a+2b\ 2a

1 1 a+b
Tl larsl . [Bizley 1954]
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Fonctions de parking bi-étiquetées
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Fonctions de parking bi-étiquetées

3 6
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Conséquences et généralisations

Fonctions de parking bi-étiquetées

3 6

Action de S, X Sp,
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Conséquences et généralisations

Fonctions de parking bi-étiquetées

3 6

Action de S,, x S, Frobenius en x et y
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Conséquences et généralisations

Fonctions de parking bi-étiquetées

Action de S,, x S, 1 Frobenius en x et y

> oY (PEy) 2 = e | D2 Z D, h(x)hey)

d>0 ko1 317 p bk, vk
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Conséquences et généralisations

Fonctions de parking bi-étiquetées

Action de S,, x S, 1 Frobenius en x et y

Z Frob™Y P(fl)bd) 4 = exp ZZ Z Z ho(x) hr(y)

d>0 ko1 317 p bk, vk

T 1

(compositions en j parts)
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@ Travaux en cours
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Travaux en cours

Travaux en cours
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Travaux en cours

Travaux en cours

e g, t-analogues
statistique en q aire
statistique en t dinv
lien avec polyndmes de Macdonald
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Travaux en cours

Travaux en cours

e g, t-analogues
statistique en g aire
statistique en t dinv
lien avec polynémes de Macdonald

e chemins de hauteur bornée
Frobenius donné par le quotient de deux polynémes
vérifiant une récurrence de “type Tchebychev”
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