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Introduction

Automate cellulaire déterministe

Définition
E. ={0,...,k} un alphabet.
FES
(a,b) +—
L'automate cellulaire A : EZ —s EL avec w! = f(w;, wji1).

une régle locale.

o k=2
e f(a,b)=a+ b mod 3.

Jérdme Casse ACP JCB 2015 2 /40



Introduction

Automate cellulaire déterministe

Définition
E. ={0,...,k} un alphabet.
FES
(a,b) +—
L'automate cellulaire A : EZ —s EL avec w! = f(w;, wji1).

une régle locale.

o k=2
e f(a,b)=a+ b mod 3.

Jérdme Casse ACP JCB 2015 2 /40



Introduction

Automate cellulaire déterministe

Définition
E. ={0,...,k} un alphabet.
f: E> — E,
(a,b) —
L'automate cellulaire A : EZ —s EL avec w! = f(w;, wji1).

une régle locale.

o K=2
e f(a,b)=a+ b mod 3.

Jérdme Casse ACP JCB 2015 2 /40



Introduction

Automate cellulaire déterministe

Définition
E. ={0,...,k} un alphabet.
f: E> — E,
(a,b) —
L'automate cellulaire A : EZ —s EL avec w! = f(w;, wji1).

une régle locale.

o K=2
e f(a,b)=a+ b mod 3.

Jérdme Casse ACP JCB 2015 2 /40



Introduction

Automate cellulaire déterministe

Définition
E. ={0,...,k} un alphabet.
f: E> — E,
(a,b) —
L'automate cellulaire A : EZ —s EL avec w! = f(w;, wji1).

une régle locale.

o K=2
e f(a,b)=a+ b mod 3.

Jérdme Casse ACP JCB 2015 2 /40



Introduction

Automate cellulaire probabiliste (ACP)

f est remplacée par une dynamique locale aléatoire T ol

&L
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Exemple d'un ACP

o K=2
. T%b::{1/2 sic=a+b mod 3

c

1/4 sinon
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Exemple d'un ACP

o K=2
o Tos— 1/2 sic=a+b mod3
c 1/4 sinon
t=0 -
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Introduction

Automates cellulaires probabilistes (ACP)

ACP induit une chaine de Markov (temporelle) sur EZ.

L OOOOOOC contaty

Le tout forme un diagramme espace-temps.

JCB 2015



Introduction

Automate cellulaire probabiliste (ACP)

Formellement,

ACP agit sur M (EZ).

@ Transforme une configuration x en une configuration aléatoire y (qui a
une mesure /).
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Introduction

Automate cellulaire probabiliste (ACP)

Formellement,

ACP agit sur M (EZ).

e Transforme une configuration x en une configuration aléatoire y (qui a
une mesure /).

@ Si, sur la ligne t, on a la loi 1,
alors, sur la ligne t + 1, on a la loi v,

k
l/( y k E 1% X1,...,Xk+1)H TX,',;/"H.
!
i=1
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Introduction

Automates Cellulaires Probabilistes (ACP)

N O O O S N S
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Introduction

Applications des ACP en combinatoire

e Combinatoire : dénombrement des animaux dirigés (Dhar 1982).

@ Physique statistique : percolation, modéles de gaz a particules dures,
Ising.
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Introduction

Applications des ACP en combinatoire

e Combinatoire : dénombrement des animaux dirigés (Dhar 1982).

@ Physique statistique : modéles de gaz a particules dures.

Un animal dirigé : une composante connexe “dirigée” de N?.

Un animal d’aire 10.

5GAire(X)

— Z XAire(A)
A

~1/2
:1<<1— 4X> —1).
2 1+ x
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Introduction
Applications des ACP en combinatoire

o Combinatoire : dénombrement des animaux dirigés (Dhar 1982).

@ Physique statistique : modéles de gaz a particules dures.

Le modéle de gaz a particules dures :

Too =pet Tor =T10=T11=0
1 1 1 1

P (Config(0,0) = 1)
— Z(_p)Aire(A)

A
= SGpire(—p)
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Introduction

Loi invariante par un ACP

Définition
1 est invariante par A si I'image de p est .

~ ~ Dirac en 1%

- ~ Dirac en 1%
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Introduction

ACP 3 taux strictement positifs

Définition

Un ACP est dit a taux strictement positifs si : pour tous a, b, c,

Ta,b > 0.

@ Passer de n'importe quelle configuration & une autre.
@ Pas de configurations “piéges” : un “piége” To1 = T10 =1
1 0

\
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Introduction

Questions ouvertes sur les ACP 3 taux strictement positifs

@ L'unicité de la loi stationnaire.
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@ L'unicité de la loi stationnaire.

Un ACP est ergodique :
o si Vuo, la suite (p) t=0 -~ o
converge. =1 { ~
e cette limite ne dépend pas
e f e o0 OB ~

Jérdme Casse ACP JCB 2015 11 / 40



Introduction

Questions ouvertes sur les ACP 3 taux strictement positifs

@ L'unicité de la loi stationnaire.

Un ACP est ergodique :

o si Vuo, la suite (pt) L~ o
converge. { ~ 1
e cette limite ne dépend pas

@ Existence ou non d'un ACP non ergodique a 2 couleurs?
Un exemple non ergodique est connu pour 219 couleurs (Gacs 1998).
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Introduction

Littérature sur les ACP et leurs lois invariantes

o Etude des ACP a loi invariante markovienne :
Belyaev & al. (1969); Toom & al. (1990); Bousquet-Mélou (1998).
@ Aussi connus sous le nom de modéles de gaz en combinatoire :
Dhar (1982) ; Viennot (1986) ; Bétréma et Penaud (1993);
Bousquet-Mélou (1998) ; Le Borgne et Marckert (2007); Albenque
(2009) ; Marckert (2012).
o Etude des ACP a loi invariante gibbsienne :
Vasilyev (1978), Dai-Pra, Louis et Roelly (2001).
o Etude des ACP a loi invariante iid (mesure produit) :
Mairesse et Marcovici (2014).

@ Survey :
Mairesse et Marcovici (2014).
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Objectifs

Objectif de |'exposé

e Etant donné un ACP avec T, comment calculer I'ensemble de ses
mesures invariantes ?
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Objectifs

Objectif de |'exposé

e Etant donné un ACP avec T, comment calculer I'ensemble de ses
mesures invariantes ?
On ne sait presque jamais trouver la (ou les) loi(s) invariante(s) !

e Quand on sait, la loi invariante est
o triviale (un “piége”).
e une mesure produit :
e une chaine de Markov spatiale : ...
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Objectifs

Chaine de Markov (spatiale)

Soit (Map), peg, Une matrice de probabilité. La chaine de Markov (X;) de
noyau M est une mesure qui vérifie

P (Xit1 = xi1|Xi = xi, Xi—1 = xi—1, .. .)
= P(X,‘+1 = X,'+]_|X,' = X,') = M

XiXi+1*
V.

---=(Ti—-1 T Li+1 Lit+2 Tit3)----
@ N _/ N
k—1
pxa, ..., xk) = P <(Xi = Xi)1§i§k> = Px H M i1
i=1
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Objectifs

jectif de |'exposé

@ On va décrire I'ensemble des ACP sur E,. qui possédent une
chaine de Markov comme loi invariante.

@ L'avancée : la plupart des résultats sont pour 2 couleurs, les notres
pour un nombre fini de couleurs.
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Un probléme algébrique

Probleme algébrique

La loi d'une chaine de Markov (p, M) est invariante par I'ACP ssi : pour
tout n,

n
Py Mysyo - My, 1y = E :le Mz - - My xoia H Txf’)y(f_ﬂ :
1
X i=1

On voit la nature algébrique du probléme.
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Un probléme algébrique

Premiere simplification algébrique

La loi d'une chaine de Markov (p, M) est invariante par I'ACP ssi : pour
tout n,

n
Py My yo - My, sy = E Pxa Mgz - - My i H Txf’iffrl :
1
X i=1

Théoréme (Piatetski-Shapiro,Vasilyev (1971))

La loi d'une chaine de Markov (p, M) est invariante par I'"ACP ssi : pour
tout n < Kk + 2,

Py My o - My, 1y, = E PxaMyxa - - - Xn7Xn+1H T A e
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Un probléme algébrique

Pour 2 lettres

Théoreme (Belyaev & al. (1969))

Soit A= (Z,Ei, T) un ACP. A admet une chaine de Markov invariante
ssi :

(i) TooT11T10To1r = T11TooTo1T10 ou
0 0 1 1 1 1 0 0

(/i) Too+ Ti1=To1+ T10 =1 ou
0 0 0 0

(iii) To1T10 = T11Too ou T10Tor = T117To0.
1 0 0 1 1 0 0 1

@ Avec 3 lettres ou plus, trop complexe pour éliminer les M & I'aide d'un
ordinateur.
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Le résultat
Structures

Deux structures :

o la ligne horizontale (H),

SN

,,,,, O

,,,,, O

t+ 1@ """ O

o le zigzag horizontal (HZ).

t
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ACP agissant sur HZ

Dans ce cas, on considére que un

ACP agit sur M (EF).

k
V(y17217 s »Zk>}/k+1) - E /'L(Xlaylv R 7.yk+17Xk+2)H Ty,',,v,'+1 .
Zj
X =1

\
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Le résultat

Chaine de Markov sur HZ

Définition

Soient (Dac), ccr. et (Ucb). pep, deux matrices de probabilité. La chaine

de Markov de noyaux (D, U) sur HZ est une mesure sur HZ qui vérifie
P(Yi =yilXi = xi, Yi-c1 = yi-1,...) =

DXi:}’i

et P(Xiz1 = xia|Yi = yiu, Xy = x5, ..} = Uy, 41 -

Jéréme Casse ACP

JCB 2015 20 / 40



Le résultat

Objectif de |'exposé : probleme algébrique

e On va décrire I'ensemble des ACP qui possédent une chaine de
Markov sur HZ comme loi invariante.

e Trés formellement, on va chercher T tel qu'il existe (D, U) tel que,
pour tout n :

Py1 DY1 »Z1 U21 y2 et DymZn UZm)’n+1

I
n

= § Pxa Dy Uy o - - - DXn+l7}/n+1 Uyn+1,Xn+2 H Tisizr
x

) Zit+1
i=1

I
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Le résultat

Pour 2 lettres

Théoréme (Belyaev & al. (1969))

Soit A= (Z,E1, T) un ACP. A admet une chaine de Markov invariante sur
HZ ssi :

() o0 st TkokTion = Trhih oo\ Tlold Thikok
0 0 1 1 1 1 0 0

@ On va voir un critére pour une taille d'alphabet quelconque.
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Le résultat

Un premier critére

Lemme (Vasilyev (1978), Toom (1990))

Soit A= (Z,E, T). La chaine de Markov sur HZ de noyaux (D, U) est
invariante par A ssi :

D, U
(1) Tap = (B’L)C’b pour tous a, b, ¢ et
€ a,b
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Le résultat

Un premier critére

Lemme (Vasilyev (1978), Toom (1990))

Soit A= (Z,E, T). La chaine de Markov sur HZ de noyaux (D, U) est
invariante par A ssi :

D, .U,
(i) Tap = (B’(Cj)c’b pour tous a, b, c et
€ a,b

(i) DU = UD.

P(Yoza,leb)

~ =pa)_ DacUch = pa(DU)as
C
~ = Pa Z Uas,dDd,p = pa(UD)a b
d
Jéréme Casse ACP
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Le résultat

Un premier critére

Lemme (Vasilyev (1978), Toom (1990))

Soit A= (Z,E, T). La chaine de Markov sur HZ de noyaux (D, U) est
invariante par A ssi :

D, .U
(1) Tap = (B’D)C’b pour tous a, b, c et
€ a,b

(i) DU = UD.

P(Y0:a7ZOZC,Y1:b)
= paDa,cUc,b
~ ,LL = [)a(DU)a7bTa,b
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Résultats

Le résultat pour tout alphabet fini

Théoréme (C. et Marckert (2014))

Soit A= (Z,Ex, T) un ACP. Alors A admet une chaine de Markov
invariante sur HZ ssi

(i) Too TapTaoTosr = TabToo Ton Tao pour tous a, b, c et
0 0 c G G c 0 0
(i) DYUY = VD,

Dans ce cas, la chaine de Markov invariante sur HZ a pour noyaux
(D7, U7).

ot D7 et U7 sont données par ...

Jérdme Casse ACP JCB 2015 24 / 40



Résultats

Que sont D7 et U7 ? Une solution algébrique

1. A = (T,-,_,-) : v le vecteur propre a gauche avec Z vy = 1.
ij€Ex

X

Ta,d

0

3. Les deux noyaux de Markov (D7, U7) :

_(Twve . \
2. Ay = : ~v le vecteur propre & gauche.
d,a€E,

b

T.. T
2k Tak - Tos &
D}, =—=° et lU,=—2o
: ’Vk c,b Yk
kT
Zk Tk Zk Tox Oék
0 0

Jérdme Casse ACP JCB 2015 25 / 40



Résultats

Rappel : le résultat

Théoréme

Soit A= (Z,E, T). Alors A admet une chaine de Markov invariante sur
HZ ssi

(i) Too TapTaoTosr = TabToo Ton Tao pour tous a, b, c et
0 0 c c c c 0 0
(i) DYUY = VD,

Yk Vb
Ek Tk To,»
Ta,k c TO,b c
N DY — 0 Q- o
ou D). S o et Uc,b S T
— ok
K Ta K Tox <
0 0
Jéréme Casse

ACP JCB 2015 26 / 40



Elément de la preuve

Lemme (Vasilyev (1978), Toom (1990))

Soit A= (Z,E., T). La chaine de Markov sur HZ de noyaux (D, U) est
invariante par A ssi :

D, .U
(1) Tap = (D’U)Qb pour tous a, b, ¢ et
€ a,b
(i) DU = UD.

Théoréme (C. et Marckert (2014))

Soit A= (Z,E, T). Alors A admet une chaine de Markov invariante sur
HZ ssi

(i) Too TabTaoTosr = TabTooTonsT a0 pour tous a, b, c et
0 0 c c c c 0 0
(i) DYUY = UD.
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Elément de la preuve

Le coeur de la preuve

Lemme

Soit A= (Z,E, T). Alors, les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(a) il existe D et U matrices stochastiques tel que, pour tous a, b, c,

- Da7c Uc,b

Ta.b = T =N

c (DU)a’b ’

(b) pour tous a,b,c € E,, Too Tap TaoTosr = TabTooTosTao,
0 0 c c c 0 0

c

(c) pour tous a,a’,b,b',c,c’ € E,

(= c

Ta’,b’ Ta,,b Ta,b/ Ta’,b — Ta,b Ta’,b’ Ta’,b Ta,b’ .
/ G c c c

o/ o/

Jérdme Casse ACP JCB 2015 28 / 40



Elément de la preuve

Preuve de (b) = (a)

TaoTob Toéo Tab
— c c 0

(b) pour tous a, b, c € E,, Ta,cb = oo s ik
c 0 0

Ta,O To,b
e Si(D,VU) tq. D,cUcp = —<—<F]Ja, b], alors
’ ’ Too
Da CUC ‘
(a) \V/a, b, C W): = Ta,b
a, c
Ta,O 1
@ Posons Dy = — a3 Ccet Uep = Top — Pp.
T0,0 < CC

c
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Elément de la preuve

Markov sur HZ et Markov sur H

e Markov sur HZ = Markov sur H (M = DU).

@ Markov sur H : Piatetski-Shapiro et Vasilyev (1971).
Besoin de connaitre T et M pour conclure.
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Alphabet quelconque

Un ACP avec un alphabet infini

e Qu'est ce que cela change si on travaille avec un alphabet infini?
e Un exemple avec E =N :

@ Q 0 a.p. p

G max(a,b)+1 ap.1—p

o E=NouR.
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Alphabet quelconque
Un ACP sur un alphabet fini ou infini

La dynamique locale aléatoire T est remplacée par un noyau de transition
K :pourtoutac E, be E, C € B(E),

@© ®
K(a,b;C)=P avec ce C
(© O
‘.

vi=3 ‘, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Alphabet quelconque

Exemple : ACP gaussien

e K(a,b;C) =
1ath
Pl2252 4 N(01) ec
> 2 Y

bruit gaussien
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Alphabet quelconque

Exemple : ACP gaussien

e K(a,b;C) =
1a+b
Pl22724 N1) ec
> 2 T %Y

bruit gaussien

1.6146...
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Alphabet quelconque

Exemple : ACP gaussien

e K(a,b;C) =
1a+b
Pl22724 N1) ec
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Alphabet quelconque

Exemple : ACP gaussien

e K(a,b;C) =
1a+b
Pl22724 N1) ec
> 2 T %Y

bruit gaussien

t=0
b1 -0.4517...
1.614 + 1.281
+ +(—0.451)
t=2
v
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Alphabet quelconque

Exemple : ACP gaussien

e K(a,b;C) =
1a+b
Pl22724 N1) ec
> 2 T %Y

bruit gaussien

t=20

t=1

t=2
\i
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Alphabet quelconque

ACP avec alphabets infinis

@ Trés peu étudié en tant que tel.
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Alphabet quelconque

ACP avec alphabets infinis

@ Trés peu étudié en tant que tel.
@ Physique statistique :
la percolation de premier passage,
une variante du TASEP.
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Alphabet quelconque

ACP avec alphabets infinis

@ Trés peu étudié en tant que tel.
@ Physique statistique :
la percolation de premier passage,
une variante du TASEP.

@ Ici, caractériser les ACP qui ont une loi invariante (markovienne).
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Alphabet quelconque

Différences par rapport aux cas alphabet fini :

infinité de I'alphabet

@ Pas nécessairement une probabilité invariante.

.o a+b a.p. 1/6
| max(a,b) +1 ap.5/6
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Alphabet quelconque

Différences par rapport aux cas alphabet fini :

probléme lié aux ensemble négligeables

@ Pas nécessairement une probabilité invariante.

o Certaines transitions ne sont pas utiles.
Par exemple : K(1,1;.) ne sert jamais dans un ACP gaussien.

t=20

t=1

t=2
\J

Changeons-le en K(1,1;1) =1
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Alphabet quelconque

Différences par rapport aux cas alphabet fini :

probléme lié aux ensemble négligeables

@ Pas nécessairement une probabilité invariante.

@ Certaines transitions ne sont pas utiles.
Par exemple : K(l_, 1;.) ne sert jamais dans un ACP gaussien.
Changeons-le en K(1,1;1) =1

t=0

t=1

t=2
\J
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Alphabet quelconque

Différences par rapport aux cas alphabet fini :

probléme lié aux ensemble négligeables

@ Pas nécessairement une probabilité invariante.

@ Certaines transitions ne sont pas utiles.
Par exemple : K(1,1;.) ne sert jamais dans un ACP gaussien.
Changeons-le en K(1,1;1) =1
Sauf sous certaines lois initiales (le retour des “piéges”).

t=20

t=1

t=2
\J
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Alphabet quelconque

La solution : une mesure de référence

@ Choisir une mesure p, dite de référence, pour étudier I'ACP.

Définition (u-positivité)

Un ACP est p-positif si, pour p-presque tout a,b € E, VC € B(E),
K(a,b;C) >0« pu(C) > 0.

Définition (u-densité)

Dans ce cas, pour u-presque tout a, b € E,
K(a, b: C) = / k(a, b; ¢)dp(c).
C

@ Travailler sur les p-densités.
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Alphabet quelconque

Exemples :

@ Pour ACP a taux strictement positif sur E,, la mesure de référence est
la mesure de comptage sur E.
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Alphabet quelconque

Exemples :

@ Pour ACP a taux strictement positif sur E,, la mesure de référence est
la mesure de comptage sur E.
a.p.1/6
Pour ¢ = p-1/
max(a, b) +1 a.p.5/6

: mesure de comptage sur N
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Alphabet quelconque

Exemples :

Pour ACP a taux strictement positif sur E,, la mesure de référence est
la mesure de comptage sur E.

a.p. 1/6
max(a,b)+1 a.p.5/6

ACP gaussien : la mesure de Lebesgue.

Pour ¢ =

: mesure de comptage sur N
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Alphabet quelconque

Exemples :

@ Pour ACP a taux strictement positif sur E,, la mesure de référence est
la mesure de comptage sur E.

a.p.1/6

@ Pour c =
max(a,b) +1 a.p.5/6
@ ACP gaussien : la mesure de Lebesgue.

e ACP gaussien modifié avec K(1,1;1) =1 : 2 mesures de références
possibles :
o la mesure de Lebesgue sur R,
o la mesure de Dirac en 1.

: mesure de comptage sur N
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Alphabet quelconque

Le résultat sur les ACP a alphabet infini

Théoréme (C. (2014))

w, une mesure o-finie sur E. A= (Z, E, K) p-positif. Alors A admet une
chaine de Markov invariante sur HZ ssi

(i) il existe (ag, bo, co) € E3 tel que k(ao, bo;.) et uu sont positivement
équivalente et pour 13-presque tout (a, b, c),

k(ao, bo; co)k(a, b; co)k(a, by; c)k(ao, b; c)
= k(a, b; ¢)k(ao, bo; c)k(ao, b; co)k(a, bo; ),

(ii) il existe n > 0 € LY(u), solution de : pour p?-presque tout (a, b),

/ d"(a; c)u’(c; b)du(c) = / u'(a; c)d"(c; b)du(c).
E

E

(i) la chaine de Markov de noyau D" admet une probabilité invariante.
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Les p-densités de D7 et U"

n(x) .
/E T q) t(a, x; c)du(x)

dn(a; C) _ a, x; CO) .
7(x)
/E (o x; ) 1)
n(b) '
u(c; b) = (a0, br gy T2 i €)
| n(x) _ .
/Etb:m,x;cO)t(aO’X' c)du(x)
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Merci

Jérdme Casse ACP JCB 2015 40 / 40



	Introduction
	Objectifs
	Un problème algébrique
	Le résultat
	Résultats
	Élément de la preuve
	Alphabet quelconque

