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Automates cellulaires probabilistes A .
p Définitions et notations

Diagrammes espace-temps

Automates cellulaires probabilistes “élémentaires”

Réseau triangulaire.

On va attribuer a chaque cellule un état 0 ou 1.
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Réseau triangulaire.

On va attribuer a chaque cellule un état 0 ou 1.
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Automates cellulaires probabilistes A .
p Définitions et notations

Diagrammes espace-temps

Automates cellulaires probabilistes “élémentaires”

4 parameétres: 6o, 001, 010, 011 € [0, 1].

tjj = proba d'avoir un 1 si les deux voisins sont dans I'état ij

1 proba Hij
0 proba 1 — 0;;

Temps
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Automates cellulaires probabilistes A .
p Définitions et notations

Diagrammes espace-temps

Automates cellulaires probabilistes “élémentaires”

4 parameétres: 6o, 001, 010, 011 € [0, 1].

tjj = proba d'avoir un 1 si les deux voisins sont dans I'état ij

1 proba Hij
0 proba 1 — 0;;

Temps
i J

Ceci définit un ACP sur Z, d'alphabet A = {0,1} et de voisinage
de taille 2.
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Automates cellulaires probabilistes 3
p Définitions et notations

Diagrammes espace-temps

Exemple de diagramme espace-temps

Somme modulo 2 avec proba ¢ d'erreur.

g _[1-c sii+j=1 mod?2
Y e sii+j=0 mod?2
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Automates cellulaires probabilistes 3
p Définitions et notations

Diagrammes espace-temps

Exemple de diagramme espace-temps

Somme modulo 2 avec proba ¢ d'erreur.

0. — l—¢ sii+j=1 mod?2
Y e sii+j=0 mod?2
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Automates cellulaires probabilistes 3
p Définitions et notations

Diagrammes espace-temps

Exemple de diagramme espace-temps

Somme modulo 2 avec proba ¢ d'erreur.

0. — l—¢ sii+j=1 mod?2
Y e sii+j=0 mod?2
Tcmps[ 1
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Plan de I'exposé

© Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.
@ Mesures de Bernoulli invariantes
@ Etude du diagramme espace-temps
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. e DA _
Etude du diagramme espace-temps

Mesure de Bernoulli

Soit p € [0,1]. On note

Hp = B(P)®Z

la mesure de Bernoulli de parametre p sur {0, 1}Z.
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. e D _
Etude du diagramme ce-temps

Mesure de Bernoulli

Soit p € [0,1]. On note
Hp = B(P)®Z
la mesure de Bernoulli de parametre p sur {0, 1}Z.

A quelle condition sur les parametres 0;; de I'ACP F a t-on
ppF = pp ?
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. e DA _
Etude du diagramme espace-temps

Mesure de Bernoulli

Soit p € [0,1]. On note
Hp = B(P)®Z
la mesure de Bernoulli de parametre p sur {0, 1}Z.

A quelle condition sur les parametres 0;; de I'ACP F a t-on
ppF = pp ?

Pour un ACP F donné, on calcule :
ppF(oa, ..., an) = proba d'observer le motif a1, ..., a, au temps
1, si au temps 0, la configuration initiale est choisie selon .
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. DA _
Etude du di mme espace-temps

Image d'une mesure de Bernoulli

Zy 1l 7>
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. e DA _
Etude du diagramme espace-temps

Image d'une mesure de Bernoulli

Zy 1l 7>

Partant de (i, un suite de points a distance > 2 est i.i.d.
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. e DA _
Etude du diagramme espace-temps

Image d'une mesure de Bernoulli

Zo 1L 725
Partant de (i, un suite de points a distance > 2 est i.i.d.

Mais la mesure ppF n'a pas d'expression simple en général !
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. e DA _
Etude du diagramme espace-temps

Image d'une mesure de Bernoulli

Zo 1L 725
Partant de (i, un suite de points a distance > 2 est i.i.d.
Mais la mesure ppF n'a pas d'expression simple en général !

Pour un ACP F fixé, on calcule récursivement ppF(ayq, ..., ap).
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. e DA _
Etude du diagramme espace-temps

Transition

X Y
On fixe p € [0,1]. Pour o € {0, 1}, soit

fhaut(q) = Px,v)~B(q)aB(p) (£ = @)
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. e D _
Etude du diagramme espace-temps

Transition

X Y
On fixe p € [0,1]. Pour o € {0, 1}, soit

fhaut(q) = Px,v)~B(q)aB(p) (£ = @)

et

FI0Ie(g) = Pix vywn@ene) (Y = 11Z = a).
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. e D _
Etude du diagramme espace-temps

Transition

X Y

f(q) = P(x v)~B(q)2B(p) (£ = @)

(q) = (1—q)-(1—p)-oo+ (1—q)- p-Oo1+q- (1~ p)-O10+q-p-611
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. e DA _
Etude du diagramme espace-temps

Transition

X Y

f(q) = P(x v)~B(q)2B(p) (£ = @)

(q) = (1—q)-(1—p)-oo+ (1—q)- p-Oo1+q- (1~ p)-O10+q-p-611

(q) =1 - (a).
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Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

Transition

Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

X Y

fad(q) = Px,v)~B(q)aB(p) (Y = 1|1Z = a).

Pix,v)~B(g)esp)(Y =1,Z = a)
Pix,v)~B(a)2B(p) (£ = @)
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Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

Transition

Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

X Y

fad(q) = Px,v)~B(q)aB(p) (Y = 1|1Z = a).

Pix,v)~B(g)esp)(Y =1,Z = a)
Pix,v)~B(a)2B(p) (£ = @)

£9(q) = (1_q)’P‘ﬁ01+Q'P'911.
f'(q)
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Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

Ko / /
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Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.
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Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

KXo / /

pF(1) =P(Yo = 1) = /'(p)

/LPF(LO) :]P)(Yo = 1, Yl = 0) :]P)(Yl = OIYO = 1)P(Yo = 1)
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Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

KXo / /

npF(1) = P(Yo = 1) = £(p)
/LPF(LO) = ]P)(Yo = 1, Yl = 0) = ]P)(Yl = OIYO = 1)P(Yo = 1)

— £ (£3(p)) - ()
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Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

KXo / /

npF(1) = P(Yo = 1) = £(p)
/LPF(LO) = ]P)(Yo = 1, Yl = 0) = ]P)(Yl = OIYO = 1)P(Yo = 1)

— £ (£3(p)) - ()

ppF(1,0,0) =P(Yo=1,Y1 =0, Y2 =0)
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Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

KXo / /

npF(1) = P(Yo = 1) = £(p)
/LPF(LO) = ]P)(Yo = 1, Yl = 0) = ]P)(Yl = OIYO = 1)P(Yo = 1)

— £ (£3(p)) - ()

ppF(1,0,0)=P(Yo=1,Y1=0,Y2=0)=P(Y>2=0|Yo =1, Y1 =0)P(Yp =1, Y1 =0)
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Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

KXo / /

npF(1) = P(Yo = 1) = £(p)
/LPF(LO) = ]P)(Yo = 1, Yl = 0) = ]P)(Yl = OIYO = 1)P(Yo = 1)

h h
= (£ (p)) - £ (p)
wpF(1,0,0) =P(Yo=1,Y1=0,Y2=0)=P(Y2=0|Yo =1,Y1 = 0)P(Yo =1, Y1 = 0)

= (3 (p)) - (£ (p)) - ' (p)

Iréne Marcovici



Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

Proposition

La valeur ppF(a, ..., ap) de la mesure image d'un cylindre
ag, . ..,a, est donée par:

ppF(an,...,an) = [T Y (79 (... 19(p)..))).
i=0

Conséquence: jip est une mesure invariante ssi
ed (79 (... £d(p)...))) = p pour tous ag, a1 . ..

Comme flh est une fonction affine, 2 possibilités.
Q Soit flh est constante égale a p.
@ Soit fofjiil(fd (... ffo(p) ...))) ne dépend pas de ap, g . . ..

a2
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Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

o Cas ©: flh est constante égale a p. Comme on a :

flh(q) = q-[~(1—p)-0o0—p-O01+(1—p)-O10+p-011]+(1—p)-boo+p-Oo1,
c'est équivalent a :

{ —(1—p)-boo—p-0o1+(1—p)-b1o+p-011=0
(1—p)-0Oo0+p-Oo1=p

On obtient :

(1—p)-Oo+p-Oo1=(1—p)-O0+p-011=p

e Cas @: on obtient la condition symétrique :

(1-p)-boo+p-010=(1—-p)-bor+p-011=0p
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. e S -~
Etude du diagramme espace-temps

Proposition [Toom et al. 1990, Mairesse-M. 2012]

La mesure de Bernoulli y, est une mesure invariante de I'ACP ssi
ses probabilités de transition satisfont (au moins) 'une des égalités

suivantes.
Q@ (1-p)-boo+p-bor=(1—-p)-bro+p-O11=0p
Q@ (1—-p)-boo+p-Oro=(1—p) -Oo1+p-011=p

Par symétrie, on étudie la condition ©.
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s . N . e Mesures de Bernoulli invariantes
Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. z

Etude du diagramme espace-temps

A partir d'une configuration initiale distribuée selon p,, chaque
ligne horizontale est constituée de variables i.i.d. B(p).
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s . N . e e Bernoulli invariantes
Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

Etude du diagramme espace-temps

Condition @: (1 —p)-Opo+p-0o1=(1—p)-b10+p-011=p

A
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s . N . e Mesures de Bernoulli invariantes
Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. z

Etude du diagramme espace-temps

Condition @: (1 —p)-Opo+p-0o1=(1—p)-b10+p-011=p

A

X Y

Sous la condition @, si (X, Y) ~ B(p) ® B(p), alors X 1L Z.
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s . N . e Mesures de Bernoulli invariantes
Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. z

Etude du diagramme espace-temps

Chaque ligne rouge est constituée de variables i.i.d. B(p).
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s . N . e Mesures de Bernoulli invariantes
Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. z

Etude du diagramme espace-temps

Méme distribution que si on itérait I'ACP conjugué de parameétres
vj; = 0j; dans cette direction.
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s . N o . e Mesures de Bernoulli invariantes
Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. z

Etude du diagramme espace-temps

Les lignes en dehors du cone de dépendance sont constituées de
variables i.i.d. B(p).
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s . N . e Mesures de Bernoulli invariantes
Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. z

Etude du diagramme espace-temps

Chaque ligne du diagramme espace-temps sauf (éventuellement)
les lignes vertes forme des variables i.i.d. B(p).

VAVAVAVAN
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s . N . e Mesures de Bernoulli invariantes
Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. z

Etude du diagramme espace-temps

Q@ (1-p)-boo+p-bor=(1—-p)-bo+p-O11=p
Q@ (1-p)-bpo+p-Oi0=(1—p)-Oo1+p-611=p
Pour n'importe quel choix de fg; = 619 et oo > Oo1(1 — bp1), il

existe un (unique) choix de 67 tel que I'ACP satisfait les
conditions @et @pour un certain p.
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s . N . e Mesures de Bernoulli invariantes
Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. z

Etude du diagramme espace-temps

Pour un p € [0,1] fixé, les conditions @et @sont toutes les deux
satisfaites ssi :
(2p—1) p ]
p (1-p)
1—
L(l — .‘5)7 911 =1- QS.
1-p p
Les valeurs possibles de s en fonction de p sont situées entre les
deux courbes ci-dessous.

Oor =010 =5 €|

et Opg =

Iréne Marcovici



Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. A
P Etude du diagramme espace-temps

Exemples

Exemple 1

Pour p = 1/2, I'ACP obtenu correspond a la regle locale

f(Xa)/) =Ss- 5x+y mod 2 + (1 - 5) : 5x+y+1 mod 2-

Iréne Marcovici



Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

Exemples

Exemple 1

Pour p = 1/2, I'ACP obtenu correspond a la regle locale

f(X,y) =S 6x+y mod 2 + (1 - 5) : 5x+y+1 mod 2-

| |
| |
s=1



Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

Exemples

Exemple 1

Pour p = 1/2, I'ACP obtenu correspond a la regle locale

f(X,y) =S 5x+y mod 2 + (1 - 5) : 5x+y+1 mod 2-

p=1/2,s=1



Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

Exemples

Exemple 1

Pour p = 1/2, I'ACP obtenu correspond a la regle locale

f(X,y) =S 5x+y mod 2 + (1 - 5) : 5x+y+1 mod 2-

p=1/2,s=3/4



Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. A
P Etude du diagramme espace-temps

Exemple 2

Pour n'importe quel p € [0,1/2], on peut poser

Op1 = 010 =0,011 =1 et Opo = p/(l = p). Cet ACP interdit les
triangles élémentaires (pointe en haut) avec exactement un 0.
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Mesures de Bernoulli invariantes
Etude du diagramme espace-temps

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d.

Exemple 2

Pour n'importe quel p € [0,1/2], on peut poser

Op1 = 010 =0,011 =1 et Opo = p/(l = p). Cet ACP interdit les
triangles élémentaires (pointe en haut) avec exactement un 0.

p=1/3,s=0
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s . N . e Mesures de Bernoulli invariantes
Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. z

Etude du diagramme espace-temps

Si les conditions @et @sont toutes deux satisfaites, alors toutes les
lignes du diagramme espace-temps sont i.i.d, et I'ACP apparait

VAV
TAVAN
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d Bl 6l lEGEme CREE- s

Triangle élémentaire

Deux points quelconques du diagramme sont i.i.d.

En particulier, si (X, Y) ~ B(p) ® B(p), alors X, Y, Z sont B(p)
etona: XULY, Y1 ZetZ 1l X.

Z
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. A
P Etude du diagramme espace-temps

Triangle élémentaire

Deux points quelconques du diagramme sont i.i.d.

En particulier, si (X, Y) ~ B(p) ® B(p), alors X, Y, Z sont B(p)
etona: XULY, Y1 ZetZ 1l X.

Z

X Y

Mais les variables X, Y, Z ne sont pas indépendantes !
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Mesures de Bernoulli invariantes

Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. Bl 6l lEGEme CREE- s

Triangle élémentaire

Deux points quelconques du diagramme sont i.i.d.

En particulier, si (X, Y) ~ B(p) ® B(p), alors X, Y, Z sont B(p)
etona: XULY, Y1 ZetZ 1l X.

A

X Y

Mais les variables X, Y, Z ne sont pas indépendantes !

Proposition

Soient X, Y, Z trois variables aléatoires deux a deux
indépendantes, de loi B(p). Il existe un unique ACP qui réalise leur
distribution, et cet ACP satisfait les conditions @et @.
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s . N . e Mesures de Bernoulli invariantes
Champs aléatoires non triviaux a directions i.i.d. z

Etude du diagramme espace-temps

On peut démontrer que trois variables du diagramme ne sont pas
i.i.d ssi elles forment un triangle équilatéral pointe en haut.

VAVAVAVAN
VAVAYS
TAVA

Décroissance exponentielle des corrélations pour de tels triangles.
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Extensions Cas déterm

Plan de I'exposé

© Extensions
@ Mesures markoviennes invariantes
@ Alphabets plus grands
@ Cas déterministe
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Mesures markoviennes invariantes
Alphabets plus grands
Extensions Cas déte

Mesures markoviennes

Soit a, b € (0,1). La mesure markovienne sur {0,1}% de matrice

( | 71 ) < >

est la mesure v définie par:

n—1

VX = Xm - -+ Xn, volx] = mx, H Gxixiin-

i=m

ou m = (mp, 1) est tel que 7Q = 7, mo + m1 = 1, c'est-a-dire
mo=(1—b)/(1—b+a)etm =a/(l—b+ a).
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Mesures markoviennes invariantes
Alphabets plus grands

Extensions Cas déterministe

Pour une mesure markovienne fixée v, on peut calculer
récursivement voF (o, ..., ap) et chercher a quelle condition
voF =vg.
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Mesures markoviennes invariantes
Alphabets plus grands

Extensions Cas déterministe

Pour une mesure markovienne fixée v, on peut calculer
récursivement voF (o, ..., ap) et chercher a quelle condition
voF =vg.

Proposition [Toom et al. 1990, Mairesse-M. 2012]

Un ACP (non-dégénéré) a une mesure markovienne invariante si
ses parameétres satisfont :

000 011 (1 — 6o1) (1 — 010) = o1 610 (1 — Ooo) (1 — 611).
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Mesures markoviennes invariantes
Alphabets plus grands

Extensions Cas déterministe

Pour une mesure markovienne fixée v, on peut calculer
récursivement voF (o, ..., ap) et chercher a quelle condition
voF =vg.

Proposition [Toom et al. 1990, Mairesse-M. 2012]

Un ACP (non-dégénéré) a une mesure markovienne invariante si
ses parameétres satisfont :

000 011 (1 — 6o1) (1 — 010) = o1 610 (1 — Ooo) (1 — 611).

Pas de description simple des mesures dans d’autres directions.

Iréne Marcovici



Mesures markoviennes invariantes
Alphabets plus grands

Extensions Cas déterministe

Pour une mesure markovienne fixée v, on peut calculer
récursivement voF (o, ..., ap) et chercher a quelle condition
voF =vg.

Proposition [Toom et al. 1990, Mairesse-M. 2012]

Un ACP (non-dégénéré) a une mesure markovienne invariante si
ses parameétres satisfont :

000 011 (1 — 6o1) (1 — 010) = o1 610 (1 — Ooo) (1 — 611).

Pas de description simple des mesures dans d’autres directions.
Mais réversibilité en temps !
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s markoviennes invariantes

es
Alphabets plus grands

Extensions Cas déterministe

Alphabet A ={0,...,n}.
05 =proba d'avoir k si voisinage dans |'état /, .
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Mesures markoviennes invariantes
Alphabets plus grands

Extensions Cas déterministe

Alphabet A ={0,...,n}.
05 =proba d'avoir k si voisinage dans |'état /, .

Les conditions @et @se généralisent : pour p = (po, ..., pn), la
mesure de Bernoulli 11, est invariante si une des conditions
suivantes est satisfaite.

Vie AVke A pibf=p
jeA

Vj € AVke A pibf = pr
ieA
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Mesures markoviennes invariantes
Alphabets plus grands

Extensions Cas déterministe

Alphabet A ={0,...,n}.
05 =proba d'avoir k si voisinage dans |'état /, .
Les conditions @et @se généralisent : pour p = (po, ..., pn), la

mesure de Bernoulli 11, est invariante si une des conditions
suivantes est satisfaite.

Vie AVke A pibf=p
JeA
Vj € AVke A pibf = pr
icA
Mémes propriétés d'indépendance spatiale. En particulier, si les
deux conditions sont satisfaites, toutes les lignes sont i.i.d.
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Mesures ma ennes invariantes
Alphabets plus grands

Extensions Cas déterministe

Dans le cas déterministe, on retrouve les automates cellulaires
permutatifs !

Un automate cellulaire déterministe de fonction de transition

f: A% — A, est permutatif 2 droite si pour tout i € A,
I'application de A vers A définie par : o : j — f(ij) est bijective.

a;(j)
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Extensions Cas déterministe

Dans le cas déterministe, on retrouve les automates cellulaires
permutatifs !

Un automate cellulaire déterministe de fonction de transition

f: A% — A, est permutatif 2 droite si pour tout i € A,
I'application de A vers A définie par : o : j — f(ij) est bijective.

a;(j)

; J ! a; (k)

(3

Un AC est permutatif s'il est permutatif a gauche ou a droite.
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Extensions Cas déterministe

Théoreme [Hedlund 1969]

Soit F : AZ — AZ un automate cellulaire,

F est surjectif <= la mesure de Bernoulli uniforme est invariante.
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Extensions Cas déterministe

Théoreme [Hedlund 1969]

Soit F : AZ — AZ un automate cellulaire,

F est surjectif <= la mesure de Bernoulli uniforme est invariante.

Remarque : il existe des automates cellulaires surjectifs non
permutatifs...
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Extensions

Soitu€ A*. Ona F(...uuu...)=...vw....
On note F(u) = v, avec |u| = |v|.
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Extensions Cas déterministe

Soitu€ A*. Ona F(...uuu...)=...vw....
On note F(u) = v, avec |u| = |v|.

N
’
|

Théoreme [Kari-Taati, 2012]

La mesure 115, p = (pi)ica, pi > 0 pour tout i, est invariante pour
F ssi:

(i) F est surjectif

et (if) Vu € A%, > " |ulilog(pi) = Y _ |F(u)|ilog(pi).

ieA ieA
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Extensions Cas déterministe

Perspectives

@ Pour des parameétres 0y, 0p1, 610,011 donnés, on ne connait
pas d'expression de la (ou des) mesure(s) invariante(s).
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Extensions Cas déterministe

Perspectives

@ Pour des parameétres 0y, 0p1, 610,011 donnés, on ne connait
pas d'expression de la (ou des) mesure(s) invariante(s).

@ Question ouverte: si Oy, fo1, 610,011 € (0, 1), est-ce que la
mesure invariante est unique ?

@ Certains ACP sont liés a des modeles d'animaux dirigés ou de
percolation.

@ Aussi des questions du c6té des automates cellulaires
déterministes, par exemple : caractérisation des AC surjectifs
et conservatifs 7
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