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Cartes

carte: découpage d’une surface en faces ≃ disques.



Cartes

carte: découpage d’une surface en faces ≃ disques.
2 exemples et un contre exemple:

sommets



Cartes
Les 9 cartes planaires à 2 sommets de degré 4
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Problème de l’énumération
Question: Peut on énumérer à homéomophisme près les cartes à
sommets de degré 4 d’une surface donnée?

Qg (t) =
∑

χ(γ)=2−2g

t |S(γ)| ?
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GUE: loi gaussienne sur HN(C) i.e. matrice de Wigner à entrées
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Problème de l’énumération
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Théorème (Brézin-Itzykson-Parisi-Zuber)

Dans C[[t]], sous µN ,

1

N2
logE[exp(tN trX 4

N)] = Q0(t) +
1

N2
Q1(t) + . . .



Réduction en une intégrale sur les valeurs propres
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Réduction en une intégrale sur les valeurs propres

Dans C[[t]], sous µN ,

Théorème (Brézin-Itzykson-Parisi-Zuber)

1

N2
logE[exp(tN trX 4

N)] = Q0(t) +
1

N2
Q1(t) + . . .

Réduction en une intégrale sur les valeurs propres:

E[exp(tN trX 4
N)] = cN

∫

RN

(V (x))2
N
∏

i=1

etNx4
i dνN(x)



Variante

Dans C[[t]], sous µN ,

Théorème (Brézin-Itzykson-Parisi-Zuber)

1

N2
logE[exp(tN trX 3

N)] = T 0(t) +
1

N2
T 1(t) + . . .

Réduction en une intégrale sur les valeurs propres:

E[exp(tN trX 3
N)] = cN

∫

RN

(V (x))2
N
∏

i=1

etNx3i e−N
x2i
2 dνN(x)



Configuration d’Ising sur une partie de graphe planaire.

X
4

Y
4 XY → c

X Y



Réduction en une intégrale sur les valeurs propres

Dans C[[t]], sous µN ,

Théorème (Brézin-Itzykson-Parisi-Zuber)

1

N2
logE[exp(tN trX 4

N)] = Q0(t) +
1

N2
Q1(t) + . . .

Réduction en une intégrale sur les valeurs propres:

E[exp(tN trX 4
N)] = cN

∫

RN

(V (x))2
N
∏

i=1

etNx4i dνN(x)



Variante colorée

Dans C[[t]], sous µN ,

Théorème (Brézin-Itzykson-Parisi-Zuber)

1

N2
logE[exp(N tr tX 4

N+tY 4
N+cXNYN)] = I 0(t, c)+

1

N2
I 1(t, c)+. . .

avec

Ig (t) =
∑

χ(γ)=2−2g

∑

σ:S(γ)→{−1,+1}

t |S(γ)|c̃ |A+−|



Variante colorée

Dans C[[t]], sous µN ,

Théorème (Brézin-Itzykson-Parisi-Zuber)

1

N2
logE[exp(N tr tX 4

N+tY 4
N+cXNYN)] = I 0(t, c)+

1

N2
I 1(t, c)+. . .

avec

Ig (t) =
∑

χ(γ)=2−2g

∑

σ:S(γ)→{−1,+1}

t |S(γ)|c̃ |A+−|

Réduction en une intégrale sur les valeurs propres:

E[exp(N tr tX 4
N + tY 4

N + cXNYN)]

= cN

∫

(RN )2
HCIZc(x , y)(V (x))2

N
∏

i=1

etNx4
i dνN(x)(V (y))2

N
∏

i=1

etNy4
i dνN(y)



Intégrale de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber

AN , BN matrices diagonales réelles.



Intégrale de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber

AN , BN matrices diagonales réelles. UN ∼ Haar(UN(C))
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Intégrale de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber

AN , BN matrices diagonales réelles. UN ∼ Haar(UN(C))

∫

UN (C)
exp(zN tr(ANUNBNU

∗
N))



Intégrale de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber

AN , BN matrices diagonales réelles. UN ∼ Haar(UN(C))
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Intégrale de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber

AN , BN matrices diagonales réelles. UN ∼ Haar(UN(C))

HCIZz(AN ,BN) =

∫

UN(C)
exp(zN tr(ANUNBNU

∗
N))

Formule exacte:

HCIZz(AN ,BN) = cN
det(eNAN (i)BN (j))

z
N(N−1)

2 V (AN)V (BN)



Comportement en grande dimension

HCIZz(AN ,BN) =

∫

UN(C)
exp(zN tr(ANU

∗
NBNUN))

Que dire de

FN(z) = lim
N

1

N2
log HCIZz(AN ,BN)

sous les hypothèses

◮ supN |||AN ||| < +∞, supN |||BN ||| < +∞

◮
1
N

∑

i δAN (i) → µA,
1
N

∑

i δBN (i) → µB
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Comportement en grande dimension

HCIZz(AN ,BN) =

∫

UN(C)
exp(zN tr(ANU

∗
NBNUN))

Que dire de

FN(z) = lim
N

1

N2
log HCIZz(AN ,BN)

sous les hypothèses

◮ supN |||AN ||| < +∞, supN |||BN ||| < +∞

◮
1
N

∑

i δAN (i) → µA,
1
N

∑

i δBN (i) → µB

Théorème[Guionnet-Zeitouni]FN (z) converge et la limite F ne
dépend que de µA et µB .
Théorème[Collins]Fk = limN

∂k

∂zk
FN(z) existe

F̂ :=
∑

k

Fk
zk

k!
= F ?



Combinatoire du mouvement brownien unitaire (T. Levy)

◮ Ut mouvement brownien unitaire sur UN(C):

{

dUN(t) = (idHN(t)− INdt)UN(t)
UN(0) = IN

◮ A1,. . . ,An matrices N × N.

◮ σ permutation de {1, . . . , n} (Ex: σ = (1)(325)(46))

Que dire de:

SN
t (σ) = E [trN(UtA1) trN(UtA3UtA2UtA5) trN(UtA4UtA6)]?



Un peu de calcul d’Itô

dUN(t) = (idHN(t)− INdt)UN(t)

∂t tr(UtA1 . . .UtAn) =
∑

i

trN(UtA1 . . . (idHN(t)−
IN

2
dt)UtAi . . .UtAn)

−
∑

i<j

trN(UtA1 . . .UtAi−1UtAj . . .UtAn) trN(UtAi . . .UtAj−1)

Conséquence pour σ = (1 . . . n) (ou toute autre permutation
circulaire)

∂tS
N
t (σ) =

∑

16i<j6n

SN
t ((1 . . . (i − 1)j . . . n)(i . . . j)) −

n

2
SN
t (σ)

= −
∑

16i<j6n

SN
t ((ij) ◦ σ)−

n

2
SN
t (σ)



Notations

◮ σ → σ′ si σ′ = (ij) ◦ σ

◮ (split) σ monte vers σ′ si σ′ a un cycle de plus σ ր σ′

◮ (merge) σ descend vers σ′ si σ′ a un cycle de moins σ ց σ′

◮ Si γ : σ0 → σ1 → · · · → σk , on note |γ| = k et g(γ) son
nombre de descente.

◮ g(γ) = d(σk , id)− d(σ0, id) (d distance dans (Sn,→))

∂tS
N
t (σ) = −

∑

σրσ′

SN
t ((ij) ◦ σ)−

n

2
SN
t (σ)−

1

N2

∑

σցσ′

SN
t ((ij) ◦ σ)



Un peu de calcul d’Itô

Systême fini d’EDO:

SN
t (σ) = e−

nt
2

∑

γ

(−t)k

k!N2g(γ)
SN
0 (σ)

où

◮ γ : σ → σ1 · · · → σk chemin fini dans le groupe symétrique
partant de σ dont chaque pas est la composition par une
transposition

◮ SN
0 ((1)(325)(46)) = trN(A1) trN(A3A2A5) trN(A4A6)



Des permutations aux cartes

(1)(235)(46)

1 3
2

5

4

6

cycles → faces



Des permutations aux cartes

(1)(235)(46) →(36) (1)(26435)

1 3
2

5

4

6

merge → réunion de faces



Des permutations aux cartes

(1)(235)(46) →(36) (1)(26435) →(25) (1)(2643)(5)

1 3
2

5

4

6

split → découpage de faces



Des permutations aux cartes

(1)(235)(46) →(36) (1)(26435) →(25) (1)(2643)(5) →(13)

(26413)(5)

1 3
2

5

4

6

Carte connexe minimale (connectée avec le moins de descentes
possible)



Carte connexes minimales

SN
t (σ) = e−

nt
2

∑

γ

(−t)k

k!N2g(γ)
SN
0 (σ)

Définissons la série pour les chemins correspondants aux cartes
connexes minimales et où tous les Ai valent A.
Remarque: Tous ces chemins ont le même nombre de descentes.

CA(σ) =
∑

γ

(−1)k

k!

∏

c∈σk

trN(A
|c|)

γ : σ → σ1 · · · → σk chemin fini dans le groupe symétrique partant
de σ dont chaque pas est la composition par une transposition et
qui rend la carte connexe en effectuant un nombre minimal de
descente.



Retour à HCIZ

HCIZz(AN ,BN) =

∫
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∗
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∗
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Retour à HCIZ

HCIZz(AN ,BN) =

∫

UN(C)
exp(zN tr(ANUNBNU

∗
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∂z
1

N2
log HCIZz(AN ,BN) = E [

1

N
tr(ANUNBNU

∗
N)]

où UN est choisie selon la mesure

dµN(U) = exp(zN tr(ANU
∗
NBNUN))dHaar(UN)

Sur Rd , e−V (x)dx : mesure invariante de dXt = dBt −∇V (Xt)dt



Retour à HCIZ

HCIZz(AN ,BN) =

∫

UN(C)
exp(zN tr(ANUNBNU

∗
N))

∂z
1

N2
log HCIZz(AN ,BN) = E [

1

N
tr(ANUNBNU

∗
N)]

où UN est choisie selon la mesure

dµN(U) = exp(zN tr(ANU
∗
NBNUN))dHaar(UN)

Sur Rd , e−V (x)dx : mesure invariante de dXt = dBt −∇V (Xt)dt
Ici, muN est la mesure invariante de la diffusion sur UN(C)

dUN(t) = (idHN(t)−INdt)UN(t)+(UNANU
∗
NBN−U∗

NBNUNAN)dt



Équation de boucles

Pour P mot non-commutatif en A et B l’invariance de
P(AN ,UNBNU

∗
N) sous l’action de la diffusion donne avec

B̃N = UNBNU
∗
N

∑

P=RBS

E [trN(R(AN , B̃N)) trN(B̃NS(AN , B̃N)]

−
∑

P=RBS

E [trN(R(AN , B̃N)B̃N) trN(S(AN , B̃N)]

+ zE [trN((B̃NAN − AN B̃N)P(AN , B̃N))] = 0



Équation de boucles

Pour P mot non-commutatif en A et B l’invariance de
P(AN ,UNBNU

∗
N) sous l’action de la diffusion donne avec

B̃N = UNBNU
∗
N

∑

P=RBS

E [trN(R(AN , B̃N)) trN(B̃NS(AN , B̃N)]

−
∑

P=RBS

E [trN(R(AN , B̃N)B̃N) trN(S(AN , B̃N)]

+ zE [trN((B̃NAN − AN B̃N)P(AN , B̃N))] = 0

Les points d’accumulations τ de la distribution de moments
non-commutatifs P → E [trN(P(AN , B̃N))] satisfont:

∑

P=RBS

τ(R)τ(BS)− τ(RB)τ(S) + zτ((BA− AB)P) = 0



Théorème [Collins Guionnet M.-S.]

HCIZz(AN ,BN) =

∫

UN(C)
exp(zN tr(ANU

∗
NBNUN))

◮ supN |||AN ||| < +∞, supN |||BN ||| < +∞

◮
1
N

∑

i δAN (i) → µA,
1
N

∑

i δBN (i) → µB

Alors |z | < z0,

◮ Unicité du τ satisfaisant pour tout P

∑

P=RBS

τ(R)τ(BS)− τ(RB)τ(S) + zτ((BA− AB)P) = 0

◮ τ est analytique en z

◮ Pour tout P , sous la loi de densité exp(zN tr(ANU
∗
NBNUN)),

trN(P(AN , B̃N)) converge vers τ(P)

◮ FN(z) = limN
1
N2 log HCIZz(AN ,BN) converge vers F̂



F
N(z) comme comptage de cartes

Construisons une carte à 6 sommets:

A blanc B rouge



F
N(z) comme comptage de cartes

Construisons une carte à 6 sommets:

on relie de manière compatible les sommets



F
N(z) comme comptage de cartes

Construisons une carte à 6 sommets:

A

A

B

B

on identifie les faces A et les faces B



F
N(z) comme comptage de cartes

Construisons une carte à 6 sommets:

(123)

(1)(23)

(1)

(123)(12)
B

B

A

A

on identifie les permutations associées



F
N(z) comme comptage de cartes

FN(z) =
∑

γ

z |γ|
∏

F∈γ

θ(F )

où

◮ γ carte à |γ| sommets

◮ θ(A, σ) = CA(σ)

◮ θ(B , σ) = CB(σ)

Rappel:

CA(σ) =
∑

γ

(−1)k

k!

∏

c∈σk

trN(A
|c|)

γ : σ → σ1 · · · → σk chemin fini dans le groupe symétrique partant
de σ dont chaque pas est la composition par une transposition et
qui rend la carte connexe en effectuant un nombre minimal de
descente.


