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Introduction

En informatique comme dans beaucoup d’autres domaines, une tache peut souvent étre
exécutée de diverses manieres. Chacun des procédés, des algorithmes, permettant d’obte-
nir le résultat désiré, possede ses caractéristiques propres et le choix de 'un ou 'autre
n’est en général pas anodin. On compare deux algorithmes en mesurant leurs efficacités
respectives en terme de temps, de place mémoire utilisée ou encore en nombre d’utili-
sations d’une sous tache élémentaire caractéristique de cette efficacité. Par exemple, il
existe de nombreux algorithmes permettant de ranger par ordre croissant une liste de n
nombres. La plupart de ces algorithmes ont pour point commun d’utiliser et de reposer
sur la tache élémentaire suivante : la comparaison de deux nombres. Ainsi, dans ce cas,
on identifie le cotit de chaque algorithme de tri avec le nombre de comparaisons qu’il
effectue (voir [7], [10], [15]).

L’analyse du cotit des algorithmes informatiques est une science qui a I’dge des
premiers ordinateurs. On peut étre enclin a penser que I'intérét de cette science diminue
au fur et a mesure que les ordinateurs deviennent plus puissants. C’est en partie vrai
pour les petites applications. Mais, en dehors du fait qu’elle meéne a de jolis problemes
combinatoires ou probabilistes (on pourra voir a ce sujet les livres de Knuth [10] et de
Flajolet & Sedgewick [15]), 'importance de cette science reste considérable en pratique
et risque de I’étre encore tres longtemps. Pour illustrer I'importance du choix dun
algorithme, on peut donner I’exemple spectaculaire suivant (voir Ciarlet [6]) : le calcul
du déterminant d’une matrice n X n par la méthode de Gauss nécessite de 1’ordre
de n® opérations. Un ordinateur modeste peut donc en quelques secondes, calculer
le déterminant d’une matrice 100 x 100. Ce méme calcul par la méthode de Cramer
demande, quant a lui, de I'ordre de (n+ 2)! opérations, c’est-a-dire pour le cas qui nous
intéresse environ 10'%? opérations et on peut douter du fait qu’un jour, il existe un
ordinateur suffisamment puissant pour venir a bout de ces calculs. Dans les applications
gourmandes en calculs, C.A.O., météorologie, résolutions de grands systémes linéaires,
approximation des solutions des équations différentielles..., I'efficacité des méthodes et
algorithmes employés est donc primordiale et fait 'objet de beaucoup de recherche
comme en témoigne la vaste littérature a ce sujet.

Pour comparer les algorithmes, on munit ’ensemble des taches d’une mesure de
taille. Par exemple, dans le cas du tri, le nombre d’éléments a ranger sera la taille du
probleme, dans le cas des matrices, ce sera la taille de la matrice. On compare alors
les algorithmes lors de leurs exécutions sur des taches de méme taille. Un probléme
se pose alors : en général, le colit d’un algorithme n’est pas une fonction de la taille
du probleme, c’est-a-dire qu’il peut prendre des valeurs tres différentes pour un taille
donnée.

Par exemple, considérons le calcul du produit de deux entiers de longueur n a la
main par la méthode habituelle; la complexité des nombres employés prend une part
déterminante dans la vitesse de calcul (pour un calculateur normal!). Il est plus rapide
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de calculer 10000 x 10000 que 67897 x 79876. Ce phénomene apparailt a peu pres sur
tous les types de problemes et a peu pres pour tous les algorithmes.

Un autre probleme qui apparait également est que le nombre d’algorithmes a notre
disposition est une fonction de la taille. Reprenons le cas du probleme du tri de n
nombres. Si n = 2 il n’y a clairement qu'un seul algorithme, ce qui n’est plus le cas si
n est plus grand. Chercher le meilleur algorithme pour un probléeme donné, ne pourra
donc se faire qu’a taille fixée et devra tenir compte des fluctuations du cotut sur les
différents problemes. Ainsi, divers types d’optimalité sont considérés par les informa-
ticiens et les deux types les plus fréquemment étudiés sont les suivants (la taille du
probleéme est fixée) :

- L’optimalité dans le pire des cas : un algorithme est dit optimal dans le pire des cas si
son couiit maximal est inférieur au colit maximal de tous les autres algorithmes. Certains
auteurs Cormen et al. [7] ou encore Aho et al. [1] s’intéressent tout particulierement a
cette optimalité. Utiliser un algorithme optimal dans le pire des cas permet d’étre sir
d’avoir le résultat escompté avec un coiit maximal connu a 1’avance et garantit donc
une certaine sécurité. On peut reprocher a ce critere de n’étre pas tres révélateur de
lefficacité d’un algorithme : souvent le colit maximal est considérable par rapport au
colit moyen et il est atteint sur des données trés peu probables.

- L’optimalité en moyenne. On suppose que les taches (de taille fixée) se présentent
selon une loi de probabilité pu. Un algorithme est dit optimal en moyenne s’il a réalisé
le cotit moyen minimal par rapport a u. Par exemple, pour le probleme du tri de n
nombres, on considere que les n! permutations sont équiprobables. Les résultats d’opti-
malité en moyenne sont relativement rares et difficiles a obtenir ; les méthodes utilisées
sont, la plupart du temps, particulieres au probleme rencontré et donc non applicables
a d’autres cas. Le Chapitre II dresse I'historique (probablement non exhaustif) des
résultats obtenus pour ce type d’optimalité.

Afin de mieux connaitre les algorithmes, on s’intéresse depuis peu a la loi ou a la
limite en loi de leur coiit. On peut citer par exemple les travaux de G. Louchard [12] qui
fut I'un des premiers a utiliser les outils probabilistes afin d’analyser les algorithmes.
Connaitre la loi du coiit d'un algorithme donne évidemment toutes les informations
souhaitables. Elle permet bien siir de calculer le cotiit moyen, de connaitre le cott
maximal ou minimal, mais surtout elle permet d’analyser le comportement de 1’algo-
rithme lorsque 'on doit I'exécuter un grand nombre de fois. En pratique, il s’avere
souvent que l’on ne parvient a obtenir qu’un comportement limite de ces lois lorsque
la taille n des problemes tend vers I'infini et apres renormalisation.

Le travail présenté ici porte sur I’étude de certains algorithmes et sur leur optimalité.

La premiere partie traite de résultats obtenus lors de I'étude des algorithmes de
recherche de valeurs attachées a des marches aléatoires simples symétriques.

La deuxieme partie est I’étude d’un probléeme d’optimisation de ressources provenant
de I'informatique.

Avant de décrire succinctement le contenu des chapitres, il me semble nécessaire de
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signaler que des annexes placées en fin de thése donnent certains éclaircissements sur
les objets mathématiques utilisés; en particulier, on y trouvera des éléments sur les
marches aléatoires, sur les processus browniens et sur les arbres.

Premiere partie :

Elle est composée de quatre chapitres. La plupart des questions auxquelles je me
suis intéressé dans cette premiere partie ont pour origine commune le probleme résolu
par A.M. Odlyzko [13] en 1995. Dans son article Search for the maximum of a random
walk, Odlyzko s’intéresse au probléme suivant :

Un oracle a tiré au sort de fagon équiprobable une marche aléatoire simple symétrique
w = (Sk(w))k=0, n, So(w) = 0 parmi les 2" marches aléatoires de longueur n. On note

M, (w) = max{Sk(w)|0 < k < n},

le maximum de la marche sur {0,---,n}. On doit payer 1 a 'oracle pour connaitre la
valeur de S;(w) pour une position / de notre choix. On se propose de trouver M, (w) en
dépensant le moins possible. La somme nécessaire pour trouver la valeur M, dépend
donc de la marche aléatoire bien sir mais aussi de la stratégie employée (on emploiera
indifféremment les mots stratégie et algorithme pour désigner la suite d’opérations
que 'on exécute pour trouver le maximum). La question que ’on se pose est donc la
suivante : Existe-t-il une stratégie qui permet de minimiser le coiit de la découverte de
M, et si oui, laquelle ?

Parmi les différents résultats obtenus par Odlyzko, le principal est celui de ’analyse
en moyenne du coiit de ces algorithmes. Ainsi, il prouve que pour trouver le maximum
M,,, on devra payer au moins cgy/n(140(1)) en moyenne et ceci quelque soit la stratégie
employée, ¢y étant une constante décrite dans le Chapitre II. Il donne ensuite un al-
gorithme que I'on appellera Od(n) (décrit dans le Chapitre II, Section 5) dont le cout
est également cy\/n(1 + o(1)). L’algorithme Od(n) est dit quasi optimal en moyenne,
quasi signifiant que le cotit de Od(n) et la borne inférieure sont équivalents. Pour don-
ner une borne inférieure au cotit des algorithmes, il étudie les points (m§“), Smga))iel
sondés pendant la recherche du maximum par un algorithme a quelconque. Ces f)oints
sondés doivent garantir que le maximum trouvé est le vrai maximum ce qui mene a la
condition nécessaire (*) suivante vérifiée par ces points : (on suppose ici que les (mga))i
sont rangés par ordre croissant)

Sml('i)l + Sml('a) + mz(j—)l — mz(-a) < 2M,.
Odlyzko associe alors & chaque entier k£ de {mga) +1,--- ,mz(-i)l} un poids W@ (k) =
1/ (mg'}r)l — mga)) exprimant la densité de points sondés par ¢ “autour” de k; de cette
fagon, le coiit de I'algorithme a est égal & la somme des W (¥ (k). Ainsi, en utilisant (*),
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Odlyzko prouve que le nombre moyen de points sondés possede une borne inférieure :

n

on = (14 0(1))E<% > m)

Il fournit alors un algorithme Od(n) dont le coiit est asymptotiquement le méme. Ces
arguments de densité sont repris dans le Chapitre II et systématisés.

Chapitre 1

Apres la recherche du maximum, il est de coutume de s’intéresser a la recherche des

racines. Le Chapitre I consiste donc en I’analyse en moyenne des stratégies de recherche
de tous les zéros de w, c’est-a-dire des indices k tels que Sx(w) = 0 pour & € {0,--- ,n}.
Certaines techniques mises en oeuvre par Odlyzko, sont employées ici, en particulier
la notion de poids d’un point. Les principales différences proviennent du fait que le
temps passé par la marche aux alentours du maximum est tres faible relativement a
celui passé autour de zéro. On construit deux algorithmes que ’on nomme sj(n) et
dj(n); sj(n) ( the single jump algorithm) est I’algorithme le plus simple que ’on puisse
construire. Il consiste a sonder la marche de gauche a droite et a sonder le premier
endroit ou un zéro est possible. Par exemple, si ’on sait que Ssy = 6, le prochain point
sondé sera 26, puisque la marche ne peut pas s’annuler entre I’indice 20 et I'indice 26.
Une description de sj(n) est donnée au début du Chapitre I. Malgré sa simplicité cet
algorithme et ses propriétés sont fondamentaux dans le Chapitre III.
L’algorithme dj(n) (the double jump algorithm) ne sera pas décrit ici. Comme son
nom l'indique, il consiste (moralement...) & faire des sauts de longueur deux fois plus
grande qu’avec le simple saut et revenir en arriere s’il existe un risque d’avoir manqué
un zéro. En utilisant la notion de densité de points sondés d’Odlyzko, on donne une
borne inférieure au cout moyen de tout algorithme et on montre que le cout de dj(n)
atteint cette borne, en tout cas pour le premier terme du développement asymptotique.
Ce coiit minimal moyen est donné par la quantité :

wy = (1 + 0(1))]1'4:(% g m)

et on montre alors que
EW.) L
Vnlogn n—+oo /21

Suite a un exposé de ce résultat, Ph. Flajolet a suggéré de nous intéresser aux lois limites
de ces deux algorithmes ainsi qu’a celui d’Odlyzko, ces lois ne semblant pas classiques
a priori ni méme apres simulation. Cette recherche s’est révélée vite fructueuse, la loi
limite de l'algorithme d’Odlyzko n’étant pas connue et celle des algorithmes sj(n) et
dj(n) nous amenant & étudier les bijections existant entre les excursions de Bernoulli,



Introduction

les arbres binaires et les arbres généraux ; ainsi, on a pu obtenir la loi limite du couple
hauteur-largeur dans les arbres binaires de taille n, la loi limte de la moyenne harmo-
nique de la hauteur des feuilles de I’arbre général de taille n...

Les deux chapitres suivants ont été 1'objet de deux articles écrits avec Philippe
Chassaing et Marc Yor. La premiere motivation était, a ’origine, de trouver la loi
limite des deux algorithmes Od(n) et dj(n), mais comme on va le voir, ces objectifs ont
été débordés assez largement.

Chapitre 11

Ce deuxieme chapitre traite donc de ’étude des propriétés stochastiques du cout de
I'algorithme Od(n). En premier lieu, on affine légerement le raisonnement d’Odlyzko
pour prouver plus que I'optimalité en moyenne de son algorithme. Notons T, le
cout de Od(n) et V,, la v.a.

On montre alors que

et que

Vo iy

\/ﬁ n—+o00

ou I est une fonctionnelle du mouvement brownien standard B et de son maximum
MPF sur lintervalle [0,1] :
1 at
[

Cette convergence n’est pas une conséquence du principe de Donsker (ni du théoréme de
Komlos-Major-Tusnady), la fonctionnelle mise en jeu étant trop irréguliére. On utilise
alors le plongement de Skohorod qui consiste a construire le mouvement brownien
B et une marche aléatoire w sur le méme espace de probabilité; on prouve alors la
convergence de V,,/4/n vers I “a la main”. La loi de la limite I que I'on obtient se
révele difficile a appréhender. La Section 4 du Chapitre II fait le tour des propriétés
de I que I'on a obtenues. On peut remarquer que ces propriétés découlent toutes de la
transformée de Laplace de 1/1? qui identifie I entiérement :

t )] _ 2log(cosh \/ﬂ).

Blew (-
P I? sinh? v/2t
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En particulier, bien que ’on ne réussisse pas a inverser explicitement cette transformée
ni a exprimer celle de I, on parvient a calculer tous les moments (entiers) de I en
fonction de la fonction ¢ de Riemann. La densité de I est également exprimée comme
produit de convolution de deux densités de types O (s’exprimant en fonction de la
fonction theta de Jacobi), densités connues comme étant celle de certaines v.a. liées a
des processus browniens (on pourra voir par exemple I'article de Biane & Yor [5]).

L’autre point de cet article que je voudrais souligner est la preuve de la quasi-
optimalité pour I'ordre stochastique du cott de Od(n). C’est a notre connaissance, la
premiere fois que ce type de résultat est établi. Une v.a. X est dite inférieure stochas-
tiquement a une v.a. Y si pour tout x € R, on a :

P(X > z) <PY > ).

Ainsi, les théorémes 1.1 et 1.2 du chapitre II prouvent que la limite en loi de Ty
(normalisé par /n) est celle de I et que le cout de tout autre algorithme (normalisé
par \/n) est supérieur stochastiquement & I.

L’optimalité pour 'ordre stochastique du coiit d’'un algorithme A parmi tous les
algorithmes donne une garantie que ne donne pas sa seule optimalité en moyenne. En
effet, dans le contexte des files d’attente, on voit souvent I’ordinateur comme un serveur,
les taches a traiter comme des clients et le coit d’un ’algorithme comme le temps de
service. Comme le montre la discussion de la partie 2 du Chapitre II, 'optimalité pour
l’ordre stochastique de A garanti que le temps moyen de séjour dans le systéme par un
client est minimal avec A parmi tous les autres algorithmes; ceci n’est pas garanti par
la seule optimalité en moyenne.

Chapitre II1

Ce chapitre contient 1’analyse de la limite en loi des algorithmes sj(n) et dj(n) et la
preuve du caracteére quasi-optimal pour 'ordre stochastique de Ty;,), le cotit de dj(n).
Notons W, la v.a. définie par

On montre que :

ou N est une normale réduite centrée.

Le deuxiéme point a souligner est ’analyse de ’algorithme sj(n) et en particulier
I’étude de son colit pour traverser une excursion de Bernoulli. On sait en effet que les
excursions de Bernoulli de longueur 2n sont en bijection avec les arbres binaires ayant
n—1 noeuds internes et avec les arbres que ’on appellera généraux conditionnés a avoir
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n noeuds. Certaines de ces bijections ont des propriétés tout a fait remarquables. Par
exemple, il existe une bijection entre les excursions de Bernoulli et les arbres généraux
qui transforme le maximum de ’excursion en la hauteur de 'arbre associé (a une unité
pres). Lors de 1'étude de algorithme sj(n), on a remarqué que le nombre de coups de
sondes nécessaires a la traversée d’une excursion de longueur 2n était égal a la hauteur
de I'arbre binaire associé a l’excursion lors de son parcours en largeur. Cette loi est
connue comme étant une loi © (voir Flajolet & Odlyzko [9]).

D’autre part, comme pour les problemes précédents, on prouve que le cout de la
traversée d’une excursion de Bernoulli & = (S;c (d))) ., est approximativement :

k=0, ,2
2n—1 1
Van (@) = .
; Sk(@)

Ces considérations meénent & un calcul élémentaire de la limite en loi du couple (hauteur,
largeur) dans un arbre binaire ayant n feuilles. On donne une preuve élémentaire de

1 loi "1
\/—Q_n(Hg"),ng")) — (/0 o s Ml(e))
ot H (resp. W) désigne la hauteur (resp. la largeur) d’un arbre binaire ayant n
feuilles. Ce résultat est également un corollaire direct d’'un théoreme récent d’Aldous [4,
th. 3] (beaucoup plus général) dont la preuve repose sur trois papiers particulierement
techniques : Aldous [3], Jeulin [11] et Drmota & Gittenberger [8].

L’utilisation de ce résultat et de la bijection entre arbres généraux (a n noeuds) avec
les excursions de Bernoulli (4 2n pas) permet d’obtenir la loi de la moyenne harmonique
des hauteurs des noeuds d’un arbre général conditionné par sa population totale.

Chapitre IV

Ce chapitre porte sur I’étude des moments de la largeur des arbres non ordonnés,
étiquetés, conditionnés a avoir n noeuds (les arbres de Cayley de taille n). C’est un
travail commun avec Philippe Chassaing.

La largeur d’un arbre T est le nombre maximal de noeuds sur un des niveaux de
l'arbre ; autrement dit, si on note Zy, Z1,-- - , Zy(r) le nombre de noeuds a la distance
0,1,---,H(T) de la racine (H(T) étant la hauteur de T'), la largeur W (T') de arbre
T est définie par :

W(T) = ma‘X{ZOa Zla e aZH(T)}

A propos de la largeur des arbres de Cayley de taille n on peut citer principalement
deux résultats :

e Odlyzko & Wilf [14] ont prouvé qu’il existait deux constantes positives C et Cy (ne
dépendant pas de n) telles que :

01 \/ﬁ S ]E(Wn) S 02 \/TLIOg’fL.
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e En ce qui concerne la loi limite de la largeur, Takédcs [16] a prouvé que :

E(%) L m

ou m est le maximum de I’excursion brownienne normalisée.

Notre travail répond a la question de Odlyzko & Wilf quant au terme principal du
développement asymptotique de W,,. En effet, on prouve que :

Pour tout p > 1, il existe une constante C, telle que

|E(n~P?WP) — E(m?)| < C, n~Y*\/logn

Ainsi, la convergence prouvée par Takacs est également une convergence des moments.

Pour obtenir ce résultat, on rappelle tout d’abord la correspondance exacte existant
entre les arbres étiquetés et le probléeme de parking. On exhibe ensuite un lien fort entre
le probleme de parking et le processus empirique, cher aux statisticiens. Il apparait alors
par un argument de couplage (en fait le théoreme de Komlos, Major et Tusnady) que
I’on peut prouver la convergence des moments de la largeur de ’arbre vers ceux de
I’excursion brownienne renormalisée.

En appendice de ce chapitre, on trouvera une preuve (légérement différente de celle
proposée par Takdcs) que les moments de la largeur (normalisée) des arbres binaires
de taille n convergent vers ceux de l’excursion brownienne normalisée. Les premiers
arguments utilisés (similaires & ceux du cas des arbres de Cayley), en particulier, I'uti-
lisation du parcours en largeur, montrent que ce probleme n’est pas si éloigné qu’il y
parait des chapitres précédents.

Deuxieme partie :

Chapitre V

La deuxieme partie est composée d'un seul chapitre relativement étranger aux
précédents et malheureusement, il n’a pu étre totalement achevé, un léger (?77!!)
probléme nous entravant jusqu’a aujourd’hui. C’est un travail commun avec Philippe
Chassaing.

Le probleme auquel on s’intéresse ici est issu d’un probléme d’optimisation de res-
sources issu de 'informatique et plus particulierement de I'intelligence artificielle.

On a vu au début de I'introduction, des algorithmes (tri, calculs) qui permettent de
donner un réponse exacte a un certain type de questions. Par opposition, pour nombre
de problemes, la qualité de la réponse dépend d’un parametre, par exemple du temps.
On peut par exemple penser a la digitalisation d’une image ou méme plus simplement
au calcul numérique d’une intégrale, a 'approximation décimale de 7... Les algorithmes
effectuant ces taches se regroupent grossierement en deux classes : les algorithmes
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interruptibles et les autres. Les algorithmes interruptibles comme leurs noms 'indiquent
ont la propriété agréable de fournir un résultat méme s’ils sont interrompus en cours
d’exécution (par exemple, la recherche d’une racine par dichotomie); la plupart des
algorithmes ne possedent pas cette propriété. En général, un algorithme interrompu ne
donne pas de résultat valable. (Tri, calcul d’une intégrale par la méthode de Newton,
des trapezes, etc... C’est également le cas pour la digitalisation d’une image avec les
algorithmes classiques. Si on l'interrompt, on obtient une image tronquée et non pas
une image de plus faible précision. )

Supposons que l'on ait toute une classe d’algorithmes (A(t)) el de durée ¢t non

interruptibles permettant de traiter une certaine tache. Le traitement de la tache par
I'algorithme A(t) donne un résultat auquel on associe une valeur f(t), f étant une
fonction croissante de t. On se pose le probleme suivant :
On dispose d’un temps 7" aléatoire (et inconnu) pour traiter une tache. On va procéder
de la maniére suivante : on va tenter d’exécuter un algorithme A(t;); si on n’est pas
interrompu, on tentera d’exécuter un algorithme A(ty) (to > 1), etc... La valeur d’un
algorithme interrompu avant terme est f(0). Au temps 7', on disposera du résultat de
I’algorithme le plus long que I'on aie pu exécuter entierement et donc, de sa valeur.

Le but recherché est de maximiser cette valeur moyenne obtenue en choisissant
judicieusement la suite (t;);>1 des durées d’algorithmes & exécuter. Une fois fixée ces
durées, on disposera en quelque sorte d’un algorithme interruptible composé de plus
petits algorithmes non interruptibles.

Dans ce chapitre, on formalise ces notions de valeurs, et de temps T aléatoire; on
montre, au travers de quelques exemples, les difficultés mathématiques qui apparaissent
lorsque I’on cherche a trouver une suite (¢;);>1 qui maximise la valeur moyenne obtenue.

En particulier, lorsque 7 suit une loi exponentielle de moyenne 1, cette recherche de
la suite (¢;);>1 meéne & une équation de Bellman et également & ’équation fonctionnelle
non standard suivante :

z(x) =14z + e—2(2(x) (2 _ e—z(z(z(z))))‘

Pour prouver ’existence (et calculer) d’une suite (¢;) optimisante, on est amené a prou-
ver que cette équation fonctionnelle posséde une solution sur tout R" ; pour I'instant,
on n’est parvenu a montrer I'existence d’une telle solution que sur [0.4, +o0[.
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1. Introduction CHAPITRE I

An average case quasi optimal search algorithm for
the zeros of a random walk!

Jean-Francois Marckert
Laboratoire de Mathématiques,
Institut Elie Cartan,

BP 239
54 506 Vandoeuvre les Nancy Cedex

Odlyzko [8] proves that on average cy/n + o(y/n) probes are necessary and sufficient
to find the maximum of a simple symmetric random walk with n steps (in which ¢ =
v/8/mlog2). In this paper we prove that \/%—W\/ﬁ logn + o(y/nlogn) probes are necessary
and sufficient to find all the zeros of a simple symmetric random walk with n steps.

1 Introduction

Consider a length n simple random walk w = (Sk(w))ke{o,..,n} defined by Sy; = 0 and
Sy = X1+ -+ + Xi, where the X; are independent random variables such that

P(X; =1) = B(X; = ~1) = ..
We assume the sample path w unknown. The knowledge of one of the S;(w) for an [ of our
choice costs 1. The question is: how much do we pay to find each k such that Sy = 07
The cost of an algorithm is naturally identified with the number of probes it uses. Let
us describe a fairly natural algorithm for the search of all the zeros, say, the simple jump
algorithm, sj(n) :
At step 1, we first probe position 2. Then we cover the walk from left to right. Assume that
at step T', we probed position m. At step T+1:
- If S, = 0 we probe position m+2.
- Else we probe position m + |Sy,|,
and this until m + |S,,| > n. Figure 1.1 shows a sample path where we have blackened the
points probed by sj(n). Due to the bounded variation of the sample path, sj(n) does not
miss any zero.
The cost of the simple-jump algorithm is

Theorem 1.1

2

Denote by A,, the finite set of algorithms that determine all indices k£ such that Sk(w) = 0.
For an algorithm a in A,,, denote by T,(w) the number of probes used by a to find all the
zeros of w. The mains result of this paper are

1 AMS 1991 subject classifications. Primary: 68Q25; Secondary: 68P10, 90B40
Key words and phrases: analysis of algorithms, searching, random walk, average case
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1) (7 W B S T8 76 3%
Figure 1.1

Theorem 1.2 For any algorithm a in A,, we have:

1
E(T,) > T\/ﬁlogn + o(+v/nlogn).
m

Wi

Theorem 1.3 There exists an algorithm dj(n) in A, such that
1

\/2_7T\/ﬁlogn + o(v/nlogn).

E(T4i(n)) =

This algorithm is described in Section 2. Note that the rather natural algorithm sj(n) is
actually twice slower.

In this paper, we are essentially interested by the average cost analysis of algorithms that
determine all the zeros of w. There is a general concern for fast search of roots of functions
(see Novak & Ritter [7] for a survey). Though the problem of finding the zeros of a random
walk does not arise directly in any application, we believe that the fairly complete answer
we give in this rather simple setting will help to understand similar search problems. For
instance, it is interesting to compare our result to the result obtained in [8]: Odlyzko proved
that the search of the maximum M, needs c\/n probes (on the average). Knowing that the
mean number of zeros is 1/2n/7(1 + o(1)), while the mean number of maxima is O(1), the
“best” algorithm needs only, on the average, O(logn) probes for each zero, but O(1/n) probes
at least for one maximum. From a more probabilistic point of view, the behavior of these
algorithms gives informations about the sample paths, particularly about the distribution of
their zeros and about their local time near the maximum and at 0.

As regards the worst case complexity, it is nearly the same as in the case of the search
of the maximum: let us describe the worst paths, say w: Sp(w) = 0, Sk(w) = £1 for k
odd, Sk(w) = 0 for k even. Clearly, any algorithm needs at least [n/2] probes to find every
zero of w. Consider now the algorithm which consists in probing each even position k. This
algorithm uses [n/2] probes to find all the zeros of any path. (The simple jump algorithm
uses at most [n/2] probes on any path too.)

For related results, one can see Odlyzko [8] who studied the search of the maximum of
random walks with n steps, in the symmetric case. He proved that, on average, c\/n+o(y/n)
probes are necessary and sufficient to find the maximum, where ¢ = /8/7log2 (Hwang

14
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[5], Chassaing [2]). In the asymmetric case (where P(X; = 1) =1—P(X; = —1) = p # 1),
Chassaing [2] proved that only log n/(|log(p) —log(1 —p)|) probes are necessary and sufficient
on average.

The paper is organized as follows: Section 2 contains the description of dj(n). Section 3
contains the proofs of Theorems 1.2 and 1.3 (the computation of the mean cost of sj(n) being
similar to the one of dj(n), the proof of Theorem 1.1 will be omitted). Section 4 is devoted
to the study of the following problem: u being a fixed real number, how many probes are
needed to find out all indices k such that Sy = |uy/n]?

2 The “double-jump” algorithm

2.1 A set of moderate variation

We prove the existence of a large subset of sample paths satisfying a property of moderate
variation. Following Odlyzko [8], we consider the set ,(n) of sample paths w such that for
any positive k and m, m+k < n,

|Smik(w) — Sy (w)] < ary/klogn.
We have

Lemma 2.1 (Odlyzko[8]) For each positive number [3 there ezxists a constant ¢ such that
for any n

P(Q.(n)) >1—n"P.

For the sequel of the paper, we choose a real number 8 > %
Proof : We have

P(3k, 3m\|Sm+k — Sm| > ¢/ klogn) P(|Smtk — Sm| > c/klogn)

(]

m=0 k=1
2
< 2n(n+ 1) exp(—c logn)
2 2
C2
< m* T, (2.1)

where the second inequality follows from Chernov bounds (Bollobds [1] p.12.): for any « > 0
and k € N,

B(|Sk| > @) < 2exp(~77). (2:2)

Then we choose ¢ = /2(8 + 3) in (2.1). O

In the sequel, we will often note €, instead of Q.(n).

15
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2.2 Description of the “double-jump” algorithm

Let us describe the algorithm dj(n) mentioned in the introduction. At step 1, we probe
position 2. Then we cover the sample path from left to right. Assume that at step T' we
probed position m. Two cases arise:

a) [Sm| < 10g1+5n

b) S| > log! ™ n (& being any fixed real number in the interval ]0,1[).

At step T + 1:

In Case a), we do a “simple jump”: we probe position m + 2 or m + |Sy,| depending on
whether S,,, = 0 or not.

In Case b), we do a “double jump”: we probe position m + K where

K = |2|Sn| — cv/2logn|Sn|], (2.3)

and we compute

_Sm+Sm+K_K
= 9 .

B

Without loss of generality, assume that S, > 0.

If B, > 0, w does not cancel on the interval [m,m+ K], since the minimum of the sample
path on the interval [m, m+ K] is not smaller than B, (see Figure 2.1). We have found every
zero at the left of m + K, and the algorithm is ready for the next step.

On the other hand, if B,, < 0, w is in (€, (the complement of ©.) and may cancel. Then,
we use any algorithm that finds the zeros, for instance we probe every position starting from
m. These probes contribute for at most O(n=#*1) to E(T4j(ny) (due to Lemma 2.1). Figure
2.2 explains the choice of K in (2.3): if w is in €., the sample path remains inside the
parabola and, in particular, the probed point (m + K, Sp,+ k). Note that for small values of

m m+ K
Figure 2.1

|Sm|, we might have K < |S,,| or even K negative; a double-jump is an improvement on the
simple-jump only when |S,,| > logn.

3 Quasi-optimality of dj(n)
3.1 Sketch of proof of Theorems 1.2 and 1.3

e There exists a lower bound for the mean cost of any algorithm.

16
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Sm + cv/x — mn/logn

y:

Sy
| = Sm — cvx — my/logn

| m m +K
Figure 2.2

We assume that an algorithm a has succeeded after exactly T, probes and has probed
the locations m; < mg < ... < mq,. This order is not necessarily the chronologic order of
the probes (algorithms don’t necessary probe from left to right). We set k; = m; 1 —m; for
i€{1,..,T, — 1} and kp = m;. As in Odlyzko [8], the main idea is to introduce the concept
of density of probed points. We define a density function Wt, associated with a by:

) 1
Wta(j) = T

i
for any j in |m;, m; + k;]. The “weight” WT,(w) of a sample path w associated with a is
defined by

WTa(w) = Y- Wa()).

Since 221111 1/k; = 1, WT,(w) is exactly the number of probes used by a on w, thus:
WT,(w) =To(w) and E(WT,) =E(Ty). (3.4)

In the description of dj(n) (Section 2) we have seen that Sy,; + Spm,+k; — ki has to be positive.
This is also true for any algorithm a, otherwise some zeros may be missed. This explains why
one can compare 1/k; with 1/(Sp, + Sm,+k;) and thus E(WT,) (using the moderate variation
of the paths) with U,,, where U, is the r.v. defined by:

1 /< 1
U =35 X f51+1)

Theorems 1.2 and 1.3 appear to be the corollaries of the three following theorems (proved in
the three following subsections).

Theorem 3.1

1
U, ~ —+/nlogn.

U, is a “quasi lower bound” to the cost of every algorithm:

17



3. Quasi-optimality of dj(n) CHAPITRE T

Theorem 3.2 For any a in A,,
R(T,) > (1+ o(1))Up. (3.5)

The proof of Theorem 3.1 (resp. 3.2) is given in subsection 3.2 (resp. 3.3).

Now, the second point explains why dj(n) is quasi-optimal in the average case.
e The cost of dj(n) is equivalent to Up,:

Theorem 3.3
E(T4j(n)) = E(WT4jtn)) ~ Un.

To prove this theorem, we use again the sequence k; (k; being in this case the length of the
th jump done with dj(n)), and define

Ly = {ilk; > log' T n} (3.6)
and
Ly = {i|k; <log'™en}. (3.7)

#Lq (resp. #L9) is the number of double (resp. simple) jumps, if n is large enough. #1L;
and # Ly are related with Ty, by:

E(WTyn)) = E(Tgjn)) = E(#L1 + #Lo).

If i is in Ly, k; is a double jump defined at (2.3). One has k; ~ 2S,,, and using the moderate
variation properties of the paths of €., we show that

mi41 mi41

s -5(Y Y )=x(Y 3 o)~

€Ly j=m;+1 €L j=m;+1

In a second step, we prove that E(#Ls) is negligible (cf. Lemma 3.13).
The proof of Theorem 3.3 is the object of subsection 3.4.

3.2 Proof of Theorem 3.1

Theorem 3.1 is a corollary of the two following lemmas. Let « be a fixed real number in
10,1[. We decompose U, into two parts.

1 /< 1 S_
§E(;W) ZZI "“' J = A(n, ) + B(n, a) (3.8)

where

[Vlog® n] n -
A= > SIS g e = S =J)
=0

j=[v/nlog* n]+1 k=1 k=1 2(j+1)

<.

18
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Lemma 3.4

Proof:

Aln, o) WZ > R(Sk =)

k=1 j=[v/nlog® n]+1

1 n
5 /- 1.a_ P > log® .
Wﬁlog“n; (19| > [v/nlog® n]) O

B(n,a) ~ ,/%logn.

Proof: As in Spitzer [10], we define

Lemma 3.5

n

Gn(0,5) =Y (P(Sk = j) — P(Sk = 0))
k=1

G (0, 7) satisfies:
1Gn(0,7)] < |31 (3.9)

This result follows a standard formula in potential theory:

1 2w
P(Sy =j) = —/ cos®(9) cos(j0)d6.
2 0
Thus,
1 [ 1 —cos" 1o
N _ gy L —cos"T o
Gul00)] < 5o [ (1= costio) T o
2r 1 _ .
< 1 1 — cos(560) 40
2r Jo 1 —cosf
< il

We decompose B(n,a) into two parts:

B(n,a) = f(n,a) + g(n,a)

where
n [v/nlog® n]
f(n,a)Z(ZP(SkZO))( f j%)
k=1 J=1

19
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and
vnlog®n
’ ~ ]+1

Since 0 < a < 1, we have immediately

f(n7 Oé) ~ V %logna

and using (3.9), we obtain

[v/n log® n] j
l9(n, )| < Z m <+nlog®n. O
j=1

3.3 Proof of Theorem 3.2

We assume that algorithm a has succeeded after exactly 7, probes. The set Pry(w) =
{(m1, Sy (W), -y (M1, 5 Siig, (w))} of probed points makes up a proof of all the zeros of w,
that is, it locates uniquely all the zeros. We will assume that my =0 < m; < -+ < mr,.
Recall that we do not assume that the algorithm a has probed these positions in this order,
but that they have been ordered afterwards (if needed).

Denote by I; the interval Jm;, m;11], for 0 < i < T, — 1. Assume that all the zeros of w
are in Pry(w); this condition will be removed later. Then, we know that the sample path has
a constant sign between two probes. Without loss of generality, assume that w is positive on
[m;, mit1]; on [m;, m;y1], only four possible situations arise. See figures 3.1.

A—

m m+ k m m+k m m—+k m m+ 2
Figure 3.1

In these four cases, we have for any i

In order to bound the cardinality of Pr, in the three following lemmas, the following identity
will be useful:

mi+1

XY p=#D

t€D h=m;+1 ?

20
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For w in ., we define

Aw) = {ilki >log'** n}
B(w) = {ilki <log'™ n and k; — |Sm,| — |Sm;+k;| + log' ¢ n < 0}
Clw) = {ki <log'™n and k; — |Sm,| — |Sm, ;| + log' ™ n > 0}

Lemma 3.6 For n large enough,

m;+k;

> Z \Sh|+1 < (1 +4clog™=/2n) #A

1€EA h=m

Proof: for i € A and h €]m;, mj;1],

1 1
<
2(|Sh|+1) o k+|Sh‘ |Smi|+|Sh|_|Sm¢+ki|
11
-k 2clog!/? n
(1 — 2og )

i

< kl(l + 4clog /% n)

i

the last inequality is true for w € Q. and for n > exp((4c)~¢/?).00

Lemma 3.7 For n large enough,

m;+k;

> Z |sh|+1 <#B

1€B h=m

Proof: for i € B and h €|m;, mjt1],

1 ! <L
2(|Shl +1) ~ kiq _ QCltj/gI%/zn I 1ogzsn =k
if n > exp((2¢)¢/?). O
Lemma 3.8
mi+k;
]E( ZEZC’L_Z |Sh| 1 ) = O(v/nloglogn).

Proof: for i € C and h €]m;, mi;1],

|Sh| < |Sm;| + ki and [Sk| < |Sm; 1k, | + Ki

21
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S0, |Sh] < £(1Sm;| + |Smi-k:| + 2k < 3k; +1og! € n) < 2log' ¢ n. Now,

mi+k; |
Z Z E {hl |Sn|<2l0g'** n}
( S|+1)< ( 2(|Sh| + 1) )
10 nmer 2(1Sn h=1 h
To end the proof of Lemma 3.8, we use:
1 " Lip) |sp]<2 1081+ n)
SE( Hs2ios Tn) ) log] 3.11
5 ;12::1 Sl 11 O(v/nloglogn). (3.11)
To prove (3.11), we use that for any 1, C[ ] > C}. Thus
i e log"n} 92 tag-h
|Snl +1 i=0,=h[2] +1 vh

Proof of Theorem 3.2: Using Lemmas 3.6, 3.7, 3.8, we obtain:

_ ~ Tyeq, "L Iugo,
Un = E(gz(wflm))*E(,;zushm))
m;+k;

= IE( Z Z |.5’|+ )+E(§:12(|]'15::%)

i€ AUBUC h=m;+1
< (1+4clog /2 n)E(#A + #B) + O(v/nloglogn) + O(n~?+1).
Using Theorem 3.1, we deduce that

E(To) =E(#Pro) =E(#A + #B + #C) + E(#Pra Igq,) > E(#A + #B) > (1+0(1))U,. O

Remarks

We have shown that for an algorithm a, if the set Pr, contains the zeros, then it satisfies
E(#Prq) > (1 + 0(1))Uy,. What about E(#Pr,) if Pr, does not contain all the zeros? The
set Pr, make up a proof of all the zeros. Denote by Pry the union of Pr, and the set of
zeros. Since the average number of zeros of a length n symmetric random walk is ~ \/2n/m,
we have

E#Pry) = E#Pra) + O(vn).

Prf locates and contains the zeros. So,

E(#Pry) > (14 0(1))U,,
and thus

E(#Pra) 2 (1+0(1))Un,

too.
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3.4 Proof of Theorem 3.3
Write
E(Wde(n) (w)) = A1 (TL) + AQ(’II) + Ag(n)

where

am) = E(Y Y~ Inw),
1€L1 h=m;+1 kZ
mi+1

Asm) = E(> Y —]IQC w)),
t€Ls h=m;+1 Z
mi+1

As(m) = E( Y —]ICQC w))

h=m;+1 i
and Ly and Lo are defined in (3.6) and (3.7).
Proposition 3.9
Ai(n) = 1+ 0(1))U,.

Proof: Proposition 3.9 follows immediately from Lemmas 3.10 and 3.11 and Theorem 3.1. O

Lemma 3.10 There exists a constant Cy such that for any n large enough,

mi+k;

(2,2 G amrepl) < s nvien

1€L1,wEQ: h=m;+1

Proof: Consider 7 an element of Lq; for w in €., we have :
ki = 2‘Smi| Y 2‘Smi| logn = 2|Smi|(]‘ — (%))

where

Sm; and Sy, +k; have the same sign; for h €lm; + 1, m; 1], we have

1 1 i
- — ) 3.12
kT 205k D) 205 41 (3.12)
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and
2[Sh| = 2|Sm;| + 2+ 2|Sm; [7(é) | _ 2cvkilogn | 2 (%)
73| = < +—+ ~.
ki ki ki 1—~(i)
Using that 1 f - is bounded on [0, %log_s/2 n| by C; log=¥/?n for n large enough, we
obtain,
nin| < Calog™*/%n
and thus
m;+k; ( 1 ) m;+k; ]IQ
DO Sl A T Y PN S S -
T hom i 2(1Sn] +1) i€L1 h=m;+1 25l +1)

and we conclude using Theorem 3.1. O

Lemma 3.11

m;+k;

ZOMDY |Sis|)c+ )~ Un

1€L1 h=m; —|—1

Proof: Since {h ‘ h €]m;, mit1],i € Ly} C {h ‘ |Sh| < 2log!*e n}, we have:

mi+k; k; n I
F(Emr- T 2wl = (S Y mie X ei)
I c "1
< () (D)

Moreover, we have

n

Igq, ~
(3 gy <o et <o

and using (3.11), we obtain that

m;+k; n

Lo, 1 o
(Z Z |ShT+1 ) E(};W) + O(v/nloglogn) + O(n=1). O

1€L1 h=m; —|—1

Proposition 3.12

As(n) = O(v/nlog = n).
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Proof: Since Yyt L =1, we have E(A) < E(#L5). We will prove that

=m;+1 k;
2'”; 1+4¢
E(#L3) < 64/ 7log 7 n. (3.13)

Proof: Assume that ¢ is in Ly and m; < h < m; 1. We have | Sy, | < log!*® n. So,
Shl < [Smy] + ki < 2log"* .

E(#{h|h €]mi,mit1],i € La}) E(#{h/|Sh| < 2log'** n})

4(log'** n)E(#{h/Sn = 0})

2
44/ il log'*n
T

So, E(#Lg) = E(#{i € Ly|ki < log 2 n}) + B(#{i € Ly| log s n < k; < logt* n}).
If log% n < ki < log'™¢, any lin [m;, m; + loglzj n| is also in [m;, m;y1]. It follows that

VARPAN

IA

with each element i of {i € Lo/ logl# n < k; < log!™ n} we can associate at least log12j n

elements of {h/|Sy| < 2log'™¢n}. So
2n 1+4+¢ —1te
44/ —log ™ n xlog" 2 n
s

E(#{i € L2| log12j n < k; <log't®n}) <
2n 1+e
< 4/—logz n (3.14)
m
On the other hand
= £ 2 €
E(#{i € Ly|k; <log 3" n}) < B(#{m/|Sm| <log 5 n}) <2 7” log 3 n  (3.15)

Using (3.14) and (3.15), relation (3.13) is proved. O

Lemma 3.13

1
Proof: We have Az(n) = O(n=#*!) and 8 > 5 O
Using Propositions 3.9, 3.12 and Lemma 3.13, we obtain Theorem 3.3.0

4 Other case

A natural extension of the problem of finding the zeros is the problem of finding the
indices m such that S,, = a. One can see that for o constant, the cost of the best algorithms
searching « are equivalent (when n goes to +00) to the cost of the best algorithms searching
the zeros. The behavior of the cost of the “best algorithms” really changes when « is of the
order of v/n. We study here the search of all the indices m such that S,, = a, = |pv/n],
1 being a fixed positive real number. Following the notations given in the introduction, we
denote by AS™ the set of algorithms doing this job. We have
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4. Other case CHAPITRE I

Theorem 4.1

in which
1 p4? .
\/— - (-1
e s r(CLE)
where I'(z, a) f oo Lexp(—t) dt is the incomplete Euler gamma function.

The quasi optlmal algorithm dj®"(n) is an obvious generalization of the double jump
algorithm dj(n). (If we take p = 0, we obtain Theorem 1.2)
di%" (n) algorithm: We consider that at time 0, we have probed 0. Assume that at time T,
we have probed m and that we know S,,,. Two cases can occur:
1) |Sm — an| < logtten
2) [Sm — an| > 10g1+€
In the first case, at step T'+ 1, we probe Sy, 12 or Sy, 1|a, —s,,| depending on Sy, = a;, or not.

In the second case, at step T+1, we probe S, k where K = [2|an—Sm|—c\/2|ozn — S| logn |
and for the same reason as in the Section 2, if |Sy 1k — Sm| > ¢v/K logn we probe every
position of the sample path. Note that for dj*"(n), the first jump is a double jump. Let us
compute the cost of this algorithm.

Proof of Theorem 4.1. Applying (3.11), Propositions 3.9, 3.12 and Lemmas 3.10, 3.11,
3.13 and relation (3.13), we obtain

E(Tyjan (ny) = (1 + o(1))Ufe)

in which

n

(an) _ 1
i) = B 2(\an—5m|+) Zz|an—z\—l—1

m=1 =1li=—n

Lemma 4.2 Let 0 <17 < 1, if n is sufficiently large, ¥y > 0,Vk > n®/®
Vi€ [(1 —n)an, (1 +n)ay], k = i[2], we have

i? i?
(1 —v)\/gexm o) SP(Sk=1) < (1 +v)\/%exp<—ﬂ>

Proof: see Feller [3] p. 83-84 for instance.
(an)

Proof of Theorem 4.1: We have to compute Uy "’. We have immediately the two following
equations:

_Z Z w < L\/ﬁ
m=1 i=(1+n)a | n_7z|+
n (I-nan

P(Sm =1) 1
_Z Z loy, — 3| + 1 < gV

m=1 i=—n
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Due to monotonicity of P(Sy = i) and by Lemma 4.2, we have:

n3/6 (14n)an .
P(S, =1 2 n3/1210gn

Sy OOy, 20 en, (4.16)
em =i +1 T oy

k= 11:1 n

because
n3/6 (1+n)an n5/6 (1+n)an

P(S 1
DS |a(_kz|+1_zp Suse =[(L—man]) > Eo

k=1i=(1-n)ax i=(1-n)an
(1+n)an .
P(S, =
The remaining term F,,, »(n Z Z % satisfies
=nb/6 i=(1—n)a |C¥n—Z‘—|-

Proposition 4.3 For 0 <7 <1, we have
(n)

F F
lim sup Foann(n) < (1+9)Cua—y and liminf — il 2

>(1-vC .
n—s+oo V/nlogn — n—+o0 y/mlogn = ( ) u(1+n)

Proof: The proof of this two inequations are analogous. Using Lemma, 4.2, we have

2
exp(— gz ) L{i=kp2))
Faraln) < (1+7) 3, Za V2rk(jam — 1] + 1)

n (1+77)04n exp( (1= 77 an )]I{Z [2]}
V2rk (|ozn —i|+1)

.
%
M

k=n5/6i=(1—-n)an

(1—n)’w’n
< - -
< (1477 (logn+01 fk§5/6 exp( 2 %)

n ’Il

So by Riemann integration,

lim sup w
n——+o0 v/nlogn
To end the proof of Theorem 4.1, we note that Proposition 4.3 is true for any y and 7 and
that a — C, is continuous. O
The optimality of these algorithms follows from the results of Section 3.3. With similar
notations, we found

< (1 +7)Cua—p- O

n 1 ~
E(,§2(|Sh—an|+1)) < E((1+4log™/2n)(#A + #B)

+Z Z |Sh an|<logn_3—_> —|—O(n’3+1)

so E(T,) > (14+0(1 ))Uy(ba")) for every algorithm a of Alen) o
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Remark :
Set Ay, = inf{k|Si = ay}, the first hitting time of o, by w.
E(dean (n)) = Vi(an) + Va(an)

where

Aoy A

Vi(an) :E< ; Wtdjan(n)(j)> and V(ap) ZE( j:AZ;\nHWtdjan(n)(j))-

Vi(ay) is the number of probes used by dj®"(n) to find the first index m such that S,, = a,
(the first passage in ay,); one may interpret Va(a,) as the number of probes required to find
the zeros of a length (n — A,, A n) random walk @, such that Sp(w) = 0.

Proposition 4.4
Va(an) ~ E(Tyjan (n))-
and thus,

Vi(an) = O(E(dean (n))) .

That is, the number of probes required to find the first solution is negligible.
Proof: Using Theorem (1.3), we obtain

B( 3 Wgjen(n) (7))~ E(\/%_Wmlog(n—%m))

j=Aa, An+1
_ /EE( /n—Aan/\nlog(n—Aanl\n))
27 n n
Mllogn IE(\/in_Aa" /\n)
27 n

n— (Mg, A1)
n

_l’_

We have
S1-(ABA1) (4.17)
in which AE is the hitting time of 4 by a standard Brownian motion B (see the proof below).

The functions z — +/1 — z and z — /1 — z log(1—z) are sufficiently “nice” (see Revuz-Yor
[9]), so we have

2
. n— A, AN n— Ay, AN 1 pexp(—5-)
nkgl-ooE(” . log( . )) = /0 V1 —zlog(l - :v)de
2
. [n— Ay, A1 _ 1 uexp(—’g‘—m)
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The first integral converge and the second one satisfies

1 u?

pexp(—52) b, 1 op

1— L S = — —_,— ) =

/0 Vi—z Jo = 4T3, V2rC,

due to formula 9 p. 319 of Gradshteyn [4]. So, as expected,

IE( Z Wtdjan(n)(j)) ~ Cy/nlogn. O

j=Aan, An+1
Proof of equation (4.17): We define the random variables {T}}i=1 . 4, by:
Ty =inf{k|Sy = 1},Tp = inf{k|Sy =2} — T1,- - , Ta, =inf{k|Sk = an} — (T1 + ... + To, 1)

We have Ta =A, —Ag—1and A,, = Zgil Tk The random variables TZ are i.i.d. and have
(see Feller [3] p. 272) the following Laplace transforms

_sh s 2
Q7 (s)=Ele?n)=en(l-\1—e n)

n

So, the Laplace transform of A, satisfies

for the last equation see Karatzas-Shreve [6] p.196. We conclude by Paul Lévy’s continuity
Theorem. O

Acknowledgments. The author is grateful to Philippe Chassaing for the many helpful
discussions, careful reading and stimulating criticisms about this work and to Hsien-Kuei
Hwang for his useful remarks.
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1. Introduction CHAPITRE II

A Stochastically Quasi-Optimal Search Algorithm

for the Maximum of the Simple Random Walk!
P. Chassaing, J.F. Marckert, M. Yor

Odlyzko (1995) examines the efficiency of various strategies for searching in an unknown
environment. He describes an average case quasi-optimal algorithm for the search of the
maximum of a length-n symmetric random walk. In this paper, we prove that the same
algorithm is also quasi-optimal for the stochastic order and we characterize the limit law
of its cost.

1 Introduction

In a remarkable paper, Odlyzko (1995) introduces a new model that proves to be partic-
ularly suitable for the study of various searching strategies in an unknown environment (see
the discussion in Odlyzko (1995) p.278-279, and also Chassaing (1999), Marckert (1997)).

The model is as follows: consider w = (S (w)) k=0,... n & Simple symmetric random walk.
That is, So(w) = 0 and for any 0 < k < n — 1, Sg41(w) = Sk(w) £ 1, the 2" such sample
paths being equiprobable. Set

My (w) = max{Sk(w) | 0 < k < n}.

The knowledge of one of the S;(w)’s for an integer [ of our choice costs 1. The question is:
How much will we have to pay in order to find M,? The cost of an algorithm is naturally
identified with the number of probes it uses. For instance, the simplest and worst algorithm
consists in probing each position [, for 1 <[ < n; its cost is n.

5

5 10 5 10

a) (B)
3 ’ @
1 e . , o
| % B o
(7) ()
Figure 1.1

In (Figure (a)), n = 10 and M,, = 3. At the beginning, we know that 0 < Mjy < 10. The
first probe shows that S19 = 0 and accordingly 0 < M;y < 5 (Figure (3)). The second probe
1 AMS 1991 subject classifications. Primary: 68Q25, 60J65; Secondary: 60F17, 68P10, 90B40

Key words and phrases: analysis of algorithms, searching, random walk, stochastic order, Brownian motion,
queues
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indicates S5 = 1; we can deduce that 1 < Mjy < 3 as one can see on the Figure (). Finally
the third probe (Figure (4)) gives us My = 3.

Denote by A,, the set of algorithms that find M,,. For an algorithm a in A, set Ty (w)
the number of probes that a requires to find the maximum of the path w. (7, is the cost of
algorithm a). Odlyzko (1995) proves that

min E(T,) = cov/n + o(v/n)

a€An,

where ¢ is given by

Ry P ey
CO_\/;/O y/o \/aexp( 2w)erf( 2(1_w))alw

and he describes an algorithm, which we shall denote Od(n), such that

E(Toam)) = cov'n + o(v/n).

Od(n) is called average case quasi-optimal. A description of Od(n) is given in Section 5.
Hwang (1997) and Chassaing (1999) independently computed

8
co = \/jlog 2.
T

In this paper, we prove that Od(n) is quasi-optimal, not only through its expectation, but
through its probability distribution, for the stochastic order.

In the last decades, the probabilistic analysis of algorithms has been going more and more
frequently beyond the mere computation of the average cost; in fact one has often studied
the variance or even the limit distribution (see for instance [24], [23], [43] or the Algorithmica
issue [2] of 1998). Except for the study of comparison sorting (see [1] p.92, [33] p.193-195
or [45] Ch. 1, for historical notes), to our knowledge, the average case quasi-optimality has
been proven only in a few cases (see [3], [12], [13], [17], [38], [39]).

In Section 2 we present a motivation to go farther than mere average case quasi-optimality,
as we do in the next theorems.

Set

1 /1 dt
I=5 | ~B5 5>
2 Jo MP —B;
where (B;);>0 is a one-dimensionnal Brownian motion, and MP = max{B|0 < ¢ < 1} ; also,
let

T
b, (z) = glelin Pr (\/—aﬁ > :v)

Theorem 1.1 For every x > 0,

Tod(n)

NG

lim Pr ( > x) =Pr(I > z)
n
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Theorem 1.2

lim &, (z) = Pr(I > z).
n

To be formal, in a context where A,, is the set of algorithms solving a given problem for an
input of size n, we call a sequence of algorithms a(n) (a(n) € A,,) stochastically quasi-optimal
if there exists a normalizing coefficient ¢, (here ¢, = 4/n) such that

T,
lim &, (z) = limPr (M > :L'),
n n C,n
and such that the limit is the tail of a proper distribution or of a point mass at some positive
constant. Concerning I, a rather unusual functional of the Brownian motion, the simplest
description of its distribution (previously unknown, to our knowledge) is given by the Laplace

transform of ieh
Theorem 1.3 For every t > 0,

E[exp(_ i)] _ 210Sgh(l+sil/2_\12_t).

The paper is organized as follows: Section 3 contains the main steps of the proofs of Theorems
1.1 and 1.2. Section 4 contains the proof of Theorem 1.3 and its consequences: expressions
of the density of probability of I in terms of Jacobi’s theta function, and of the moments
of I in terms of the Riemann zeta function. Sections 5 and 6 contain the key counting
principle leading to the limit law of Tpg(n), a description of the algorithm Od(n) and some
technicalities.

2 Optimality criteria

In the queuing context, a computer is usually seen as a server, the customers are, for in-
stance, computations to be made by the computer (see Kleinrock (1976) or recently Louchard
et al. (1997)), and the service time is the cost of the algorithm the computer uses. In this
Section we discuss the choice between two algorithms a and b, solving the same problem, and
with respective costs (service times) Ty, or T. We focus on how this choice affects various
parameters of the queuing system.

A first parameter is the total busy time until the departure of the n'* customer, that is,
for i € {a,b}

T 4 12 4+ T = nB(T3) + /nVar(T) 2"

where Ti(") denotes the service time of the n'® customer, when algorithm i is in use, and
where Z™

. converges weakly to a standard Gaussian r.v.. According to this criterion, only
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the average case analysis is really relevant, as the variance of the cost appears in the second
term of the expansion.
Another possible parameter, of great concern to the customer, is the average sojourn time,

nn

where Vi(") denotes the sojourn time (i.e. waiting time plus service time) of the n'* customer
in the queuing system, when algorithm ¢ is in use. Unfortunately v; depends not only on the
distribution of 7; but also, implicitly, on the distribution of the arrival point process. We
give two examples of arrival point processes.

If customers arrive according to a Poisson process with intensity A, the average sojourn
time is given by one of the Pollaczek-Khintchine formulas:

ME(T}) _ E(T;) + AVar(Ty)

if \E(T;) < 1, v;(\) = +oo otherwise. The second moment of the distribution comes here into
play, with the consequence that for a given value of A, it is quite possible that E(Ty,) < E(T})
but that the use of algorithm b in place of algorithm a results in an improvement of the
average sojourn time for small X’s, for instance if Var(7}) is a lot smaller than Var(Ty). It
is also possible that Var(7,) < Var(T3) but that the use of algorithm a in place of algorithm
b increases the average sojourn time for any A, if E(T}) is smaller than E(T,). Actually, a
will behave better than b, in the sense that v, (A) < vy(A) for any A, if and only if we have
simultaneously E(T,) < E(T,) and E(T2) < E(T?).

vi(A) V(T

Figure 2.1 : Repercussion
of the service time on the sojourn time (i € {a,b,c}).

Now, if the customers arrive according to a renewal process with interarrival law p and
n!* interarrival time o, v;(1) is given by Spitzer’s identity:

vi(w) = BT + Y Bl(sn),]
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(see Asmussen (1987) Ch. VIII, Spitzer (1957), or Kleinrock (1975) p.185) where s, is the

random walk with increment Ti(n) — Op, starting from 0.

It would be highly valuable to the algorithm designer to be sure that the average sojourn
time will be smaller for some algorithm a than for some algorithm b, regardless of the arrival
process. Unfortunately, we cannot discard the possibility that for some y we have simultane-
ously E(T,) < E(Ty), E(T?) < E(T?) and nevertheless v,(p) > vp(u). But we know that if
Ty is stochastically greater than T, (T, >g Ty), that is, if

Vz € R, Pr(Ty > z) > Pr(T, > z)

then we shall have (Stoyan (1983), Baccelli & Bremaud (1994)), for any probability measure
%

vp (1) > va(p)-

So the existence of an algorithm a(n) € A, such that for every z

T,
Pr( \a/(%) > w) = ®,(z)
would guarantee the optimality of v,(,) (1) for any p, as well as the optimality of similar
parameters such as the average waiting time or the average queue length. Unfortunately, it is
doubtful that an optimal algorithm for the stochastic order will exist. Nevertheless Theorems
1.1 and 1.2 show that Od(n) enjoys asymptotically the desired property. We shall say that
Od(n) is stochastically quasi-optimal.

Note that there exists a weaker sufficient condition for T, to dominate T} with respect to
the average sojourn time: according to Stoyan (1983) Ch. 5.2 or Baccelli & Brémaud (1994)
Ch. 4, v, is smaller than vy, independent of the arrival process, as soon as T, is smaller than
Ty for the increasing convex order, that is, as soon as:

+o00 +0c0
Vz, / Pr(T, > u)du < / Pr(Ty > u)du.
T

x

3 Main steps of proofs of Theorems 1.1 and 1.2

Set
1< 1
VH_EI;M”—SIC—Fl

The idea of the proofs of this theorems is, as in Odlyzko (1995), that on one hand Ty, is
well approximated by V,, (Lemma 3.2), while on the other hand V;, is a lower bound for the
cost T, of any algorithm a in A,, (Lemma 3.1), due to a counting principle explained briefly
at the end of this Section, and at length in Section 5. Compared with [39] or [13], note that,
at a small additional cost, we replace convergence of expectations by Li-convergence . Set

T, (w) = inf{T,(w)|a € A,}.
We have:
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Lemma 3.1

and

Lemma 3.2

TOd(n) - Va Ly
/n — 0

Having in mind Donsker’s invariance principle, it is natural to think that the following holds

Theorem 3.3

Vot p_ 1 / L
Vn 2 )y MP-B
However the result is not so straightforward, as I is not a continuous functional of the
Brownian path. The proof of Theorem 3.3 is delayed to Section 6, where we exhibit a
coupling of V,,//n and I through a Skorohod embedding.
Theorem 1.1 is an immediate consequence of Lemma 3.2 and of Theorem 3.3. Let us

prove Theorem 1.2:
Proof of Theorem 1.2: We have

Pr(Togm) = 2vn) > ®n(z) > Pr(T, > zv/n), (3.1)
the last inequality being due to the fact that Va € A,, T,, < T,. On the other hand, as
Tod(n) = Tn, we obtain

(TOd(n) - Vn)
Vn - NZD

so that Lemmata 3.2 and 3.1 yield

T, -V,
n__Tn L,
v

Finally, owing to Theorem 3.3, both sides of (3.1) have the same limit, and

lim &, (z) = Pr(I > z). O
n
Remark : Let us explain briefly the (somewhat unexpected) appearance of V,,. If the speed

of a traveler at point y of the line is bounded above by some function z(y), then the duration
t of the journey from point 0 to point z satisfies:

tZ/O m (3.2)
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But every algorithm a in A, defines an increasing sequence & of positive integer-valued random
variables {m1,--- ,mq, }, the sequence a of positions probed by a during its runtime, and two
consecutive positions m; and m;,; of a satisfy, as will be explained below:

mi+1 — My S 2Mn - qu; - SmH—l' (3.3)

Moreover, due to slow variation of many of the paths of the random walk, with a high
probability we can replace inequality (3.3) by
Mip1 —my; < Z,(,:‘)(l + o(n)),

i
where

7" = 2(M,, — S +1).

Thus m;y1 — m; can be seen as the speed of the algorithm at point m;, and Z,(,Z) as the
speed limit, yielding a lower bound of V,, for the running time of the algorithm. So to prove
Lemmata 3.2 and 3.1 we need a stochastic variant of inequality (3.2). This variant is given
by Theorems 5.1 and 5.2 of Section 5. Note that we do not assume the m;’s to be numbered
chronologically: the lower bound V,, holds also for algorithms which do not probe the sample
path from left to right.

Inequality (3.3) is better understood by looking at Figures 1.1(¢), or 3.1. We see on
Figure 3.1 that the upper envelope of paths that agree with the result of probes at positions
m; and m;y; has a maximum, on the interval [m;,m; 1], that is given by

Smi + Smi+1 + w;

2 ?

Figure 3.1

(see Figure 3.1). If (3.3) does not hold, we still do not know M,, for sure at the end of the
runtime (see Figure 1.1(4)).
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4 Proof of Theorem 1.3

Theorem 1.3 is a consequence of the following remarkable property of I:

Theorem 4.1 :

VST '™ arctanh U + arctanh V (4.4)

where U and V are independent uniform wvariables on [0,1] and S is an ezponential vari-
able, with mean value 2, independent of I. The function arctanh s defined as usual by

arctanh (u) = log (H").

1—u

In the sequel, arctanh U will be denoted by X,Y or Z.
Proof of Theorem 1.3 : On one hand:

N

$2

Pr(v/SI > z) = Pr(S > =) = E(exp(—5 7))

=8

and on the other hand:

Pr(arctanh U + arctanh V > z) = Pr ( v+v )

> tanh
1+uy = e

= sin:}112 . log ((:osh2 x) O

Proof of Theorem 4.1: Let g = sup{s < 1: By = 0} be the last zero in [0,1] of Brownian
motion. The Brownian meander 27z is the process

1
= |——=B, 1 gl for 0<t<1
772 ‘m g+(1gp| for 0<2 <
Let 6 be the unique time ¢ in ]0,1[ such that
MP = By.

Using the decomposition due to Denisov (1983) (see also Biane & Yor (1988)) of the sample
path (83)0§551:

BS = \/5(772; — mf )IOS-S’Sa + (\/5772; —v1 - emjﬂg)Igssgl (45)

_s
6

-
E

where (772;,0 < s < 1) and (27,0 < s < 1) are two independent Brownian meanders also
independent from 0. We get:

= [t ) ) [ )

Set

Xz\/H_S(/Ol du)

22772,
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4. Proof of Theorem 1.3 CHAPITRE II

and

yzm(/l ),

0 2272

Owing to (¢) and (iz) below, X and Y are independent and identically distributed, and (4.4)
reduces to proving that tanh(X) is uniform. This last fact relies upon (i7i) and (iv):

i) 6, 1 — 0 and g are arcsine distributed,

i1) S 6 and S(1 — 0) are independent, and satisfy:

S6'Y \/S1—0)'Y |N| (4.6)
where N denotes a Gaussian random variable with mean 0 and variance 1,

1 [t d
i) — 2 lgw sup |b¢|, where (b;,0 <t < 1) is a standard Brownian bridge,
2 Jo 772 o<t<1

i) Z, defined by Z d:f |N|sup |bt|, where N is independent of b, satisfies: Pr(Z < z) =
e t<1
tanh(zx).

Points () and (i%) are well-known, and (i7) can be found in Biane & Yor (1987) formula
5)c)i) p. 69 (see also [7]); (fv) may be obtained using excursion theory (see Revuz & Yor
(1994), Ch. XII, Exercise (4.24), question 3), but we shall give below a nice proof which is a
special instance of methods developed in Carmona et al. [11]. Let A; = supsgt{Bf}. Using
the fact that (b(t))ogtgl = (%Btg)ogtgl is a Brownian bridge independent of g, we obtain

Ay =g. sup {b7}
0<t<1

and thus,

Set ag = inf{s > 0| A; > a} and d; = inf{u > t| B, = 0}. For a > 0, we have:

{4y <a} ={g <} ={1 <da,}
Using the scaling property of Brownian motion we obtain:
do, "2 @ dg,
and thus
law 1
A, = —
g dal
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Finally,

Pr (Z > w): Pr(S Ay > 1;2) = E[exp ( — %2(1&1)]

But o7 and d,, — a1 are independent due to the Markov property, and
oy — oy "2 inf{t > 0|B; = 1}
so, using the well known Laplace transforms of a; and d,, — o1, we get

Pr(Z>z) = cos:l(x) exp(—z) = 1 — tanh(z). 0

Joint law of MP and I

Through Skorohod embedding, it is straightforward to extend Theorem 3.3 to the follow-
ing:

1 !
%(Vn,Mn, M, — S,) =% (I, MB, MF — B,).

Furthermore, arguments similar to those of Theorem 4.1 (see the computations p.268 in
Pitman & Yor (1996)) yield that

1
d
|N|(/ L o) ' (2X, tanh(X)T),
0 77%
where 272 is the value of the meander (%)05“51 at time 1. As a consequence
VS(I, ME, MF — B,) "% (X +Y, (tanh X)T, (tanh Y)I") (4.7)

where X, Y, I and T are independent, and I and I'" are 7y ;-distributed random variables.
From (4.7), one finds

1 h? Y du Yy—u
B(amew (= gamlyes) = | g op(=hiu)

1 —qyu

where y = tanh(a). This shows, in some sense, how M,, and Tpy(y,) are related.

Density of I
Writing Theorem 1.3 in the form

a? ] _ log(cosh?a) a

ﬁ) 2

2

E [exp (- (4.8)

. )
a sinh? q
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we observe the familiar Laplace transform (a/sinh(a))? in a?/2: indeed, if ¥; denotes the
hitting time of 1 for a Bessel process of dimension 3, starting from 0, then (see Chung (1976)
p.168-169)

A

B(e ) = S

So (a/sinh(a))? appears as the Laplace transform of the sum Y5 of two independent copies

of 31. As noted by Chung, 31 and 35 are surprisingly related to the supremum M lb| of the
absolute value of the Brownian bridge, i.e. the asymptotic distribution of the Kolmogorov-
Smirnov statistic, resp. to the maximum M7 of the normalized Brownian excursion, by:

4 4
25 () s S ()’

on this topic, see also the nice developments by Louchard (1984). The distributions of these
variables are discussed in details in [7] and we have kept the notation of that paper for ease
of reference. The distribution of M7 is also the distribution or limit distribution of:

e the maximum of a Bernoulli excursion ([28], [47], [50]),
e the normalized height for several classes of trees of size n ([21],[20]),
e the range of the Brownian bridge ([34], [41], [44], [52]).
Denote by U a uniform r.v. and let
Eq = inf{t : [By| = 1} and G = sup{t < Eg : B, =0}

then Williams’ decomposition [53], [54] tells us that G and (E':jL — @) are independent, that
sup, < | Bul "V where V' is uniform on [0, 1], whereas Knight [32] showed that

E(e_’\2/2 G) - tanf\l(k) ’ E(e_)‘2/2 (EQ_G)> - sin})l\()\)'

Theorem 4.2 We have

1 !
7 UG+ W HS, + 5,

where, on the right hand side, U, G and %9 are independent, H, Eg and Yo are independent,
Eg is the sum of two independent copies of Zq and H is distributed as:

P(H € dh) = (% - 1) dh Tpcper. (4.9)
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Proof : Owing to (4.8), the first identity in law reduces to

E[exp(—)\UG)] = lE[/)\e_””G dx]

/ tanh \/ 2x
A

log(cosh v/2 )
A

law

To prove the second identity in law, we use G = VQEg which follows from Williams’ decom-

position and H = UV? is easily shown to be distributed as in (4.9).
According to Biane & Yor (1987) p. 74, the density of G is:

+o00 ﬁ2 1

exp(_T)a z >0, ﬁ:ﬂ-(n_i)a

thus U.G has density:

X e n2u. du
0@ = [ el-T

n=1"%
According to Chung (1976) or Kennedy (1976), we have:

Pr(¥; <z) = Z (1 — 4n’z?) exp(—2z°n?)
—oo<n<+0o

N2 o
= (3)"7(50)
where 6 denotes the usual Jacobi’s (theta) function

0(z) = Z e (z >0),

—oo<n<+00

and where the second equality makes use of the Poisson identity:

1 1
o= o)
(z) N
(for some probabilistic insight on Poisson identity, and other related identities, see Biane &

Yor (1987) pp. 72-74, or Smith & Diaconis (1988)).
Thus, the density of 3o is given by:

(9 2.2
O2(x) = 92 Z (1 —n?x?z)e ™™ 22,

—oo<n<+oe

and the density © of 1/I? is given by:

o(x) = /0 “dy 6,(9)0a(z —y), (z>0) (4.10)

We finally obtain
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4. Proof of Theorem 1.3

Theorem 4.3 If we denote by v the density of 1, we have:
2 1

Using the power series expansion for %, one can write the Laplace transform of 1/I?

taken at a?/2:

log(cosh? a) 2a 9
= + 8 b,e” "¢
sinh? ¢ sinh? a Z "
n=1
where:
by = nﬁn —nlog2 — l{n odd}»
n .
— —1)i-1
N
=1 7

and we obtain the following formula, to be compared with (4.10)
2 0y (z — 1) [2 & 2n?
O(z) = dt + 84/ — nbpexp | —— ).
(‘/E) ,_27[' A \/i 7TZE3 ngl n P( T )

Moments of [
Let T' (resp. () denote the Euler gamma (resp. Riemann zeta) function. According to

the notations of Flajolet & Salvy [22], set

5(0) =1/2, 5(1) =log2 and for k > 2:
_1\n+1
&y =3 EUT T2 M.

n>1 nk
Proposition 4.4 E(I) = \/glog 2, and for n > 2
E(I") = Zg E)C(n — (4.11)
which is also equal to:
) (2slj;_1 —2log2¢(n — 1) + (n — 1)¢(n) — 5(n)). (4.12)

P =7

log?2 + L, and Var(I) = (1 — )log 2 + 75 >~ 0.0794565...

As a consequence, E(I?) =
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Proof:
e Using (4.4) we obtain
E(X+Y)")
E(lM"= — "~

Straightforward computations yield
B(S"?) = T(5 +1)2"/2
and
E(X") = (k)
yielding (4.11).

e Thanks to Theorem 1.3, we have for every positive function f:
2

/0+°°f(a) %da = E(/0+oof(a) exp (— %)da)

- E(I/O+Oof(ch) exp(TxQ)dx>.

n

Hence, the choice f(z) = 2™ ! yields:

1-2 400
B = 272 / a"_1210g(005ha)da.
0

- T'(n/2) sinh? @
Using the duplication formula for the Gamma function and the same power series
expansions as in the preceding subsection, we obtain (4.12). O

Note that we recover this way a surprising identity concerning FEuler sums, due to Sitara-
machandra Rao [46] and rederived by residue computations in Flajolet & Salvy [22]:

n—1

255 = 2log2 ((n—1)— (n—1)¢(n) +2{(n) + Y {(k){(n — k).

k=1

Laplace transform of [

Corollary 4.5 The Laplace transform of I? is given by:

\p,Z(A;) = B(ex (- ?))

E(J,(2A(X +Y)))

1 1 dr . 2
p / ez (Plen@id X)) (4.13)

where X and Y have the same meaning as in Theorem 4.1, and moreover:

1 [t dr .
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Proof of Corollary 4.5 : We multiply both sides of the identity in law (4.4) by £,/g, where
£ is a symmetric Bernoulli variable (i.e: Pr(e = 1) = 3), and g is arcsine distributed,
independent of ¢, and the pair (g, g) is independent of either side of (4.4). Consequently, we
obtain, on the new left-hand side of (4.4): NI, where N is a standard Gaussian variable,
independent of I. Now, we take the characteristic functions, with respect to the argument A,
of both sides. On the left-hand side, we obtain:

B(ow (-2

whereas, on the right-hand side, we obtain

E(J,(MX +7Y))),

since the c.f. of €,/g is J,(§) = %f_ll \/{iﬁj exp(ir). a.

It may be of some interest to make formula (4.13) in Corollary (4.5) more explicit. For
this purpose, we present the following results:
we first introduce the incomplete beta function:

T
By(a,b) :/ w1 — ) ldu
0

We are now able to express the characteristic function of X in terms of By ;. Recall that the
distribution of X is given by P(X < z) = tanh(z) Ij;>0}-

Proposition 4.6 The c.f. of X is identical to:

E(exp(ioX)) = 2By 5 (1 - Sl %) (4.14)
so that
jute} 1/2 a
Bleos(aX)) = ey 5 Blsin(ax) =2 /0 sin (5 Tog(~1 -+ 1/u) ) du
Proof:
i) We shall show the general identity:
Foo 1 B—a f+a
= dr =961
/0 exp(az) (cosh )7 dr =2 Bl/2( 5 g ) (4.15)

for 5 >0 and Re a < 8, a € C. Assuming for a moment that formula (4.15) holds, we
deduce formula (4.14) by taking 8 = 2, and replacing « by ia.

1) We now prove formula (4.15): making the change of variable ¢ = exp(—2z) on the left
hand of (4.15) , which we now denote I(«, 8), we obtain:

—a

1
1
l(a, B) /0 (1+t)5t T dt,
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and making a further change of variable u = 1L+t’ we have:
o1 B—a B+«
Ha,B) =2 B1/2< 7 o )

i11) Denoting by C(«a) the left-hand side of (4.14), we deduce from (4.15) that:
Re C(a) =2 Re By)3(1 —ia/2,1 +ia/2) = B(1 —ia/2,1 +ia/2),

so that with the help of the classical formula of complements for the gamma function,
we obtain:

pixe?

_ 2
Re C(a) = Sinh(Z3)

The formula for Im C(«) is deduced directly from (4.14).

5 A counting principle

A variant of this principle is the key result in the proof of average case optimality in
Odlyzko [39] as well as in Chassaing [13]. At the end of this Section, we shall use it to prove
Lemmata 3.2 and 3.1. We believe Odlyzko’s principle can be interesting in its own right:
for instance, it gives a combinatorial proof of a surprising identity involving functionals of
the Brownian excursion due to Biane & Yor (1987) (see Chassaing et al. [15]), and it gives
also results about the maximal width of trees Chassaing & Marckert [14]. We try to give
Odlyzko’s principle in a general form, in order to spare the reader many references to very
similar arguments in this paper, and also [15].

Let (Z)gcpen
positive constant, less than 1, and let G(n) and H(n) be two sequences of positive numbers.
We set

denote an array of positive integer-valued random variables. Let « be a

SN |
U= ——

=7
and

U= S —

(n)’
Z{M<H(n) Z

Note that U, < n so that u, = E(U,) is well defined. We assume that there exists a set O,
of sample paths such that

Pr(Q,) = o(%) (5.16)
and that for any w € Q,

VE, 1, |2, - 2] <1°G(n).
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Furthermore we assume that
G(n) < H(n)l_a,

and that

E(U,) < up.- (5.17)

We consider a finite or denumerable set A, of strictly increasing sequences a of positive
integer-valued random variables {m1,--- ,mp(,}, whose length T'(a) is random, such that
mg = 0, mp(,) = n, and such that the increments

Wi = M1 — My
satisfy

w; < Z& v H(n), (5.18)
at least when w € €, (at the end of this Section, we shall choose Z,En) =2(M, - S, +1)(1+
o(n))) in order to prove Lemmata 3.2 and 3.1). Let T;, denote the infimum of lengths of
sequences in A,,.

Maybe hypothesis (5.16) and (5.17) will seem less arbitrary if one considers a simple

problem of ccomputation, where a strictly increasing sequence UE:) satisfy u((f) = 0 and

u,(f_i)_l - u](:) = 5z(u,(f)). The first index k. such that uff) > 1 (see Figure 5.1) is easily seen to

satisfy

1

1

ke ~ / —1 ) (@ (z)dz
° 0 kzzosz(ugf)) [ up 0]

1 / L dy
eJo 2(y)’
under hypothesis of continuity of z, if z is positive. One can see hypothesis (5.16) as a

stochastic analog of the latter. As regards hypothesis (5.17), obviously it is the stochastic
analog of a — strong — integrability hypothesis for 1/z, if z has a pole.

Theorem 5.1

Theorem 5.2 Assume that, for a sequence a, = (mz(" )o<i<T(an) € An,

E#{i|Z%) < H(n)} In,) < un,
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Figure 5.1

and that there exist a positive number 8, and a sequence €, of positive numbers decreasing to
0, such that for any integer n and any w € Q,, the sequence a, satisfies

w™ > (1—e,)Z%) if (14 6)Z) > H(n).

Then

Un,

Proof of Theorem 5.1

We shall prove that for n large enough, independently from the sequence a € A, there
exists a constant C such that:

(Un = T(a))4 < n Ig, + (Un+ C Uyp G(n) H(n)* ") In,, (5.19)
so that:
(Un —To)+ <nlg +Un+C U, G(n) H(n)*™".

Then hypothesis (5.16) and (5.17) yield Theorem 5.1 at once.
The obvious formula

T(a mMi41

Sy ¥l

i=0  k=m;+1 Wi

reflects the fact that —, is somehow the density of presence of points of the sequence a over
the interval [m;, mz+1] Inequahty (5.18) entails that

mMi41
> Z Z Z(n)
i k=m;+1 “m;
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Theorem 5.1 follows from the fact that we can replace % by ﬁ in the last sum, due to
k

the hypothesis (5.16) of slow variation of Z_("), obtaining thus a uniform lower bound U,.

This approximation is tight only if Z,(,Z) and Z,gn) are far enough from 0, but relation (5.17)
takes care of the terms close to 0. So, in order to obtain (5.19) we bound (U,, — Ta)+ by n

for w in Q,,, and we proceed as follows for w in Q,:

mMi+1 )

O -T@): = (X3 )

t k=m;

mi+1 1

_ pn
Z Z Z(n)(UJZ wiZk >+'

IA

- Assume that w; > H:(,’"). For k € [m;, m;11], we have

(n) (n) (n)
w; — 7, Zmi — 7, G(n)ws o1
(71” )+ < (7)+ < C G(n)H(n)

1 Wy

IA

- Assume that Z7(,Z) —w; > @ For k € [m;, m;11], we have

) _ —H(n)+ 2% — 72" —H(n) + H(n)*G(n)
W; — Zk < <
3 3
the last term being negative if n is large enough, independently of a and w, so that (wi —
(n)y _
z") . =0.

- Finally, let A be the set of indices i such that w; < 2% and Z) — w; < #{. For
k € [m;,m;y1], we have

H(n)* 2H
2 = 2~ 2+ (28 —w) + < TOLI0) 20 gy
for n large enough so that
mi+1 Mi+1 1 mi+1
(Y - X, =X> 5
GEA k=m+1 Z kel T GEA k=mg+1 Z
< U, O

Proof of Theorem 5.2

Similarly, let A’ be the set of indices i such that (1 + §)Zy, A4S ) < H(n). For w € Q,, we
have:

mi+1 mz+1 Mi+1
!
Y - X alsmer Y g
i€EA k=m;+1 k= ml 1€EA k=m;+1
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But for i € A’ and k € [m;, mi;+1], we have

Z,gn) < Zp, + G(n)w;
H(n)
< (o7
< T4 GyH)
< H(n),

provided that n is large enough, so that

mi+1

PP

<n <U
€N k=mit1 Zp,

and finally:
Mit1 mMi41 B
> - X | < #Hu < Hm) + O,
€A k=m;+1 Z k=m;+1 ¢

On the other hand, for i ¢ A’ we have (1 + 5)Z7(7?.) > H(n), so that for k € [m;, mit1],

2

ety ] -
w; N wi W
En
< G !
I o + Gn)wi
€n (1 — en)a—l a1
< H
and
Mit1 Mit+1 Z(n)
Sy mul = XY St
igA k=mit1 4 Wi €A k=m+1 z"
< U, o(n).
Finally:
|Un = T(an)| _ Un o(n) + U + #{i|Z5) < H(n)} g, + nlg _
Un o Unp,
Proof of Lemma 3.1
We set a = 1, G(n) = ¢y/logn, H(n) = log®n, and for a in A,, we consider the sequence
a={my,--- mT(a)} obtained once we sort positions probed by a in increasing order, @ being

eventually supplemented by position n. So the finite set A, of such sequences satisfy

T, —1<T, <T,. (5.20)
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For w € Q,, (3.3) yields:

w; < 2(My, — Sp;) + cv/w;logn

and when w; > H(n),

w; < 9Mn = Smi + 1
1—c/logn
Thus, choosing:
Z(n) B 2Mn -85, +1
k= — ;
1—c/logn
on one hand we see that
U, -V,
T N
Un,

and on the other hand, owing to (5.20) and to Theorem 5.1,

(Un+1-Tp)

Unp,

L
+ 0.

To finish the proof, we recall that, according to [39], [26] and [13]:

E(V,) ~ \/§10g2 Vvn,
so that
up = O(v/n).

We also have to check hypotheses (5.16) and (5.17). First, for n large enough (else, let 2,
be void), let Q, be the set Q4(n) of sample paths w such that for any positive k& and m

m+k < n=|Sntk — S| < dvEklogn

for some d such that d < ¢/2. Due to Chernoff bounds (see for instance Bollobés (1985)
p.12):
2

Vz > 0, Vk, Pr(|Se| > z) < Zexp(—;—k) (5.21)
we deduce as in [39]:
2
Pr(Qq(n)) > 1 — 202" %. (5.22)

so finally ¢ = 5 does the job. To check hypothesis (5.17) we introduce the local time Dy(n)
of M, — Si at height ¢, that is, Dy(w) = #{k|0 < k < n and M,, — S; = ¢}. According to
[39], we have
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Proposition 5.3 There exists a constant C such that for everyn € N

E(Dy(n)) < C(g+1)

so that
~ 1—c/logn 1
< __d77O0 7 S —
Un < 2 Z M, —S;+1
M, —S<log®n
log®n
< Z Dq(nl)
q=0 g+
and
E(U,) = O(log®n). O

Proof of Lemma 3.2

Let us sketch a brief description of algorithm Od(n) (for details we refer to [39], p. 285-
286). Note that if at any step Od(n) detects that w belongs to Q,,, then Od(n) probes the
n positions. In a first stage, Od(n) searches a tight estimate M* of M, that is an estimate
that satisfies

M, — M* < cns (log'/? n) (5.23)

for every w € Q, (and M,, > M* for any w), at a low cost. To do this, Od(n) probes the
sample path w at positions (jI);—1 ... ,/; Where [ = [n}/?logn], then it scans the vicinity of
the "large” Sj;.

In the second stage, Od(n) covers the sample path from left to right (independently of
the probes of the first stage), as follows: assume that, at step ¢, Od(n) just probed m. At
step t + 1:

. If Sy, is close to M* (M* — Sy, < n'/®), Od(n) probes Sp1
. If S, is far away from M* (M* — S,, > n'/5), Od(n) probes S, where
k=2(M* — 8,,) — 10c(M* — 8,,)"/%(logn)*/2. (5.24)

According to [39], this value of k ensures that Sy, 1x + Sy + k < 2M™ if w is in Q4(n),
and that the random walk does not exceed M* on [m, m + k.

Let a(n) = (m1,--- ,mp)) be the sequence of positions probed during the second stage.

According to [39], the first stage needs O(l(\)gl) probes, in the average, so that the proof of
Lemma, 3.2 reduces to:

R(n) -V, 1,
n — 0,
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that is, it reduces to prove that a(n) satisfies the hypothesis of Theorem 5.2. For a, G(n)
and €2,, we keep to the same definitions as in the preceding proof, but, due to the definition
of Od(n), we take H(n) = 4n'/5. Hypothesis (5.18) is satisfied for

ZM = 2(M,, — Sk + 1),
so that this time U, is equal to Vj, ; checking (5.17), we get E(U,) = O(n'/®). We have

#ilzG) <Hm)Y < #{kZ" < Hn)}
H(n)
< > D,
q=0
thus, due to Proposition 5.3

E(#{i|Z{) < H(n)}g,m)) = O(H(n)?).

Using (5.23) and (5.24), one can see that for any w € €,,, and provided that Zr(,Z.) > 3n1/6
(i-e. we choose § = 1/3 in Theorem 5.2),

P

zm VA

%

wi Z — 9 — 2¢n!/8log!/? n — 10¢ Zr(,?i) logn

\Y
—_
|
—_
S
Q
S
L
~
—
N
a
o
S

for n large enough (else let €, = 1), independent of w € Q,,. O

6 Proof of Theorem 3.3

Set

Va

1 <« 1
I = — = M
"n Zﬁ;Mn—SkJrl’

we shall now prove that I, converges in distribution to I.
The operator T' defined by
1
dz
T(f) = /0 ——

max f — f(z)

does not satisfy the continuity hypothesis for Donsker’s invariance principle, so we exhibit
a coupling of I, and I through a Skorohod embedding, and prove that I — I,, converges
to 0 in probability. Let (B;);>o denote a standard Brownian motion and let (S,(cn))ongn
be the embedded random walk associated to B through the standard construction due to

(n)

Knight (1962) (see Figures 6.1 and 6.2): consider the successive times (7, ')o<k<n, defined
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by Té") =0 and for k > 1, T,g") = inf{t > T,Eﬁ)l, |B; — BT&)I\ = n_1/2} where the Brownian

motion has moved by n~/2 and set:
S = /nB(r™M).

The sample path (S,(cn))kzo,...,n has the same law as w = (Sk(w))k=0,.. n introduced in the

beginning of the paper. Note that for every k > 0, n(TIEZ_)l - T,E )) has the same law as Eg,

the hitting time of 1 for a reflected Brownian motion, already defined in Section 4.
Consider the piecewise constant process ﬂt(n) equal to B(r}_;) = n=1/ 251(971)1 for ¢ in the

(n) _(n )]

interval |7, "%, 7, ] ; hence, by construction:

AL
m " Wl

N WW 3 7o sl hrimie T

T i a R

SUSISISIL TS

Figure 6.1 :The Skorohod embedding

Figure 6.2 : The embedded random walk
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Let M\ denote the maximum of ( t(") and set (for 0 < e < 1/2)

)ogtgn’

fn:%rz

M) — 8y +n 12

" dt
W= / CEPQ) ~ 2y
0 My, ﬁtn +n—¢

) T() i
— \/—Z k—1 _2In

= M ) fpet1/2
(n) (>) .

_ Z - Tk 1
- b
*6+1 2
\/_ k /

(n)
n dt

W, — oI - /
0 M7({8) — ﬂt(n) +n°¢
(n)

/1 . /Tn dt
0 MIB — Bt 0 M’r()‘ﬂ) _ ’Bgfl) + 'n,—sl

We are to prove that I,, — I,, W, and W5 converge to 0 in probability. First

B-1) < wB(y— )

= o -5 )2

e/ S~ Dy(n)
= n E(qz_%(qil)Q)

= O(n *logn),

the last line being due to Proposition 5.3. Since (Tlgn))ogkgn and B(Tlgn))ogkgn are inde-

(n) (n)

pendent, and the r.v.s n(r, ~ — 7,°) — 1 are independent, centered, with variance 1, we
obtain
1/ 1
EW} = -E
n (; (Mr(Ln) _ Sl(cn) + n—5+1/2)2)
n
< B(S )
no\ig(g+1)
_ O(logn),
n

so that W; £> 0. Next, we consider Wy. Set 7, = TT(Ln). Noting that 7,, has the same law as

the average of n independent copies of Eg, and that Eq belongs to any L, (see for instance
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Lépingle (1981)), it is routine to deduce that

170 = 1lle, = O( (6.25)

)
Vn/'
We shall also need the following results:

Proposition 6.1 For any positive 1,

n~THUA M) MB|PT%

Proposition 6.2 For 0 < a < %,

o Lo 8) a4 o
([ et ) oo

Proposition 6.3 For a > 0,

Proofs of Propositions 6.1, 6.2 and 6.3 are delayed to the end of the Section. Now:
|[Ws| < A+B+C

where

dt

A= 1 1657 — Bl + | My — MP| 4 nF
o (M = g™ o) (ME - By)

1IATh
(2n_5 +|MP — MB |) ! dt
" o (M - B ) (MB - By)

1
dt
B = I . —
n<1 /7;7; M1B _ Bt
n dt
C = Ii» /
- N My(f) — ﬂ§“) +n ¢

By routine application of Holder’s inequality, we have successively:

5 ! dt 1/q
B<(1- Tn)l/p</ M) Ir <1

Tn

IA
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and:

bl

1 q
E[B] < E[1 - Tnl]l/pE[/O Wlsdftgt)q] .

the last term in both equations being finite provided that g < 2, so, due to (6.25), for any
positive 7, we have

RARTE) ; JEEN ) (6.26)
We also have
C < nf|7p — 1]

which converges to 0 in any L, thanks to (6.25). Finally, let

A<n® (2 e |MP) - Mf|) (A; + Ay) (6.27)
where
n dt
AL = / B A 2 e\ B Tt
o (Mp” =By +n ) (Mp — Bt)

A /Tn dt
2 =
o (MP — g™+ n-e)(MB - By)

I, <1

Note that the second term on the right hand side of (6.27) converges in probability to 2, due
to Proposition 6.1, provided that ¢ = 1/5, for instance.
We have, for a < 1/2,

Vs go<n—a

A4, < n® / ezl MEBone
L= 0 M’F(LIB) _ ,Bén) +n—¢€ 0 MIB — Bt
2a Vys_g,<pa
< —+nf S Sl
- 2 0 MlB — Bt

Note that the second inequality holds since

2
Mv(lﬂ) - gn) > MP - B, — %1

when 7, > 1. Thanks to Proposition 6.3,
n2a
E(A;) < — 4+ 0(nF79).

Finally, for « = 1/20 (for instance), we obtain:

n=e (2 e |MP) — MF|)A1 Proe ).
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Similarly
i, (8)_an)s g T I 6 _ s o
A < n° / Rl S / ) dt
0 Mp - By 0 (MIB — By)(My" — By +n¢)
20 T I 6 _smc o
< n—+/ VPR OI—
0 (MP —B)(My” — B +n~*)
o 7 n
S ﬁ _l_,nE ! IMIB;BtSn_E dt_l_ns /T Mvgﬂ)_ﬂg )Sn_aﬂMlB_BtEn_E dt,
2 o MP -5 0 MP) _ g™ 4 pe

where the second inequality holds since
ME B, > MP) — " — /2
when 7, < 1. Owing to Propositions 6.2 and 6.3, we obtain

n2a

E(A3) < —— + O(1) + O(n= ).
Finally:
—e € B) B proba
n (2+n \MP) — M |)A2 7% 0. O

Proof of Proposition 6.1: Let n and a be positive. Assuming first that 7, > 1, we obtain:

1
|MP - MP)| < %‘l‘MgL—Mf

Hence, for any positive ¢(n),
Pr(n "4 MB) — MB| Iz 1 > a) < A, + By,
where

A, = Pr(7,—1> ¢(n)),
1
— —n+1/4 B B
B, = Pr(n Y (—\/ﬁ+M1+¢(n)—M1)>a)

< Pr(rf"““(% + Mf(n)) > a)
- Pr(n—"““(% + VImIN) > a),

for N a standard Gaussian r.v., so the choice ¢(n) = n" /2 gives the desired result. The
case T, > 1 can be proven with the same method. O
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Proof of Proposition 6.2 . Using Proposition 5.3, we have:

T Lo (8)_an) _ ~
{My" =B <n—a} {Mn Sp<n—o+1/2}
E / L dt) =
(0 M — g 4+ L ) <Z M, — Sy +1 )
—a+1/2
1 " Dy(n)
N q
Vn ( ]2::0 g+1 )
C
< = —a+1/2
< \/ﬁn 0

Proof of Proposition 6.3: Using the Denisov decomposition (4.5), as in Section 4, we
obtain:

II B a o n—o
/ {Mm} Bt<Bn}dt \/—/ {mf<n }d+\/—/ {m\/_< }d
0 — By

the two last terms, say A and B, being identically distributed. We have

A=+0 Lz 1

ngsnfag—lﬂ T

where L, denotes the local time at level z of the Brownian meander. On the other hand,
according to Durrett & Iglehart (1977):

T
E(L;) = 2/ exp(—L
0
= V2m Pr(z <|N| < 2z),
where N is standard Gaussian. Finally:

1
Ba) = af [ Pr(z < |N| < 20) % %
0<z,/y<n—o T 1=y

dy
< C / / T dx
2 O<w\f<n @ V -
+OO n—2am—2 d 2
_ Y _zZ
= C / 5 da: / / e 2dx
2( 0 n—e Jo -y )
+00 22
< 20, (nfa +/ (1 —4/1— n_QO‘x_Z)e*Tdm)
n—o

and:

22

+oo
/ (1-V1-—n"20z-2)e"7dz = n®
n

IA
3\
Q
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1. Introduction CHAPITRE III

Stochastic properties of two algorithms searching the zeros of
simple random walks, and applications
P. Chassaing !, J.F. Marckert !, M. Yor 2.

The main object of this paper is to prove the quasi optimality for the stochastic order
of an algorithm searching the zeros of simple symmetric random walk. The study of the
behavior of an other algorithm allows us to give a simple computation of the limit law of
the couple height-width in binary trees of size n and the limit law of the harmonic mean
of the depth of nodes in size n general trees.

1 Introduction

Consider w = (S;c((.u))k:0 .., & symmetric random walk. That is, Sp(w) = 0 and for
any 0 <k <n-—1, Sgi1(w) = ,é'k (w) £ 1, the 2" such trajectories being equiprobable. The
knowledge of one of the S;’s for a | of our choice costs 1. The question is: How much must
we pay to find each k such that S = 07
The cost of an algorithm is naturally identified with the number of probes it uses. For
example, the simplest and worst algorithm consists in probing each position [, for 1 <[ < n;
its cost is n.

The average case analysis of algorithms for the search of all the zeros has been done: the
double jump algorithm, dj(n) (described in the next subsection) is already known to be quasi
optimal in the average case (see Marckert [21]).

The first aim of this work is to study the limit law of the cost of algorithm dj(n) and to
prove its quasi-optimality for the stochastic order. The analysis of the simple jump algorithm,
sj(n), leads us to study again the properties of the relations between trees and Bernoulli
excursions and thus, to derive asymptotic results on trees involving Brownian excursion.

1.1 The simple and double jump algorithms
The “simple-jump” algorithm sj(n):

At step 1, we first probe position 2. Then we cover the walk from left to right. Assume
that at step T', we probed position m. At step T+ 1:

- If S, = 0 we probe m+2.

- If S,, # 0 we probe m + |Sy,/,

and we proceed like this until m + |S,;| > n. On the following figure, we have blackened
the probed points.

!Laboratoire de Mathématiques, Institut Elie Cartan
BP 239 54 506 Vandoeuvre les Nancy Cedex

2Université Paris VI, Laboratoire de Probabilités
Tour 56 - 4, place Jussieu - 75252 Paris Cedex 05
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T T8 76 30

Figure 1.1 : simple jump algorithm

Theorem 1.1 Let Ty, be the cost of sj(n). We have

[2n
E(TS](TL)) ~ ? log n.

The “double-jump” algorithm dj(n):

At step 1, we probe position 2. Then we cover the sample path from left to right. Assume
that at step T" we probed position m. Two cases arise:

a) |Sm| < log!*®n. (¢ being any fixed real number in the interval ]0,1])

b) |Sm| > log' ™ n.
In Case a), at step T+1 we apply the simple-jump algorithm, that is, we probe position m + 2
or m + |Sp,| depending on S, = 0 or not.
In Case b), at step T+1 we probe m+K in which

K = [2|Sn| — cv/21logn|Sn|].

Here is the reason: assume that S, > 0 . Due to the bounded variation of w, the minimum
of the sample path on the interval [m,m + K] is not smaller than

S+ Smsx — K

B, = 5

By, > 0 ensures that w does not cancel on the interval [m, m + K| and that we have found
every zero on the left of m + K. The algorithm is ready for the next step.

If B, <0, w may cancel in [m,m + K] and then, we probe every position starting from m.
Due to the moderate variation properties of the simple symmetric random walks (see [21]
and Subsection 2.2), this situation occurs with a very small probability (for ¢ large enough).

Stochastic properties of dj(n)

Let A, be the set of all algorithms that find every zero of w. For an algorithm a in A,
let T, (w) be the number of probes it uses. Marckert [21] gives the lower bound of the average
cost of T, and proves that dj(n) is quasi optimal in the average case:
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Theorem 1.2

1
o ;Ielilli E(T,) = \/—Z_W\/ﬁlogn + o(y/nlogn)

and

1
Vor
“Quasi” means that E(Ty;(,)) is equivalent to the lower bound. For an algorithm a, let us

consider the tails of the distribution function of Tj:

P(T, > x).

o E(Tyi(n)) = Vnlogn + o(y/nlogn).

This is the probability that algorithm a uses more than x probes. Theorem 1.2 suggests that
the suitable normalization for Ty, is v/nlogn. So, we define

&, (z) = min {P(ﬁ > x) ‘a € An}.

®,(z) is also the tail of a probability measure, but there does not necessarily exist an algo-
rithm o, such that for every z > 0,

B (z) = P(% > ). (1.1)

If such an algorithm «,, exists for every x, one will say that «, is optimal for the stochastic
order in A,. This kind of optimality gives more guarantees that the only optimality in the
average case (see discussion in Chapter 2 of Chassaing et al. [9]). Actually, dj(n) satisfies
(1.1) asymptotically. The two following theorems give the stochastic properties of dj(n).

Theorem 1.3
Ty N
limp(ﬂ > :v) = IP’(u > ac)
n \y/nlogn 2
where N denotes a centered Gaussian variable with variance 1, and

Theorem 1.4

lim @, (x) = P(% > x)

We say that dj(n) is quasi optimal for the stochastic order.

We have seen (Theorem 1.1 and Theorem 1.2) that sj(n) is twice as expensive as dj(n) in
average. This fact is due to the assumptions made on the distribution of the random walks.
Although, one can imagine that sj(n) is very suitable for searching the root practically when
it is possible to obtain some bounds on the derivatives (which often arises).

For related reading, one can find in Odlyzko [22] the case of the search of the maximum
of symmetric random walks; Odlyzko provides a quasi-optimal algorithm in the average case;
Chassaing [6] studies the search of the maximum of a non-symmetric random walk. Chassaing,
Marckert & Yor [9] prove that Odlyzko’s algorithm is quasi-optimal for the stochastic order
and characterize the limit law.
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1.2 Trees and Brownian excursions

Denote by T](Bn) the set of binary trees with n leaves (2n — 1 nodes). For a tree ¢t € Tl(;"),
the profile of ¢ is the sequence (Z;(t))i>o where Z;(t) is the number of nodes of ¢ at distance
i from the root (Zy(t) =1, Z1(t) = 2). The width Wl(an)(t) of ¢ is defined to be the maximum
of the profile:

Wi (t) = max{Zi(1)}.

Denote by HJ(B") (t) the height of ¢. The limit law of the height (see [1, 2, 5, 15, 23, 29]) and
of the width (see [8, 31]) are well known:

HY
ﬁ et (1.2)
™ aw
ng_n - % (1.3)
where V' has cumulative function of theta type:
Fy(z) =PV <z) = Z (1 — k?z%) exp (—@) . (1.4)
- 2

—oco<k<+00

Set

(H,W) = (/01 ?;ds, max, e(s))

where (e(s)) is a standard normalized Brownian excursion (see Subsection 3.1.1).

0<s<1
Theorem 1.5

(n) (n)
HB WB law
—, —== | — (H,W).
(\/Q'n \/2n) n——+00 ( )

The dependence between H and W reflects the dependence between H ](Bn) and Wl(a,n).

Donati-Martin[12] has studied the couple ! _L_ds, max e(s)). Here are some of her
0 e(s)™" p<s<1

results which characterize the couple (H, W) :
o Let A > 0,a > 0 then

=(wem (- - o)) = 500

where

exp(A)

AN o) =507 a?/(2)),2,2))
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and @ denotes the confluent hypergeometric function :

+o0

(a)y 2"
(b(a77az) :Z (V)kk! for |z| <+00777é01_1a_2,"'
k=0

where (A\) = T'(A + k)/T()).
e For Re(s) > 1, Re(t) < 0 and Re(s +t) > 1, we have:

E(W* HY) = \/EL / o / T N2 (1420 4203 0 dovd A
2T(-t)r(*t=4) Jo  Jo ’

Incidentally, a consequence of Theorem 1.5, (1.2) and (1.3) is the Biane & Yor [4, p. 69]
identity for the normalized Brownian excursion:

L1 law
/0 Eds = 2 Orélsa%cle(s). (1.5)

The paper is organized as follows: Section 2 contains the stochastic analysis of dj(n) and
the proof of its quasi-optimality for the stochastic order. In Section 3, we give the proof
of Theorem 1.5. Also, one can find in Section 3, the computation of the limit law of the
harmonic mean of depth of nodes in size n general trees. Section 3 can be read independently
of Section 2.

2 Quasi-Optimality of dj(n) for the stochastic order

2.1 Sketch of the proofs of Theorems 1.3 and 1.4

Consider the random variable
1< 1
Vo == _—,
"2 ; 1Sk +1

The proof of the quasi optimality on the average case in [21] or for the stochastic order of
dj(n) results from the fact that we can compare the cost of any algorithm with V;,, as stated
by the two following lemmas. Set

Tn(w) = inf {Ty(w)|a € A, }
We have

Lemma 2.1

(Vn - Tn)+ Ly . 0
Vrlogn notoo
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This implies immediately that for every algorithm a in A,,, we have

Corollary 2.2

(Vn - Ta>+ Ly . 0
Vrlogn notoo

V., is a “quasi lower bound” for the cost of the algorithms and dj(n) “achieves” it:

Lemma 2.3

‘de(n)—Vn 0
Jnlogn notoo

Ly

This normalization is not trivial since

1
E(V,,) ~ \/—2_7r\/ﬁlogn (2.6)
Ty g Vo
v/nlogn V/nlogn

see [21]. A consequence of Lemma 2.3 is that have the same limit law,

which is given by
Theorem 2.4
Vn law | N |
\/ﬁ log n n—+oo 2

where N denotes a centered Gaussian variable with variance 1.

Theorems 1.3 and 1.4 follow immediately Lemma 2.3, Corollary 2.2 and Theorem 2.4. The
object of the rest of Section 2 is devoted to the proofs of Lemmas 2.1, 2.3 and of Theorem
2.4.

2.2 A counting principle

A variant of this principle is the key result in the proof of average case optimality in
Odlyzko [22] as well as in Chassaing [6]. At the end of this section, we shall use it to prove
Lemmata 2.1 and 2.3. We believe Odlyzko’s principle is interesting in its own right: for
instance, it leads to a simple proof of Theorem 1.5. We try to give Odlyzko’s principle in
general form, in order to spare the reader many calls to very similar arguments in this paper,
and also in [9].

Let (Zlgn))ogkgn
positive constant, less than 1, and let G(n) and H(n) be two sequences of positive numbers.
We set

denote an array of positive integer-valued random variables. Let « be a

n

UHZZL

k=1 Z,E”)
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and

~ 1
Un = Z (n)’
ZM<H(n) 7k
Note that U, < n so that u, = E(Up,) is well defined. We assume that there exists a set Qj,
of sample paths such that
Pr(Q,) = o(“—”) (2.7)

n

and that for any w € Q,
VE, 1, |2, - 2| <19G(n).
Furthermore we assume that
G(n) < H(n)' ™2,

and that

E(U,) < up. (2.8)

We consider a finite or denumerable set A, of strictly increasing sequences a of positive
integer-valued random variables {my,--- ,mp(,}, whose length T'(a) is random, such that
mg = 0, mp(,) = n, and such that the increments

Wi = M1 — My
satisfy

w; < ZT(,Z.) V H(n), (2.9)
at least when w € Q,, (at the end of this Section, we shall choose Z,(c") =2(|Sk| +1)(14+o0(n)))
in order to prove Lemmata 2.1 and 2.3). Let T;, denote the infimum of lengths of sequences
in A,.

Maybe hypothesis (2.7) and (2.8) will seem less arbitrary if one considers a simple problem
()

of computation, where a strictly increasing sequence u,’ satisfy u(()s) =0 and “1(;)-1 — ugf) =
(e)

ez(uy;’). The first index k. such that u,(:) > 1 (see Figure 2.1) is easily seen to satisfy

1
1
ke ~ /027(5))1[1;5) (e)](fli)dx

>0 sz(uk ko %k41
1 [t dy
5/0 #(y)’
under hypothesis of uniform continuity of z, if z is positive. One can see assumption (2.7) as

a stochastic analog of the latter. As regards assumption (2.8), obviously it is the stochastic
analog of a — strong — hypothesis of integrability for 1/z, if z has a pole.
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ez(0)

. AN NIV
T \&)
0 Uul Uug U3 1.g Uy,

Figure 2.1
Theorem 2.5
Up—T,
Un = 1)y 1,
Un

Theorem 2.6 Assume that, for a sequence a, = (mgn))ogz’gT(an) €A,
E(#{i|Z;) < H(n)} In,) < un,

and that there exist a positive number §, and a sequence €, of positive numbers decreasing to
0, such that for any integer n and any w € Qy,, the sequence a, satisfies

,wz(n) > (1- En)Z'r(rZ-) if (1+68)Z™ > H(n).

Then

U, —T(an) i)O
Un,

The proof of this counting principle can be found in Chassaing et al. [9].

Proof of Lemma 2.1:
We set a = 3,G(n) = cy/logn, H(n) = log®3 n. Supposed (2.7) and (2.8) checked. For a in
A, we consider the sequence a = {mq,--- ,mT(a)} obtained once we sort positions probed
by a in increasing order, @ being eventually supplemented by position n. So the finite set A,
of such sequences satisfy

T, —1<T, <T,. (2.10)
For w € Qp, (2.12) yields:

w; < 2(|Sm;| + 1) + cn/wilogn
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and when w; > H(n),

41
w; < 2%_
1—clog™ By
Thus, choosing:
1
Zm =9 | Skl +1 —
1—clog™ 1By
on one hand we see that
Un =V 1a,
Un,

and on the other hand, owing to (2.10) and to Theorem 2.5,

Uy +1-1T,)

Up,

L
+ =L,

uy, is given by equation (2.6) which gives the mean value of V;:

up = O(v/nlogn).

Now, we have to check hypothesis (2.7) and (2.8).
A set of moderate variation: First, for n large enough (else, let €2, be void), let Q,
be the set Q4(n) of sample paths w such that for any positive & and m

m+k < n=|Sptx — Sm| < dv/klogn

for some d such that d < ¢/2. Due to Chernoff bounds (see for instance Bollobéds (1985)
p.12):

2
Vz >0, Vk, Pr(|Sk| > ) < 2exp(—§—k)
we deduce as in [22]:

42

Pr(Qq(n)) > 1 —2n*" 7. (2.11)

so finally ¢ = 5 does the job. This is for (2.7).

Let consider u; and u;4+1 two consecutive probes and note w; = u;41 — u;. Without loss of
generality, suppose that w is positive on [u;, u;11]; on [m;, m;1], only four possible situations
arise. See figures 2.2. In these four cases, we have for any 3

Su, + Suppy —wi > —2 (2.12)

i+1
Else one can not be sure that all the zeros are found. Then we have

w; < Zf,;’) V H(n)

i

To check assumption (2.8), we use Proposition 2.7 with b = 5/3. O.
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N

|
|
|
|
|
|
|
|
Uj Uj+1 Us Uj+1 Us Uj+1
Figure 2.2

Proposition 2.7 For any positive number b, we have:

1/~ Lnf isul<210gPn} ) _
EE( }; Sul 1 ) = O(v/nloglogn).

h h
Proof: For any i, we have <[h]> > (z) Thus

2

[log

[Ny

h
E Lin| 15nI<10g® n} - ’n] 2( +%>2_"
(Felsisegn) v A3t

|Sh| +1 i=0, i=h[2] i1
[log® n]
h 1
< 27h
- ( h ) Zz_; i+1
C(b)
vh

where C(b) is a function depending only of b. This checks (2.8). O
Equation (2.6) and Theorem 2.5 lead to:

<

log log n. O

(Vn - Tn)+ Ly R 0
Vnlogn notoo

This ends the proof of Lemma 2.1 O

Uq

U;+2

Proof of Lemma 2.3 : Let a(n) = (m1,--- ,mp(,)) be the sequence of positions probed
by dj(n). Take ¢ = 2/3 in the double-jump algorithm. For a, G(n) and Q,,, we keep to the
same definitions as in the preceding proof. Hypothesis (2.9) is satisfied for

7™ =28 +1),

so that this time U, is equal to V,; by Proposition 2.7, we can notice that if Z,,, > (log n)lte
then w; = |2|Sm;| — ¢y/2logn|Sm,|], and it is clear that there exists a sequence €, such that

w; > (1 — en)ZT(,Z,).

Now, denote as in [21], introduce the set Ly = {i|ZT(,Z.) < (log )} N Q.(n). We have
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Lemma 2.8

2 .
E(#Ls) < 61/ —log " .
™

Proof: See [21] Section 3.4. O

2.3 Proof of Theorem 2.4
Denote by &(n, ) the local time of w at level [, that is:
£(n,1)(w) = #{k|1 <k < nf Sk(w) =1}.
Using

§(n’ 0) la_w) ‘N|

Vvn
(see Révész [25] p.100), Theorem 2.4 follows immediately from

Proposition 2.9

1 - 1 {(n,O) proba
\/ﬁlognz|5k|-|—1 vn — 0
Proof :
~ 1 ~ &(n, 1) +&(n, 1)
2722 : : =ap+by +cp+d,
P ‘Sk‘—l-l o [+1
where
[evnlogn] 1
ap = f(n,O)(l—l—Q Z Z—F—l)’
n
_ f(nal) +§(7’L, _l)
bn = 2 I+1 ’
I=|ev/nlogn|+1
—2
o= S e e - 2600
" P I+1 ’
b= S D D)~ 2(n0)
n - .
[+1
I=|v/nlog=2n]+1
We have

bTL S n ]ICQC
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and thus

bn proba
— — 0.
Vnlogn

Set

|§(n’ l) - f(n’ 0)'
Op = )
|l\§L\/Sﬁul£)g_2nJ { £(n,0) }

According to Cséki & Foldes [10], see also Révész [25] p. 122, we have

5 <50
Now,
Lvnlog=?n]
el £(m0) i [€(n,1) = &(n, 0)] + [£(n, —1) — £(n, 0)]
vnlogn = y/nlogn £(n,0)(1 +1)
2¢(n, 0) 1
< ST Z —
= 1 I+1
VRloBn T | e 2
o,
B ) < AEEO) o
vnlogn Vnlogn l:L\/ﬁlog_sz—Hl—i_l
— 0.
Finally
G f(n, 0) proba

— 0. O

Vnlogn  n
3 Relation between the search of zeros, trees and excursions

The one-to-one correspondences between discrete excursions and trees provide some ef-
ficient and fine methods to study the trees. A lot of functionals of trees (height, width,
profile, total displacement...) can be expressed as functionals (maximum, local time, area...)
of related discrete excursions (see Aldous [1] for a survey on this topic). Hence, the limit law
of these functionals can often be expressed as the law of functionals of normalized Brownian
excursion (maximum, area, local time...) by invariance principles (see [1]). In this paper, we
use the properties of the Bernoulli excursions associated to the binary trees by the breadth
first search. The algorithm sj(n) gives a strong relation between the height of a binary tree
t and its cost on the Bernoulli excursion associated to ¢ by the b.f.s.. As a consequence, we
can give a simple description of the limit law of the couple height-width in random binary
trees, in term of Brownian excursion.
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3.1 The couple height-width
In the case of labeled trees with n nodes, Aldous [3, Th. 3] proves that:

i (n) (n)y law 1
g (W) 25 (2 g, o) 5 el ()

where [ is the local time of the normalized Brownian excursion e, defined by:

/Oal(m) dx = /01 Ig a1(e(s)) ds.

The proof given by Aldous is also valid in the case of binary trees with n leaves and gives:

1 g )y lew 1
o (G W) 5 (2 mmax e(0), 5 gmase 1)) (3.13)

In the case of general trees with n nodes, it gives:

1 1
7 HEWE) 2% (V2 g e(0), 5 maxl(9).
Similar results can be obtained for other families of simple trees.
Using the result of Aldous (3.13), we can give a first proof of Theorem 1.5.
First proof of Theorem 1.5 : in order to relate Aldous result (3.13) involving the local time
of Brownian excursion to Theorem 1.5 (where the results are expressed in term of Brownian
excursion) we use the following Jeulin’s identity.

Jeulin’s identity

Let (e(s))y<,<; be a normalized Brownian excursion with local time (I(s)),.,. Define

:/Oyl(x)d:v

and
k(t) = L™(t) = sup ‘/ dx<t
Jeulin [17] (see also [4, p. 70]) proved that the process (é(s))0<5<1 defined by:
. 1
é(s) = il(k(s)) (3.14)
is itself a normalized Brownian excursion. It can be written
1
— L—l It
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with the consequence:

S
1
— = 2e(s). 1
1 /0 T du) = 2&(s) (3.15)
A direct corollary of that is the identity:
1 | .
(2 012%}(1 e(t), 2 r&agtl(t)) = (/0 ﬁds,olgl%(le(s)). (3.16)

The first component of (3.16) follows from (3.15) because

|
inf {z >0]i(z) =0} = qnax, e(s) = /0 F(s)ds

The second by taking the maximum at each side of (3.15). Thus, (3.13) is equivalent to
Theorem 1.5. O

Hence, this first proof of Theorem 1.5 (valid in the general case with minor modifications)
relies on Jeulin’s identity [17] and on Aldous [3] which relies itself on two particularly technical
papers: Aldous [2] and Drmota & Gittenberger [13].

We give below a second proof of Theorem 1.5, direct and simple, that does not use any
of the results mentioned above ([2, 3, 13, 17]).

3.1.1 Excursions

Let us consider a standard linear Brownian motion B = (B;);>0. Consider g the last zero
before 1 of B and d the first after:
g = sup{0<t<1|B; =0},
d = inf{t > 1|B; =0}.

Then, we have ¢ <1 < d a.s. The process e defined for 0 < s <1 by

By (d—g)s
6(8):‘ g+(d—g)

Vi—g

is called the standard normalized Brownian excursion (see Figure 3.1). 5
Consider Es(2n) the subset of 2n steps simple symmetric random walks @ = (Si(@))
conditioned to satisfy:

k=0, ,2n

So(@) =0, Son(®)=0and Sp(@) >0for ke {1,---,2n—1}.

Es(2n) is called the set of Bernoulli excursions of size 2n; its cardinality is given by the n— 1

Catalan number:
2n — 2\ 1
oy = ( )_.
n—1/n
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v [ i

¥
1 g

Figure 3.1

Thus, the C),_1 excursions of Es(2n) are equiprobable and we will write P for the conditional
probability P to E's(2n), that is:

P@e A) =P(w € A| e Es(n)).

For any positive integers [, k, such that k¥ <[ < 2n — k, we have

k 2n — k
. ae (e ()
P(Sp=1) = oy Le=if2)- (3.17)
k(2n — k) (2 2
. 1 k . .. 1 2n — k
In this formula, E( kel ) is the number of positive paths from (0,0) to (k,1), 5= ( on—k—1 )
k=l 2n—k—l

the number of positige paths from (k,1) to (2n,0) (generalization of the ballot problem).
There exists, as in the case of simple symmetric random walks (see Subsection 2.2), a

large subset of excursions in Es(2n) satisfying a property of moderate variation. Denote by

Q.(2n) the set of 2n-length excursions such that for any 7, k in the set {0, 1,--- ,2n},

|5k — Si| < e/|k — 1| logn.
Lemma 3.1 For every B > 0 there exist ¢ > 0 such that, for n sufficiently large:

P(Q.(2n)) > 1 —n~".

Proof : Following (2.11), we have:

P(CQ(n))

P(@ € CQ.(2n)) = P(@ € CQ.(2n) /@ € Es(2n)) < B(Es(n)) 3

The normalized Brownian excursion can be naturally viewed as the weak limit of Bernoulli
excursions; see for example [1, 11, 27, 28, 30] for applications.
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3.1.2 Expression of (Hg"), Wl(;")) in term of Bernoulli excursions

The breadth first search allows us to express the couple height-width in term of Bernoulli
excursion.
Correspondence binary tree - excursion :

This correspondence associates with each 2n-length excursion @ a binary tree with n — 1
internal-nodes.

tgl):E's(Qn) — Tl(;n)
o — t=tP (@)

Figure 3.2 shows a binary tree in correspondence with an excursion (breadth first search).

d 2 4 8 ju! 18 2
|u|u[u|uu[d[uu[d[d[d|d[u]u[d]d]d[d]d

[2]2]2/2]2][0]2]2]0]0[0]0[2/2]0[0]0]0]0

Figure 3.2 : Excursion - Binary tree

The height

With this correspondence, one can observe that Tsj(gn) (@), the number of probes used by

the simple jump algorithm on the excursion @, and the height ng) (t) are related by:
H (8) = Tijon) (@) — 1. (3.18)

Indeed, denote by m; = 2, ..., mf,; the (ordered) positions probed by sj on the first excursion

of w (which is assumed to be positive). By definition of sj, the i + 1" jump is Sy, (for i > 0)
so that

Mit1 = M; + Sm;-

The i + 2% jump, Sm;y, satisfies:

mi+5mi mi+5mi mi+Smi
Smi+1:Smi+ Z X, = Z (1+Xh): Z Y,
h=m;+1 h=m;+1 h=m;+1
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where the r.v. Y}, are i.i.d. and

P(Y,=0)=P(Y,=2) =g,
since w is a simple symmetric random walk (that is, we have Sp(w) = 0; S (w) = X1 (w)+-- -+
X (w) where the (X;);>0 are i.i.d. r.v. withP(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2). If we condition
the first excursion to be 2n long, the process (Z;)i>1 = (Sm;)i>1 is a Galton-Watson process
with offspring distribution 0 and 2 with probability 1/2 (the initial population is Z; = 2)
conditioned to have a total progeny of 2n — 1 individuals. The number of jumps used by
5j(2n) on an excursion @ is simply the number of generations in the processus (Z;);>1; the
height of the binary tree representation of this Galton-Watson process is exactly the number
of generations minus 1.

Denote by Vay, the r.v.:

B 2n—1 1
Vo (@) = _ ,
on (@) E 50

where @ = (5‘0(&), e ,S’gn((b)) is a Bernoulli excursion. The height Hl(gn) (t) and Vs, are
related by:
Lemma 3.2
1 ~ .\ L
%|H§;n)(t) — Von(@)] = 0.

Proof : Using (3.18), we just prove

(@) = Ton(@)] 2 0.

\/—| sj(2n)

Denote by (m;);_, ... j the set of ordered probed points by sj and by k; = m; —m;_1

’Tsj(Zn)
the difference between two probes (mg = 0). The cost of sj(2n) is exactly

sJ(2n) Mit+1

-y ¥ &

l

1=0 h=m;+1
Let a be a real number in ]0,1/2].
SJ(Qn) mi41 2n—1
Y Y oY st ae B,
=0 h=m;+1 Z h=1 Sh
where
Tjon)  mi1
4 < Y ( Z ) ki>(log!+< n) Lnt/2-a2m—n1/2-0] ()
i=0  h=m;+1 ki
8](271,) mi+1 1
Bn S Z ( Z k)— - ) Hk‘ <(10gn)1+5 H[n1/2_°‘,2n—n1/2—a}(h)
h

=0 h=m;+1
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First, using (3.17), Stirling formula and that (kl/cz) > ((k—kl)/2) for any [ and &,

E(B,) < E(#{hlh € [n** % 2n - nY/?7%] G, < (logn)'})

2n—n!/2- [log! < n]

< Y Bh=1)

h:n1/270‘ =1
— O(log3+3s ’I’L)

A simple computation gives that, we have:

(log_a/2 n) Von,

n.

=
)
©

N
3
VANNRVAN

We choose ¢ large enough in order to have f > 3/2 in Lemma 3.1, and Lemma 3.2 is proved. O

The width
Thanks to the b.f.s., the profile of £ can be read on @:

Zn(t) = 1
Zi(t) = Sa(d)
Zy (t) = §2+Zl (t) (G))
Zii1(t) = 5’2+Z1(t)+---+Zk(t)(a’)-

Then denoting by (k) =2+ Z(t) + - -+ + Zx(t), we have
Wi () = max Sy (@)-
As a consequence, we have:
~ def =~ et ~\ (n)/~
My, = max Sp(@) > max Siry (@) = Wy (@).

The moderate variation of the paths (cf. Lemma 3.1) yields:

Lemma 3.3
1

10 (@) - W (6)h = O(n~"/*/logn)

Proof: We have
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We consider an index K (@) such that Mo, (@) = Sk (@). There exists an integer (@) such
that

Then,

E(Mgn - ml?x gl(k))

IA
E

SK - Sl z))
E(Lg.cv/log(2n)|K — 1(3)] 4+ nlgg,)
(

E(cy/log(2n) My, 1g,) +n P(CQ,)

O(n'*\/logn),

IN

IN

for a suitable ¢, by Jensen inequality. O

The couple height-width

Using Lemmas 3.2 and 3.3, we have:

I @0 W @) = (7an(@) (@), = o)

Thus, 7n (H (n) W](g”)) and xlf (VQn, MQn) have the same limit law. The proof of Theorem 1.5

reduces to the proof of Proposition 3.4.

Proposition 3.4
1 ot ) law ! 1
vz (P ) 25 (|05 )
m (VZn’ n) =7 /0 e(s) ds 2e21 e(s)

To prove Proposition 3.4 we need the following Lemma:

Lemma 3.5 Let (X,), and (X,(La))n,a be two families of R+ wvalued r.v. on the same
probability space P, such that:

(X)), 8 x@

n——+00

Suppose that there exists a probability space P and a R%2+ valued r.v. X on P such that, for
any a > 0,

| Xn — X,(I“)Hl < Cia foranya >0,
IX - X9, < Cya foranya>0

for two constants C1 and Cy. Then

X, s x
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Proof : For any a > 0 and A = (A(, A2) € R?+, we have:
(@) (a) a
[Be™Xn) ~E(e™¥)] < [E(eM") — E(eM)] + [Ee) - Be )
+|E(67A.X(“)) o E(ef)\.X)|
Where u.v is the scalar product of 4 with v. Thus,

limsup |[E(e %) — E(e *¥)| < [|A\lloo C1a + 0 + || Ao C2 a.
n
Since this relation is true for any a > 0, Lemma, 3.5 is proved. O

Proof of Proposition 3.4 : Denote by e, the continuous process

S\ont| + {208} (S|20t+1 — S\2n1))
V2n ’

where [z], (resp. {z}) is the integer (resp. fractional) part of z. When n — +o0, it converges
weakly to the Brownian excursion (see Gikhman & Skorohod [16]). We have

en(t) = 0<t<1,

Man[V2n = Joax en(t)
and
Von 1 Q"i 1
V2n  2n pot en(k/2n)
Define 172(7?) by
2n—1
7o) _ 1 Hen>a}
Van 2n ; en(k/2n)
Set
1 - .
Xn = —2n(V2naM2n)a
1 - -
X = \/—2—n(v2(r?)’M2")’
1
1
X = ( 0 @d 0<s§16(8))’
11
(@) _ {e(s)>a}
X (/0 e(s) ds’o?saé e(s))

Proposition 3.4 is equivalent to
X, % x.

We shall prove this convergence using Lemma, 3.5.
The convergence of X,(la) to X(@ when n goes to co results from the continuity of the func-
tional. To conclude, we just need to prove the two following lemmas:
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Lemma 3.6 There exists a positive constant C1 such that, for any a > 0,

2n—1
1 IS' <av?2n
X, — XW|, = —E SRSIVIR) < O a.
" " vV2n ( ; Sk )

Lemma 3.7 There exists a positive constant Cy such that, for any a > 0,

11188 a
IX — x(a ||1_11«:(/0 %d&)gCga.

Proof of Lemma 3.6 : Using Formula (3.17), we have

1 ]E 2n—1 ngga\/ﬁ B 1 _
X)) = =2

k=1 k=1 i=1 !
no SV () (B8
s a n—2 2 Tk=if2)
V() — k(2n — k)
1 avon n l(é)
< e ok Tk=i2]
I=1 k=1
Note that
1() I
ﬁﬂk 2 = P(Sk ZZ)E
! 11 [
P(Sk _Z)E = o cos” (t) cos(It)dt
) /2
= ;/ sin(lt) cos® 1(¢) sint dt for k > 1.
0
Thus,
LIE(ZnZl 5k<a\/%) < Z/ sin(it) smt — cos™ tdt
Von P S, - f 1—cost

(14 cost)(1 — cos™t)

/2
c3 /2
= — It dt. 3.19
S5 [ (el (319
Let us expand this sum and bound its terms. Set

/2 o
L = / sm(lt)costdt,
0

sint

/2
5 = / Sm(lt)dt
0

sint
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We notice that

7l

sin((l —1)%) sin(%)

= I _ I — —
J -1+ —1 and I} = J_1 + I
So J; and I; are uniformly bounded. We have
T/2 | o
‘ / sin(l cos”t dt‘ < / sin(it) ‘ cos" t dt
sint sint

< l/ cos" t dt

B lr(n—l—l)
- _‘F T(n/2+1)

This last term is uniformly bounded for [ € {1,--- ,av/2n} because
1
Vil (%)
I'(n/2+1)

converges when n — +00. So each term of the sum in (3.19) is bounded and the proof is
complete. O
Proof of Lemma 3.7 : According to [14, Prop. 3.4],

1
]E( / I ds) —1—2¢2
e(s)<a ’
0

so, we have:

IE( /01 ]Iee(;;?a ds) <8a. O

3.2 Harmonic mean of depth of nodes in size n general trees

Denote by T((;n) the set of rooted, plane, general trees with n unlabeled vertices. For a
tree t € Té"), denote by Ngl) (t) the set of its nodes (different from the root). For s a node of

Né") (t), denote by h(s) its distance to the root. The trees of Tc(;n) are assumed equiprobable.
We hayve:

Theorem 3.8 (Harmonic mean of depth of nodes)

2 1 law
E( Z h(S)) n——+0o0o v
seNS (1)

1 1 1 -
U L 3.2 t have t that d —=V5, have th
sing Lemma we just have to prove tha \/_ Z 5 ( ] and NG on have the same

seNE (1)
limit law. It will follow from (3.21) and Lemma 3.9 below.
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Correspondence general tree - excursion:

This classical correspondence associates with each excursion of Es(2n), a general tree
with n nodes. The nodes are visited in the same order as in the depth first search; one can
consider the height of a fly walking clockwise around the tree from the root to the root; see
Cormen et al. [7] chap. 23, Takdcs [27] or Le Gall [20] p. 454 (see Figure 3.3).

t(G"):E's(Zn) — T((;n)
o — @)

Figure 3.3 : Excursion - General tree

This correspondence associates with each edge of ¢, two steps of the excursion @ (the two
extreme steps of the excursion are figured by the root). So, with each node at height & > 0,
one can associate two steps [Sk,, Sk;+1], [Sky, Sky+1] Of the excursion such that

Sky A Sty 41 = Sk, A Spyi1 = ke (3.20)
Then,
1 1 2n—1 1
() 9 &~ = - (3.21)
seNSY (18 (@) h(s) 2 = Sk(@) A Sp1 (@)
Lemma 3.9
2n—1
1 1 = logn
\/ﬁ)‘Z;Sk/\Sk+1 on 1 (\/ﬁ)
Proof :
2n— 2n—1 on—
1 1

91



3. Relation between the search of zeros, trees and excursions CHAPITRE III

on—1kA(2n—k)

(X4 - %

k=1 k=1 =1

sk_z

IA

zk: ((ksz)/z) ((Zn%nkilcl)/2)]1 B
k(2n — (2n—2) k=1[2]

n—1

"2
< 22”2 k(2n — 2n_2 zk:( k—1 /2) ((2n2—nk_—kl)/2>

To conclude, note that

Zk: k 2n —k < 2n
P (k=0/2)\(2n—k—1)/2

3.2.1 Table of convergences

In the case of simple symmetric random walks, we have seen:

de (n) law | N|

-
Vnlogn
Ll
vnlogn

In the case of excursion @ of length 2n:

Random variables
B Twio el [w 2( > 1) Mo | Vou | Tsjn)
h

V2n | V/2n Vn vn n N (s) V2n | V2n V2n
SEN,
|% |4 1% 1%
Limit 1 1% — — — | % — 1% | %
imit law 5 7 NG 5

where V has for distribution function:

2$2
Fra) =PV <z) = Y (1-ka?)exp (-%) .

—oco<k<+00
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Parking functions, empirical processes and the width of
rooted labeled trees !
Philippe Chassaing & Jean-Francois Marckert
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Université Henri Poincaré,
BP 239, 54 506 Vandoeuvre Cedex, France.

chassain@iecn.u-nancy.fr, marckert@iecn.u-nancy.fr

Abstract. This paper provides tight bounds for the moments of the width of rooted
labeled trees with n nodes, answering an open question of Odlyzko and Wilf (1987). Essen-
tial to the proof are the one to one correspondences between trees and parking functions,
and also a coupling between parking functions and empirical processes of mathematical
statistics. Our result turns out to be a consequence of the strong convergence of the
empirical process to the Brownian bridge (Komlos, Major and Tusnady, 1976).

1 Introduction

1.1 Rooted labeled trees

A size n labeled tree is a connected graph with set of vertices {1,2,3,...,n}, and withn—1
edges. If we specify that one vertex is to be the root we have a rooted labeled tree. According
to Cayley (1889) the number of such trees is n" 1.

For w chosen at random in the set €2, of size n rooted labeled trees, let Z,(Cn) (w) denote
the number of nodes at distance k from the root of w, and let H,(w) denote the maximum
distance of a node from the root, the height of w ; (Z,gn))kzo is the profile of the tree. The
width Wy, (w) is defined by:

_ (n)
W, = o SI%%}IEI . Zy .

Odlyzko and Wilf (1987) used a surprising Perron-Frobenius-like theory to derive asymp-

totics for the cumulative function of W,,. They also proved that

01\/7_1 S E(Wn) S Cg\/nlogn,

and left the first term in the asymptotic of E(W,,) as an open question. Denote by [(t) the
local time of the normalized Brownian excursion e. at level ¢, i.e.
1 1
I(t)= lim ~ [ Ipqe(s) ds.
0

e—0¢€

Aldous (1992) conjectured that ¢ — an\/)ﬁtj/\/ﬁ would converge weakly, as a stochastic

process, to t — 1/2 £(t/2). Aldous’s conjecture was settled in 1997 by Drmota and Gitten-
berger. As noted by these last authors, their result entails the weak convergence of W,,/\/n

!Key words. Rooted labeled trees, moment, width, Brownian excursion, empirical processes, hashing
with linear probing, parking.
A.M.S. Classification. 05C05, 60J65, 60J80, 62G30.
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to the maximum m of the Brownian excursion, as 1/2 £(t) is itself a normalized Brownian
excursion under a change of time (see Jeulin [23], p. 264): for an account of these and other
nice results about Brownian excursion, see [7]. Previously, the weak convergence of W, /+/n
to m was proved directly by Takdcs (1993).

However weak convergence does not answer completely the question of Odlyzko & Wilf,
as it does not yield convergence of the first moment, and even less the speed of this conver-
gence. The aim of our paper is to fill this gap. Note that the results of Aldous, Drmota &
Gittenberger, and Takacs are actually about general simple trees. Rooted labeled trees are
a special case of simple trees, but an important one (see [28] p. 389-390, [33], [34] or [44]).

1.2 Results
It is part of history of probability that:
Pr(m <z) = Z (1- 4k‘2.’l)2)672k2$2
—oo<k<+00

and, for » > 1:

pr = E(m") = 2_T/27“(T — l)F(g)C(r), Bl = \/ga

(see [12], [13], [27], [32], [7], [46]). We shall say that m is theta-distributed by reference
to Jacobi’s Theta function [6] [8]. Incidentally, it is also well known that theta-distributed
random variables occur as a limit for the height of trees: see Renyi and Szekeres (1967) for
rooted labeled trees, Flajolet and Odlyzko (1982) for general simple trees. Aldous (1993)
finally explains both Flajolet and Odlyzko’s results and Takdcs’ results (1992) about the
total path length of simple trees, by proving convergence of the rescaled search depth process
of a simple tree, to the normalized Brownian excursion (see Section 2 of [1]).

We prove that, at the price of enlarging the probability spaces, there exists a sequence of
theta-distributed random variables m,, satisfying:

Theorem 1.1 Forp > 1,
E(jnY?W,, — m,|P) < C, n"P/4(log n)P/2.
in which Cy, does not depend on n.

yielding, as a corollary:
Theorem 1.2 Forp > 1,
|E(n"PPWP) — E(mP)| < C) n~*\/logn

The proof uses essentially the breadth first search random walk (see Spencer (1997) or
Aldous (1997)), also exploited in Takdcs (1993): Takécs’ approach leads to convergence of
moments of the width for binary trees, or general unlabeled trees, due to a clever use of the
ballot theorem.
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For rooted labeled trees, Takacs’ approach needs an additional ingredient: we use a close
connection between rooted labeled trees and empirical processes of mathematical statistics,
which, we believe, has interest in itself. For instance, it gives an O(n) algorithm for the
generation of a random rooted labeled tree, an alternative to the O(n) algorithm using Prufer-
Knuth’s correspondence (see Moon [33] Chap. 2, Knuth [28] p.389-391, or Alonso and Schott
[5] p- 25-30). It also gives an alternative proof of the recent result of Flajolet, Viola & Poblete
(1998), about the total displacement for linear probing hashing.

1.3 Motivations

One of the motivations of Odlyzko and Wilf, when they study the width of labeled trees,
is to give a tight estimate for the average bandwidth of this class of tree.

Denote by E(T') (resp. V(T)) the sets of edges (resp. vertices) of a tree T'. Assume
#V(T) = n and let @, be the set of one-to-one mappings between V(7T') and {1,--- ,n}. The
bandwidth B(T) of T is defined by:

pr) = uin (| max [7(u) = f(0)])

f€Qn \ (uw)eE(T)

Let W(T) (resp. H(T)) denote the width (resp. the height) of 7. Height, width and
bandwidth of T" are related by:

Proposition 1.3

n—1
2 H(T)

< B(T) <2 W(T).

For a proof see [35]. Analysis of the width is also a first step towards the study of the
average complexity of drawing trees nicely (see [48]).

2 Rooted labeled trees, parking functions and empirical pro-
cesses

2.1 The breadth first search random walk

A first correspondence between parking functions and acyclic functions was discovered
by Schutzenberger (1968) (see also [20] [21]). For seek of convenience we shall describe the
merely equivalent connection between rooted labeled trees and parking functions, borrowing
an important ingredient to [47], [3], among others: the breadth first search random walk. We
start the breadth first search of the rooted labeled tree with vertex 0, that is, we maintain a
queue @ that is initially (0). At each stage we take the vertex z at the head of the queue,
remove x from the queue, and add all “new” neighbors of z at the end of the queue, in
increasing order.

At step 0, the search produces the set Ay of neighbors of vertex 0, so that after step 0
the queue contains exactly the elements of Ag, but not 0 anymore. At step 1, the search
produces the set A; of new neighbors of the smallest element x in Ag, so that after step 1 the
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queue contains A9 U A; — {z}. Let A denote the set of new elements in the queue after step
k, and let z, = #Ak. A labeled tree with vertices {0,1,2,3,...,n}, rooted at 0, is described
by a sequence of disjoint sets (A;)o<i<n, Whose union is {1,2,...,n}, and whose cardinalities
x; = #A; satisfy the following set of constraints:

o >
zo+z1—1 > 1,

To+ 21+ ...+ — K

v
—

, (2.1)

o+ +...+xp1—n+1 > 1,
ro+z1+..+xz,—n = 0.

Constraints 2.1 are necessary and sufficient conditions for a tree to be connected, or for the
queue to become empty only after step n:

Yy =20+ 1+ ... +xp — k
denotes the number of vertices in the queue after step k. We have clearly
Yk — Y—1 = Tp — L.
Note that ZYLH) = 10, Zé"H) = yzl(n+1), and more generally

(nt+1) _
Zy = Ygmtt) gt | kD

At step Zf"H) + Zénﬂ) +...+ Z,gnﬂ), we explore the last vertex at a distance k from the root,

and the queue contains exactly the vertices at distance k + 1 from the root. Actually this

is Kendall’s embedding of a Galton-Watson process in the process of queue lengths, between

two successive idle periods, when studying a single-server queue (see [25], [50], Section 4, or

[38]), with only one difference: we assume that exactly n + 1 clients arrive in this interval.
The main point is that the width W,,, defined by

W, = max Z,gn+1),

is the maximum of a sample of y;, and our proof of the convergence of moments will be in
two steps, one of them being that this sample is “representative”, in the sense that
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~J

N1

olw oo
=] INEY T ErSIE N e |

Theorem 2.1 For anyp > 1
W, — max gl = O(n'/*+/logn),

due to slow variation of the sequence y = (yx)o<k<n (see Section 3).

For the second step, quoting Spencer (1997), we note that if a rooted labeled tree (or a
parking function, as we shall see later) w is drawn at random, the corresponding sequence
(zi(w))o<i<n has the distribution of independent Poisson random variables with mean value
1 conditioned to satisfy constraints 2.1: the number of n-tuples (4;)o<i<n With cardinalities
(T:)o<i<n,

n!

zlzo!l. ..z, !’

is proportional to the product of Poisson probabilities e !/z;!. In other words, the corre-
sponding unlabeled tree is a Galton-Watson tree with Poisson(1) progeny, constrained to
have n + 1 nodes. In terms of Galton-Watson processes, Ay, is the progeny of the k™ node
visited by the breadth first search (see also [1], Section 2.1, where the lexicon between simple
trees and Galton-Watson trees is clearly stated and explained).

As consequences, the sequence y = (yx)o<k<n is the discrete excursion with length n
associated with a random walk whose increments are z; — 1, and, according to [24], [17]:

1 weakly
%(ywj)ogtg — (e(t))o<i<1,

in which e denote a normalized Brownian excursion. Thus

max weak!
MYk Yk weakly o — max e(t).

vn 0<t<1
Instead of weak convergence we want the more demanding convergence of moments: to
this aim, we describe in the next subsections the connection between rooted labeled trees and
empirical processes, through parking functions.

2.2 Rooted labeled trees and parking functions

In hashing with linear probing, or parking (see [29] Section 6.4, [40] or [19] ), we consider
the case with n cars and n + 1 places {0,1,2,...,n}, car ¢, parking on place py if py is still
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empty, that is, if a car with a smaller index did not park on place p; before. Else car ¢
tries places (py + 1) mod n + 1, (px + 2) mod n + 1, ... We counsider confined sequences
(see Knuth (1998)), or parking functions (see Foata and Riordan (1974), or Francon (1975)),
that is sequences w = (pg)i<i<n such that the last empty place is place n. Such a parking
function w is alternatively characterized by a sequence (A;)o<i<n, as previously for rooted
labeled trees, but here:

Ai =1k | pr =i}

is the set of cars whose first try is place i (x; still denotes #A4;).
In this interpretation, let y;, denote the number of cars that tried, successfully or not, to
park on place k. We have yg = x¢, while for & > 1:

Y = Yg—1 — 1 + zf,

since place k — 1 is occupied by some car ¢; and among the y,_1 cars that visited place k — 1,
only ¢; won’t visit place k. Constraints (2.1) just say that the only empty place is place n.
As a consequence, each of the (n + 1)"~! sequences (4;)o<i<n defines at the same time a
unique rooted labeled tree with size » + 1 and a unique confined parking function for n cars
on n + 1 places.

Incidentally, in this interpretation, the total displacement D(n,n — 1) for hashing with
linear probing, studied in [29], [31], and [19], can be written

1
D(n,n—1)=-n+1 -I—n/ Y|nt| dt,
0

so, using the weak convergence of % to the normalized Brownian excursion, we obtain:

D -1 1
Dinn— 1) weakly / e(t)dt.
n\/ﬁ 0

recovering partly the result of [19], concerning the convergence of the total displacement
towards the Airy law. However, in order to obtain the convergence of moments, as in [19],
we need the connection between parking functions and empirical processes.
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2.3 Short and loose historic of empirical processes

Consider a sequence of independent random variables (U;)1<i<n, €ach of them uniform on
[0,1]. Let F,(t) denote the empirical distribution for (U;)i<i<n, defined for ¢ € [0, 1] by:

_#Hil<i<nand U; < t}

F,.(t) -

The foundations of mathematical statistics were layed by Glivenko & Cantelli, Kolmogorov &
Smirnov, Doob, Donsker and many others, when they studied how the empirical distribution
function converges towards the distribution function F'(¢) = t of the uniform law (for historical
background, see [41] p. 117-118, [15], or the encyclopedic Shorack & Wellner). Specially,
following a suggestion of Doob, Donsker (and many others after him) studied the empirical
process:

and established that:
Theorem 2.2

weakl
(ar())ieo,1]  —> (b(t))seo,1s

b(t) being the normalized Brownian bridge.

Many relevant statistics (such as sample mean, variation or median ...) are functionals
of F,, and their speed of convergence towards the true mean, median, etc ... , is revealed by
the empirical process, what makes it fundamental in mathematical statistics (see [45]).

Thus the error term is of order O(4/r), more precisely, the error is 1/77T,, in which
T, = sup{|a,(t)| | t € [O,1]}, and T, converges to the Kolmogorov (1931) statistic T' =

supg<i<1 |b(t)] :

+oo )
Pr(T <z) = Z(—l)”e_" T
—00

n=17 3 gnz"

Incidentally, the connection between Kolmogorov distribution and theta-distribution is still
incompletely understood (see [12], [13], [32], [7])-
The next major step in the study of the speed of convergence was:

Theorem 2.3 (Komlos, Major & Tusnady, 1976) Given Uy, Us, .. uniform on [0,1] and
independent, there exists a sequence (bp)n>1 of normalized Brownian bridges such that for all
n and x,

Alogn + x
Pr( sup |an(t) —bu(t)| > —————
(,5up, len®) = bale)] = =2

where A, M and p are positive absolute constants.

) < M,
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F,F,
1
0 t —t 1
XX X XX X X X X
Ui, 1= 71 2 36 8 549
B NN
0 1

In other terms, we can write:

in which ¢, (t) denotes \/n(ay,(t) — b,(t)), and satisfies:

Pr( sup |cn(t)] > Alogn +z) < Me™#*,
0<t<1

with the consequence that:

[l = bl = O(252).

KMT’s Theorem is the last ingredient we need to estimate ||[W,||,.

2.4 Parking functions and empirical processes

Let us realize hashing with linear probing, or parking, for a table with size n + 1, with
the help of a sequence of independent random variables (U;)1<i<p, each of them uniform on
[0,1]: let the first try of car ¢; be the place p; = [(n + 1)U;] (see figure). In this setting,
the parking functions, or hashing sequences, w = (pk)i<i<n, are not assumed anymore to be
“confined”, and the (n+1)" parking functions are clearly equiprobable. Let V(w) denote the
last empty place: V' is random uniform on Z, = {0,1,2,...,n}.
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subdivision n%-l ni—l—l
. 0'xxl x X X X X X 1
Uy, i= 71 9 36 8 54 2
68 5|5
associated parking 1|7 | 9 |V 316181425 |
places n° 1 2 3 4 n n+l

A natural question arises: does V depend on the chronology or does it depend only on the
sequence (z;)o<i<n? and is there a convenient way of computing it, without running all the
process of dispatching of cars on places 7 The answer is given in Proposition 2.4, and yields
a surprisingly tight coupling between the sequence (yx)o<ix<n and the empirical process o,
generated with the help of (U;)1<i<n. Let 0 < T'(n) < n be defined by:

O‘"(i?i) :og}cinno‘”(nil)'

Proposition 2.4 T'(n) is uniformly distributed on {0,1,2,...,n}, and
T(n)=1V.

Proof : Let b(n,i) = v/n ap(i/n+1). For k =1,2,...,n + 1, we have:

b(n,V+k)=bn,V) = zvii+aviet ... +Tvik— knLH
n
= k—1—k
Yv+k + ]
k
= Yyt —/ 1L (2:2)

n-l—l_

the second equality, as already seen in Subsection 2.2, due to the fact that yy 1 = zy41, but
for k#V, ypr1 =y — 1+ xky1. For k =1,2,...,n, place V + k is not empty, yielding that
yv4k > 1. As a consequence, the last term in (2.2) is positive, so that T'(n) is well defined
and is equal to V. O

As a byproduct of (2.2), we obtain:

Corollary 2.5

(Yv1k)o<k<n = (Wi)o<k<n

in which

o= (o ({EET0) o, (7)),

n+1
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Z ’—|—|1 L\

k 1 2 3 4 n n+l
an(nf— 1) - —1 ]
0 s 1
T(n)
t — (1) \\\ \\\\ .
0 \® “ 1

If we define, for w = (pk)1<i<n,

Tw = (1 + pg)i<i<n,

the sequence § = (yy (u)+(w))o<k<n is invariant under T', while V(Tw) = 14V (w). It follows
that V is uniform and independent of 4, so that, on one hand, the conditional distribution of
9 given that V' = n is the same as the unconditional distribution of §. On the other hand, the
conditional distribution of § given that V' = n is the distribution of the sequence (yx)o<r<n
under the hypothesis of equiprobability of confined parking schemes, as in Subsection 2.2.
We obtain finally that, for rooted labeled trees, or for confined parking functions, that is, in
the setting of Subsection 2.2:

Theorem 2.6

law
(Yk)o<k<n () (wk)o<k<n-

This connection between parking functions and empirical processes is close in spirit to a
coding of parking functions given page 14 of [20]. Besides that, the correspondence trees-
parking schemes of Subsection 2.2 is close to the one explained ibidem page 17. This explicit
coupling also reminds of similarities between the Cayley tree function, tightly related with
parking functions, or the Borel distribution (see [4] Section 2.2, or [14] Section 2.7) on one
hand, and expressions omnipresent in Chap. 9 of Shorack & Wellner about empirical pro-
cesses, on the other hand (see Exercise 1, p.345 or formulas of Birnbaum & Pyke p.386). For
more on these surprising connections, see a recent preprint by Pitman and Stanley [39].

2.5 Generation of a random rooted labeled tree

In other words, Theorem 2.6 amounts to say that one can generate a random confined
parking function, or a random rooted labeled tree, with the help of (Uy,...,U,), computing
first T'(n) and setting:

A ={k | l(n+ 1)) = T(n) +i}.

106



3. Bounds for moments CHAPITRE IV

This algorithm does not compare unfavorably to the algorithm based on the Prufer-Knuth’s
correspondence between labeled trees and n-tuples of {0,1,...,n}" (see Moon [33] Chap. 2,
Knuth [28] p.389-391, or Alonso and Schott [5] p. 25-30), as it takes O(n) to compute the
subsets A; and O(n) to draw the corresponding labeled tree, given the subsets A;.

In the next Sections we assume that the random rooted labeled trees are generated using
this algorithm. As a consequence, in Theorem 2.6, it is an equality between random variables
that holds, and not merely an equality between probability distributions.

3 Bounds for moments

Let us build a sequence m,, of theta-distributed random variables such that

Theorem 3.1 For anyp >1

- 252, - o457

Vi Vi

Together with Theorem 2.1, it will yield the desired bounds for ||Wy,|,.

3.1 Proof of Theorem 3.1

The next step uses strong convergence: Theorem 2.3 asserts the existence, on the same
probability space as (Up)x>1, of a sequence of Brownian bridges (by,),>1, that approximate
closely the sequence (ay)n>1. We use:

Figure 3.1 Vervaat’s decomposition

Theorem 3.2 (Vervaat, 1979) Let b = (b(t))o<i<1 be a Brownian bridge, and let T be
the almost surely unique point such that b(T) = info<i<1 b(t). Then T is uniform and
e = (e(t))o<i<1, defined by e(t) = b({T +t}) — b(T), is a normalized Brownian excursion,
independent of T,

to build from (b,),>1 a sequence of normalized Brownian excursions (ey),>1, whose maxi-
mums are precisely the random variables

= bo(t) — inf by (¢
n o n(?) 0<t<1 n(?)
= sup e,(t)
0<t<1
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of Theorem 1.1. Set:

D, = +/n sup

0<t<1

Cn = sup [ea(t)]-
0<t<1

Due to the construction of y; in Subsection 2.5, we have

2
%%k Ik _ (sup an(t) — inf a,(t)|+ 2Cn

< _ Ir
- \/’ﬁ 0<t<1 0<t<L1 \/’I_l
1+2D, +2C,

< - - =
— \/ﬁ ?

in which the second inequality follows from Theorem 2.6. Due to Theorem 2.3, C), belongs
to any L, and it satisfies:

maxyg Yk

N

[Cnllp < Kplogn.
The same is true for D,,, as we have:
Proposition 3.3 For suitable A, C and K,
Pr(D, > Clogn+z) < An!'"KCe Kz

yielding Theorem 3.1. O
Proof of Proposition 3.5. Let Y}, denote the number of cars whose first try is place &,
and set

Zn = Imax Yk,n-

0<k<n
We have:
1)t Z,
o (VY o) < V4
n+1 14+n  +/n
1+ 2,
<
= ‘\/ﬁ b
and:
Pr(Z, > Clogn+z) < nPr(Yi, > Clogn+z)
< nElexp(KYi,,)]exp(—KClogn)e K¢
< (1+6K_1)n (—KClogn)e K=
< n | exp ogn)e

?

the third inequality due to the fact that Yy , follows a binomial distribution with parameters
(n,1/m+1). a
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Note that if D(n,n — 1) denotes the total displacement of the parking scheme derived
from Uy, Uy, ...,U,, we have

1
D(n,n—1)=—-n+ 1+n/ Y|nt) dL.
0

Thus
D -1 ! 1+D
M_/ en(t)dt‘ < 2 M
ny/n 0 N
logn

This leads to an error term in the convergence of the k** moment of the total displacement

Jn
to the k£ moment of the Airy law, error term that does not compare too defavorably to the
error term (1/4/n) obtained by Flajolet et al. [19].

3.2 Proof of Theorem 2.1

Set

M, = max y.
k

The aim of this section is to bound the difference between M,, and W,,. Essentially, we
follow the line of proof of [50] (see formula 63, page 200). We improve Takéics’s bounds with
the help of Petrov’s Theorem 3.5: let Q.(n) be the set of sequences y = (y)k=o,..n that
satisfy

‘qul—k - ym' <cyklogn
whenever k£ > 0, m > 0 and m + k < n. We have:

Proposition 3.4 Given a positive number a there exists a constant ¢, not depending on
n, such that

1 —Pr(y € Qc(n)) =o(n™?).
The proof of Proposition 3.4 is given at the end of the Subsection. Recall that ZZ-("H) = Ym(i)

in which m(1) =0 and m(i + 1) = m(i) + Zi("H). Consider an integer k such that yr = My,:
for some i, k € [m;, mj+1][, so that:

0<M,-W, < M,-2z""
< g myey/(k —m(i))logn + n(1 — In ()
< g mycy/ ZZ-(nH) logn + n(1 — Ig, (n))
< g, mycv/ Mylogn +n(l — Ig )
< Igmey evnlog??n+n(1 - In,m),
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and, by a suitable choice of ¢ in Proposition 3.4:
B(|Wa— MuP) = O@?/*(10gn)*®/").

This last estimate holds true under the general hypothesis of finite exponential moments
for the progeny, but, for Theorem 2.1, we need to decrease the exponent of logn to p/2. The
last but one inequality gives:

E(|Wn - Mn|P) < CE <M£/2> log?/2 1 + nP(1 — PrQ(n)).
Theorem 2.6 entails
Mp < v/n(l+2sup|an(t)]).
Finally, owing to Dvoretsky-Kiefer-Wolfowitz inequality:

P(suplan(t)] 2 o) < 4v2 exp(~227)

(see [45] p.354-356), we obtain:
E(MP?) < KnP/* O

Proof of Proposition 3.4. Let (z)o<k<n be a sequence of independent random variables,
Poisson-distributed with mean 1, and let ¢ = (¢x)o<k<n be the random walk with increments
zr — 1. Let A(n) denote the set of sample paths y that satisfy constraints (2.1). As a
consequence of Spencer’s key remark,

Pr(y ¢ Qc(n)) = Pr(t ¢ Qe(n) [t € A(n))
Pr(t ¢ Q.(n))
Pr(t € A(n))

Due to Otter’s formula ([36], see also [50], [38]), we have:
1
Pr(t € A(n)) = - Pr(t, =0),

so due to the standard local limit theorem (see for instance Ibragimov & Linnik Chap. 4,
Th. 4.2.1) we obtain:

Pr(t € A(n)) = ©(n%/?).

Thus we are to prove Proposition 3.4 only for the unconditioned random walk ¢, but this is
a consequence of:

Theorem 3.5 (Petrov, 1954) Let Yy be a random walk with increments Xy satisfying
simultaneously

- E(Xy) =0, and
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- for some positive constant a, E(e""X’C‘) < 400,
then:

i) there exist two positive real constants g and T such that
E(exp(tX1)) < exp(gt®) for |t| < T,

i1) for (Yg)r>1 defined as above, we have

2

Pr(|Yy| > z) < 2exp(—ng) if 0<a<kgT,

T
< 2exp(—7m) if x> kgT.

(see [37] p.52-55). Theorem 3.5 yields:
Pr(t ¢ Q.(n)) < Pr(Im,k ‘ [tmak — tm| > c/klogn)

n
nZPr(|tk| > cy/klogn)

<
k=1
2 logn
Ry Zlogn -
< n Z 2exp(— 4g )+n Z 2exp(—T+/klogn/2)
g
k=t h=Sgsy
2
c’logn |_.2 l—c/d
2T292n /49 4 opl=elg,
For ¢ large enough, the last term is o(n~%). O

4 Concluding remarks

Convergence of moments of the width extends easily to binary trees: the breadth-first
search random walk for a binary tree is a ruin sequence, and in the correspondence between
ruin sequences and general trees (see [44], p. 268-271), the maximum of the ruin sequence is
within a constant of the height of the corresponding general tree. Thus we can use

Theorem 4.1 (Flajolet-Odlyzko, 1982) The r' moment of the height of a general tree
with n nodes is asymptotic to 2 7/%n"/2p,,

instead of Theorem 3.1, to obtain convergence of moments of the width of binary trees.
However, compared with Theorem 1.2, we lose the speed of convergence.

According to [50], asymptotics for the moments of the width of binary trees, or of general
trees, can also be obtained through closed form formulas for the distribution function of the
maximum of the breadth-first search random walk (see (48) and (49) p. 197 of [50]), using
results of [9], [26], and a weaker form of Theorem 2.1 (see p. 200-201 of [50]). In a work in
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progress, Cyril Banderier and Philippe Flajolet study carefully asymptotics of the maximum
of the breadth-first search random walk for general simple trees with finite degree. Together
with Theorem 2.1, their work gives asymptotics for moments of the width of general simple
trees with finite degree.

The results of Subsections 2.4 and 3.1 are extended in [11] in order to study the “emergence
of a giant block” of consecutive cars for a parking function. An interesting phenomenon
of coalescence of blocks appears, reminiscent of the coalescence of connected components
observed in [3] for the random graph process during its phase transition. From Subsection
2.4, a moment of thought suggests that the width of the largest block is n — o(n) if the
number of empty places is o(y/n), while it is simultaneously n — ©(n) and ©(n) if the number
of empty places is O(y/n) (see [11] for more precise statements).
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Appendice

On va prouver ici la convergence des moments de la largeur des arbres binaires (condi-
tionnés & avoir n noeuds et divisée par 4/n)) vers les moments correspondant du maximum
de I’excursion brownienne normalisée. Plus formellement, on va prouver le

Théoréme 4.2

E((n 2 WE)) — r(r = D0(r/2)¢(r)27" )2

n—-+oo

(Ou la formule est valable pour 7 = 1 en prenant la limite /7/2).
Ce cas a déja été traité dans Takdcs [50]. La preuve que l'on propose ici est légérement
différente et reprend de nombreux arguments utilisés dans le cas des arbres étiquetés.

La premiére étape consiste & remarquer que la largeur W2 d’un arbre peut étre ap-
proximée par le maximum de I'excursion associée via le parcours en largeur. Le parcours en
largeur fournit une bijection entre I’ensemble F;, des arbres binaires & n noeuds et I’ensemble
Es(n + 1) des excursions de Bernoulli de longueur n + 1 (voir Sedgewick & Flajolet [44] et
Figure 4.1). On conserve les mémes notations pour les variables (z;);>0, ainsi que pour les

0 2 4 8 v 18 2
[u[u[u[uuld]ulu[d][d[d][d][u]u]d][d][d][d]d

12[2]2]2]2]0]2]2]0]0[0[0]2][2][0]0/0[0]O

Figure 4.1 : Excursions et arbres binaires

(Zi)o<i<H,- Les nombres xg,z1, ..., £n—1 satisfont aussi & ’ensemble de contraintes (2.1) (du
Chapitre IV), avec ¢ = 2. L’excursion de Bernoulli (S;)k=o,...,n+1 associée & ces nombres
(Sk) k=0, n+1 (par le parcours en largeur d’abord) est définie comme suit :

So = 0,51 =1 (Construction artificielle)
Sy = mo
S3 = zo+(z1-1)

S, = xo+ (.’L‘1 — 1) + ...+ (]In_g — 1)
Sn—i—l =0

Comme pour les arbres étiquetés, on a : Zy = So, Z1 = Soy 7y, , Zky1 = So4 724t Zpr " "
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Dans le cas des arbres étiquetés, les x; étaient des Poissons P(1) — 1 (conditionnés a
former une excursion); dans le cas des arbres binaires, les incréments sont des variables
aléatoires uniformes sur 'ensemble {—1,1} (conditionnées a former une excursion). Donc, on
peut prouver un analogue du théoréme 2.1 pour les arbres binaires :

Proposition 4.3
|IWP - max Skllp = O(n**\/logn).
+

k=0, n

On peut toutefois simplifier la preuve de 'analogue du théoréme 2.1 en utilisant les bornes de
Chernov (Bollobés p.12.) a la place du théoréme de Petrov ainsi que les nombres de Catalan
pour le calcul de Pr(S € A(n)) au lieu du théoréme local central limite.

La convergence faible du processus

Si(n
(%)oggl

vers l'excursion Brownienne normalisée (e(t))o<¢<1 ainsi que la proposition 4.3 impliquent
que

lot
—rm

SIE

ou m est le maximum de ’excursion Brownienne normalisée.

Pour obtenir les moments de W,,, dans le cas des arbres étiquetés, on a utilisé un argument de
couplage avec le processus empirique. Ici, on va utiliser le fait que le maximum des excursions
de Bernoulli et la hauteur des arbres généraux (dont on connait la loi et les moments limites)
sont fortement liés.

On utilise donc une bijection bien connue, qui lie 'ensemble Es(n + 1) des excursions
et 'ensemble G, 1)/ des arbres ordonnés avec racine ayant (n + 1)/2 noeuds (ces arbres
“généraux” sont les arbres de Galton-Watson dont la loi de progéniture est géométrique
(P(Z, = k) = p*(1 — q)) conditionnés & avoir (n + 1)/2 noeuds. On pourra se référer aux
annexes et au chapitre IV).

Figure 4.2 :FEzcursion et arbres en bijection.

(n+1)/2)

Notons H((; la hauteur des arbres ordonnés ayant une racine. L’ensemble des arbres
de G(n41)/2 et I'ensemble des excursions Es(n + 1) étant munis de la loi uniforme, on peut
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voir aisément que :

H((;(n—l—l)/Q) toi vp g

Les moments limites de Hg sont connus :
Théoréme 4.4 (Flajolet & Odlyzko)(87)

11$E((%)T) - 1i7{n]E((H§:) )’") = r(r — DD(r/2)C(r)27"/2

En utilisant le théoreme 4.1 et la Proposition 4.3, on termine aisément la preuve du théoréme
4.2. 0
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1. Introduction CHAPITRE V

La montée de barre optimale en présence d’une

échéance aléatoire.
P. Chassaing, J.F. Marckert

Soit une famille d’algorithmes (A(t)), , de durée t non interruptibles et une échéance
aléatoire T' de loi p connue. Exécuter jusqu’a terme un algorithme A; rapporte f(t). On
étudie comment construire un algorithme interruptible optimal en moyenne en exécutant
successivement une sous famille de (A4¢);>0, la régle étant que le résultat d’un algorithme
mené a terme remplace le résultat précédent et qu’un algorithme interrompu ne rapporte
rien.

1 Introduction

1.1 Cadre général

La résolution de problemes avec limitation de ressources est un nouveau théme de re-
cherche en Intelligence Artificielle. Son objectif principal est de fournir des méthodes per-
mettant de déterminer la meilleure stratégie pour résoudre une tdche donnée en fonction
de contraintes qui lui sont imposées. Le résultat escompté de ces travaux est la concep-
tion de systémes robustes ayant des capacités d’auto-adaptation face 4 un environnement
en constante évolution. Les applications sont nombreuses, notamment dans des domaines
critiques nécessitant des traitements répartis ou temps réel tels que I’assistance a la sur-
veillance (de patients en médecine, de divers sous-systémes embarqués & bord d’avions, de
satellites, de voitures, etc.), l'assistance & la conduite (de procédés industriels, de véhicules
autonomes, d’avions, de satellites, de réseaux de communication, etc.), ’assistance & la prise
de décision (notamment sur les marchés financiers) ou a la recherche d’informations réparties
sur plusieurs sites (voir [4]).

Un des problemes récurrents dans ce genre d’application est le suivant : on doit traiter une
tache de maniére la plus précise possible (analyser une image, un son, prendre une décision...)
sans savoir exactement le temps dont on dispose pour se faire. On est alors confronté au fait
que, le plus souvent, un algorithme interrompu en cours d’exécution ne fournit aucun résultat,
méme pas un résultat approximatif.

Pour parer ce probleme on construit un algorithme interruptible en utilisant une suite
d’algorithmes non interruptibles de la fagon suivante : on exécute & la suite, des algorithmes
(A(ti))i>1 de durée t; croissante fournissant des approximations de plus en plus précises du
résultat recherché. Ainsi, si ’on est interrompu & un temps 7' au moment ou1 on a déja exécuté
jusqu’a terme A(t1), A(t2), A(t3) mais que I'exécution de A(t4) n’est pas terminé, on disposera
au moins du résultat de A(t3).

On va supposer par la suite que on dispose d’une famille (A(t)) 1o d’algorithmes, ¢
désignant le temps nécessaire pour que I’algorithme A(t) produise son résultat a(t). On affecte
alors au résultat a(t), une valeur f(t). La fonction f sera supposée croissante. On va donc
tenter d’exécuter jusqu’a terme un algorithme A(s1); si on y parvient, on tentera d’exécuter
un algorithme A(s3), so > s; etc.... Un algorithme interrompu avant terme ne donne pas
de résultat, de valeur f(0) et chaque algorithme est indépendant des autres dans le sens ou
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Palgorithme A(s;) est de durée s, quels que soient les calculs effectués auparavant.

On suppose que l'on est interrompu & un temps 7" aléatoire, la loi u de T' étant connue.
Au moment T, on dispose donc du résultat obtenu par le dernier algorithme non interrompu
A(sgz.) ol iy est défini par :

ip = max{i|s; +so+---+8; < T} (1.1)

Le but que l'on se fixe alors, est de choisir judicieusement la suite (s;);>1 de maniére &
maximiser la valeur moyenne du résultat obtenu. La question se formule donc ainsi : quelle
suite s1,892, -+ , 8y, -+ Maximise

v =E(f(siz.)) ?
On peut écrire v de maniere équivalente :

v = gax  AP(T <s)f(0) +P(T 2 s1)f(s1) + BT 2 51+ 52)(f (s2) = f(51))

+P(T > s1+ 52+ 83)(f(s3) — f(s2)) +--- }

A propos de telles problématiques, on pourra voir les articles de Zilberstein (et al.) [5], [6], [7]
qui traitent du méme type d’optimisation mais lorsque 1’on ne connait pas la loi de ’échéance
et que l'on s’intéresse donc & une optimalité dans le “pire des cas”. [6] reprend d’ailleurs le
méme genre d’argument que Baeza et al. [1] qui s’intéressaient & la meilleur stratégie pour
trouver un objet sur la droite réelle (entre autres) lorsque sa position n’est pas connue (ni la
loi de sa position).

Sans parler pour l'instant de problémes d’unicité, on peut voir qu’une suite (s;);>; maxi-
misant la valeur de v doit satisfaire & deux conditions antagonistes :
- Elle doit étre suffisamment “grande”, car si on perd du temps a tenter des algorithmes de pe-
tites valeurs, on risque de ne plus avoir de temps pour des algorithmes de valeurs supérieures.
- Elle doit comporter des “petites” valeurs pour garantir un résultat, f(0) pouvant étre par-
ticulierement rédhibitoire dans certains cas.

De plus, il est clair que la suite (s;);>1 dépend fondamentalement de la fonction f. On
peut par contre remarquer qu’il existe une borne supérieure relativement petite pour V :

Proposition 1.1 V est magjoré par E(f(T)).

Preuve : La premiere démonstration est intuitive : si 'on connait & l'avance la date 7' de
I’échéance, on choisira comme premiére tentative s; = T, aucune autre tentative n’étant
possible ensuite. On obtiendra donc comme récompense

E(f(s1)) = E(f(T))-

Si on ne connait pas T & ’avance, le résultat est forcément moins bon. Voici un argument
plus formel. Une suite s = (s;);>1 étant choisie, la récompense (aléatoire) est donnée par :

QSS(T) = Z f(sn) ]181+---+SnST<81+---—|—Sn+1
n>1
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Donc, on a évidemment, pour T’ dans [s; 4 - - + 8p, 81 4 -+ + Sp11[ :
¢s(T) = f(sn) < f(s1+ -+ sn) < f(T),
d’ott
v =E(¢s(T)) < E(f(T))

1.2 Quelques exemples

Nous allons voir dans cette partie des exemples suffisamment simples qui permettent de
trouver la suite optimale s1, s9,---. Dans tous les cas que ’on va considérer, on va supposer
que E(T) = 1.

— Si T peut prendre deux valeurs 0 < t; < 1 et 3 > 1; on va voir que 'on a d’autres

alternatives que tenter d’exécuter A(¢1) ou A(t2).
Une analyse rapide montre que I'on doit choisir entre tenter tout de suite A(ty) ou
tenter A(s1) avec s1 < t1 puis Aty — s1) (si to — s1 > s1). On aura alors :

v = max {]P’(T =t1)f(s1) + P(T =t2) f(t2 — Sl)Ht2—51>sl}-
0<s1<t1
— Si T suit une loi uniforme dans Uintervalle [1 —a, 1+ a], de la méme fagon, on remarque
que

v= Jmax { . {P(T < s1+a)f(s1) +B(T > s1 + m)f(ac)}}
On peut remarquer que pour certaines fonctions de paiement f, il n’y a pas unicité du
Z qui maximise v. Par exemple si T' suit une loi uniforme dans l'intervalle [0,2] avec
f(t) = t; on s’apercoit que la quantité v optimale vaut 1/2 et peut étre obtenue de
plusieurs maniéres :
- en prenant s; = 1 (et donc, aucune autre tentative n’est possible ensuite)
- en prenant 0 < 51 <1 et 50 = 1.
Dans ce cas particulier, il n’existe pas de maniére d’obtenir la méme récompense
moyenne avec trois tentatives (ou plus).

— Si la suite des algorithmes exécutables est réduite & {A¢,, -, As, } pour des temps ¢;
donnés, le probléeme se résout complétement, puisque la suite maximisant la moyenne
est une partie de ’ensemble {A;,,---, Az, }; il n’y a qu’a les essayer toutes...

D’une maniere générale on voit que le probleme posé est complexe & résoudre et ceci méme
numériquement. En effet, méme si 7" est & valeur dans un compact [A, B] le nombre de
tentatives a choisir n’est pas du tout clair. Si le nombre k£ de tentatives est connu et §’il est
grand, on voit que chercher les valeurs des ¢; revient & chercher le maximum d’une fonction
de k variables sous certaines contraintes. On va dans la suite s’intéresser & un cas particulier,
révélateur des difficultés que présente ce genre de probléme lorsque le support de T est RT.
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2 Le cas T de loi exponentielle
On va prendre comme fonction valeur f, la fonction
flt)=t

et pour loi de ’échéance T, la loi exponentielle de moyenne 1, c’est & dire, que la queue de
distribution de 7" est donnée par :

P(T>z)=¢e".

La loi exponentielle est souvent utilisée pour formaliser des instants de panne ou des lois
d’échéance pour la raison qu’elle est “sans mémoire”, c’est & dire que la durée résiduelle
sachant que I’échéance n’est pas survenue avant le temps ¢ a méme loi que la durée initiale :

P(T>t+s|T>t)=P(T >s).

Si on a réussi & exécuter jusqu’a terme un algorithme A(s;), on peut recommencer un autre
algorithme A(s2) et cet algorithme ira ou non a terme indépendamment de la valeur de s;.
Ceci “simplifie” en quelque sorte les choses puisque les probabilités conditionnelles deviennent
de vraies probabilités mais d’un autre coté on n’a acquis aucune information du passé.

La suite (s;)x>1 étant positive et croissante, on note z = (x;);>1 la suite positive constituée
de ses accroissements de sorte que

S, =21+ -+ xf.
Le profit moyen associée & la suite z = (z;);>1 est

v(z) =z1e” " +x9e” 2 o f e R 4 (2:2)

Wy =81+ 82+ -+ 8 =kxy + (k—1)xo + -+ - + 34
car
v(z) = 21P(T > 51) + 2oP(T > 51+ 89) + -+ + 2o P(T > 51+ 82+ +80) + - .
v vérifie alors
v =sup{v(z) | z € E}

ou FE est ’ensemble des suites & termes positifs. Le probléme consiste donc & calculer v ainsi
qu’une suite z* réalisant ce maximum, c’est a dire telle que v = v(z*).
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2.1 Une équation de Bellman

Supposons que s,, = a soit fixé; on a :

vn(z) = v(z)— (z1e™" + 206”2 + -+ + zpe” ")
= e Un(Fe e 4 gpe P70 e TReTRe L)
g e_w"_GW(a, .i‘)

ou les différents tildes désignent les quantités associées a la suite décalée de x :
T = (fla-'f%"' ,jk’...) = ($n+laxn+23"' ,$n+k’...)
et o w(a,x) est défini par :
w(a,z) = z1e”Y" + z9e” 27+ -0 + xke_wke_(k_l)a 4o
On peut noter que
w(0,z) = v(z)

e ®w(a,Z) s'interpréte comme ce qu’on obtenir de plus que a en moyenne si on a déja a et si
la séquence des tentatives effectuées est :

(a+§17a+§27"' aa+§ka"')
Posons
V(a) = a + e max{w(a,z)|z € E}.

V(a) s’interpréte comme le mieux que I'on puisse obtenir de plus que a en moyenne si on
a déja a. Le but est donc de calculer V(0). L’équation de programmation dynamique s’écrit :

V(a) = max{a(l—e¥)+eV(y)ly > a}
= a+e “max{(V(a+z)—a)e |z > 0} (2.3)

On pourra voir au sujet des équations de programmation dynamique les nombreux articles
de Bellman et ses livres, en particulier [2]. Notons

On a donc
U(a) = e *max{w(a,z)|z € E}

et on peut dés maintenant établir que :

Proposition 2.1
a) © — e*U(x) est décroissante
b) U est conveze
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c) U est majoré par 1

Preuve : On a
e ¥ (a) = max{w(a,z)|z € E}.
Pour z € E, a — w(a, z) est une fonction convexe, décroissante en a. Donc
a — max{w(a,z)|z € E}

est également convexe et décroissante. Puisque e™* et w(a,x) sont deux fonctions convexes,
positives et décroissantes, leur produit est convexe. Pour prouver c) on utilise le fait que ¥
est décroissante et la Proposition 1.1 avec E(f(T)) = 1. O

Mais aussi, de 'égalité (2.3), on déduit que ¥ : RT — R est solution d’une équation dite de
Bellman (2.4) trés importante pour la suite :

U(a) =e *max{(z+ ¥(a+z))e *|z >0} (2.4)

Une étude complete de ¥ nous fournira aussi bien ¥(0) = V(0) = v que la suite optimisante
z*. On va donc procéder de la maniére suivante : dans la partie 2.2, on va montrer que ¥ est
l'unique solution convexe décroissante & ’équation de Bellman (2.4) ; dans les parties 2.3, 2.4,
2.5 on va montrer que toute solution d’un systeme différentiel, et d’une équation fonctionnelle
non standards est également solution de ’équation de Bellman. Dans les parties 2.6, 2.7, 2.8
on va “prouver” qu’il existe une solution décroissante et convexe & 1’équation différentielle
non standard et étudier ses propriétés ce qui nous conduira & calculer la suite (s;);>1 qui
réalise v. Malheureusement, une étape dans une démonstration manque toujours...

2.2 “Unicité” de la solution de I’équation de Bellman

Le but de cette partie est de prouver le

Théoréme 2.2 II existe une seule fonction décroissante conveze (sur Rt ) solution de
I’équation de Bellman (2.4).

Soit Hj, I’espace des applications ¢ convexes décroissantes de [b, +oo[ dans RT et T}, 'opérateur
défini sur Hy par :

(Tyd)(y) = ¢ ¥ max {(z + $(z + y))e “|z > 0}.

Lemme 1 T} est contractant sur Hy; de plus, si ¢ et ¢ sont deux fonctions de Hp, on

1Top — Totblloo < € "ll¢ — ¥l

Preuve : . Montrons d’abord que Hj est stable par Tp. Tout d’abord, il est facile de voir que
Ty¢ est aussi décroissant. Montrons que Ty¢ est convexe. Posons

O(y) = max {(z + ¢(z + y))e |z > 0}.
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Alors O est convexe ; en effet :

d(z+a)+ d(z+0b)

O(a) +O(b) > 2max{(z+ 5 Je |z >0}
> 2max {(z + ¢(z + e ;— b))e_w|x >0}
> 2®(a + b)
2
. Soit ¢ et ¢ deux fonctions de Hy; on note g et h les fonctions définies par :
g(z) = (z+d(x+a)e™

hiz) = (z+9(z+a))e™®

|Typ — Typ|(a) e~ *| max{g(z)|z > 0} — max{h(z)|z > 0}
e “max{|g(z) — h(z)| |:1: > 0}
e “max{|¢(z + a) — ¢(z + a)le”"|z > 0}
e ¢ —tYllo- O
Corollaire 2.3 Il existe une unique solution ® positive convexe et décroissante a l’équa-
tion de Bellman sur ]0,+oo].

ININ A

On ne peut pas prolonger de fagon unique cette solution ® sur [0,+oo[ car en choisissant
®(0) quelconque tel que :

®(0) > max {(z + ®(z))e "z > 0}
alors @ satisfera a
®(0) = max{(z + ®(z))e *|z > 0}
Proposition 2.4 U est l’extension de ® a [0, +oc[ qui satisfait a
U(0) = max{(z + ®(z))e *|z > 0}.
C’est donc la plus petite extension de ® a [0, +ool.
Preuve :
V() = sup{zie ™ +z2e ™2+ z36 "+ | T =(zi)i>1 € E}
= sup{sup{zie ¥ +mze >+ mze ¥ 2 4. |a >0} 7= (zi)i>1 € E}
= sup{sup{zie™™" + 2o """ + 23 32" +...| z = (2;)i>1 € E}|a > 0}
= sup{¥(a)|a > 0}
= sup{®(a)la > 0}
= sup{sup{(z + ®(a + z))e"*|z > 0}|a > 0}
= sup{sup{(z + ®(a + z))e"*|a > 0}|z > 0}
= sup{(z + ®(z))e *|z > 0}. O

De la Proposition 2.1, on déduit immédiatement que
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Corollaire 2.5 V est l'unique solution décroissante conveze, continue en 0 de l’équation
de Bellman.

W vérifie de plus :

Proposition 2.6
e—z
e "< () < —~  pour tout z € RT.

Preuve : On considére Hj I'espace des fonctions ¢ convexes décroissantes de [b, +oo[ dans R*
telles que

e*.ﬁC

—Z
c < é(z) < —5~ pour tout z € [b, +00].
e

On va montrer que H; est stable pour T3, la contraction se montrant comme sur Hp. Soit ¢
appartenant & Hj et y > b, on a :

et
(To)(y) > e ¥ max {(z +e ¥ e T|z >0} >e ¥ O
On peut par exemple déduire de cette proposition que la valeur recherchée v vérifie :

v=U(0)€le?1/2].

2.3 Lien avec un systéme différentiel “exotique”

Notons
7(a) = inf {argmax{(z + ¥(a + z))e *|z > 0} }.

ou argmax{f(z)|z > 0} est I'ensemble des valeurs positives de z ou f atteint son maximum.
On peut remarquer que ¥ étant convexe décroissante, ¥ est également continue et ainsi la
fonction x — (z 4+ ¥(a + z))e™ ™ est continue et bornée d’apres la Proposition 2.1. Elle
posséde donc un maximum et (au moins) un endroit ou il est atteint : 7 est donc bien défini.
De plus, il est facile de prouver que 7 prend ses valeurs dans [0, 1], car ¥(a + z)e™™ est
décroissante sur Rt (Va > 0) et ze * est décroissante sur [1, +oo].

On va supposer pour 'instant que ¥ est dérivable, ce qui est le cas sauf au plus
sur un ensemble dénombrable de points puisque ¥ est convexe. En écrivant que 7(a) annule
la dérivée de (z + ¥(a + z))e™*, on obtient :

7(a) =1+ V' (a+ 7(a)) — ¥(a + 7(a)). (2.5)
Puisque

U(a) = e @7 (1(a) + (a + 7(a))) (2.6)
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on obtient :
¥'(a) = —e~(@t7(a) (2.7)
On en déduit que
7o) = 1 — e~ @ @+7@+7(@) _ g(q 4 7(a))
d’olt
T(0) = e~ (7 (0) + ¥(r(0)))
et
7(0) = 1 — ¢~ TOFEO)) _w(7(0)).

On en déduit que la performance optimale (en moyenne) s’exprime en fonction des valeurs
des deux premiéres tentatives 7(0) et 7(7(0)) :

T(0) = e 701 — ¢ 7O=7((0)),

Posons z(a) = a + 7(a) dans les équations (2.5), (2.6), (2.7). Le systéme composé de ces
trois équations s’écrit :

Pa) = e (z(a) —a+9(z(a))
2(a) = 1+a+9/(2(a) —9(2(a)) (2:8)
P'(a) = —e*

Voici quelques identités vérifiées par les solutions de (2.8) :

#2(a) —a+(z(a)) = 14+4'(2(a))

= Yla)e®
1 — ¢ 2(2(a))
D’ou on déduit
P(x) = e_z(“”)(l - e_z(z(m))) et z(z)=xz+1-— e 2(2(@) (2 — e_z(z(z(m)))). (2.9)

Ceci étant obtenu en remplacant 9(z) par e #(®) (1 — e #(2(#))) dans la premiére équation de
(2.8). Cette deuxieme identité est particulierement intéressante puisqu’elle permet de calculer
la n®™€ décision en connaissant les précédentes.

Pour justifier la dérivabilité de la solution ¥ de ’équation de Bellman, on va prouver les
deux propositions suivantes :

Proposition 2.7 Toute solution (1, z) au systéme (2.8) (avec 9 conveze décroissante et
z croissante concave) est solution de l’équation de Bellman (2.4).

Proposition 2.8 Il existe une solution (1, z) au systéme (2.8) avec v conveze dérivable,
décroissante et z croissante concave.

Supposons ces deux points prouvés. On sait alors que la solution ¥ décroissante et convexe
de I’équation de Bellman est dérivable. Ainsi, tous les calculs effectués en supposant la
dérivabilité de ¥ sont justifiés.
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2.4 Preuve de la Proposition 2.7

On veut montrer qu’une solution (¢, z) du systéme (2.8) est une solution de I’équation
de Bellman, c’est & dire quelle vérifie :

{ Y(@) = max{(z—a+¢(z))e %z > a}
z(a) = argmax{(z—a+(z))e *lz > a}

On peut remarquer que l'infimum a disparu de la définition de z. Ceci est quand méme
cohérent avec la définition de 7 puisque 'on va démontrer I'unicité du z qui maximise (x —
a+1(z))e *. Notons

Ga(y) =€ Y(y —a+9(y))
Proposition 2.9
#(a) = argmax{G,(y)ly > a}
et

9(a) = Ga(2(a)) = max {Ga(y)ly > a}

On peut remarquer que cette proposition implique directement que (1, z) est solution de
I’équation de Bellman. Il suffit donc de prouver la Proposition 2.9 et méme seulement sa
premiére assertion la deuxiéme étant équivalente. C’est une preuve en trois points.

(Puisque z n’est pas supposée dérivable mais concave, z’ désignera dans la suite, la dérivée &
droite de z.)

1)G, posséde un maximum local en z(a).

On a
Goly) =e (1 +9'(y) —y+a—p(y)) (2.10)
et donc
Gl (z(a)) = 0.
Gily) =eV(—1+e " ty—a+yy) +2(y)e " —1-9'(y)).

Apres quelques simplifications, on s’apercoit que :
Gl(z(a)) = ——— <0

2)Le seul maximum local de G, dans ]a, +oo[ est z(a). En effet,

Go(y) =1+9'(y) —y+a—1p(y)

est une fonction strictement concave; elle ne peut s’annuler que deux fois. L’autre point
singulier, s’il existe est nécessairement un minimum local.
3)a n’est pas un maximum de G, (sauf si a=0)

Ga(z(a)) — Gala) = ¢(a) — e "¢P(a)

D’autre part, le maximum de G, n’est pas atteint en +o00 puisque G, est décroissante sur
[2(a), +oo[ d’apres 2).
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2.5 Preuve de la Proposition 2.8

C’est cette partie qui nous a posé probleme jusque maintenant et elle n’est donc pas
totalement achevée. Comme on va le voir, on ne parvient & démontrer ’existence d’une
solution du systéme (2.8) avec les propriétés désirées que sur [0.4, +oco[ alors que ’on a besoin
de prouver son existence sur R+-.

Le but de cette partie est de prouver l’existence d’une solution au systéme (2.8). On
notera par la suite f[% et fI3! les fonctions fo f et fo fo f. Soit (1, z) une solution de (2.8).
11 est facile de voir que 2’ vérifie

Z'(a) =1+ z'(a)z'(z(a))efzm(“) + z'(a)efzm(“) (2.11)
On a par ailleurs la condition “initiale” en +oc :
z(a) =a+1—o0(1). (2.12)
Un systéme équivalent
Lemma 2.10 Le systéme
@) = 1+72(a)?(2(a))e * @ + 2 (a)e (@)

est équivalent au systéme (2.8). Les deuz systémes ayant méme condition “initiale”.

Preuve : 11 est clair qu’une solution & (2.8) sera également une solution & (2.13).
Montrons qu’une solution (1, z) de (2.13) vérifie

z(a) = 1+ a+19'(2(a)) — P(2(a))
On note
gla) = z(a) —1—a—¢'(2(a)) + ¢(2(a))
= z(a) —1—a+e " 4 y(2(a))

d'(a) = 2'(a) — 1 — 2'(2(a))2'(a)e > + 2/ ()9 (2(a)) = O

donc g est constante et la condition initiale en +oc indique que g = 0.
Montrons maintenant qu’on a aussi :

p(a) = eV (2(a) — a +(2(a)).

On note

W) = v(a) — e @ (= Z(a)(2la) — a +9(2(a)) +#(a) — 1 — #(@)¢ (2(a)))
— () —e *(=a) =0

et puisque lim,_, ;1 h(a) =0, h=0. O
11 suffit donc de prouver que le systéme (2.13) a une solution.
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2.6 Une “sous” solution

On va commencer par prouver directement qu’une équation fonctionnelle un peu plus
simple que (2.9) posséde des solutions. Elle nous servira de borne inférieure dans la sous-
section suivante. Soit ’équation fonctionnelle

(E) w(z) =1+ — 2e 2@, (2.14)
Alors,

Théoréme 2.11 Il existe une solution a l’équation (E) sur [0.4,+occ[. De plus, cette
solution est croissante et est asymptotique a la droite y =z + 1 en +oo.

Définissons la suite de fonctions (wy);>1 par

wo(z) = z+1
{ wk+1(~77) = 1+x— 2exp(_wl[62]($)) (2.8)
alors

Lemma 2.12 La suite (wg)r est une suite décroissante de fonctions dérivables, crois-
santes et asymptotiques a la droite d’équation y =x + 1 en +oo.

Preuve : La dérivabilité ainsi que les propriétés asymptotiques de wy41 s’héritent de facon
simple de celles de wy. La suite wy est décroissante : On a évidemment ws(z) < wi(z). On
montre ensuite aisément la décroissance de la suite (wg(z)) par récurrence ainsi que le fait
qu’elles soient croissantes de pentes supérieures a 1. [

Lemma 2.13 Pour tout z > 0.4 et pour tout kK > 0, on a
wg(z) >z +0.45
Preuve : Ceci est vrai au rang 0; supposons que wg(z) > = + 0.45 pour tout z > 0.4.

wgr1(z) > z+1—2exp(—z —0.9) pour z > 0.4
> z+1—2exp(—1.3)
> z+0.45. O

En réinjectant cette borne dans ’équation définissant wy41, on remarque que la distance
entre la droite d’équation y = z + 1 et wy, est un O(e *), uniformément en k.
2.7 Existence d’une solution z
On va prouver qu’il existe une solution a ’équation (2.11),
Z(z) =1+ z'(m)z'(z(m))e_zm (@) 4 z'(w)e_zm(z)

avec z croissante, asymptotique & z + 1 en +o0o. On note (2;)x>o la suite de fonctions définies
par :

{zo(a:) = z+1 "
2

Anl@) = 1+ A@4(a)e @ + @)
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Pour définir correctement zj,1, on prend pour z;,1(0.4) (puisque Pexistence ne sera prouvé
uniquement que jusqu’en 0.4) la valeur telle que z11(z) soit asymptotique & z+1 en +o00. On
va, prouver qu’il est possible de choisir une telle valeur. Pour ceci, on compare les fonctions z
avec les fonctions wy définies dans la sous-section ci-dessus; une définition équivalente pour
les fonctions w;, est la suivante :

{ wo(x) = z+1

Wiy (@) = 1+ 2uf(z)u (wy(x))e % @

wg+1(0.4) étant choisi de sorte que wy1(z) soit asymptotique & z + 1 en +oc.

Lemma 2.14 La suite (z,(z)) est une suite croissante et donc (z(x))x est une suite
décroissante.

Preuve : Tout d’abord, zy(z) est une fonction positive, dont les dérivées vérifient :
3 (n) (-1 n+1
signe (2" (z)) = (~1)

Cette propriété est conservée pour les fonctions z; (voir Feller [3] p. 439 et suivantes). On a
Zi(z) =1+ 2e %2 dol 2] > 2 et 21 < zp. Supposons que z}, > z},_, et que z < z;_1 alors,
en utilisant la décroissance de z;, il est clair que 2, > z;,.

Lemma 2.15 Pour tout k > 0 et pour tout x > 0.4, on a :

2y, (x)
2 ()

wy, ()
wy ()

IN IV

Preuve : Immédiat par récurrence en utilisant le fait que 2} (zx(z)) > 1. O
De tout ceci, on déduit que

Théoréme 2.16 Sur [0.4,+o0 -
(2k)k>0 est une suite décroissante de fonctions croissantes et concaves. Elle est minorée ; elle
converge donc vers une fonction z croissante et concave. De plus, la suite des dérivées (z,)x
est croissante ; elle converge donc sur [0.4,+oo[ vers 2’ solution de I’équation différentielle.

2.8 Approximation de z et de ¥

On va rechercher une solution numérique approchée 4 1’équation fonctionnelle
Az) —x — 1 4 e2(@) (2 _ e—z(z(z(m)))) -0
de la fagon suivante : on prend
yo(z) ==z +1
puis par itération pour n > 1, on calcule

yn(z) 1=z + 1 — e~ ¥n-1n-1(@)) (2 _ e—ym(ynfl(ynfl(z)))),
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Cette construction de y, n’est pas équivalente & celle de z, dont on a montré la convergence
vers la solution z sur [0.4, +oo[ plus haut. Ainsi, les résultats qui suivent ne sont donc pas
rigoureusement démontrés.

La suite y, ainsi définie peut étre implémantée de facon assez simple et a le bon goit de
converger relativement vite. Les résultats que 'on obtient sont tout a fait cohérents avec ce
que 'on a démontré jusque maintenant sur z et également avec les valeurs qui maximisent

vp(z) = z1e” "t + 96 2 4 - f e Uk
pour les premieres valeurs de k. On trouve donc les premiéres tentatives a effectuer, une
valeur approchée de v, ainsi qu'une représentation graphique approchée de z et de V.

2(0) = 0.426575...

z(z(0)) = 1.185596...
z2(z(z(0))) = 2.092408...
z2(z(2z(2(0)))) = 3.057487...

Ainsi, on tentera successivement d’executer les algorithmes de durée

0.426575
1.185596
2.092408
3.057487

Gréce a I’équation fonctionnelle (2.9) on trouve également une valeur approchée de v :

5
14 F T T T T ] T T T T T T "I
12 | P 4+ P
1+ i |
3F -
08 | -
06 - 2 - -
0.4 - .
1 - -
02 | -
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 0 051152 253 35 4

Figure 2.1 Fonction z

v = U(0) = 0.453286525...
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05 —— 17—
0.4 | s
0.3 — -
02 | -

0.1 F .

0 R
0 05115 2 25 3 35 4

Figure 2.2 Fonction ¥
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Le but de ces annexes, n’est pas de donner une liste exhaustive des définitions, propriétés
ou théoréemes utilisés dans cette thése mais plutot d’illustrer, d’expliquer un peu plus lar-
gement et simplement les principaux objets mis en oeuvre, ce que la rédaction sous forme
d’article n’a pas toujours permis; pour cette raison, on débordera parfois légérement du cadre
de cette these.

On s’attachera également & donner des références les plus accessibles possibles.

1 Processus browniens

1.1 Marches aléatoires et excursions discrétes

Une marche aléatoire est une suite w = (Sg(w))ken définie

par : _
So(w) =0et Sg(w) = X1 (w)+- - +Xp(w) ot les X; désignent
des variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On 0

représente généralement les marches aléatoires par la ligne
brisée liant les points (k, Si). Les marches simples symétriques
sont les marches ot les variables X; sont uniformes sur {—1,1}. .
La loi sur ces marches (de longueur n) induite par la loi des 0 15 30
X; est alors I’équiprobabilité. Ainsi, calculer des probabilités sur ces marches, revient souvent
a effectuer des dénombrements. On pourra se référer aux livres de Révész [40] et Spitzer
[46].

Les excursions discretes de longueur n sont des marches
aléatoires conditionnées & respecter ’ensemble de contraintes —
suivant :

S0=0,8>0,---,5,-.1>0,5, =0. (*)

On appellera excursion de Bernoulli, les excursions discrétes
dont les incréments valent +1 ou -1. Elles sont obtenues en
conditionnant I’ensemble des marches simples symétriques & 0
respecter I’ensemble de contraintes (%). Pour cette raison, 0 80
la loi induite sur ’ensemble des excursions de Bernoulli est également 1’équiprobabilité. Le
nombre d’excursions de Bernoulli de longueur 2n est donné par C,,_1 = (2:__12) /n, le n —1¢me
nombre de Catalan.

De maniere assez générale, si w est une marche aléatoire sur les entiers, dont les seuls
incréments négatifs sont des -1, et si on note T_; = min{j|S; = —k} le temps d’atteinte de
—k (—k négatif) par la marche, on a d’aprés Kemperman [28], Otter [37] ou Dwass [19] :

BT, = n) = %IP’(S,L — k)

Ceci nous permet de calculer la probabilité qu’une marche aléatoire de longueur n soit une
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excursion ; en effet,

P(S1 >0, , S0 1>0,8,=0) = Y P(S1=kS>0,---,51>0,5, =0)

k>0
= Y P(Xy = k)RS >k, Sucy > —k, Sy = —k)
k>0
k .
= ZIP’(Xl = k) P(S,_1 = —k)
n—1
k>0

ol S et S ont méme loi. Cette derniére expression n’est pas toujours simple & calculer mais, si
les variables X sont centrées et possédent une variance finie, en utilisant le théoréme central
limite local, on voit que cette probabilité est de 'ordre de n=3/2. On retrouve donc facilement
le fait que la longueur d’une excursion est p.s. finie mais de moyenne infinie.

Les processus décrits ci-dessous sont obtenus comme limites de marches aléatoires condi-
tionnées ou non. Les lois des variables aléatoires liées & ces processus (maximum, temps
d’atteinte...) sont obtenues soit via des propriétés connues sur le mouvement brownien, soit
par des principes d’invariances, comme limite de lois analogues sur les marches aléatoires.

A ce propos, on pourra trouver un petit historique des lois associées aux processus brow-
niens dans l'article de Csdki & Mohanty [15] ainsi qu’'une idée sur les méthodes employées
dans le papier de Durrett & Iglehart [18].

1.2 Mouvement brownien

Le mouvement brownien, que 'on notera B, est un pro-
cessus défini sur R, continu, & accroissements indépendants
tel que pour tout ¢, B; est une v.a. centrée, gaussienne et a
pour variance t. On pourra se rapporter aux livres de Revuz
& Yor [41] ou de Karatzas & Shreve [26] pour avoir tous les
éléments nécessaires a la bonne compréhension de cet objet.
Le livre de Borodin & Salminen [10] donne un ensemble trés
complet des formules relatives aux temps d’atteinte. 0 1

Le mouvement brownien est un objet central en probabilité puisqu’il apparait, apres
renormalisation, comme limite d’une large classe de marches aléatoires, de la méme fagon
que la loi normale apparalt comme limite de sommes de v.a. renormalisées. Plus précisément,
soit &1,&9, -+ une suite de v.a. indépendantes, de méme loi, centrées et de variance o2 finie.
Pour tout k£ € N, notons S, = &1 + - -+ + & les sommes partielles. On définit alors pour tout
ne€Nett>0,

Xt w) = %SM () + (nt - [ntnﬁﬁs[mm(w)

le processus renormalisé, linéaire par morceaux, interpolé de (Sg)x>o- Le théoréme clé est

donné par Donsker :
L faiblement . . .
Théoréme 1.1 X, ——— B dans l’espace des fonctions continues munies de la topo-

logie de la norme uniforme.
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C’est a dire que pour toute fonction f continue bornée sur ’ensemble des fonctions conti-
nues de RT dans R,

lilen]E(f(S[n_]/\/ﬁ)) = E(f(B))-

On démontre généralement la convergence faible d’une suite de mesures en prouvant la conver-
gence des lois finies dimensionnelles plus le caractére relativement compact de cette suite dans
un espace topologique approprié. Pour une démonstration du théoréeme de Donsker ainsi que
pour tout probléme relatif aux mesures et aux convergences des mesures, on pourra se référer
aux livres de Billingsley [8], [9], Breiman [11] ou Pollard [38] (par exemple pour la conver-
gence faible de S[n.]/v/no? vers B. dans Iespace des fonctions continues & droite et limitées
4 gauche munie de la topologie de Skohorod).

Les principales propriétés du mouvement brownien utilisées ici sont :

e Son caractére markovien et fortement markovien : Pour T' > 0 déterministe donné, (lg’s) $>0
défini par

gs = BT+5 — Br
est un mouvement brownien indépendant de ce qui s’est passé avant le temps 7" :

(Bs)sZO AL a{Bt|O <t< T}.

Cette propriété est également vraie si T' est une variable aléatoire positive indépendante du
brownien ou si il est un temps d’arrét pour la filtration brownienne (voir [41]), par exemple,
un temps d’atteinte d’'une hauteur donnée.

e Ses propriétés de changement d’échelles : Si a¢ est un nombre réel strictement positif et B
un mouvement brownien,

1 .
— Bat est un mouvement brownien
>0

\/a
e Retournement du temps : pour 7' > 0 déterministe donné,
(BS)ogng “ (BT—S - BT)ogng
e Soit
g =sup{t < 1|B, =0}
le dernier temps avant 1 ol le brownien s’annule et
0 = inf{t|B, = M%)}

la date ou il atteint son maximum MI(B) (cette date est unique p.s.). Alors g et € suivent la
loi de I’arcsinus sur [0, 1], c’est a dire que
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2
P(0<s):;arcsin\/§, P(Geds):%
m/s(l—s

On va donner quelques propriétés de la v.a.
Ty = inf{¢|B; = b}
le temps d’atteinte de la hauteur b par le brownien et
MP = max{B;|t € [0,1]}

le maximum de la trajectoire brownienne sur l'intervalle [0,%]. Le principe de réflexion de
Désiré André permet d’obtenir des identités entre trajectoires et ainsi d’en déduire simplement
des lois de v.a. liées. Il repose uniquement sur le fait que le brownien est fortement markovien
a accroissements de loi symétrique; il est donc également valable pour les marches simples
symétriques. On peut I’énoncer ainsi : supposons que Tj < ¢. Alors, les 2 processus, (Bs)seo,]
= { B; pour 0 < s < Ty,

et Bs =
2b — B; pour T, < s < t,
des browniens!). Ainsi, avec cette identité, on montre facilement que :

ont méme loi en tant que processus (et ce sont donc

\
NN

2b—c¢

'\/\"\/\'F‘\/l N
b W«A\/\W
c MM \/V\/‘V
0

Ty t

]P’(Tb<tﬂBt<b)=]P’(Tb<tﬂBt>b)Z]P’(Bt>b).

On en déduit par exemple que
2 [t 2
P(Ty <t)=P(Tp <tNB <b)+P(Tp, <tNBy>b) =2P(B; >b) = \/—/ e 2y,
™ b/\/i

et donc que
P(Ty € dt) = |b|(27rt3)_1/26_b2/2tdt pour ¢ > 0.

Le processus temps d’atteinte (Ty)z>o est le processus stable d’indice 1/2. Il est purement
discontinu & accroissements stationnaires et indépendants (cf. [41] p.102). On peut déduire
ses propriétés de celles du mouvement brownien. Par exemple, les propriétés de changement
d’échelles du brownien donnent :

T, 2 21
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B fortement markovien entraine que pour b > a > 0, on a :

loi

Tb - Ta 1 Ta et Tb - Ta = Tb—a-

L’espérance mathématique de T3 est +00; sa transformée de Laplace est :

E(e_“ T”) = e_‘b‘m, pour a > 0

Dans le plongement de Skohorod, on s’intéresse également & la variable
S =T AT,

le premier temps de sortie de 'intervalle [—1, 1] par le brownien. Sa transformée de Laplace
est :

E(e—a(zﬁ) 1

~ cosh(v/2a)

et on a

P(S}) € dt) = (2nt%)7V2 3 2(dn + 1)e”UntD /@0 gy,
neZ

T, et MP sont reliés par I'identité évidente suivante :
{Ty <t} = {MP >b}.

Par le changement d’échelle du mouvement brownien, on a donc :

P(T) < t) = P(VIME > b) = P((%)Z < t)
1

et donc,

ou N est une normale centrée réduite. D’autre part, pour tout £ > 0, on a :
lot lot
MPZ B Z MP - B,.
t - t
Lévy

L’égalité de Lévy est également une égalité en loi entre les processus (|B;|)¢>o et (MpB —By)i>o0-
Par contre celle de gauche, n’en est pas une puisque le processus (M;);>¢ est croissant alors
que (|B¢|)s>0 ne I'est pas.
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1.3 Méandre brownien

Le méandre brownien (272 {)yc[o,1) est un mouvement brownien conditionné & étre stricte-
ment positif entre 0 et 1. On peut également le construire & partir du brownien, en renormali-
sant la portion du brownien comprise entre 1 et son dernier passage en 0 avant 1. Autrement
dit,

<|3g+(1g)t|>
VI—g /e,

est un méandre brownien, qui de plus est indépendant de g. Notons
Mt =sup{z2z; | 0<t <1}
le maximum du méandre. Durrett et Iglehart [18] ont montré

que :
P(MT <z,2721 <y) = Z (e—(2k$)2/2 _ e—(2km+y)2/2>_
kEZ
On peut en déduire que
P(M* <z)=1+23 (-1)ke /2 ot EM*)=V2rlog2. & i

keN*

1.4 Pont brownien

Le pont brownien (b;);c[o,1] €st un mouvement brownien conditionné & étre nul en 0 et en
1. 11 peut étre construit de diverses maniéres & partir d'un mouvement brownien standard B :

by = Bg/\/9 pour 0 <t <1,
by = By—tB pour 0 <¢ <1, sont trois versions du pont brownien. De plus b
l~)t = (1- t)Bt/(l,t) pour 0 <t<1

est indépendant de g.
On peut également le construire comme solution d’une équation

t _
différentielle stochastique : by = { Bi = Jo 1b_j5d$’ pour ¢ € 0,1
=0, pour t = 1.
e La date ou le pont atteint son maximum suit la loi uniforme N
sur I'intervalle [0, 1]. 0 ' uw
e La loi du maximum est : W
IP’(sup {bt|0 <t< 1} < x) = (1 — e_sz)HzZO. 0 1

Autrement dit, sup {bt|0 <t< 1} a méme loi que R/2 si R suit la loi de Rayley.
e La loi du maximum de |b.|, dont la distribution est dite de Kolmogorov-Smirnov est donnée
par :
2 1—e™
P(sup{|b|[0 <t <1} <z) = Z(—l)"e‘" = H —

1+e e’
neZ nENx +

L’importance de cette distribution (en statistique, en particulier) est évoquée dans le chapitre
INA
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1.5 Excursion brownienne renormalisée

Elle peut étre construite de diverses maniéres :
e (C’est un mouvement brownien conditionné & vérifier By = 0,81 = 0 et B; > 0 pour tout
t €]0,1].

e Une renormalisation de la portion de trajectoire brow-
nienne qui “enjambe” 1. Autrement dit, considérons d = —
inf{¢ > 1|B; = 1} le dernier moment avant 0 ou le brownien
est nul et g défini plus haut. Alors

(‘Bg+(d—g)t|)

d—g /t€o,1)

est une excursion brownienne renormalisée. 0

e Un pont de Bessel de dimension 3 : soit (Bé?’)) r>p Ul 0 1

mouvement brownien tridimensionnel conditionné & vérifier

B(()?’) =0et Bf’) =0;¢e = |B§3)| est une excursion brownienne renormalisée.

e De la méme maniére que le mouvement brownien apparait comme limite faible de marches
aléatoires, I’excursion brownienne apparait comme limite faible d’excursions discrétes (avec
la méme renormalisation).

e La loi du maximum de e. est donnée par :

P(sup{es|0 <s<1}< gc) = Z(l _ 4]-23:2)6—29'2952
JEZL
“+00
_ \/5#5/235_3 Zj2e—j27r2/(2m2)
j=0

N2 o
= (3)"(5)
0(x) = Z T3

nez

est la fonction theta de Jacobi (voir Chung [13]). Ceci permet de calculer les moments :
E(sup{es|0 < s <1}) = /7/2 et

E(sup{es|0 < s < 1}7) = 27"/ 2¢(r — 1)T(r/2)¢(r) pour 7> 1.

e La loi de l'aire sous l’excursion brownienne et celle de son temps local sont également
connues. On pourra voir & ce sujet les articles de Louchard [33], [34], [35], Takdcs [48], [50].

1.6 Décompositions

Il existe de nombreuses décompositions des trajectoires des processus browniens comme
le montre larticle de Bertoin et Pitman [6]. On va essayer ici de rendre plus visuelles les
transformations utilisées ici.
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Pont brownien et excursion.

Transformation trajectorielle de Vervaat [51] : Soit b un pont brownien et U la date ou il
atteint son minimum. U suit une loi uniforme sur [0, 1]. Définissons le processus e sur [0, 1] :

o — by 4+ — bu, pour 0 <t <1-U,
t by 1-vy —by, pourl—-U<t<1.

Alors, d’aprés Vervaat (1979), U et e sont indépendants et e est une excursion brownienne.

0 T 1 0 1-T 1

Réciproquement, prenons U uniforme sur [0, 1] et e une excursion brownienne normalisée
indépendante de U ; alors le processus b défini par

b — | v+t —ev, pour 0 <t <1-U,
v e—-vy—ev, pourl—-U<t<1

est un pont brownien. Une conséquence directe de cette décomposition de trajectoires est :
max{b;|0 < ¢ < 1} — min{b;]0 < ¢ < 1} % max{e;|0 < ¢ < 1}.

On pourra aussi trouver cette réciproque dans l’article de Biane [7].

Décomposition du brownien en deux méandres (Denisov)

Soit B un mouvement brownien sur U'intervalle [0, 1]. Notons 6 I’abscisse ou le maximum
de B est atteint. Les deux processus (mt)te[o,l] et (m})te[o,l] définis par :

By — B _
22, = % pour 0 <t <1,
_ BQ_BG—tg
72, = — pour 0 <t <1,

sont deux méandres browniens. Autrement dit, on décompose —
chaque trajectoire brownienne sur [0, 1] en deux morceaux de
part et d’autre du maximum. La partie & droite du maximum

est ramenée sur [0,1] par une symétrie par rapport a I'axe M
des abscisses, par un changement d’origine et par le change-

ment d’échelle habituel du brownien. La partie a gauche du . !
maximum est ramenée sur [0, 1] aprés avoir subi une rotation 0 0 1
d’angle 7, un changement d’origine et un changement d’échelle. Les deux méandres ci-dessous
sont les méandres associés au brownien ci-contre. Le méandre de droite correspondant & la
partie & droite du maximum du brownien.
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2 Arbres - Processus de GGalton-Watson

2.1 Processus de Galton-Watson

Harris [25], Athreya & Ney [5] et Asmussen & Hering [4] donnent un bon panorama des
propriétés de ces objets.

Un processus de Galton-Watson est une chaine de Markov (Z,)n=0,1,2.. sur N telle que
Zy =1 et telle que pour k > 0, Zy,1 s’écrit sous la forme :

Zy,

k
Zg1 = ZYZ( )
=1

ou les variables Yl(k) sont des copies indépendantes de Z, de loi (pg)k=o,1,-..- (i-e. pour tout
j >0, P(Z; = j) = pj). Les probabilités de transition de la chaine de Markov (Zy,)n>0
s’exprime donc & partir de la suite (pg)g=o,1,... :

Mg
P,i) =Pz =ilZa=i) = { 5120920

ou dp; est le symbole de Knonecker, p;fl = pj et p;fi est la probabilité que la somme de ¢ copies

indépendantes de Z; ait pour valeur j. En général, on donne la représentation concrete

suivante de cette chaine de Markov :

e Au temps T = k, Z;, individus sont en vie.

e Au temps T'= k + 1, chacun des Zj individus disparait laissant chacun j descendants avec

probabilité p; indépendamment des autres individus. La loi (pg)k=o,1,... de Z; est donc appelé

loi de la progéniture. Le principal outil d’étude de ces processus est la fonction génératrice f

de la loi de la progéniture (pg)r>o :

f(s) = Zpk s* pour |s| < 1.
E>0
En effet, par des considérations simples, il apparait que la fonction génératrice f, de Z,

s’écrit :

fo(s) = s, f1(s) = f(8), -, fnr1(s) = F(fn(s))-
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Ecartons les cas (po + p1 = 1) ainsi que le cas ou il existe j tel que p; = 1; les moments des
v.a. Zy, peuvent s’exprimer en fonction des (p;);>0-

EZ) = f(1)Ym

E(Zn) = fu(1) = fra)f Q)= (F(1)" =m"

et, en notant Var(Z;) = o2 et en utilisant le fait que

11y = O (FAL) + SO Q)
on obtient que

a?m™ Y (mn—1
1

Var(Z,) = { , sim # 1,

no sim=1.

On appelle date d’extinction du processus (Zy)n>0 le premier temps 7' tel que Z7 = 0 (selon
les définitions ci-dessus, si Zr = 0 alors Zp,, = 0,Vk > 0). Il est clair que si pg > 0, la
probabilité q d’extinction du processus est strictement positive (Z; = 0 avec probabilité pg).
La probabilité d’extinction ¢ vaut 1 sim <1 (si p; # 1) et est la plus petite solution positive
de I'équation f(t) =t si m > 1. Le comportement du processus (Z)x>o est donc fortement
lié & la valeur de m. Le théoréme suivant l’illustre une fois encore :

Théoréme 2.1 notons Wy, = Z,m™" et F, la o-algébre engendrée par Zy,--- ,Zpn. Si
0 <m < 400 alors la suite {Why, F, }n>0 est une martingale.

Puisque W,, est positive , il existe une v.a. W telle que :

lim W, =W p.s..

n—aoo

Dans le cas, ou m < 1, puisque g = 1, il apparait clairement que la v.a. W vaut 0 et donc
que le facteur normalisateur m™ est trop grand. Dans le cas m > 1, cette variable n’est pas
dégénérée et la croissance moyenne du processus (Zi)r>o est donc exponentielle.

On appelle population totale X la v.a. définie par :

X=20+2Z1+22+---.

Au temps 1, on a Z; individu(s). Chacun de ces Z; individus va avoir un nombre total de
descendants de méme loi que X. On a donc

Z
X=1+) X
k=0

ou les X}, sont indépendants et ont méme loi que X. Soit g la fonction génératrice de X ; g
est solution de I’équation fonctionnelle :

g9(z) = z f(g(2)).
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SiE(Z;) < 1, on peut en déduire la population moyenne car :

1 1

B0 =90 = 1—pm  1omEy

Si E(Z1) > 1, la population moyenne est infinie; on peut le voir aisément avec le théoréme
2.1. Pour la distribution de X on pourra se référer aux articles de Dwass [20], Kennedy [29]
ou Otter [37]; on a :

1
P(X = k) = EP(Z{“+---+Z§’“) =k-1)
ol les ij ) sont des copies indépendantes de Z;. On peut également exprimer la loi de X en
fonction de f et de g :

P(X =k) = coefficient de z* dans g(z)

1
= E(coefﬁcient de zF~! dans f(x)k)

2.2 Arbres de Galton-Watson

Le processus de G.W. défini ci-dessus peut, comme on I’a dit un
peu plus haut, étre vu comme 1’évolution d’une population soumise
& certaines regles de reproduction. L’arbre généalogique de cette
population est appelé arbre de G.W.. Ce sont des arbres ordonnés.

Sur le dessin ci-contre les deux arbres sont différents. Comme 1’in-

dique Aldous [1], on a tendance & considérer que le processus de

G.W. et I'arbre ne sont qu'un seul objet, c’est & dire que ’on ne réduit pas le processus aux
largeurs successives de ’arbre, mais que I'on s’intéresse aussi & qui est le fils de qui.

Dans cette theése, on s’est souvent intéressé aux arbres de G.W. conditionnés par leur
population totale X. Il est quelque peu surprenant, au premier abord, que la loi induite sur les
arbres binaires (ou sur les arbres & progéniture géométrique) obtenues par le conditionnement
X = n soit la loi uniforme. L’explication qui suit est empruntée & Aldous [1].

Prenons le cas de 1’ensemble des arbres T' de G.W. non conditionnés de loi de progéniture
(pi)i > 0. On a alors :

P(T=t) = ][] paws

v noeuds

= I/ (21)

i>0

Y i)

ou d(v,t) désigne le nombre de descendants de v dans l'arbre ¢, D;(¢) le nombre de noeuds
ayant ¢ descendants. Ainsi

]P(T = t“t\ = n) est proportionnel & w(t) sur {t|\t| = n},
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ou [t| désigne la population totale de t.

e Dans le cas des arbres binaires ayant 2n + 1 noeuds, une analyse simple montre que
n de ces noeuds sont des noeuds internes et les n + 1 autres sont des feuilles. Ainsi, lorsque
X =2n+ 1, w(t) vaut p§*'p? qui ne dépend pas de la structure de I'arbre ¢. Ainsi, tous les
arbres binaires obtenus sont équiprobables et cette construction est donc équivalente & celle
de la combinatoire.

e Prenons le cas des arbres géométriques , avec X = n. Il existe un réel 0 < p < 1 tel que
p; s’écrive p; = p*(1 — p) pour tout ¢ € N; on a alors,

w(t) = H pZPi(t) = (1 - p)™ pZv noeuds 4(v:1)
i>0
= (1-p)"p""
car chaque noeud sauf la racine est le fils d’'un autre noeud. Ainsi, w(t) ne dépend pas de
I’arbre ¢ et donc les arbres obtenus sont équiprobables; il est alors aisé de remarquer que 1’on
obtient avec cette loi tous les arbres ordonnés. Cette construction est donc équivalente & celle
des arbres généraux de la combinatoire (c’est & dire des arbres planaires ordonnés).

Ces deux cas particuliers ne doivent pas faire oublier le cas général, c’est a dire, qu’en
général, la loi induite sur les arbres de G.W. par le conditionnement X = n n’est pas la loi
uniforme, car il n’y a aucune raison pour que [, piD"(t) ne dépende pas de t. On pourra
se référer & Aldous [1] p. 26-29 pour comprendre comment construire les classes d’arbres
standards de la combinatoire & partir d’arbres de G.W. conditionnés.

o Le cas des arbres étiquetés non ordonnés avec racine & n noeuds est un peu a part. On
pourra voir Moon [36] pour tout ce qui concerne ces arbres. Un arbre ayant n noeuds étiqueté
est un graphe connexe sur ’ensemble des sommets {1,--+ ,n} ayant n — 1 arétes. Il y a n™ 2
arbres de ce type d’apres Cayley (1889). Il n’y a pas pour ces arbres de racines a priori. Si
’on choisi le noeud 1 pour étre la racine, on obtient n”~2 arbres. Si I’on considére tous les
arbres avec toutes les racines possibles, il y en a n” 1.

Puisqu’il n’y a pas de structure d’ordre entre
les fils de chaque noeuds, on peut représenter
graphiquement le méme arbre de plusieurs ma-
niéres. Parfois, on choisit pour différencier plus
facilement les arbres de les représenter en or-
donnant les étiquettes des fils de chaque noeuds.
On obtient ainsi une représentation de chaque classe d’équivalence. Ainsi, sur le dessin ci-
contre, les deux premiers arbres sont différents, et les arbres 2 et 3 sont les mémes. Le
3¢ g, ses étiquettes ordonnés et est donc le représentant dont on vient de parler. Un arbre
étiqueté de racine 1, est entierement défini par la donnée d’un n—uplet d’ensembles disjoints
(A1, Ag,--- ,Ap) ou les A; ont pour union l'ensemble {2,--- ,n}. Pour construire ’arbre, on
choisit un sens de parcours sur celui-ci et on affecte au i*™¢ noeud parcouru l’ensemble de
fils d’étiquettes A; que 1’on range par ordre croissant. Par exemple, choisissons le parcours
en largeur (défini dans la section suivante) ; les deux arbres 2 et 3 sont définis par le 6-uplet :
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({2,4},{5},{3,6},0,0,0). Tout n-uplet d’ensembles (A;, As,--- , Ay,) ayant les propriétés ci-
dessus ne définit pas pour autant nécessairement un arbre. I1 faut que jusqu’a la fin de la
construction, il y ait toujours des noeuds “en attente” de fils. Par exemple, si A; = () alors
la construction est tout de suite finie. Pour construire un arbre avec n noeuds (de racine
1), en plus des conditions mentionnées ci-dessus il faut que les cardinaux des ensembles A;
satisfassent & I’ensemble de conditions suivantes :

#Al >0,#A1+#A2>1,--- ,#A1+---—I—#An,1>n—2,#A1—I—---+#An:n—1.

Les quantités hauteur et largeur et toutes les autres considérées sur les arbres sans étiquettes
ont un sens ici aussi. Pour faire des probabilités, on suppose que chaque arbre a pour pro-
babilité n?~™. Il s’avére que si 'on considére la loi de progéniture des individus d’un arbre
étiqueté avec racine ayant n noeuds, c’est & dire uniquement le nombre d’enfants de chaque
individu (et non pas leurs étiquettes), cette loi est celle d’un arbre de G.W. avec progéniture
poissonnienne (conditionnée & avoir une population totale de n individus). Pour montrer ceci,
on compte le nombre d’arbres dont les ensembles (A4;);=1,... , ont pour cardinaux (a;)i=1,.. n-
Il est immédiat que le nombre de tels arbres et donné par :

(n—1)!
al---ap!’

la probabilité d’apparition d’un tel arbre est donc proportionnelle & ce nombre. Si on étudie les
arbres de G.W. & progéniture poissonnienne P(A), A > 0, la probabilité qu'un arbre présente
une suite (a;)i=1,...n (de descendants) est quant & elle proportionnelle &

e—nAAn
al!---an!'

Ainsi, ces deux probabilités sont nécessairement les mémes. Les lois des largeurs et hauteurs
des arbres étiquetés sont donc les mémes que celle des arbres de G.W. de loi de progéniture
poissonnienne.

Une remarque de Kennedy

On a vu & plusieurs reprises I'importance que revét la valeur de la moyenne de Z; dans le
comportement général des processus de G.W.. Pourtant, on vient de voir que dans les trois
cas ci-dessus la moyenne n’a joué aucun role. En effet, la loi sur les arbres (conditionnés
par X = n) était la méme pour toute valeur du parametre dans la variable de Bernoulli,
géométrique ou de Poisson. Ce phénomene se produit quel que soit la loi de la progéniture
comme ’a montré Kennedy [29]. Plus précisément, soit (Z,),>o un processus de G.W. de loi
de progéniture (py)x>o et de fonction génératrice f. Définissons une nouvelle loi de progéniture

(Pk)k>0 par

~ d;f akpk

PE = Fla)

Alors le processus associé a cette loi, (Zy,)n>0 vérifie :

P(Zkl =T1y""" ,ij = Tj'X :’)’I,) :P(Zkl =T1y""" ,Zk.

J

= rj\X = n)
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Les processus (Z,)n>0 €t (Zn)n>0 ont donc méme loi conditionnellement & leur population
totale. Par un calcul simple, on remarque que :

e Si Z; est une variable de “Bernoulli” telle que pg = 1—p, ps = p, alors j = a®p/(1—p+a’p)
et pg = 1 — p2 donc Z1 est une variable de “Bernoulli”.

e Si Z; est une variable géométrique de parameétre p, Z; est une variable géométrique de
parametre ap.

e Si Z; est une variable de Poisson P()), Z; est une variable de Poisson P(a)).

En faisant varier a on obtient ainsi tous les parametres de ces variables.

La (ou les) valeur de a telle que af'(a) = f(a) fournit le cas critique , c’est a dire le cas
ou m = 1. La variance de Z;, 62 associée a cette valeur de a s’écrit :

072 a2f”(a)

f(a)

Elle joue un réle normalisateur particulier comme on le verra dans les sections suivantes.

2.3 Hauteur et largeur des arbres

La hauteur d’un arbre de G.W. est définie comme la plus grande distance entre un noeud
et la racine. Elle représente donc le nombre de générations non vides du processus moins un.

Dans le cas des arbres non conditionné, on peut donc calculer la loi de la hauteur en
utilisant la fonction génératrice f. En notant H la hauteur, on a :

P(H < h) =P(Zp11 = 0) = fr41(0).

Plagons nous dans le cadre des arbres de G.W. conditionnés par leur population totale X = n.
La loi et les moments de la hauteur des arbres ont été obtenus par Flajolet & Odlyzko [21]
dans un cadre assez général (voir également Renyi et Szekeres [39], Riordan [42]). De fagon
assez générale, en notant H la hauteur, on obtient que :

. E N loi (e)
llrllnﬁ(\/ﬁ‘X =n) 4% ¢ M}

ou M l(e) est le maximum de I’excursion brownienne normalisée et ¢ est une constante non
nulle dépendant de la loi de reproduction du processus. Cette convergence est également
une convergence pour tous les moments. ¢ s’exprime en fonction de la valeur de 6 définie
ci-dessus :

CcC =

SHRN)

Ainsi, dans le cas des arbres binaires ¢ vaut 2, dans le cas des arbres généraux ¢ vaut v/2,
dans le cas des arbres étiquetés ¢ vaut 2.

On trouvera de nombreux éléments sur la largeur des arbres dans le chapitre IV. On va
donc se contenter de rappeler ici quelques résultats et définitions.

Le profil d’un arbre est la suite (Zj)x>o- La largeur W d’un arbre est définie comme étant
le maximum du profil, i.e. W = maxy, Z; ; W désigne donc le nombre maximum d’individus
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présents dans une seule génération du processus, ou sur un niveau de ’arbre. On peut remar-
quer que contrairement & la loi de la hauteur, la loi de la largeur ne s’exprime pas simplement
a partir des fonctions génératrices f,.

Dans le cas des arbres de G.W. conditionnés par X = n, Drmota & Gittenberger [16]
ont montré que le profil de Parbre (divisé par 1/n) convergeait en tant que processus vers le
temps local de I'excursion brownienne; c’est & dire que

hmﬁ(z[\/ﬁ 4 ‘X _ n) fatblement é YZ)(gt)
n Jn SRR

(e)

ou l;’(t) est le temps local au temps 1 & la hauteur ¢ d’une excursion brownienne normalisée.
lge) (t) est défini par

e 1t
19 = lim - | Tisea(es)ds

e—0 €

Or, d’apres Jeulin [24], ou [1], [12], on a :
(e) log
sup{l;”’(t)|t > 0} = 2sup{e:|t > 0}
La loi de la largeur proprement dite se déduit donc de ce résultat ; il apparait donc que
lim/_‘,(E‘X =n) 4% 5m.
n \/ﬁ

On pourra également voir les articles de Takdcs [49], d’Aldous [1] ainsi que le chapitre IV
pour des approches probabilistes et pour des résultats sur la convergence des moments de

W/ /.

2.4 Parcours d’arbres

Parcourir un arbre signifie suivre ses arétes, selon un ordre prédéfini, afin de visiter chacun
de ses sommets. On pourra se référer & Cormen et al. [14], chapitre 23 ou a Flajolet &
Sedgewick [43] chapitre 5.

Comme on va le voir dans les exemples suivants, certains parcours sont tout & fait adaptés
pour étudier la structure des arbres (et des graphes en général). L’idée est que I'on peut, grace
a des parcours particulier, associer(de maniére bijective) & chaque arbre une excursion discréte
de sorte que les valeurs associées a l'arbre (largeur ou hauteur ou longueur de cheminement
total...) se traduisent par des valeurs associées & ’excursion (maximum ou temps local ou
aire...). On utilise alors les résultats connus sur les excursions pour en déduire des propriétés
équivalentes sur les arbres.

Parcours en largeur d’abord (Breadth first search)

Dans le parcours en largeur, on visite successivement les niveaux de l'arbre, de la racine
vers le sommet, en visitant chaque noeud du plus & gauche au plus a droite. Sur I'arbre ci-
dessous, on a indiqué 'ordre de visite des noeuds. On peut, grace & ce parcours, associer a
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chaque arbre une excursion discréte sur laquelle le profil de I’arbre apparait étre des points
particuliers.

Pour cela, on maintient une file d’attente des fils des
noeuds visités. Par exemple, ici, au début, la file est réduite
a {1}. On visite 1, qui est effacé de la file, on ajoute {2,3, 4} ;
on visite ensuite 2, que 'on efface de la file, on ajoute 5 et
6... de cette fagon, on voit bien, qu’a chaque étape, que le
nombre de noeuds dans la file est réduit de 1 et est augmenté
de a;, a; étant le nombre d’enfants du €€ individu visité.
Puisque la file n’est vide qu’a la fin du parcours, on obtient
une excursion discréte (voir chapitre IV).

Placons nous dans le cas des arbres de G.W. conditionnés par . \ X
X = n. L’excursion associée est de longueur n+ 1; notons la ¢ *1 N e
(Sk)k=0,...n+1- On a Sy = 0,51 =1 et les autres incréments

ont pour loi, la loi de Z; — 1 et sont conditionnés & former une excursion de longueur n + 1
(voir la remarque de Kennedy). Ainsi, on a :

S[nt] faiblement _
\/_ —> O €
n

ot (et)se[o,1] est une excursion brownienne normalisée et donc :

maxg Sk loi .
7 ﬂ)O']M'l(e)

On voit alors sur le dessin (et on peut le prouver rigoureusement) que la largeur de l’arbre
et la hauteur de I’excursion sont tres proches I'une de 'autre et ont donc la méme limite en
loi (divisées par /n), 5 M.

Grace a ce parcours, dans le chapitre III, on montre également que la hauteur de ’arbre et
la quantité

"1
kzzjlsk—i_l

sont trés proches dans le cas des arbres binaires (ot (Sk)k=1,..n est la suite des valeurs
successives de I’excursion). On montre ensuite que cette quantité normalisée converge en loi

vers
L |
/—ds
0 €s

ce qui permet donc de retrouver les résultats de Flajolet & Odlyzko [21] dans ce cas particulier.
En effet, selon Biane & Yor [12] (voir aussi Chapitre III), on a

1 1 .
/ —ds Lot 2 Ml(e).
0

€s
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On pourra également trouver des utilisations de ce parcours en largeur dans Aldous [1], [3]
(pour I’étude des composantes géantes dans les graphes aléatoires), Takdcs [49] (file d’attente
et largeur d’arbres), Spencer [45] (arbres étiquetés, graphes et loi de poisson), Schutzenber-
ger [44], Foata & Riordan [22] et Francon [23] pour les relations entre fonctions acycliques,
problémes de parking, arbres étiquetés...

Parcours en profondeur d’abord (Depth first search)

On visite d’abord la racine. Plagons nous au temps
k aprés avoir visité k£ noeuds. Certains de ces noeuds
ont des fils non visités. On prend le plus récemment
visité parmi ces noeuds. Au temps k + 1, on visitera
son fils le plus & gauche non encore visité.

On associe une excursion & chaque arbre en repor-
tant I'ordonnée d’une particule allant du k™€ noeud
visité au k + 1¢€ contrainte & rester sur Parbre. (Pour étre précis on fait comme si elle
partait d’un noeud situé sous la racine). L’excursion discréte ainsi obtenue ne présente que
des incréments +1 ou -1 et est de longueur 2n si 'arbre a n noeud.

Dans le cas d’arbres de G.W. conditionnés par leur population to-
tale X = m, cette excursion converge (renormalisée par /n) vers une m\;

excursion brownienne; plus précisément, notons (Sk)x=o,... 2 les valeurs
successives de ’excursion associée. Aldous [1], [2] a prouvé que :

14

'

S[Qnt] faiblement 2e4

s
ot (et)efo,1] est une excursion brownienne normalisée et & a été défini plus haut.
On peut également, & partir d’'une excursion
de Bernoulli, construire un arbre. Si 'on consi-
dére les marches aléatoires simples symétriques,
on peut associer a la premiere excursion positive
de celles-ci un arbre. L’arbre obtenu a pour loi
celle d’'un arbre de G.W. avec progéniture de loi

géométrique de parametre 1/2 non conditionné
(voir Dwass [19]).

e On peut remarquer qu’avec cette correspondance, la différence entre la hauteur de I’arbre et
le maximum de I’excursion associée vaut 1. On comprend donc aisément pourquoi, la hauteur
d’un arbre de G.W. de taille n divisée par /n converge vers le maximum de ’excursion
brownienne (au facteur 2/ pres).

e Ce parcours permet également d’étudier la longueur de cheminement total de ’arbre. Soit
V(T) ensemble des sommets de I’arbre T et pour tout z € V(T'), on note h(z) la distance
de z & la racine. La longueur de cheminement total LC(T') est la somme des distances des
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noeuds a la racine, i.e.

LC(T)= Y h().

zeV(T)

Comme on I’a dit dans la section 5 du Chapitre ITI, on peut associer & chaque noeud z € V(T')
deux pas de l'excursion, [Sk,, Sk, + 1] et [Sk,, Sk, + 1] de sorte que

Sk, NSk, +1 =Sk, NSk, +1 Zh(.'I:).

La raison est que I’on parcourt chaque
aréte de ’arbre deux fois et qu’il y a donc
deux pas de l’excursion associés a chaque
aréte et donc a chaque noeud. A un noeud
a la hauteur &, on peut donc associer une
partie de la surface sous ’excursion entre
les droites d’équations x = ki et x = k1 +1 5 6 31
et entre les droites z = ko et x = ko + 1. L’aire de cette partie est alors 2h(x) + 1. L’aire
totale A sous l'excursion s’écrit donc :

A = ) (2h(z)+1)
zeV(T)

= 2LO(T) + #E(T)
V(t)—

_ Q#Z(t) 15k+5k+1

—

k=0

Dans le cas des arbres de Galton-Watson conditionnés par X = n, on obtient, en utilisant le
théoréme d’Aldous rappelé ci-dessus :

Al g e LT 1 2
n3/2 e & T ap P

Ae

ou A, est 'aire sous I'excursion brownienne normalisée (voir début des annexes),

1
Ae:/ esds.
0

On pourra également trouver des utilisations du parcours en profondeur dans les articles de
Le Gall & Le Jan [32], Le Gall [31], Takacs [47].
2.5 Largeur de bande (bandwidth)

La largeur de bande d’un arbre 7' est définie comme suit :
On note E(T) (resp. V(T)) 'ensemble des arétes (resp. des sommets) de ’arbre T'. On suppose
que #V(T) = n et on considére I'ensemble @), de toutes les bijections entre les ensembles
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{1,--- ,n} et V(T), c’est a dire, 'ensemble de toutes les facons de numéroter de 1 & n les
sommets de ’arbre. Pour une fonction f de @,, on peut considérer la valeur

BT, f) = max |f(u)— f(v)]

(uw)e E(T)

la plus grande différence entre deux valeurs affectées & deux sommets adjacents. La largeur
de bande de T, B(T') est définie par :

B(T) = ;géi B(T, f) = fggi X |f(u) — f(v)]

cette quantité apparait dans des problémes d’optimisation, de programmation dynamique.
Notons H(T') (resp. W(T')) la hauteur (resp. largeur) de arbre T'; on a :

n—1
2 H(T)

< B(T) <2 W(T).

Montrons d’abord la premiére inégalité. Prenons une fonction f pour laquelle la valeur 5(7T)
est réalisée et considérons les deux noeuds u et v tels que f(u) =1 et f(v) = n. Ces deux
sommets sont & une distance inférieure (ou égale) & 2 H(T). Notons ag = u,--- ,a, = v les
noeuds parcourus par ordre chronologique sur le chemin allant de u & v (sur T'); on a donc
p <2H(t). On a

p—1
Zf(ak+1) — flag) = f(v) — f(u) =n — 1.
k=0

Cette somme comporte au plus 2 H(T') termes et vaut n — 1; 'un de ses termes vaut donc
au moins (n — 1)/2H(T).

Pour la deuxiéme inégalité, au considére une fonction f qui numérote I’arbre de la racine vers
son sommet, génération par génération (la racine prend le numéro 1, ses enfants 2, 3 ...). Les
nombres affectés & un niveau de 1’arbre appartiennent ainsi & un intervalle de longueur au
plus W(T); les nombres affectés & deux niveaux consécutifs appartiennent & un intervalle de
longueur au plus 2W(T'). Cette facon de numéroter garantit donc que 8(T, f) < 2 W(T).

2.6 Arbres binaires de recherche

On trouve dans la littérature une classe d’arbres binaires appelés arbres binaires de re-
cherche (ABR) utilisés en informatique par ’algorithme de tri rapide (quick sort algorithm)
pour stocker des items de fagon efficace. L’algorithme procede récursivement en insérant une
séquence de nombres 1, z2,x3, - comme étiquettes des noeuds d’un arbre binaire complet
infini de la fagon suivante : le nombre z; que I'on insére est comparé & I'étiquette de la racine.
S’iln’y a pas encore d’étiquette, on donne a la racine I'étiquette x;. Si z; est plus grand (resp.
plus petit) que P'étiquette de la racine, on recommence cette procédure dans le sous arbre de
gauche (resp. de droite).

En classant ainsi n nombres différents et en ne considérant que les noeuds étiquetés, on
obtient un arbre unaire-binaire T},. L’ABR est défini comme étant I’arbre binaire dont les
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noeuds internes sont les noeuds de T},. Par exemple, voici sur le dessin ci-dessus, comment
est construit 'arbre associé aux nombres 12, §, 4, 15, 13.

Il est clair que la forme de I'arbre ne dépend pas de la valeur des étiquettes, mais seulement
de ordre des z;. Supposons que les nombres z; soient des v.a. uniformes indépendantes sur
[0,1]. 11 est facile de voir que la permutation o de S, (le groupe symétrique), telle que
To(1) < T2y < *++ < Tg(p) suit également la loi uniforme sur S,. L’ensemble des arbres
binaires de recherche est classiquement muni de la loi induite par I’équiprobabilité sur S,,.

Muni de cette loi, les ABR ne sont pas des arbres de G.W..

Pour s’en convaincre, il suffit de se rappeler que ci-dessus on a

prouvé que la loi induite sur les arbres de G.W. binaires par le

conditionnement X = n était la loi uniforme sur tous les arbres.

Ce n’est pas le cas pour les ABR. En effet, considérons ’ABR

dégénéré a gauche. Il correspond a la permutation unique o(1) =

1,0(2) =2,--- ,0(n) = n. (Voir 1°" dessin). Considérons maintenant I’arbre ou seul la racine
a un fils & droite.

L’étiquette de ce “fils” est inférieure a toutes les autres et il y a n — 1 fagons de construire

cet arbre; il suffit que tous les autres étiquettes soient rangées par ordre croissant.
Les ABR sont en fait tres différents des arbres de G.W.. Par exemple, la hauteur d'un ABR
est de Pordre de logn contre v/n pour les arbres de G.W.. On pourra se référer aux livres de
Knuth [30], Sedegewick et Flajolet [43] ainsi qu’aux articles de L. Devroye, par exemple [17]
pour plus d’éléments sur ces objets.

2.7 Arbres et combinatoire

En combinatoire, on définit les familles d’arbres simples non pas par une loi de reproduc-
tion mais par une équation fonctionnelle rendant compte des arbres possibles et des poids
qu’on leur associe.

Un arbre binaire est par définition (combinatoire) ou un noeud externe (une feuille), ou un
noeud interne connecté & un couple (ordonné) de deux arbres binaires. Ce genre de définition
récursive s’applique a tous les types simples d’arbres. Par exemple, un arbre général est une
feuille ou un noeud interne connecté a4 un nombre quelconque d’arbres généraux (ordonnés).

On décide alors de compter chaque arbre ¢ avec un certain poids w(t), compatible avec
cette construction. On utilise alors ce poids comme une “probabilité” pour calculer des lois
de hauteurs, largeurs, etc...

La remarque suivante, issue de Aldous [1], permet de passer d’une définition combinatoire
des arbres & une définition probabiliste et réciproquement.
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Soit (¢;)i>0 une suite de nombres positifs, avec ¢g = 1. On note
$ly) =D cry”
k

la fonction génératrice associée. Supposons que 1’on ait attribué a tout arbre ¢ d’une certaine
famille F, un poids w(t). On note y, le poids total des arbres ayant n noeuds,

Yn = Z 'J](t)a
t|[t/=n
et Y la fonction génératrice associée. Alors, les deux égalités suivantes sont équivalentes :
Y(z) = z¢(Y(2))
- Di(t
() = [
i>0
out D;(t) est le nombre de sommets de ¢ ayant 7 fils. Une famille F d’arbres et dite simple si
la famille de poids vérifie ces égalités. La probabilité considéré sur les arbres de tailles n est
la suivante :
w(t)
Yn
de sorte que la probabilité de choisir un arbre ¢ de taille n parmi tous les arbres de taille n

est proportionnelle & son poids.
e Pour les familles d’arbres ordonnés, on choisit ¢; = 1 si le degré sortant 7 est autorisé,

P(T =X =n) =

(2.2)

0 sinon.

e Pour les arbres étiquetés, on prend ¢; = 1/4! si le degré sortant i est autorisé, 0 sinon.
Avec ces choix des ¢;, on obtient ’équiprobabilité sur ’ensemble des arbres de tailles n pour
les familles que l'on a considérées plus haut (arbres binaires, généraux, étiquetés).

Le but maintenant est de construire une loi de progéniture (p;);>o d’un processus de G.W.
(Zi)i>o0 de sorte que la loi induite sur les arbres de taille n soit équivalente & (2.2). On pose
cia’
p' =
" ¢(a)
a étant choisi de sorte que E(Z;) = 1 (comme on I'a déja dit, a vérifie, ad’(a) = ¢(a)). En
(2.1), on a donné la probabilité d’un arbre de Galton-Watson ¢, w(t). Elle s’écrit ici
Dy(t
wit) = [

i>0

- G

i>0

, pour 7 > 0,

Ainsi,
-1
a
w(t) = w(t) 77—
© =250
et donc, w(t) et w(t) sont proportionnels et donc définissent les mémes probabilités et donc
le méme modele.
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