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INTRODUCTION

Le présent mémoire constitue un exposé succint des travaux de recherche auxquels j’ai collaboré.
J’al eu beaucoup de mal a régler le niveau d’exposition des résultats et a décider ce que j’allais
expliciter. J’ai finalement choisi de définir tous les objets mathématiques évoqués et de retranscrire
la plupart des résultats ; les preuves quant a elles sont parfois esquissées, mais seulement dans des
cas présentant un intérét particulier.

Pour de plus amples détails, on pourra se tourner vers les articles dont la liste est donnée plus
bas et que l'on pourra trouver sur ma page oue¢be : www.math.uvsq.fr/~marckert.

Ce mémoire est composé de trois parties dont voici une description trés sommaire :

m La premiere partie, la plus importante de ce document, est consacrée aux arbres de Galton—
Watson conditionnés par la taille et a d’autres objets associés de maniére plus ou moins naturelle :
les marches branchantes conditionnées par la taille et les quadrangulations de taille fixée. Nous
étudions principalement le comportement asymptotique de ces objets, lorsque la taille tend vers +oo.
Dans chacun de ces cas, nous montrons la convergence faible des structures discretes normalisées
vers un objet continu aléatoire. Les limites respectives sont :

— l’arbre continu d’Aldous (on donne une nouvelle preuve),

— le serpent brownien (ou sauteur) de processus de durée de vie ’excursion brownienne,

— la carte brownienne, que 'on définit.

m Dans la deuxieme partie, je résume trois articles, indépendants, concernant des structures aléatoires
issues de problemes informatiques. Le but de ces articles est de mieux comprendre le fonctionnement
de certains algorithmes. Il s’agit :

— du probléme de parking non uniforme (ou hachage linéaire non uniforme),

— d’un probleme de réduction de réseau euclidien,

— de 'analyse de I’arbre binaire de recherche.

m Enfin, dans une troisiéme partie, je donne un rapide apercu de trois articles produits a l’issue ou
pendant ma these de doctorat.
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1 DES ARBRES

1 Des arbres

Dans cette premiere section sont exposés des résultats concernant les arbres de Galton—Watson
conditionnés par la taille. Je renvoie au récent cours de Pitman a Saint—Flour [97] (principalement
chap. 5 & 6) pour un état de l'art.

1.1 Le formalisme de Neveu

Nous reprenons la définition des arbres de Neveu [91] : soit U = QU {J,,~; N*", ensemble des
mots finis ou vide sur Palphabet {1,2,3,...}. On note uv la concaténation du mot u avec le mot v.
Une partie E de U est appelée arbre si elle possede les propriétés suivantes :

DeFE
siuv € E alorsu € B
si uk € E avec k > 1 alors u(k — 1) € E.

Les éléments de E sont appelés neuds, () la racine. Soit u € E. Les préfixes stricts de u sont appelés

311

11 31 32

0
Figure 1: Représentation de I'arbre £ = {(}, 1,2, 3,11, 31, 32,311}

ancétres de u; les éléments de E dont u est un préfixe strict sont appelés descendants de u. Les
éléments de E de la forme uk (pour k dans N*) sont appelés fils de u. Un noeud sans descendant est
appelé feuille, les autres neuds internes. Le cardinal de E est appelé taille de ’arbre ou population
totale.

Les trois conditions imposées sur les arbres imposent 'existence d’une racine, I’existence d’un
chemin liant tout nceud a la racine (un arbre est connexe) et enfin, que deux arbres différents ont
des structures branchantes différentes.

L’ensemble U, muni de l'ordre lexicographique est un espace totalement ordonné (en prenant
) < u pour tout u € U\{@}). Ceci induit un ordre sur les noeuds de chaque arbre.

On représentera souvent les arbres comme sur la Figure 1 en
omettant les étiquettes ; il est alors sous entendu que la racine est
en bas, que les fils de chaque nceud du plus petit au plus grand
sont représentés du plus a gauche au plus a droite. Ceci permet
d’établir un lien avec la méthode combinatoire ou les arbres sont

(parfois) considérés comme étant des cartes enracinées a une Figure 2: Deux représentations
seule face (voir Fig. 2). Sous ce point de vue, un représentant du méme arbre “3 la combina-
est un graphe connexe sans cycle plongé dans le plan, dont les toricienne”

nceuds ne possedent pas d’étiquette et dont une aréte orientée

est distinguée (cette aréte part du nceud racine et va au nceud 1). Un arbre est défini comme étant
une classe de représentants a homéomorphisme direct du plan pres. C’est ce point de vue qui sera
retenu pour ’étude des quadrangulations.

11



1 DES ARBRES 1.2 Codage des arbres finis

1.2 Codage des arbres finis

Une méthode particulierement efficace pour étudier les arbres consiste a les coder par des
chemins. Pour ce faire, on utilise des algorithmes de parcours basés sur le systeme de numérotation
lexicographique (voir Knuth [77] et Flajolet & Sedgewick [61] pour d’autres parcours).

PARCOURS EN LARGEUR. On visite successivement les nceuds de ’arbre comme suit : d’abord on
visite la racine, puis les nceuds d’une lettre par ordre lexicographique, puis les noeuds de deux lettres
par ordre lexicographique, etc...

PARCOURS EN PROFONDEUR. On visite les nceuds selon 'ordre lexicographique.

12 4

Figure 3: Ordre de parcours en largeur et en profondeur

Nous utilisons les algorithmes de parcours afin de coder les arbres par des chemins.

Représentation des arbres par des chemins

Soit E un arbre de cardinal fini. On note Y; le nombre de fils du i-éme noeud visité (Y1=nombre
de fils de la racine) lors du parcours en profondeur de E (par exemple, la forme de l'arbre de la
Fig. 3 est (3,2,3,0,0,0,0,0,1,2,0,0)). Il est facile de vérifier que la liste (Y;);=1,. 4 détermine
completement E. On appellera cette liste la forme de 'arbre.

Soit n = #FE. On appelle pile du parcours en profondeur (PPP) associée a E, la marche
(Sj)j=o0,...,n définie par :

So=0, etpourl<j<n, S;=Y-1)+---4+(;—-1).
Il est facile de voir que la PPP caractérise F.

CONTRAINDRE LA TAILLE

Il apparait qu’'une liste de nombres entiers (Y7,...,Y,,) est une forme d’arbre de taille n sssi elle
satisfait a I’ensemble de contraintes suivantes :

k
ZYZ- >k pour tout k € [1,n — 1],
(C) = =1
Yi+..4Y,=n—1
Cette contrainte sur la liste (Y7,...,Y,,) est équivalente & la contrainte suivante sur la PPP :
SO = 07
o) = Sy > 0  pourtout k€ [1,n—1],

S, = -1

Tous se passe de la méme maniere avec le parcours en largeur; on appelera pile du parcours en
largeur (PPL) la marche S construite avec les variables Y; issues du parcours en largeur.
Dans la littérature, ces marches sont parfois appelées marches de Lukaciewisz.

12



1 DES ARBRES 1.2 Codage des arbres finis

Parcours en largeur et codage

On appelle profil de I'arbre T la suite (Z)r>0 ol Zj est le nombre de noeuds de 7" & distance
k de la racine. La largeur W et la hauteur H de T sont définies par W = max{Zy,k > 0} et
H = max{k, Z; > 0}. Le profil se lit sur la PPL (voir Fig. 4), on a

ZO = 17 Zl =1+ Sl-i—Zoa R Zk =1+ Sl+Zo+~"+Zk,17

Cette propriété est utilisée dans les Sections 1 et 2 de la partie III.

Figure 4. Un arbre, sa PPL; sur le troisieme dessin sont entourés les points ot on lit le profil

Parcours en profondeur et codage

En plus de la PPP, le parcours en profondeur permet d’associer a chaque arbre deux chemins :
le tour de 'arbre et le processus des hauteurs (voir aussi Fig. 5).

LE TOUR DE L’ARBRE (OU MARCHE DE HARRIS [65]) : soit T un arbre ayant n noeuds. On
construit une fonction F', que 'on appellera fonction du parcours en profondeur (FPP) définie de
I'ensemble [0, 2(n —1)] & valeurs dans T'. On pose F(0) = (), la racine de T'. Les autres valeurs de F’
sont construites inductivement : si le nceud F'(k— 1) a des fils non visités, c’est-a-dire n’appartenant
pas a {F(0),...,F(k —2)}, alors F(k) est le fils le plus petit parmi les fils de F'(k — 1) non visités.
Si tous les fils de F'(k — 1) ont été visités, alors F'(k) est le pere de F'(k — 1).

On appelle tour de l’arbre, la fonction V' de [0,2(n — 1)] a valeurs dans N définie par

la distance dans l’arbre entre la racine et le nceud F'(k).

On peut décrire les fonctions F' et V' de maniére intuitive : F' donne la position d’une mouche
marchant autour de 'arbre a la vitesse 1 dans le sens des aiguilles d’une montre et étant a la racine
au temps 0. Le tour V est la fonction qui donne la hauteur de la mouche en fonction du temps.

LE PROCESSUS DES HAUTEURS : on note v; le i-eme noeud visité lors du parcours en profondeur
(vo = 0); le noeud v; est aussi le i-eme mot de arbre pour l'ordre lexicographique. Le processus
des hauteurs est défini par

h(i) = d(vg,v;) pour 0 <i<n-—1.

UNE NOTION DE COIN

Lorsque la mouche marche autour de ’arbre, elle visite chaque nceud de degré sortant k, k + 1
fois. Dans la représentation sous forme de carte, la position de la mouche dans I’arbre est plus précise
que l'information donnée par la FPP. On fait appel a une notion de “coin” que 'on peut voir de

13



1 DES ARBRES 1.2 Codage des arbres finis

0 1 N8 0 T 01 14

Figure 5: un arbre, sa PPP, son processus des hauteurs et son tour.

Figure 6: Représentation des 4 coins autour d'un noeud de degré 3

différentes manieres : position dans l'arbre de la mouche, “secteur” entre deux arétes adjacentes
consécutives pour 'ordre cyclique, temps dans [0, 2n] codant cet instant de visite,... Voir Fig. 6.
CONSTRUCTION RECIPROQUE

Chaque marche — la PPP, la PPL, le processus des hauteurs et le tour de ’arbre — permet de
retrouver 'arbre dont elle est issue.
e En partant de la PPP ou de la PPL, on peut facilement reconstituer les mots sur l'alphabet U
(voir aussi Fig. 9 p.16).
e Le tour de 'arbre est tres proche “géométriquement” de ’arbre : il suffit de recoller les différents
représentants de chaque noeud pour obtenir 'arbre. En fait, le tour peut étre vu comme une sorte
d’éclatement de ’arbre.
e A partir du graphe du processus des hauteurs, le pere du noeud représenté en (k,h(k)) est le
dernier nceud ayant pour abscisse h(k) — 1 (voir Fig. 7).

o—+—+———F+—+—+—+—+—+—+—

11 0 11

Figure 7: un arbre, son processus des hauteurs, puis reconstruction de I'arbre initial sur son processus
des hauteurs

PARCOURS INVERSE ET ARBRE CROULANT

Dans la Figure 7, la représentation sous forme de carte a été choisie. Elle va permettre de
mieux comprendre le paragraphe présent. Reprenons I'histoire de la mouche marchant autour de
Parbre, dans le sens des aiguilles d’une montre, commengant le long de la fleche () — 1). Le tour
de ’arbre représente son ordonnée en fonction du temps et le processus des hauteurs représente les
hauteurs successives des nouveaux nceuds rencontrés. Si la mouche décide de marcher dans le sens

14



1 DES ARBRES 1.2 Arbres de Galton-Watson conditionnés

trigonométrique en partant le long de l'aréte racine (de 'autre c6té de l'aréte racine), le processus
“ordonnée de la mouche en fonction du temps” donne un tour inverse et on a naturellement aussi
un processus des hauteurs inverses h'.

m Pour obtenir le tour inverse a partir du tour : supposons que le tour revienne k + 1 fois en 0.
Ceci délimite k excursions. Réordonner les excursion ainsi : 1, k, £k — 1,..., 2. Retourner le temps
sur chaque excursion.

m Le processus des hauteurs inverses n’est pas une fonctionnelle simple du processus des hauteurs.
Pour reconstruire ’arbre en partant du processus des hauteurs inverses, on observe que le pere
du neeud (k, h'(k)) est le dernier nceud visité de hauteur h'(k) — 1, comme dans le processus des
hauteurs. L’unique différence est que I'on visite chaque nceud apres ses freres supérieurs. Pour
retrouver 'arbre a partir du processus des hauteurs inverses, on doit procéder comme sur la Figure
8 pour rétablir I'ordre dans chaque fratrie. On obtient une représentation de ’arbre sous forme d’un
arbre que 'on qualifie (dans [10]) de “croulant”.

0 11 0 1

Figure 8: Au dessus, deux représentations du méme arbre enraciné. A gauche, reconstruction de
I"arbre grace a son processus des hauteurs : construction d'un arbre couché. A droite, reconstruction
de I'arbre grace a son processus des hauteurs inverse : construction de I'arbre croulant

1.3 Modéele probabiliste : les arbres de Galton-Watson conditionnés par la taille

Le modele des arbres de Galton-Watson (GW) conditionnés par la population totale est le modele
central de cette premiére partie. La littérature fourmille de résultats a propos des arbres de GW ;
je me contenterai de rappeler le strict nécessaire afin de définir les modeles étudiés ici (on pourra
se référer a Athreya & Ney [29], & Lyons & Peres [87]).

Un processus de GW est une chaine de Markov (Z,,),=0,1,2.. sur N telle que Zp = 1 et telle que
pour k > 0, Z; 41 s’écrit sous la forme :

Zy,

k

Zrsi =y 1Y
=1

ou les variables Yl(k) sont des copies indépendantes de loi (p;);>o0.
Ceci modélise 1’évolution d’une population se reproduisant selon les regles suivantes :
e Au temps T = 0, Zy = 1 individu est en vie.

15



1 DES ARBRES 1.3 Arbres de Galton-Watson conditionnés

e Au temps T = k + 1, chacun des Zj individus vivant au temps k meurt laissant j descendants
avec probabilité p; indépendamment des autres individus.

La loi (p;);>0 est appelée loi de reproduction. L’arbre généalogique de la population (Z)k>0
est appelé arbre de GW . C’est un arbre ordonné, car on distingue les fils d’'un méme pere. La
population totale X du processus de GW est définie comme étant la taille de ’arbre généalogique :

X=Zo+Zi+Zo+ .

A

Figure 9: Sur la premiére ligne, un arbre 7 et sa PPP. Sur le 3éme dessin, on a remplacé chaque
pas +k de la PPP par un baton de hauteur +k, placé a la méme hauteur que dans la PPP. Dans
le 4eme dessin, on a construit un arbre unaire-binaire en faisant partir du point inférieur de chaque
b&ton (a partir du deuxiéme, plus exactement), vers la gauche, une ligne horizontale arrétée au
premier contact. En derniere place est |'arbre associé par la correspondance par rotation a cet arbre
unaire-binaire : c’'est 7 | Pour aller de I'arbre unaire-binaire a 7, on procéde comme suit : on
conserve les relations pere-fils le plus a droite, et on remplace chaque relation pére-fils gauche par
la relation nceud-frere gauche. Le passage direct de la liste des batons a 7 est également aisé.

PROBABILITE QU’UN ARBRE DE GW SOIT DE TAILLE n

Prenons maintenant une suite de variables Y}, de loi (p;);>0, indépendantes et construisons:
e un arbre en utilisant la variable Y; comme étant le nombre de fils du iéme noeud dans le parcours
en profondeur
e une marche aléatoire S, dont les incréments sont les variables Y — 1 :
k
So=0 et Sk:Z(Yj—l) pour k > 1.
j=1
11 est facile de voir que 'arbre que I'on a construit est un arbre de GW de loi de progéniture (p;);>o,
que sa PPP est S, et que sa taille est T_; = inf{j, S; = —1} le temps d’atteinte de —1 pour la
marche S. Sa forme est donc (Y1,...,Yr ;). On a ainsi X =T et donc P(X =n) =P(T_; =n).
La valeur de P(T_; = n) s’obtient par le principe de rotation (Dvoretzky & Motzkin [54]) :

1
P(T_y =n) = EP(Sn = —1) pour tout n > 1. (1)

Si les variables Y; — 1 sont centrées et possedent une variance finie et non nulle o2, la version locale
du théoreme de la limite centrale permet de donner I’équivalent suivant :

n—3/2

P(X =n) ~ 2)

oo
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1 DES ARBRES 1.3 Arbres de Galton-Watson conditionnés

Ceci étant valable sous la condition supplémentaire pged{ i t.q. P(Y1 =) > 0} = 1.

Puisque contraindre les variables Y; par (C') est équivalent & contraindre la marche S par (C’),
la PPP S associée & un arbre de GW conditionné par {X = n} est simplement une marche aléatoire
dont les incréments sont des copies de Y; — 1, conditionnée par (C') (voir aussi Kendall [72], Takacs
[107] et Limic [83, 84]).

EFFET DU CONDITIONNEMENT PAR {X = n} SUR LA PROBABILITE D'UN ARBRE

Soit (y1,-..,yn) une forme d’arbre de taille n. Sachant {X = n}, quelle est la probabilité qu'un
arbre de GW ait la forme (y1,...,yn) ?
Remarquons d’abord que sans le conditionnement, la réponse est simple :

P((Y1,.. ., Yn) = (W1, 9m) = [ [ ous- (3)
=1

Le conditionnement ne va pas changer fondamentalement les choses, les probabilités obtenues étant
proportionnelles & celles avant conditionnement :

P((Yi,---,Yn) = (y15-- -, 4n))
P(X =n)

H?:lpyi

P(X =n)

EXEMPLES DE FAMILLES D’ARBRES DE GW CONDITIONNES PAR LA TAILLE

]}D((Yh,Yn):(yl,,yn)\X:n) =

(4)

B Arbres binaires : on appelle arbre binaire de GW, un arbre sous une loi de reproduction de
type p2 = p, po = 1 — p ou p €]0,1[. Conditionnons par {X = 2n + 1}. Un arbre binaire ayant
2n+ 1 neeuds posseéde n neeuds internes et n+ 1 feuilles. Ainsi, sachant {X = 2n+ 1}, la probabilité
d’obtenir un arbre donné de taille n est (1—p)"1p"/P(X = 2n+1). Ceci ne dépend pas de la forme
de I'arbre : donc, sachant X = 2n + 1, tous les arbres binaires de taille 2n 4 1 sont équiprobables.

B Arbres planaires (ou géométriques) : on considére comme loi de reproduction la loi géométrique
pi = (1 — p)'p pour p €)0,1] fixé. On a
[T, (A —p¥ip)  pr(1—p)"!

P((Y1,..- Yn) = (Y1, yn)|X =n) = P(X=n) _ P(X=n)

car chaque nceud sauf la racine est le fils d'un autre noceud. La probabilité ne dépend pas de la
forme de ’arbre et donc tous les arbres obtenus sont équiprobables. D’autre part, la loi géométrique
attribue une probabilité non nulle a tous les arbres de taille n. Ainsi, la loi induite par le condition-
nement par {X = n} est la loi uniforme sur ’ensemble des arbres de taille n.

B Arbres sans croisements : soit & un cercle; considérons n points choisis sur %7, numérotés
de 1 & n dans le sens des aiguilles d’'une montre (comme sur la Fig. 10). On appelle arbre sans
croisements (SC) un arbre ayant pour sommets ces n points, dont les arétes sont des segments et
tels que les arétes ne se croisent pas. On suppose maintenant que la racine est placée sur le noeud
1. Pour étudier la forme des arbres SC, on efface le cercle et les numéros, on conserve les relations
d’ordre ainsi que les relations pere-fils (comme sur la figure, on suspend en quelque sorte ’arbre par
le nceud 1 et on peigne tout vers le bas).

Avec A. Panholzer [2], nous avons montré que les arbres sans étiquettes sous-jacents étaient des
arbres de GW conditionnés par {X = n}, a ceci pres que la loi de reproduction de la racine est
différente de celle des autres noeuds. Ceci permet de retrouver la totalité des résultats asymptotiques
connus concernant les arbres SC et également de trouver des résultats nouveaux concernant la
convergence de leur tour et de leur profil.
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1 DES ARBRES 1.4 Modéle et résultats asymptotiques

Figure 10: Deux arbres sans croisements de taille 12 et leur représentation hors cercle.

Famille exponentielle et normalisation

La moyenne de la loi de reproduction joue un role important dans le comportement des arbres
de GW. Sous le conditionnement par {X = n}, on a vu sur les exemples que ce n’était plus le cas.

Soit (p)k>0 une loi de reproduction de fonction génératrice f, de rayon de convergence R. Soit
a €]0, R[. On définit la loi de reproduction (pg)r>0 par

k
- a Pk .

Pr = 7a)’

les lois p et p seront dites de la méme famille exponentielle (terminologie de Kennedy [73], dont est
tiré ce paragraphe). Notons avec des tildes les variables sous la loi p. On a

P(Vi =y, Ya X ) = [t 0% Py, _ _ [T5e1 Py _
f@)"P(X =n) P(X =n)f(a)"a="*!

ce qui est proportionnel a

n
PYi=yi,- Yo =yo|X =n) = %-
Ces deux probabilités conditionnelles sont égales puisque proportionnelles. Ainsi, la loi induite par
p et p sous le conditionnement par {X = n} est la méme loi de probabilité.

La valeur de a, lorsqu’elle existe, telle que af’(a) = f(a) fournit le cas critique, ¢’est-a-dire le
cas ol . = 1. La variance 62 de la loi de reproduction sous cette loi, lorsqu’elle est finie est égale
a a’f"(a)/f(a). Cette variance va jouer dans la suite un roéle normalisateur de tout premier ordre
puisque 'on va travailler a partir de maintenant sous le modele critique.

Commentaires

Le lien entre les modeles d’arbres dits “simples” de la combinatoire et les arbres de GW conditionnés
est donné dans Aldous [19]. On trouve dans la littérature d’autres conditionnements que par la taille :
par exemple, conditionnement par la hauteur [62], conditionnement par la non-extinction [87, 88].

1.4 Modele et résultats asymptotiques

Dans la suite, on supposera toujours que la loi de reproduction (p;);>o est critique (c’est-a-dire
de moyenne 1), de variance o2 €]0, +o0o[ et posséde des moments exponentiels dans un voisinage de
0. Nous noterons P, la loi conditionnelle sachant {X = n}.

Dans cette partie nous nous intéressons a ’asymptotique des arbres de GW sous la loi P, lorsque
n tend vers 4+00. Nous obtenons deux sortes de résultats :
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1 DES ARBRES 1.4 Modéle et résultats asymptotiques

e Le premier type de résultats concerne les limites en loi de certaines caractéristiques de I'arbre.
e Le deuxieme type de résultats concerne la convergence globale de I'arbre vers un arbre continu.

On note hy,, V,, et S, respectivement le processus des hauteurs, le tour et la PPP associés a un
arbre de GW sous la loi P,,. A partir de maintenant, on considére que ces processus sont interpolés
linéairement par morceaux entre les points de coordonnées entieres et sont donc continus.

Le premier résultat que nous mentionnons est le suivant : les trois processus h,, Vy, S, sont
asymptotiquement proportionnels :

Théoréme 1 [5] La convergence faible suivante a lieu dans C[0,1]3

(hn(n.) Vi(2n.) Sn(n.)) faible (ze ze Ue)

n o o
ot (es)sefo,1) est l'excursion brownienne normalisée.

Commentaires

e Il faut absolument remarquer qu’il s’agit de la méme excursion brownienne dans le membre de

droite! Ainsi on a par exemple que ( %2%\/%” - S’i}%t))te[o)l] tend faiblement vers le processus p.s.

nul sur [0,1]. On voit trés bien ce phénomeéne sur les simulations dés que la taille de ’arbre dépasse
quelques dizaines et que la loi de reproduction, critique, possede des moments assez grands (les mo-
ments exponentiels ne sont pas nécessaires).

Sur la figure suivante, on a représenté en gris la PPP et en noir le tour d’un arbre de GW de distri-
bution pg = 13/18,ps = 1/6,p61§01/9 sous la loi Pss60. La valeur correspondante de o2 /2 est 11/6.

0
0 11120

La quasi-proportionnalité des deux courbes se devine.

e La convergence de la marginale “tour” était connue et due & Aldous [18, 19, 20], la convergence de
la PPP due a Kaigh [70], et celle du processus des hauteurs n’était pas difficile & prouver en utilisant
la convergence du tour (on va y revenir). D’autre part, une approche directe de la convergence du
tour est donnée dans Bennies & Kersting [30]. Cette approche a pour point commun avec la notre
qu’elle explique le rapport de 2 /2 entre le tour et la Lukaciewisz en utilisant des variables d’échelles.
e Dans Darticle original [5], on montrait que deux autres processus convergeaient, & un facteur multi-
plicatif pres vers la méme excursion brownienne : il s’agissait du processus des profondeurs des nceuds
de degré k (lors du parcours de I'arbre dans lordre lexicographique) et du processus des profondeurs
des nceuds racines d’un sous arbre fixé. Ceci témoigne d’'une grande uniformité dans ’arbre.

e Un grand avantage de ce théoréme est sa preuve, qui est vraiment trés simple (elle est esquissée
plus loin). On prouve directement la convergence du tour de l’arbre V,, vers 'excursion brownienne,
sans passer par I’existence d’un arbre limite, comme le faisait originalement Aldous. Le bénéfice est la
construction élémentaire d’une notion d’arbre continu aléatoire, limite des arbres de GW normalisés,
conditionnés par la taille. Dans la Section 1.5, nous présentons cette construction.

e On donne une raison simple du rapport 02/2 entre le tour de I'arbre et la PPP(ceci est d’ailleurs
notre explication du fait que V(2n.)/y/n converge vers 2e/o).

e Lorsque la loi de reproduction (sous la forme critique) ne posseéde pas de variance, il n'y a plus
convergence vers ’excursion brownienne. Voir les ceuvres de Duquesne [50], Duquesne & Le Gall
[51, 52] & Le Gall & Le Jan [80, 79] & propos des arbres de Lévy (et de la convergence vers ceux-ci).
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1 DES ARBRES 1.4 Modéle et résultats asymptotiques

J’esquisse maintenant la preuve de ce théoréme. Au passage, d’autres résultats seront aussi
énoncés. Deux idées directrices nous poussent :

* De tous les processus associés aux arbres, la PPP est celui dont on peut dire le plus de choses :
il s’agit d’'une marche aléatoire conditionnée, elle est markovienne, etc...

* On peut passer de la PPP au processus des hauteurs et au tour par une transformation assez
sympathique. On pourra alors tirer parti du fait que le tour est trés proche topologiquement
de ’arbre pour obtenir des renseignements sur icelui.

Lien entre le processus des hauteurs et le tour de ’arbre

.\ partir du tour, il est aisé de construire le processus des hauteurs : il suffit de conserver les
points qui suivent une montée, comme sur la premiere colonne de la Figure 11.

m A partir du processus des hauteurs, le tour s’obtient par une sorte d’interpolation. Une montée
de 1 dans le processus des hauteurs est conservée dans le tour : elle correspond a la visite du
premier fils. Un pas de k£ < 0 dans le processus des hauteurs correspond & —k + 1 pas de —1 dans
le tour, suivi d’'une montée de 1 pas (deuxieme colonne de la Figure 11). Le fait que le processus

[

Figure 11: Passage du tour au processus des hauteurs sur la premiére colonne, et la réciproque
dans la deuxiéme.

des hauteurs et le tour ont la méme asymptotique (& un facteur temporel pres) est une propriété
qui s’étend tres nettement hors du cadre des arbres de GW conditionnés par la taille (et ceci est
souvent utilisé dans la littérature) : on a

Lemme 1 Soit A, un ensemble d’arbres enracinés ayant n arétes, muni d’une loi de probabilité
tn- On note H, (resp. V,) le processus des hauteurs associé (resp. tour associé). Supposons qu’il
existe une suite de réels (cp)n>0 tels que ¢, — +00, ¢, = 0(n), et

(an(:t) )te[o,l] fajzi (h(t)) t€[0,1]

sup |Vn(2nt)—Hn(nt)| proba. 0.

te[0,1] Cn n

dans C|0,1] alors

En particulier, on a

f/n(2nt1) Hn(ntQ) faible
( cn | Cp )(tl,t2)6[071]2 n (h(tl)’h(tz))(tl,tg)e[071]2'
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1 DES ARBRES 1.4 Modéle et résultats asymptotiques

(On trouve une preuve de ce lemme dans [10].) Réciproquement, la convergence du tour sous les
mémes conditions implique également la convergence du processus des hauteurs. Je vais m’attarder
sur I'explication du rapport de 02/2 entre le processus des hauteurs et la PPP.

Lien entre la PPP et le processus des hauteurs

On note vy, vy, ..., vy—1 les nceuds d’un arbre de taille n, ordonnés selon 'ordre lexicographique,

et S, la PPP correspondante. On dit que Sy, (j) est un minimum & droite pour Sy, sur [0,] — 1] si
i Sn(j+k)}=5.0)-
opin {Sn(j +k)} = Sn(y)

Lemme 2 (Le Gall & Le Jan [80]) Pour toutl € [0,n—1] et j € [0,1 —1], S,(j) est un minimum
a droite pour Sy, sur [0,1 — 1] si et seulement si v est un ancétre de vy.

Lorsque que Sy, (j) est un minimum & droite pour Sy, sur [0, — 1], on dira que v; est un minimum
a droite sur [0, — 1].

L’explication de ce lemme permet également de comprendre la terminologie “PPP”. Nous allons
voir la marche S,, comme étant la longueur d’une file d’attente dans un systeme dernier arrivé -
premier servi (autrement dit, une pile), dans laquelle un client est servi par unité de temps, et dans
laquelle les clients de la file sont les nceuds (vg, - - ,v,—1). On suppose que
— La racine arrive dans la file au temps 0.

— Les fils de v; arrivent au temps ¢ + 1 du plus a droite au plus a gauche de sorte que, le plus a
gauche arrivant le dernier sera servi le premier.
Au temps i, le client en téte de queue est servi et s’en va au temps 7 + 1.

longueur de la file

V9 | Vg V9

Vg | Ug | V9 | U8 | V9

Vg | U7 [U7 | U8 |U7|V8 | V9

U8 | V4 | V4| VT | V6 | UT | U8 | V9

voJvi fva [vs | va]vs |ve |v7 |vs | vg Jur]

01 2 temps

Figure 12: Evolution de la file LIFO associée 3 un arbre. Le nceud 5 est servi au temps 5 (ce qui
est normal, par construction). Dans I'arbre, sa profondeur est 3 puisqu'il a 3 ancétres vy, v1 et vg.
Les temps de service de ses ancétres sont exactement les minima a droite avant le temps 5.

La taille de la queue en fonction du temps est (Sn(z) + 1)7L:O,-~~ nien effet, lorsque le client ¢ est
servi (—1), il est remplacé par ses fils (+Y;); de plus au temps 0, la taille de la file est 1.

Par construction, vy est servi au temps k. Durant la visite du sous-arbre ¢(vy) enraciné en v,
la longueur de la pile S,, est supérieure ou égale a S, (k) puisque les noeuds qui étaient la au temps
k sont encore la, excepté vg, et au moins un nceud de £(vy) est présent jusqu’a la fin de la visite de
t(vg). Une fois le sous-arbre t(vy) visité, S,, vaut exactement S, (k) — 1, car elle contient les mémes
nceuds qu’au temps k, v excepté. Ainsi v est un minimum & droite pour ses descendants, et pas
plus. Ceci prouve le lemme. []

La profondeur de v; dans I'arbre est égale au nombre d’ancétres de v; et donc, est égale au
nombre de minima a droite de S,, sur [0,/ — 1]. Notons

A ={j10<j<l—1,min{S,(j +k),0 <k <l—7j}=S,(j)} (5)
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I'ensemble des indices j pour lesquels v; est un minimum & droite sur [0, — 1]. On obtient
h(l) = #A(0). (6)
Remarquons encore qu’a l’aide de S,,, nous pouvons localiser les ancétres de v mais aussi donner
le nombre de fils de ses ancétres et également dans quelle lignée se trouve vy.
SUR LE TYPE DES ANCETRES : Notons
ag(vr) = #{j€ Al t.a. (G +1) = Sn(j) =k —1}
agi(v) = #{j € Al) t.q. Su(G+1) = Sn(j) =k — 1,5 (5") — Sn(j) =k —i}.

ou j* désigne le plus petit élément de A(l) supérieur a j (et lorsqu’il n’y a pas de tel élément, on
prend j* =1).

ar(u) est le nombre d’ancétres de u ayant k fils. On dira de k-ancétres de u.

api(u) est le nombre de k-ancétres de u dont u est un descendant du i-eme. On parle alors de
k,i-ancétres de u.

Par abus de notation, notons h(u) la profondeur du nceud u. On a

Théoréme 2 [/ i) Soit 3 > 0. Il existe v > 0 t.q.

Pn<sup |ak(u) = kpg h(u)] > 'yn1/4lnn) =o(n™").
u, k

i1) Soit B> 0. Il existe v > 0 t.q.

Pn( sup lak,j(u) — pr h(u)| > ynl/4 lnn) = o(n=P).

u, k,j

Commentaires

e On peut calculer des constantes v valables explicitement.

e La hauteur des arbres de GW sous P,, est de 'ordre de n!/? et la proportion des nceuds & profondeur
supérieure & n'/27¢ tend vers 1. Ainsi, ces résultats ne sont pas triviaux! Ces résultats disent que,
grossierement, le nombre de k-ancétres de u est proportionnel & h(u) et que ay, ; vaut & peu pres ax/k.
On a alors, comme conséquences :

maxy, aj(u) @), 2kpy. maxe ot max, ag,;(u) ﬂ}%

vn n o vn n o

o Ceci permet de montrer aussi que “la (ou les) plus grand(es) branche(s)” dans un arbre de GW sous
P,,, contient a des miettes pres, le plus grand nombre de nceuds de chaque type. Ceci généralise un
résultat de Flajolet & Odlyzko [59] qui affirmait que dans les arbres binaires,

maxe.

proba. proba.

n~12| max a; o (u) — maxas o(u)] 0 et n Y2|2maxa; o(u) — maxh(u)| 0.

u u u u
e Ces résultats rappellent la loi de reproduction de la branche infinie dans un arbre de GW conditionné
par la non extinction. La raison intuitive est que l'on s’intéresse a des longues branches (de l'ordre
de y/n), et donc en quelque sorte, a des branches conditionnées & ne pas s’éteindre (voir Bennies &

Kersting [30], Lyons & al. [88]).
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Eléments de preuve des théorémes

Tous les résultats annoncés dans le paragraphe précédent reposent sur des propriétés concernant
les minima & droite de l’excursion S,, (la PPP), qui est une marche aléatoire conditionnée par (C’).

EFFET DU CONDITIONNEMENT PAR (C).

Les excursions ont une masse de l'ordre de n sur l’espace des marches aléatoires (non condi-
tionnées). Il est alors trivial de prouver qu'un événement de probabilité p,, sur ’espace des marches
aléatoires aura une probabilité O(pnn?’/ 2) sur I'espace des excursions (sous la loi conditionnelle).

Cette remarque tres simple, déja utilisée dans [14], est rétrospectivement trés importante. De
nombreuses fonctionnelles des marches aléatoires (le nombre de pas +2 par exemple) présentent des
phénomenes de concentration. Ces fonctionnelles seront encore concentrées sur ’ensemble des excur-
sions, sous la loi conditionnelle. Ceci fournit toute une classe de résultats facilement démontrables
sur I'espace des excursions.

Ainsi, la démarche que nous avons systématisée est la suivante : nous montrons des résultats
de concentration pour une fonctionnelle F' des excursions en prouvant un résultat similaire pour la
méme fonctionnelle F' des marches aléatoires, ou plus exactement, pour une fonctionnelle G dont
la restriction a l’ensemble des excursions coincide avec F' (par exemple, on peut déduire que la
fonctionnelle “F" = max” est concentrée sur ’ensemble des excursions du fait que la fonctionnelle
G = max — min est concentrée sur l’ensemble des marches).

Pour prouver le Théoreme 1, on montre le résultat plus fort suivant :

—3/2

Théoréme 3 [5] 1l existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout v > 0,
2
P(sup {[9n(1) = ha(0) % |} = n!/477) = Ofexp(—en)).
0<i<n 2

DECONDITIONNEMENT : on considére une marche aléatoire (W (4));>o dont les incréments, les w(),
sont i.i.d. et sont de loi p avec (pj)j>—1 = (pj+1)j>-1. Ainsi, S, & méme loi que (W(i))o<i<n
conditionnée par (C’). On va étudier sur la marche W la variable RM(l) qui donne le nombre de
minima a droite de (W (7)); sur [0,] —1] :

RM(U)=#{jl0<j<i—1, min {W(j+k)}=W0)}. (7)

Le résultat sur les marches dont nous nous servons pour prouver le Théoreme 3 est le suivant :
Lemme 3 [5] Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout v > 0,
2
P( sup {|W(l) —min{W(j),0 <j <1} — RM(Z)%H > n1/4+”) = O(exp(—cn")).
0<i<n
Puisque min{W(5),0 < j <1} = 0 sur l'espace des excursions, la fonctionnelle

0.2

G(W) = [W(l) — min{W(j),0 <j <1} - RM (1)~ |

coincide avec

sur 'espace des excursions. Ainsi,

0.2
B( sup {]Su() = hu() [} = n/44+) = O(exp(—en’)n*?).

et le Théoreme 3 est donc une conséquence de ce lemme.
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RETOURNEMENT DE LA MARCHE.

Pour prouver le Lemme 3, nous procédons a un retournement de la marche W (voir Fig. 13)
afin de pouvoir utiliser la propriété de Markov forte des marches aléatoires. On considere donc
(W*(4))jeo,) la marche aléatoire définie par :

We(j) =W()—W( — j) pour tout j € [0,]. (])

Les incréments de (W*(4));>0 ont aussi pour distribution (;);>—1.
W

Na

Figure 13: Retournement de la marche. Le graphe de W* est le symétrique du graphe de W par
rapport au centre (1/2,W(1)/2). Les minima a droite sont marqués sur W et deviennent des records
sur W*.

Soit R*(l) le nombre de records (au sens large) de la trajectoire (W*(j));efo,g- Par (8), on obtient
facilement
. o0 . . o’
| @ax {W* ()} — B ()5 [ = W) — min (WD)} - RM()5|.
L’étude des minima a droite de W se rameéne donc a I’étude des records de W*, ce qui est classique :
LES VARIABLES D’ECHELLES

Les temps d’accroissement de W*®, les 0 = 19 < 1 < 79 < --- sont définis par :
7 = inf {j > 71, W*(j) > W*(1,—1)}, pour k > 1. (9)

La variable aléatoire w(7,,), pour m > 1 est 'incrément correspondant au m-éme temps d’accrois-
sement ; on appelle ces variables les incréments d’échelles. La loi de w(7y,) ne dépend pas de m.
Notons aussi que w(71) n’est pas en général égal a I’accroissement de record W*(ry).

Lemme 4 Pour tout k € N, on a

P(W*(n) = k) = P(w(1) > k), (10)
et donc
E(W*(r)) = 02/2. (11)
La loi de w(ty) est donnée par
P(w(r) = k) = (k+ 1) pour k > 0. (12)
Pour 0 <r <k, siup >0, .

PW*(n) = r|w(n) = k) = (13)

k+1
Ces résultats se montrent par une décomposition idoine de chaque trajectoire favorable ; une preuve

partielle se trouve dans Feller 1 (voir [5, 4]).
Il est alors facile de montrer le
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1 DES ARBRES 1.5 Arbre abstrait

Lemme 5 [5] Pour tout v > 0, il existe v > 0 tel que pour tout n assez grand et tout | € [0,n],

“(

Ceci traduit le fait que le maximum est proportionnel (a des miettes pres) au nombre de records. Le
facteur 02 /2 est simplement la moyenne de chaque accroissement de record. Le contrdle exponentiel
de la probabilité est une conséquence de résultats usuels de concentration (voir Petrov [94] par
exemple). Par retournement de la marche, on montre le Lemme 3, puis par conditionnement le
Théoreme 3. Les autres propriétés des variables d’échelles sont utilisées pour le Théoreme 2.

e\ Y pe > /44v < e~
wax (W)}~ % R m\ >n ) <e (14)

Commentaires

e Le facteur %2 est donc la moyenne de W* ().

e Prenons un jeu de moyenne 0, avec mise initiale 1 et gain aléatoire. On commence avec une fortune
nulle; puis on s’intéresse au temps de retour dans N apres le temps 0. La probabilité que la fortune
devienne positive lors d’un gain de k est k 4 1 fois la probabilité de gagner k en un coup. La formule
(13) précise alors qu’a ce moment, la fortune est uniformément distribuée sur [0, &].

e D’apres (10), si w(1) possede des moments exponentiels W*(7y) aussi. Ceci est important pour les
bornes exponentielles des probabilités comme dans la formule (14).

e L’existence de moments exponentiels pour w(1) (ou de maniére équivalente pour la loi de reproduc-
tion) n’est pas nécessaire pour montrer que n= 2|02, /2 — Sy |lco %ba& 0. Une analyse grossiere
montre que des moments d’ordre 9 suffisent. Des simulations suggerent que sans l’existence de mo-
ments d’ordre 3, ce n’est peut étre plus le cas.

e Avec M. Drmota [7], nous avons montré que la convergence de V,,(2n.)/y/n vers Pexcursion brown-
ienne était plus forte que la convergence faible (les fonctionnelles sous-polynomiales en ||V, /v/nl o
sont équi-intégrables et convergent en loi). Ce résultat est générique en combinatoire ou lors de la
preuve de la convergence faible, la tension d’une suite de processus est montrée a 1’aide du controle des
moments de |2, (s) — z,(t)|. Dans le cas des arbres, ceci permet de montrer que la convergence faible
de la hauteur des arbres vers le maximum de I’excursion brownienne est également une convergence
des moments (ceci étant connu et dii & Flajolet & Odlyzko [59]) ; on obtient également la convergence
des moments du déplacement total.

1.5 Arbre abstrait

Dans cette section est donnée in extenso une définition d’arbre abstrait légerement différente de
celles que l'on trouve dans la littérature ; je renvoie ici a Aldous & al. [23] pour un historique de
lobjet “arbre continu” (on pourra voir aussi directement les ceuvres d’Aldous, Duquesne, Le Gall,
Le Jan, Evans, Winter, en particulier [18, 19, 20, 50, 55, 79, 51, 81, 97]).

Dans la Section 3, avec A. Mokkadem, nous montrons qu’une quadrangulation s’obtient en
“collant les noeuds d’un premier arbre sur les coins d’un deuxiéme arbre”. Afin d’obtenir une notion
de carte abstraite comprenant aussi bien les cartes discretes que continues, nous avions absolument
besoin qu’un arbre détermine I’ensemble de ses coins. Le tour permet de distinguer seulement les
neeuds de degré différent de 1 : ils correspondent & des points étant des maxima locaux ou des
minima locaux dans le tour. Ainsi, on ne peut pas en général reconnaitre un nceud de l'arbre s’il
n’est pas donné extrinséquement. Ceci ameéne Pitman [97] & introduire une notion d’arbre réduit,
ou les nceuds de degré 1 ne sont pas considérés comme des noeuds mais comme des points d’aréte.
Nous avons dit plus haut que ’on pouvait reconstruire ’arbre a partir de son tour, mais c’était a n
fixé avec un arbre (discret donc) dont les longueurs d’arétes étaient égales a 1 ou a 1/+/n (dans la
version normalisée). Dans le cas général, le tour de larbre ne suffit pas a retrouver ses nceuds.
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1 DES ARBRES 1.5 Arbre abstrait

Pour pallier cet inconvénient nous allons définir un arbre comme un couple formé d’une fonction
(Panalogue du tour) et d’une mesure “marquant” les nceuds ou plus exactement les coins. La
définition des arbres que ’on donne permet de montrer la convergence des arbres de GW normalisés
vers un arbre continu (codé par l’excursion browienne et la mesure de Lebesgue sur [0,1]) a l'aide
de la convergence du tour vers I’excursion brownienne. La distance sur I’espace des arbres que 'on
construit tient compte de la distance entre les tours et de la répartition “de la masse des coins”
dans les arbres.

Espace des arbres

Soit C'*[0,1] 'ensemble des fonctions g continues de [0,1] dans R telles que ¢g(0) = g(1) = 0.

A toute fonction g de C[0,1] on va associer une structure arborescente codée par g de la méme
maniere qu’un tour d’arbre discret code un arbre discret. On définit la relation d’équivalence ~
g

dans [0, 1] par
vy = g(2) =gly) = 9(z,y),

ou g(z,y) = inf{g(u),u € [xr Ay, z V y|}.

Notons E,; I'ensemble des classes d’équivalence modulo ~. L’ensemble E; sera un peu plus loin

g
I’ensemble des points de I’arbre (un point étant un nceud, ou un “point d’aréte”). On note F la
surjection canonique de [0,1] dans Ey,; c’est-a-dire, pour z € [0,1], on a Fy(z) ot i = {y,y €

[0,1],z ~ y}. La fonction Fy est 'analogue de la FPP définie page 13.

Afin de distinguer intrinsequement les noeuds, on considére une mesure p sur [0,1] (ceci induit
une mesure sur £, par Fy) ; on définit 'ensemble des nceuds grace a cette mesure. Soit M 'ensemble
des mesures finies sur [0, 1] et pour u € M posons E,, = F,( support (1)).

On dit qu’un couple (g,u) € CT[0,1] x M est le codage d'un arbre s’il satisfait la condition
suivante : def

(& .
E{ = {u € By, #u# 2} U{0} C E,.
Cette condition impose de considérer comme nceud (les nceuds seront les éléments de E “) au moins
tous les points contenant une information topologique : la racine, les feuilles, et les points qui ont
un degré différent de 1.

Arbre : définition

L’arbre 7 codé par (g, ) et noté 7 = CTREE(g, 1), est 'espace métrique totalement ordonné
T défini comme suit :
e L’ensemble des points de 7 est E1 = E,;. Le parcours en profondeur de 7 est la fonction F7r = Fy,.
e L’ensemble des noeuds est F,,. La classe Fir(0) = 0 est appelée racine de 7.
e L’ensemble des coins autour d’un point & est F L&) N [0,1] (les coins de & sont les temps de
visite de & par Fr; ils fournissent les renseignements nécessaires pour reconstituer la structure
arborescente de I’arbre). Le coin 0 est le coin racine.
e Distance sur 7 : Soit x et y des représentants de & et y. La classe (modulo g) de z définie
par z € [z,y] et g(z) = g(x,y) ne dépend pas des représentants de & et y choisis. Le point
z est appelé plus profond ancétre commun de z et . La distance entre & et y est définie par
dr(&,9) = dr(z,y) = g(z) + 9(y) — 29(2) = g(x) + g(y) — 29(z, y).

Il reste a voir que 7 présente toutes les caractéristiques d’un arbre.
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1 DES ARBRES 1.5 Arbre abstrait

Structure arborescente de 7 et ordre sur 7

1) Par la définition de dr, la fonction Fr est continue (de [0,1] dans E7).

2) Ainsi E7 est un espace métrique compact, connexe par arcs : il est paramétré par [0, 1].

3) Le tour de 7 est g (c’est-a-dire g(x) = d7(Fr(z), Fr(0))).

4) #F7 ' (u) N[0, 1] est appelé le degré total de u (que 'on note deg(u)).

5) Soit # € ET, on pose p(z) = inf{y € [0,1], Fr(y) = &} et p(&) = sup{y € [0,1], Fr(y) = &}.
L'intervalle [p(), ()] est appelé sous-arbre enraciné en 7.

6) Si (x =y, tF T, etr<z< y) alors Z C [z,y]. Dans ce cas, on dit que 2 est un descendant de
% (ou que & est un ancétre de 2).

7) S [p(@), 5(0)] N [p(3), )] # 0 alors [p(a), 5(#)] < [p(3), 5()] ou [p(), 7(3)] C [p(#), 7(@)]. Dans
le premier cas, on dit que & est un descendant de g, dans le second que g est un descendant de z.
8) La relation d’ordre est définie ainsi :

&<y p(@) < py).

On dit que le nceud # est a gauche du nceud g (en fait, ceci signifie que par le parcours en profondeur
on visite un coin de & avant de visiter un coin de ¢). Ceci fait de E7 un ensemble totalement ordonné.
En particulier, si & est un ancétre de y alors = < ¥.

9) Si 1 < xo < x3 sont des représentants de &, [z1, z2] et [x2,x3] sont des sous-arbres de [z, z3] et
on dit que [z, x2] est & gauche de [xg, x3).

10) Branches et géodésiques : l'unique géodésique S entre un point u et la racine est la courbe
continue paramétrée comme suit. Soit z tel que & = u et pour s € [0, g(x)] posons m(s) = sup{y €
[0,z],9(y) = s = infy<.<4 g(2) ; la fonction s — Fr(m(s)) est une bijection continue entre [0, g(z)]
et S. On peut voir qu’entre tout couple de points (&, 9), il n’y a qu’une seule géodésique paramétrée
par [§(z,y),g(z)] U[g(z,y),9(y)]. Une géodésique entre un point et la racine est appelée branche.
11) 7 n’a pas de cycle (ceci se montre aisément).

A

Figure 14: Une fonction f considérée comme tour d'arbre. Les points z,y, z et ¢t codent quatre
coins du méme nceud. Les intervalles [z, y], [y, 2] et [z, t] codent 3 sous-arbres enracinés en .

Ensemble des arbres

Soit I' 'ensemble des arbres. Une métrique sur I' est donnée par dr définie comme suit : soient
71 = CTREE(g1, 11) et 7o = CTREE(g9, ti2) deux éléments de T’

dr(Th,72) = ||lg1 — 92llcc + dr(p1, p12)
ou
191 — 92llcc = sup{|g1(z) — g2(x)|,z € [0,1]}

et
dam(pr, po) = sup Chur () = Clip ()]
S
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1 DES ARBRES 1.5 Arbre abstrait

ou C), est la fonction de répartition de p (c’est-a-dire C,(z) = p] — 00, z]). Avec cette distance on
peut définir une notion de convergence et de convergence faible dans I'.

Arbres discrets vus comme arbres abstraits

Dans le cas discret, afin d’obtenir la convergence du tour, on normalise le processus V, :

Vn(z(n — 1)t)
N
Ceci revient a considérer un arbre dont les longueurs d’arétes seraient n et que 'on visiterait

a la vitesse de 2(n — 1) arétes par unité de temps. On considere maintenant une mesure sur [0, 1]
dont I'image du support par Iy est 'ensemble des noeuds de I'arbre. Il est légitime de considérer la

v (t) = pour t € [0,1].

~1/2

mesure suivante :
2n—3

1
= 50y 2 Sem-2)-
k=0

On a mis une masse de (2(n—1))~! sur chacun des temps de visite des noeuds, excepté sur la racine
qui est visitée une fois de plus que son degré. On a E,,, = {&,2 = k/(2(n — 1)),k € [0,2(n — 1)]}.
On aurait aussi pu donner une masse de 1/n a chaque noeud sans que cela ne change I’asymptotique
(on peut répartir la masse 1/n affectée & un noeud de maniere arbitraire).

Les arbres de GW conditionnés par {X = n}, normalisés, sont du type CTREE(v,, i,) et
appartiennent a I'.

Arbres continus et convergence

ibl . . ibl
On a vu que v, —>fm < %e. Il est facile de voir que —>faZ c Leb\[o,l] la mesure de Lebesgue sur
n n

[0,1] ; ainsi
unif.
Oﬂn 7 CLeb‘[(),l]?

la fonction de répartition de la loi uniforme [0, 1]. Dans ce cas, la convergence est déterministe.

On appelle arbre continu aléatoire , I’arbre CTREE(%@,LebHO,l]). Ainsi, puisque le support de
la mesure est [0, 1] on considére que tous les points sont coins et donc que tous représentent des
neceuds.

Il est maintenant facile de montrer la convergence des arbres de GW conditionnés par la taille

vers les arbres continus aléatoires :
Théoreme 4 La convergence faible suivante a lieu dans I" :

aible 2
CTREE(v,, C), ) 2245, CTREE( e, Lebjo,1)).
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2 MARCHES BRANCHANTES

2 Des marches branchantes

2.1 Premiers travaux

Nous nous intéressons ici aux marches branchantes conditionnées par la taille de ’arbre sous-
jacent. Ce modele a été peu étudié dans la littérature ; on trouvera des résultats sur le maximum
de ces marches dans Kesten [74] et Durrett & al. [53].

Avec A. Mokkadem [3], nous avons considéré le modele suivant :

e Un arbre T est choisi uniformément dans 1’ensemble €2,, des arbres planaires ayant n arétes (voir
p.17).

e Sur chaque branche de ’arbre T', nous construisons une marche aléatoire. A chaque noeud v est
associée une variable aléatoire réelle y(u), que 'on appelle marque de u. On pose y() = 0 et on
suppose que les variables aléatoires y(u) pour u # ) sont i.i.d. et indépendantes de 'arbre T et que

E(y(u)) =0, Var(y(u))=1, ilexiste p>6 t.q. E(ly(u)|?) < +oo. (15)

Soit v un neeud, h(u) sa profondeur et (ug = racine,u, -+ ,up(,) = u) la géodésique entre la racine
et u. On associe a u la trajectoire finie ®,, = (P4 (j));c[o,n(u)] définie par

©,(0) =0, ®u(j) =Y y(u), pour j € [1,h(u)].
=1

%

Figure 15: Un arbre marqué, son arbre étiqueté associé et la marche branchante associée

Par analogie avec le serpent brownien, le serpent discret sera défini un peu plus loin comme
étant moralement la liste des marches ®,, ordonnées selon la FPP : (& F(k)) k=0,....2n, (on rappelle que
F(k) est le nceud visité par la mouche au temps k).

On appelle étiquette du nceud u, la valeur terminale de la marche ®,,, a savoir ®,,(h(u)) (voir Fig.
15). Constatons que la donnée de T et de la liste des étiquettes permet de reconstituer entierement
I’arbre marqué et également la liste des marches ®,. Ceci jouera un role important par la suite.

Notre but ici est de montrer que sous certaines conditions concernant les variables y(u), le serpent
discret converge vers le serpent brownien de processus de durée de vie I’excursion brownienne, dont
la définition est rappelée un peu plus loin. Pour cela, nous allons utiliser des codages naturels (voir
Fig. 16) :

e ’arbre sous-jacent T est codé par son tour V,, et par la FPP, la fonction F'.
e On code les valeurs terminales des marches @, (h(u)) grace au processus R,, défini par

R (k) = ®pgy (h(F (k).
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2 MARCHES BRANCHANTES 2.1 Premiers travaux

Figure 16: Codage d'un arbre étiqueté par deux processus compatibles : le tour du serpent. Le
petit rectangle en pointillés illustre le fait que R, est constant sur les nceuds de T'

Revenons a I’histoire de la mouche marchant autour de 'arbre. Le processus V,, donne I'ordonnée
de la mouche en fonction du temps. Si l'on considére les marques y(u) comme des déplacements
horizontaux, le processus R, (k) donne I’abscisse de la mouche en fonction du temps.

On appelle le processus (R, V,) le tour du serpent discret et le processus R,, téte du serpent, ou
processus des €tiquettes. Pour montrer un comportement asymptotique pour les serpents discrets,
nous les plongeons dans un espace de fonctions, dans lequel la convergence va avoir lieu.

2.1.1 Serpents discrets et continus

On interpole linéairement V,, et R,, entre les points d’abscisses entieres (on appelle les processus
obtenus par les mémes noms). Par analogie avec le serpent brownien, on appelle serpent discret le
processus

(Wn(xa t)? Vi (x)):ce[OQn], te[0,00)

ou pour tout = € [0,2n], W,,(z,-) est un processus continu, associé au point de T visité au temps z
par la FPP et arrété au temps V,,(z). Il est défini par :
— Pour k € [0,2n] et t € [0,V,,(k)], Wy(k,-) est le processus qui interpole linéairement la marche
aléatoire @y :

Wi(k,t) = ®pgy ([t]) + {t} (@ r@) ([t]) — @ pun ([E]))-
—Pour z € [0,2n] \ Z et t € [0, V,,(x)], la trajectoire W,,(z,.) coincide avec la trajectoire W, ([z],.)
sur [0, V,,(2)] si Vi(Jz]) > Vp(x) ou avec W, (|x],.) sinon :

Wa(lz],t) si Va([z]) < Va(lz])
Wy (z,t) =
Wia([z],t) si Va([z]) > Va(lz]).

(Voir Fig. 17)
— Pour z € [0,2n] et t €]V, (z),+o0[, on pose

Wh(x,t) = Why(x, V(). (16)

On a alors
Wa(lz],t) = Wy([z],t) pour 0 <t <V, ([z]) A Va([2]).

Ainsi, le serpent discret apparait comme étant une famille de processus aléatoires dépendants,
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2 MARCHES BRANCHANTES 2.1 Premiers travaux

| V(4.5)

-1 6 —1 6
Figure 17: Un arbre étiqueté, puis le graphe de (W (5,¢),t) et de (W (4.5,¢),¢). Il faut remarquer
que (W(5,1),t) = (W(7,t),t) et que (W (4.5,t),t) = (W(7.5,¢),t) pour tout ¢

indexée par I'intervalle [0, 2n]. Le tour du serpent discret (R,,, V},) est par nature plus simple méme
si, évidemment, la donnée du tour permet de reconstituer entierement le serpent et réciproquement.

NORMALISATIONS : afin d’obtenir des théoreémes limites pour le tour du serpent discret et pour le
serpent discret lui méme, on pose

Vi(2ns)
\/ﬁ

R, (2ns)
i/

vp(8) = pour s € [0,1], ru(s) = pour s € [0, 1]

et

W (2ns,ty/n)
nl/4

On appelle les processus (wy, vy,) et (r,,v,) le serpent discret normalisé et le tour normalisé. Notons

que w,, satisfait la propriété :

wp(s,t) = pour (s,t) € [0,1] x [0, +o0].

Wy (8,1) = wy(s,v,(8)) pour t > v,(s).

Espace d’état des serpents

On appelle chemin arrété un couple (v, () € C([0,4+o00[,R) x [0, +o0[ tel que pour tout ¢ > ¢ on
a v(t) = v(¢). On note W l'espace des chemins arrétés. On appelle ¢ la durée de vie de (v, () et
v(¢) le “point terminal”, ou étiquette du chemin v.

On note S le sous-espace de C([0,1],C([0,400[,R)) x C([0,1],[0,400[) des fonctions® (v,(),
“compatibles”, c’est-a-dire qui satisfont les trois conditions suivantes :

(1)  (v(s,.),¢(s)) € W pour tout s € [0, 1]
(iz)  ¢(0)=¢(1)=0 (17)

(iii) Pour tout 0 < s < s’ <1, v(s,t) =wv(s',t) pour tout t< ((s,s).

Il faut comprendre les choses comme suit : la fonction ¢ appartient & C[0,1], et est donc le tour
d’un arbre. Au nceud ayant pour représentant (ou coin) s, on associe le chemin arrété v(s,.); ce
chemin est arrété en ¢ = ((s), profondeur du coin s dans I'arbre. La condition (iii), dite condition
de compatibilité, implique que si s et s’ représentent le méme nceud, v(s,.) = v(s’,.). De plus par
(#i1), on voit que pour t < ((s), v(s,t) représente I'étiquette de 1'unique ancétre de s ayant pour
profondeur ¢. Ainsi, si s et s’ ont méme ancétre & profondeur ¢, v(s,t) = v(s’,t). La raison pour

'On note C(A, B) I'espace des fonctions continues définies sur A & valeurs dans B.
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2 MARCHES BRANCHANTES 2.1 Premiers travaux

laquelle le chemin v(s,.) est prolongé et non pas tué en ((s) est technique : ainsi, les fonctions v(.,.)
sont définies sur [0,1] x RT et il est alors facile de définir une métrique sur S. On munit 'espace S
de la distance :

ds((v1,¢1), (va, C2)) = max {|[v1 — 12|l 11 = Colloo }
ou

-l = s (s f) — vas. )]
(s,t)€[0,1] X [0,400]

Le serpent normalisé (wn, (s, ), vn(8"))(s,s/)c[0,1)2 €st un élément de S.

Espace d’état du tour
On note T le sous-espace de C(]0, 1],R) x C(]0, 1], [0, +oc[) des fonctions (f,() qui satisfont

{ ¢0)=¢(1)=0 . (18)
pour tout 0 < s < s <1, f(s)=f(s) si ((s)=C((s") =((s,s).
De nouveau, ¢ € C*[0,1] et code donc un arbre. Si s et s’ vérifient ((s,s’) = ((s) = ((s'), alors s

et s’ sont deux représentants du méme nceud de Parbre codé par ¢. La condition (18) nous assure
que f est bien constant sur les nceuds. Nous prenons comme distance sur T :

dr((f1,¢1)s (f2,¢2)) = max{]|f1 = falloo; [IC1 = Calloo }-

Par construction, le tour normalisé du serpent (r,,v,) est un élément de T.

Définition du serpent brownien

On renvoie a [81, 51, 105] pour de plus amples renseignements sur le serpent brownien et autres
Super-processus.

Le serpent brownien de durée de vie ¢ (ot ¢ € CT|[0,1]) est le processus (w(.,.),((.)) & valeurs
dans S dont la loi est définie par :
e Pour tout s, w(s,0) = 0.
e La loi conditionnelle de w(s,.) sachant ¢ est la loi d’un processus de Markov homogene dont le
noyau de transition est décrit par :
Pour 0 <s<s' <1,
* w(s',t) = w(s,t) pour tout t < (( s')
* (w(s',{(s,8") + t)te[o ()~ (5.8) ( *(s,")) est indépendant de w(s,.) et distribué comme un

mouvement brownien réel partant w(s, {(s, ")) et arrété au temps ¢(s') — (s, 8') (voir Fig. 18).

Le tour du serpent brownien

Le tour du serpent brownien de durée de vie v = v/2e est le processus (r,v) a valeurs dans T
défini par
r(s) = w(s,v(s)) pour s € [0,1].

Le processus r sachant v, est un processus gaussien centré de fonction de covariance,

cov(r(s),r(t)) = v(s,t).
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2 MARCHES BRANCHANTES 2.1 Premiers travaux

Figure 18: Processus des durées de vie (. A droite, représentation schématique de (w(s,t),t) et
de (w(s',t),t). Le processus (t — w(s,t)) (resp. (t — w(s’,t))) est un mouvement brownien tant
que t est inférieur au temps ((s) (resp. ((s)). Et (w(s,t) = w(s',t)) tant que t < (s, ).

CONVERGENCE DU TOUR DU SERPENT DISCRET

Théoréme 5 [3] Sous les hypothéses (15), la convergence suivante a lieu dans T
d
(s 0n) < (1, 0),

ot (r,v) est le tour du serpent brownien de durée de vie v = \/2e.

La convergence faible de v,, vers v est déja connue (Section 1.1). La convergence des finies di-
mensionnelles de (r,,v,) vers celles de (r,v) est relativement simple & prouver, et est, en gros, une
conséquence du TLC. La preuve de la tension de la suite (r,), est plus problématique, d’ailleurs la
restriction a l'existence des moments d’ordre 6 + ¢ provient de la. Nous devons signaler que simul-

d
tanément, Chassaing & Schaeffer [41] ont obtenu (7, v,) @, (r,v) pour la topologie de Skohorod,
n

lorsque les marques sont des variables aléatoires i.i.d. uniformes dans {+1,—1,0} (avec une nor-
malisation tres légerement différente pour tenir compte de la variance des marques). Ils montrent
également la convergence des moments de max,, ry,.

La convergence du tour du serpent implique la convergence des serpents eux-mémes. Ceci est
expliqué dans la section suivante :
2.1.2 Un homéomorphisme
m Soit (v, () un élément de S (un serpent). On définit H(v, () = (f,() par
f(s) =v(s,{(s)) pour tout s € [0, 1].
m Soit (f,¢) un élément de T. On définit ﬁ(f, () = (1/, C) par
v(s,t) = f(p(s,t,¢)) pour tout s € [0,1] et ¢ >0

et (voir Fig. 19)

[ sup{a <s,((a) =t} si 0<t<((s),
p(s,t,C)—{ s si t>((s).

Théoréme 6 [3] (i) H est une application bien définie de S dans T et H est une application bien
définie de T dans S.

(ii) H est bijective et H™! = H.

(791) ‘H est un homéomorphisme de S dans T.
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C(s)
¢ .
0 p(s,t,¢) s 1

Figure 19: La projection p. Le réel p(s,t,() est le représentant le plus a gauche de I'ancétre de $
se trouvant a la profondeur ¢ dans I'arbre de tour (.

L’application H associe & un serpent son tour, tandis que l’application H associe & un tour son
serpent (celui qui a ce tour). Le théoreme dit que ces applications sont bien définies, qu’elles sont
bijectives et homéomorphes.

Commentaires

Comme dit plus haut, le tour du serpent et le serpent se caractérisent 'un I'autre. Les fonctions H
et H ' le montrent et c’est plus ou moins évident. Le fait que les transformations H et surtout H !
sont continues est beaucoup moins clair. L’un des intéréts de ce théoreme est le suivant : il permet de
déduire la convergence d’une suite de serpents de la convergence des tours correspondants; au niveau
des marginales, ceci dit que si la suite de tours (f,, ¢, )n converge faiblement, alors a s fixé, la suite de
processus (s, .) converge faiblement. Remarquer que c’est (iii) que I’on utilise pour cela, pas (7).
Le Théoreme 6 permet également d’obtenir, par contraction, un principe de grandes déviations pour
le serpent brownien (voir [3]) & 'aide de grandes déviations de son tour, résultat obtenu par Serlet
[105].

Un corollaire des Théorémes 5 et 6 est le suivant

Corollaire 1 [3] (Convergence du serpent discret) La convergence suivante a lieu dans S
(wn7 Un) — (w7 ’U),

ot (w,v) est le serpent brownien.

Figure 20: Simulation du tour (r,v) du serpent brownien a I'aide d'une marche branchante de taille
10° et représentation du serpent : en ordonnée, profondeur dans I'arbre sous-jacent, en abscisse,
processus des étiquettes. |l s'agit plutot d'une projection du serpent car on a perdu l'ordre des
browniens (on a dessiné Uye(o 11{(w(s, 1), t),t < ((s)}).
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2.2 Marche branchante : cas général

Gittenberger [63] montra que 'on pouvait étendre les résultats concernant la convergence du
tour du serpent — et du serpent lui méme donc, grace au théoreme d’homéomorphisme — a un modele
plus général. Dans son modele, I’arbre sous-jacent est un arbre de GW critique conditionné par
{X =n} (laloi de reproduction doit toutefois admettre des moments exponentiels) et les marques
sont centrées et possedent des moments d’ordre 8 + ¢ (un moment d’ordre 6 + € était nécessaire
dans [3]). Pour cela, il a montré que le lemme de [3] concernant la tension de la famille de processus
(rn)n s’étendait a son modele.

Avec S. Janson, nous avons entrepris de comprendre ou intervenaient les hypotheéses de moments
dans la convergence vers le serpent. Dans cette section, j’expose rapidement les résultats obtenus
dans [9]. Notre modele est celui des marches branchantes dont I’arbre sous-jacent est un arbre de
GW critique, de variance finie (possédant des moments exponentiels), conditionné par {X = n},
et les marques Y sont i.i.d., indépendantes de I'arbre sous-jacent. On note Ug et 032/ les variances
respectives de la loi de reproduction et des marques (cette derniére variance peut étre infinie). Nous
conservons les notations R, Vy, 7y, v,. On note

2
v=—¢€
O¢
et r le processus défini par r = oy7T ou T est le processus qui, conditionnellement sachant v, est un
processus gaussien centré satisfaisant

cov(7(s),T(t)) = (s, ).

2.2.1 Convergence du tour
Le premier résultat est le suivant

Théoréme 7 [9] Si E(Y) = 0 et E(Y?) < +oo, alors les lois finies dimensionnelles de (1, vy)
convergent vers celles de (r,v).

Ce théoreme est une conséquence du fait (connu) que v,, converge vers v, et du TCL.
Le théoreme suivant précise les conditions de convergence faible.

Théoréme 8 [9] Supposons EY = 0. On a équivalence entre les trois points suivants :
(i) P(Y]>y) =o(y™),
(1) ry 9D, dans 10, 1],

(#0) (rn,0n) 2 (r,0) dans C[0,1] x C[0, 1].

La bonne condition sur les moments est donc celle-ci : il faut et il suffit d’avoir des moments d’ordre
strictement supérieur a 4 pour la convergence du tour normalisé et donc pour la convergence du
serpent discret normalisé vers le serpent brownien.

Commentaires

Pourquoi y~* est-il critique pour la convergence de r, vers r?

La convergence d’une marche aléatoire, d’incréments (X;); i.i.d. centrée de variance o
la Donsker, nécessite ’existence de moments d’ordre 2.

2 normalisée &
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On a alors P(|X1| > y) = o(y~2). Si cette condition est remplie on a

| X
Pn = JP’( sup —= > a) =1-(1-P(Xi| > aov/n))"
i€[1,n] OV

2

tend vers 0 pour tout a > 0; si P(|X1| > y) n’est pas négligeable devant y~2, alors p,, ne tend pas

vers 0. L’incrément normalisé (lf/% > a entraine que la marche normalisée fait un saut de hauteur
supérieure & a (on parlera de pic) avec une probabilité ne tendant pas vers 0. Ceci n’est pas compatible
avec la convergence vers le brownien, méme pour la topologie de Skohorod.

Revenons aux marches branchantes :

— On voit que des moments d’ordre 2 seulement suffisent pour que sur une branche choisie dans l’arbre,
on ait convergence vers un brownien tué; c’est en substance, ce que dit le théoreme 7.

~ Pour avoir convergence du tour 7, dans C[0, 1], il faut que toutes les marques normalisées y(u)/n'/*
tendent vers 0. Or, il y a n marques et cette fois la normalisation par n'/* va faire apparaitre la
condition (¢) du théoreme.

Figure 21: Simulation du tour normalisée (r,,v,) d'une marche branchante avec n = 10°, de
marques de distribution symétrique satisfaisant 3 P(|Y'| > 4) = (14 )~°/2 pour y > 0. A droite,
représentation du serpent correspondant

Le théoreme suivant précise la convergence du tour :
Théoréme 9 [9] (i) Si EY = 0 et EY? < 400 alors 9D, dans L2[0,1] et (rp,vp) @), (r,v)
dans L*[0,1] x C[0,1].
(ii) Notons §(z) la mesure de Dirac au point x. Supposons EY =0 et 0 < EY? < oo, et soit

Vp =

1 o _
1 >0 oy oy P01 (h(v))) (19)
1=0

d
la mesure empirique des points terminaux de la marche branchante. Alors v, Q urse dans l'espace
des mesures de probabilité sur R ou prsg est définie par Aldous [21].

La mesure prgp possede également une représentation selon le processus r (voir [51, 81, 3]) : si g
est une fonction réelle, continue bornée, alors

1
[ o dmse = [ go oy riear (20)

0
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Commentaires

Intuitivement les Théoremes 7, 8 et 9 nous disent que lors des sauts du tour, seulement des petits
sous-arbres sont déplacés comme on le voit sur la Figure 21. En effet, la mesure d’occupation du
serpent discret est la méme asymptotiquement que celle du serpent brownien, qui lui est continu (et il
a aussi les méme finies dimensionnelles). Aldous [21] définit en fait p7gp comme étant la limite de v,
(définie par la formule (19)). Dans (i), on montre précisemment 'affirmation d’Aldous : la suite de
mesures v, converge vers une mesure (aléatoire) universelle. Celle-ci possede la représentation donnée
dans (20).

LE TOUR CHEVELU :

Lorsque Y ne possede pas de moment d’ordre 4 + ¢, afin d’observer la convergence de r,,, nous
devons changer de topologie. Nous avons choisi de montrer que le graphe du tour convergeait, en
temps qu’ensemble fermé.

Nous procédons comme suit : soit K l'ensemble des compacts non vides inclus dans [0, 1] x R,
muni de la distance de Hausdorff

Ad(K,, Ky) = ( d(z, Ky), max d(z, K ). 21

(K1, Ky) = max  max d(z, Ky), max d(z, K1) (21)

On identifie une fonction continue de [0, 1] dans R avec son graphe qui est un élément de . On a,
pour fp, f € C[Oa 1]7 fn — [ dans (0[07 1]7 ||||oo) sssi f, — f dans K.

Soit f € C[0,1] et = C [0,1] x (R \ {0}) un ensemble tel que ZN ([0,1] x (R \ [—a,a])) est fini
pour tout a > 0; on définit H(f,Z) comme étant 'union du graphe de f avec les segments verticaux
[(z, f(x)), (z, f(x) + y)] pour (z,y) € E. Clest-a-dire que H(f,=) est le graphe de f auquel on a
ajouté des cheveux verticaux, dont la position, la longueur et la direction (vers le haut, vers le bas)
sont décrits par = (voir Fig. 22). On peut vérifier sans probleme que H(f,=Z) est compact et donc

1

0 1/5 75 1
Figure 22: Représentation de H(f,Z) avec f(z) = cos(2mz) et 2= {(,-1),(3.1),(%,-1)}

appartient a IC. De plus, Papplication (f,Z) — H(f,Z) est mesurable pour les tribus naturelles;
nous allons maintenant considérer des f et des = aléatoires.

Le cas o1 P(Y > y) est exactement de I'ordre de y~* est le cas critique :

e nous n’avons pas convergence vers le serpent brownien a cause de ces pics dont nous avons parlé
plus haut.

e Les pics possedent un comportement asymptotique (sous des hypotheses de régularité de P(Y > y))
qui sont du méme ordre qu’une certaine contribution continue.

CAS CRITIQUE : “EQUILIBRE” ENTRE SAUTS ET CONTRIBUTIONS CONTINUES

Théoréme 10 /9] Supposons que BY =0 et P(Y > y) = (ar +0(1))y™ et P(Y < —y) = (a_ +
0(1))y=* pour des réels ai,a_ > 0. Soit = un processus de Poisson ponctuel dans [0,1] x (R \ {0})

d’intensité 4ay~>dxdy pour y > 0 et 4a_|y| dxdy pour y < 0, indépendant de (r,v). Alors

Tn ﬂ H(r,Z) dans K et (rp,vn) &’ (H(r, E),v) dans K x C[0,1].
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2 MARCHES BRANCHANTES 2.2 Marche branchante : cas général

Dans ce cas, on parle de tour chevelu.

CAS OU LES SAUTS SONT PREPONDERANTS.

Dans le cas ou P(Y > y) est exactement de 'ordre de y~7 avec g < 4, la partie a sauts devient
prépondérante devant la partie continue. La normalisation que I'on applique a& R, pour que les
sauts restent bornés, réduit a néant la contribution continue de R, a la limite, et on obtient

Théoréme 11 [9] Supposons que EY = 0, P(Y > y) = (ay +0o(1))y™? et P(Y < —y) = (a— +
o(1))y™9 pour un certain q < 4 et ay,a_ > 0. Soit E un processus de Poisson ponctuel dans
[0,1] x (R\ {0}) d’intensité gary~ 9" dx dy pour y > 0 et qa_|y| 9 dx dy pour y < 0, indépendant

de v. Alors n='1R,(2n") 9@, H(0,Z) dans IC, et ceci jointement avec vy, 9@, .

Théoréme 12 [9/
e Siq <2, la conclusion du théoréme 11 a lieuw méme si EY # 0.
e Siq <1, la conclusion du théoréme 11 a liew méme si E|Y| = +o0 .

CAS BIAISE :

Dans le cas ou la moyenne des marques est non-nulle, le processus R,, est, en “dehors des temps
de saut”, quasi proportionnel a V,,. Les sauts sont du méme ordre que la “contribution continue”
dans le cas ott P(Y > y) est de l'ordre de y 2. Ceci est la conséquence du fait que pour “faire

converger la contribution continue de R,,”, on doit normaliser maintenant par n'/2 le processus Ry,.

m

);0)

Théoréme 13 [9] Supposons les hypothéses du Théoréme 11 wvalables avec ¢ = 2, et EY
éventuellement non nul, alors n='/2(R,(2n-), V,(2n-)) converge dans K x C[0,1] vers (H (mw,
ou = est décrit dans le théoréme 11.

[1]

Ces sauts disparaissent & la limite si, moralement, les marques possédent un moment d’ordre 2 :

Théoreme 14 [9] Si P(|Y| > y) = o(y~2), alors n=Y?(R,(2n-), V,i(2n-)) @, (mv,v) dans C[0,1]?.

2.2.2 Convergence des serpents

Sous les conditions du Théoreme 8, grace au théoreme 6, le serpent discret converge vers le
serpent brownien. Dans le cas ou la limite du tour n’est pas continue, ce théoréme n’est plus
utilisable. Les deux théorémes suivants ont pour but de décrire le comportement asymptotique des
serpents discrets, lorsque leurs tours ne convergent pas dans C[0,1]2. Nous définissons une notion
de serpent sauteur, et nous prouvons de nouveau la convergence du graphe des serpents normalisés.

Soit (f,¢) un élément de T. On rappelle que le serpent de tour (f,() est ’élément (v,() de S,
défini par :
v(s,1) = F(p(s,1,¢)) pour (s,) € [0,1] x [0, 0],

On définit le graphe du serpent de tour (f,() par I'(f,() :

I'(f,0) ={(s,t,v(s,t)), (s,t) € [0,1] x [0, +00]}.

On pose K’ I'ensemble des compacts non-vides inclus dans [0, 1] x [0, 4+00] x R muni de la distance
de Hausdorff. On autorise t = 400 de sorte que I'(f, () soit compact ; c’est une raison technique
puisque (s,t) = v(s,((s)) pour t > ¢(s). La fonction (f, () — T'(f,¢) est continue de C[0,1]? dans
K’ (ceci joue le role du théoréeme d’homéomorphisme).
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2 MARCHES BRANCHANTES 2.2 Correspondance par rotation

Soit A C [0,1] x [0, +0c] xR, ¢ € C[0,1], et B C [0,1] x R ott BN ([0,1] x (R\ [—a,a])) est fini
pour tout a > 0. On pose

a=0 siy < ((x) }

(4068 = {@W*“) e A {ae[O,a*] on 0.0 siy > (o). (w.a) € B

L’ensemble (A, ) a pour vocation de représenter le graphe du serpent de durée de vie ( et B celle de
représenter les sauts du serpent ; 'ensemble (A, () @ B a pour objet de décrire le graphe du serpent
codé par (A, () lors de ajout des segments codés dans B par leur position et leur longueur (voir
commentaires suivants).

On définit le serpent sauteur J(f,(,X) avec ensemble de sauts X C [0,1] x R, processus de
durée de vie (, et processus des étiquettes continu f (compatible avec (), comme le compact

J(f, ¢, X) = (I(f,0). ) @ X.

Théoréeme 15 [9] Si les hypothéses du théoréme 10 sont satisfaites, alors I'(ry,v,) converge faible-
ment dans K" vers J(r,v,E) ot E est décrit dans le théoréme 10.

Une convergence similaire est obtenue lorsque les sauts écrasent la composante continue :

Théoreéme 16 [9] Si les hypothéses du théoréme 11 ou 12 sont satisfaites alors T'(n~4R,(2n-), v,)
converge faiblement dans K' vers J(0,v,2), ou = est décrit dans le théoréme 11.

20000 o 1000

Figure 23: Simulation de marches branchantes (non normalisées) de taille 10°, de marque 1+Y ol
Y est symétrique est satisfait a P(|Y'| > y) = (1+y)~5/2 pour la premiere, P(|Y] > y) = (1+y) /2
pour la deuxiéme et P([Y| > y) = (1 +y)~!! pour la derniére.

Commentaires

e Lorsque le graphe du tour du serpent discret converge vers un tour chevelu, comme dans le Théoreme
10, le graphe du serpent discret correspondant, qui présente exactement les mémes sauts que son tour,
va converger vers un serpent a sauts. On a vu que les cheveux du tour limite étaient contenus dans
les feuilles de l'arbre sous-jacent v (il n’y a pas de déplacement de sous-arbres). Ainsi, la limite du
serpent discret — dans le cas ou le tour présente asymptotiquement des sauts — va coincider avec le
graphe d’un serpent sans saut pour les points (s,t) ol (¢t < {(s)), puis, sur les feuilles (s,{(s)) ol un
saut se produit, le serpent va présenter un saut instantané ,égal au saut de r.

Sous les hypotheses du Théoreme 15, la limite du graphe du serpent discret est le graphe d’un serpent
brownien, sur lequel est greffé (moralement), & chaque endroit correspondant & un saut de r, un
segment de longueur égale a ce saut. Le “moralement” provient du fait qu'une petite complication
résulte du fait que le serpent est arrété et non tué. Il s’agit donc plutét d’une bande que d’un segment.
e Les techniques utilisées sont difficilement résumables. Comme en témoignent les théoremes, il y a
de nombreux phénomenes de compétition entre une partie “continue” et une partie “a sauts”. Le
controle des contributions de chaque partie est faite & I’aide de techniques de troncatures.
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2.3 Une propriété asymptotique de la correspondance par rotation

Le but de cette section est de présenter les résultats de [6]. Ces résultats sont en quelque sorte
une application des résultats sur ’asymptotique des marches branchantes présentés plus haut.

Soit T4 ’ensemble des arbres planaires ayant n noeuds et T'5 'ensemble des arbres binaires ayant
n neeuds internes, c’est-a-dire 2n + 1 noeuds en tout. Il est bien connu que

n+1 __ n __ (277‘)‘
#lp = #15 = nl(n+ 1)’
le n-eme nombre de Catalan. La correspondance par rotation fournit une bijection entre ces ensem-
bles.

La correspondance par rotation ® est plus généralement une application de I’ensemble des arbres
planaires dans ’ensemble des arbres binaires. Elle peut étre décrite via son action sur Tﬁ“ pour
n>0:

e 1ot — TR

T — W
L’arbre w est construit comme suit (voir Fig. 24) : on efface la racine de 7. On conserve uniquement
les arétes [pére - premier fils] et on ajoute une aréte entre chaque nceud et son premier frére a sa
droite (2¢me étape de la figure 24). On fait “une rotation de 7/4” (3éme étape). Dans une 4éme

étape, on ajoute des feuilles a cette structure interne.
NB : on peut écrire cette application sans probleme dans le systeme de Neveu.

=

Figure 24: La correspondance par rotation

LA CORRESPONDANCE PAR ROTATION EST PRESQUE UNE HOMOTHETIE

Ce que l'on veut dire par la, c’est que, pour n grand, si on choisit un arbre planaire 7 uni-
formément dans TQH, Parbre binaire w = ®(7) est presque égal a 27. Pour donner un sens a cet
énoncé, on doit définir “27” et “presque”.

Supposons TI(DnH) et T gL) munis tous deux de la loi uniforme. Soit 7 un arbre planaire et
w = ®(7) Parbre binaire associé. On note H,, (resp. H,) les processus des hauteurs de 7 (resp. de
w), interpolés linéairement et ramenés sur [0,1] en temps. (Avant normalisation, le processus
des hauteurs de 7 a pour longueur n, celui de w a pour longueur 2n). D’apres ce qui a été dit plus
haut sur les arbres binaires et planaires, on a

Hn t aible Hn t aible
Bl g, (302(1)) oy et (P2 I (22e(t) 0 (22)
Vo /teo,] Vn Jtelo)

Voyons maintenant les liens entre les deux processus H,, et H,.
Tout d’abord, regardons de plus pres les arbres binaires. Soit v un noeud de I’arbre binaire w.
On note r(v) (resp. {(v)) la profondeur & droite de v (resp. profondeur a gauche de v) : r(v) est le
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nombre de virages a droite en allant de la racine jusque v et {(v) le nombre de virages a gauche, de
sorte que [(v) + r(v) est égal & h(v) la profondeur de v; on a r(v) = ag2(v) et {(v) = a12(v) avec
les notations de la page 22. D’autre part, il est clair que “monter d’un niveau dans 7”7 se traduit

par “monter d’'un pas vers la gauche” dans w. Soit (vg,v1, -+ ,v,) la liste ordonnée des nceuds de
T et soit (wp, ..., wp—1) la liste des noeuds internes de ®(7). On a, pour tout ¢ € [0,n — 1],
h(vig1) = l(ws) + 1. (23)

Pour w dans T, on note R,, (resp. L;) le processus des hauteurs a droite, (resp. processus des
hauteurs & gauche) ramené sur [0,1] en temps. On note Hé le processus des hauteurs de 'arbre
composé des nceuds internes de arbre w ramené sur [0,1] en temps.

CONVERGENCE DES PROCESSUS DES HAUTEURS

Théoréme 17 [6] Chacun des processus

2R, H! 2L, H, 2H,

N O MV TRV TRV/D
converge faiblement dans (C[0,1],]].|eo) vers 2%/%e. De plus, la différence entre n’importe quelle
paire de ces processus tend vers (.
Ceci implique, par exemple que

<2Hn(t1) Hn(tg)) faible
vl oyn ez n

ce qui constitue un raffinement de (22). Le théoréme 17 est une conséquence de résultats expliqués
plus tot dans ce document, en particulier du Théoreme 2 et de (23).

(23/2e(t1),23/2e(t2)) dans C0, 1]?, (24)

(t1,t2)€[0,1]2

L’homothétie et ISE

Soit u un arbre et ¢ un réel positif. On définit cu comme l'arbre ayant la méme structure
arborescente que u mais de longueurs d’arétes égales a celles de u multipliées par ¢ (la longueur
d’aréte par défaut est 1).

Théoréme 18 [6] Asymptotiquement, la correspondance par rotation est une homothétie de rapport
2 : le couple d’arbres normalisés (2'/2n=1/27,271/2n=120)) converge vers (Tso, Tno) 0t T est l’arbre
aléatoire continu.

Autrement dit, le couple des tours des deux arbres 21/2n=Y27 et 2-1/2p-1/2, converge vers (2e, 2e).
On peut en fait, estimer plus précisément la distance qui sépare ces deux arbres. Au passage,
on montre un résultat concernant uniquement les arbres binaires.

Théoréeme 19 [6/(il y a un serpent caché dans l’arbre binaire)
La mesure empirique des différences entre le processus des hauteurs a droite et a gauche converge

VETrsS UWISE -

. . .
1 Ln(25) — Ru(5)\ @
e S (B 2, o
De plus,
n VY Ly = Rl <2 23/4W (26)

ou W est le maximum de la valeur absolue du serpent brownien de durée de vie e.
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2 MARCHES BRANCHANTES 2.3 Correspondance par rotation

Ce théoreme et (23) permettent de montrer de maniere élémentaire le théoreme suivant, qui lui
permet de préciser la distance entre les deux arbres 7 et w.

Théoréme 20 [6] A propos de la différence entre H,, et H. :

n V421, — HI|lo 2 234w, (27)
De plus
n—1 k Ik
1 ZHn(ﬁ) - Hn(ﬁ) (d)
E Z 5( /4 ) 7 HISE- (28)
k=0
Commentaires

e [’explication de l'apparition du serpent — et de sa mesure d’occupation ISE — est simple. On
considere la marche branchante ayant pour arbre sous-jacent ’arbre binaire et ayant pour marque
+1 pour les fils gauche, —1 pour les fils droits. Il est facile de montrer que la mesure d’occupation
(soigneusement normalisée) de cette marche branchante converge vers ursg et que son amplitude
converge vers celle du serpent brownien (bien que les marques associées & chaque fratrie (+1, —1) ne
vérifient pas les hypotheses demandées par les théoremes présentés plus hauts, pour la convergence
vers le serpent : les marques ne sont ni indépendantes, ni de méme loi). D’autre part, la valeur
terminale de la marche branchante sur un nceud w de l'arbre est simplement I(u) — r(u).

e Peu de choses sont connues sur pysg. La formule (25) donne une description de prsg ne dépendant
que d’un seul niveau d’aléa (un arbre binaire uniforme), alors que la description sous forme de marche
branchante en nécessite deux. C’est a mon sens la plus simple description de prsg sous forme de
limite.
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3 Des quadrangulations

Cette section est issue de [10], travail commun avec A. Mokkadem.

3.1 Modeles et problématique

Une carte planaire est un plongement propre — les arétes ne
se croisent que par leur sommet — d’'un graphe connexe, non
étiqueté, dans la sphere. Deux cartes sont considérées comme
identiques si on peut envoyer I'une sur 'autre par un homéomor-
phisme direct de la sphere. Il existe une différence entre les
notions de cgurtes planaires et/ de graphes planair/es, puisqp’un Figure 25: Deux cartes planaires
graphe planaire est non plongé, et peut donc posséder plusieurs différentes. La deuxiéme est une
représentations non homéomorphes sur la sphere, comme sur la quadrangulation.

Figure 25.

Une quadrangulation est une carte planaire dans laquelle toutes les faces sont de degré quatre
(le degré d’'une face est le nombre d’arétes adjacentes a cette face, avec la convention que 1'on
compte deux fois une aréte incluse dans une face); une quadrangulation est bipartie (c’est-a-dire
les sommets sont 2-coloriables), sans boucle, et possede éventuellement des arétes multiples. Une
quadrangulation ayant n faces posséde 2n arétes et, par la formule d’Euler a n 4+ 2 sommets.

On appelle quadrangulation pointée une quadrangulation dans laquelle un nceud est distingué
et quadrangulation enracinée une quadrangulation dans laquelle une aréte orientée est distinguée
(cette fois on demande & ’homéomorphisme d’envoyer en plus la premiére marque sur la deuxieme).
On note an (resp. Q?) l'ensemble des quadrangulations enracinées (resp. pointées) a n faces.
Chaque quadrangulation enracinée possede une représentation “canonique” dans le plan obtenue
par projection stéréographique : c’est la projection telle que l'aréte racine (obtenue par projection)
est adjacente a la face infinie du plan et telle que la face infinie soit & droite de I'aréte racine, comme
sur la Figure 26. Une fois représentée canoniquement dans le plan, ce sont les homéomorphismes
du plan qui identifient les cartes.

PROBLEMATIQUE : Nous nous intéressons ici & une question issue de la physique théorique, de la
gravité quantique : peut-on définir une limite continue pour les quadrangulations ?

Des résultats concernant I'asymptotique de deux familles de cartes non normalisées ont été
établis récemment. Les asymptotiques ont lieu pour une distance ultra-métrique : il est montré
que, pour tout k € N, la restriction des cartes a un disque de rayon k autour de 'origine possede
une limite faible. Une convergence faible des cartes vers une mesure aléatoire sur les cartes infinies
est alors établie.

(7) En 2003, Angel et Schramm [27] se sont intéressés aux triangulations ayant n faces, munies
de la loi uniforme, et ont montré une limite faible vers une mesure aléatoire sur I’espace des
triangulations infinies.

(77) En 2004, Chassaing et Durhuus [37] ont fait une étude du méme type pour les quadrangulations
ayant n faces, munies de la loi uniforme.

D’autre part, Chassaing et Schaeffer [41] ont montré que le diameétre des quadrangulations enracinées
uniformes, normalisées par n'/4, convergeait en loi vers une variable (non dégénérée) liée au max-
imum du serpent brownien : ceci implique que seule une normalisation par n'/% peut permettre
d’obtenir une limite continue, bornée, non triviale p.s.
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Les travaux des physiciens a propos des cartes ont pour but de mener a bien certains calculs,
d’établir certaines limites, dans le cadre d’espace métriques aléatoires. Il s’agirait de discrétiser
certains modeles physiques, de faire certains calculs puis de passer a la limite. L’enjeu semble tres
important, mais malheureusement tout cela m’est encore tres obscur. Quoiqu’il en soit, certains au-
teurs ont prédit que seule la normalisation par n'/4 pouvait permettre d’obtenir une limite continue,
non triviale et bornée. On pourra voir a ce propos les ceuvres de Ambjgrn, Durhuus, Watabiki,...
[26, 24, 25, 111].

MODELES PROBABILISTES CONSIDERES

— L’espace Q) muni de la loi uniforme P.

—
— L’espace Q,, muni de la loi P}, définie comme suit : soit ¢ une quadrangulation dont le degré
du nceud-racine est deg(q). On définit P’} par :

w1 1 !
i (Q)_deg(q)(qgé deg(Q’)) '

La loi P, peut également s’obtenir ainsi : on choisit une quadrangulation pointée sous P,

puis on choisit uniformément I’'une des arétes adjacentes au noeud racine et on la prend comme
—

aréte racine. La loi induite par cette procédure sur Q,, est la loi P7,.

Figure 26: Une quadrangulation pointée et une quadrangulation enracinée

RESULTATS : Dans ce travail, nous construisons une notion de carte abstraite, comprenant aussi
bien I’ensemble des quadrangulations normalisées qu'un modele continu de cartes. Nous définissons
une métrique sur I’ensemble des cartes abstraites. Nous prouvons ensuite que sous cette métrique,
les quadrangulations normalisées convergent faiblement vers un carte continue aléatoire, que l'on
baptise “carte brownienne”.

Nous procédons selon les deux mémes lignes directrices que pour ’obtention de ’arbre continu :
— Nous montrons qu’un certain codage des quadrangulations converge faiblement.
— Les cartes abstraites que nous construisons sont codées aussi bien par les codages discrets que
limites. La distance que nous construisons sur l’ensemble des cartes abstraites est telle que la
convergence des codages implique la convergence des cartes codées.

L’article [10] explicitant notre démarche est particulierement long et dense; je me contenterai
d’indiquer quelques pistes permettant de comprendre les résultats obtenus.
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3.2 Codage des quadrangulations

On appelle arbre bien étiqueté, un arbre planaire enraciné dont
chaque nceud possede une étiquette telle que :
e ’étiquette de la racine est 1,
e la différence entre les étiquettes de nceuds adjacents appartient a
{-1,0,+1},
e tous les noeuds ont une étiquette appartenant a N*.
On note W, I’ensemble des arbres bien étiquetés ayant n arétes.

Un théoreme dia & Cori & Vauquelin [44] affirme que an est en
bijection avec W;F. En 1998, Schaeffer [104] fournit une nouvelle

2
3
4
3
2
1

—
bijection entre W, et Q, ; cette bijection, tres riche, est le point
de départ de notre étude. Figure 27: Un arbre bien étiqueté
Codage par un arbre bien étiqueté : la bijection de Schaeffer

Notons @ la bijection de Schaeffer de W, dans an :
1

i i+1 i i+1
Figure 28: La bijection Q! de G. Schaeffer

H De 6n vers W, description de Q~!. Soit ¢ € é)n représenté canoniquement. On étiquette
chaque noeud de ¢ par sa distance au nceud racine. On obtient alors deux types de faces, comme
indiqué sur la deuxieme ligne de la Figure 28. On construit une aréte par face comme indiqué.
Par cette procédure, on obtient un arbre bien étiqueté en conservant les étiquettes et en choisissant
comme aréte racine la premiere aréte de ’arbre partant du premier 1, en tournant dans le sens
direct. .

B De W, vers Q,, description de ). En partant de I'arbre : on efface les arétes en conservant
leur trace. On ajoute un nceud d’étiquette 0 dans le plan. On fait alors le tour de (la trace de)
I’arbre en partant de la racine et en s’arrétant juste avant le dernier retour a la racine. Lorsque I'on
est sur un coin d’étiquette k, on construit une aréte partant de ce coin et allant vers le dernier coin
d’étiquette k — 1 visité, et cela sans couper d’autres arétes : une illustration est proposée Figure 29.

Nouvelle représentation de ()

De maniere a pouvoir passer a la limite sur la construction des cartes a partir des arbres bien
étiquetés, nous avons concu une nouvelle représentation de la bijection de Schaeffer, plus robuste
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3 DES QUADRANGULATIONS 3.2 Codage des quadrangulations

Figure 29: Construction de Q(T) petit a petit.

quant au passage a l'infini.

CODAGE DES ARBRES BIEN ETIQUETES

Une quadrangulation se code de maniére simple par un arbre bien étiqueté. Celui-ci peut se
voir comme une marche branchante & n arétes et dont les marques appartiennent a 1’ensemble
{+1,—1,0}. On code donc les arbres bien étiquetés comme les marches branchantes, & ’aide des

2
3
4
3
2
1

Figure 30: Codage des arbres bien étiquetés a la mode tour de serpent discret : au dessus V,, le
tour de I'arbre sous-jacent, en dessous R, le processus des étiquettes.

deux processus compatibles V), et R,, (voir Fig. 30). Ces deux processus codent la quadrangulation.
Noter bien que V;, est le tour d’un arbre : on appelle cet arbre, I’arbre glueur et on le note G,,.
Il s’agit en fait de 'arbre T" dont on a effacé les étiquettes.

CONSTRUCTION DE LA QUADRANGULATION SUR LE CODAGE

Le deuxieéme point combinatoire fondamental dans ce travail est le suivant : on peut reconstruire
directement la quadrangulation a l’aide du codage. Bien sir, par composée des bijections, c’est
évident. Mais cette reconstruction va se réveler particulierement robuste pour le passage a la limite.

En partant de I'arbre bien étiqueté T', pour construire les arétes de Q(7'), on a parcouru 1" en
profondeur et on a ajouté une aréte entre chaque coin d’étiquette k et le dernier coin précédemment
visité d’étiquette k — 1. Or, le processus R,, contient les informations nécessaires pour ce travail :
il code exactement une fois chaque coin de larbre T (sauf le coin sous la racine qui est codé 2 fois)
et est porteur des étiquettes.

e On procede donc a la construction des arétes directement sur R, comme sur les Figures 31 et 32.
Il apparait alors que I’amas des arétes construites par ce procédé constitue un arbre D,, dont R,
est exactement le processus des hauteurs inverses (voir page 14). On appelle D,,, 'arbre croulant.
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3 DES QUADRANGULATIONS 3.2 Codage des quadrangulations

e Les nceuds de la quadrangulation sont représentés éclatés sur R, et sur V,,. On doit recoller
les différents représentants d’un méme nceud pour reconstruire Q (7). Il y a plusieurs maniéres de
procéder a ce recollage. L’une d’elle consiste a dessiner 'arbre D,, directement sur 'arbre G,, comme
sur la Figure 33. Puis de recoller 'arbre G,, (voir aussi commentaires suivants).

R{

Figure 32: Fin de la construction des arétes

Figure 33: Construction de I'arbre D,, directement sur les coins de G,, : il reste juste a recoller
I'arbre glueur pour obtenir Q(T')
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3 DES QUADRANGULATIONS 3.2 Codage des quadrangulations

Commentaires

En fait, i s’avere que si lon “découpe” la quadrangulation selon Darbre bien
étiqueté, comme sur la série de figures suivantes, on s’apercoit que les arétes de

la carte ’organlsent” sous forme d'un arbre : c’est l'arbre D,. Si l'on con-
tinue l'ouverture I’arbre glueur retrouve la représentation de la Figure

Ainsi, pour recoller carte, il suffit de mettre le keme noeud de larbre D,
(selon lordre inverse) en face du keéme coin de larbre gn (selon l'ordre d1—
rect comme sur série de figures ci-dessous et recoller nceuds de D,.

21

Cette vision de la carte : arbre croulant modulo les collages par I’arbre glueur va étre imitée pour
définir la notion de carte abstraite.

Nous normalisons le codage comme suit :

vp(s) = %:8) et ro(s) = Rn(inliizl pour s € [0,1]. (29)
Voici maintenant les grandes lignes de ce que 'on fait

[i{] On montre que sous P, le couple (r,,v,) converge faiblement (lorsque n — +o00). On note
(rt,v") sa limite.
[i7] Le couple (7, v,) représente un couple d’arbres : r, est le processus des hauteurs inverses de
D,, et vy, le tour (direct) de I'arbre glueur G,. La convergence de (r,,v,) vers (r*,v") assure que
le couple d’arbres (D,,, G,,) converge vers un couple d’arbres limites (D, Goo) dont le tour inverse
du premier est 7T et le tour du second est v+.
[i7i] Obtenir Q(T) a partir de (D,,, Gy) se fait a l'aide d’un collage des deux arbres compatibles.
[iv] Nous allons imiter cette notion et coller les arbres limites (en fait, nous allons expliquer comment
coller tout couple d’arbres “compatibles”).

Commentaires

| Le point [i] est vraiment difficile. Dans la Section 3.4 page 50, j’esquisse la démarche de la preuve.
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3.3 Notion de carte “abstraite”

Nous avons construit un espace métrique 9, ensemble des “cartes abstraites”, satisfaisant la
liste de contraintes suivantes :
e Une quadrangulation enracinée discrete normalisée appartient a 9.
e Chaque élément de 9 est un espace métrique (une carte) compact, connexe par arcs, paramétré,
ol prennent un sens les notions de nceuds, d’ordre cyclique autour des nceuds, de chemin, de cycle,
d’intérieur de cycle.
e Chaque élément de 9 est codé a I'aide d’un couple d’arbres de la méme maniere que dans le cas
discret.
e La convergence des codages des cartes implique la convergence des cartes associées.

Ceci a posé de nombreux problémes, en particulier a cause du fait que les noeuds et les points des
arétes devaient absolument étre distingués : on ne colle que les noeuds de D,,. Ceci nous a conduit
a définir une notion d’arbre (celle exposée Section 1.5) dont les objets “nceud” et “coin” faisaient
partie intégrante.

Voici esquissée la notion de carte que nous avons définie. L’idée consiste a imiter le cas discret
autant que possible.

Une carte “abstraite” est codée par un triplet (D, g, b) ou :

* D = (f,up) est un arbre dont f est le tour inverse (on 'appelle arbre croulant).

* G = (g, pug) est un arbre dont g est le tour, on 'appelle arbre glueur.

* b est une injection croissante de I’ensemble des noeuds de D dans ’ensemble des coins de G.

La carte M codée par (D,G,b), se note M = MAP (D,G,b).
C’est un espace métrique compact dont voici les principales car-
actéristiques :

e Les points de M sont :

— La racine de D

— Les points non-noeuds de D

— Les points de D modulo les collages :

z~y ssi b(z) = b(y).

Ces derniers points sont appelés, avec la racine de D, les noeuds de
la carte M.

La carte M est connexe par arcs (car I'arbre croulant l'est). Elle est paramétrée par [0,1]. En
utilisant I'injection b, on peut définir autour de chaque point un ordre cyclique (infinitésimal).
La métrique sur M que nous considérons est la suivante

k

dM (ﬂ, f)) = ]g;% inf Z dD (UQZ', UQZ'_H),
- 1=0

ol Ugj+1 ~ Ugi+2. Autrement dit, pour aller d’un point a un autre dans la carte, on se déplace sur
g

les branches de I'arbre croulant entre wo; et w41, puis on utilise un collage entre ug;4+1 et ugiya,
puis on marche sur l'arbre croulant, etc...

Nous définissons sur M des notions de chemin, de cycle, d’intérieur et d’extérieur de cycle, de
degré des nceuds, etc....
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Nous munissons 'espace des cartes 991 d’une métrique dgy décrite schématiquement par :
don(My, M) = dr (D1, D2) + dr(G1,G2) + d(b1, b2).

La distance entre deux cartes tient compte de la distance entre les arbres utilisés et de la fagon dont
les injections b; ont distribué les nceuds dans les coins.

e M contient les quadrangulations normalisées M,, = MAP(D,,, Gy, by,).

e M1 contient les cartes browniennes, définies par Mo, = MAP (D, G0, b).

On a finalement tout construit pour pouvoir écrire le théoréme suivant :

Théoreme 21 .
M, L Mo, dans (D, doy)
n

3.4 Convergence de (r,,v,) sous P},

On a codé chaque quadrangulation de an par un couple (R,,V,,). Et comme on ’a vu plus haut,
avoir une limite faible pour (R, V,,) permet d’obtenir une notion de limite pour les cartes. Mais ce
point s’avere difficile. Que Q,, soit muni de la loi uniforme ou de la loi P, nous n’avons pas réussi
a montrer directement la convergence faible du couple (R, V;,) normalisé sous la loi induite : nous
n’avons méme pas réussi a calculer les lois finies dimensionnelles dans le cas discret! Néanmoins,
nous avons trouvé une preuve indirecte de cette convergence. Cette preuve me semble intéressante
et au passage, elle permet de montrer la convergence des cartes pointées ayant n faces, normalisées,
sous la loi uniforme. Voici les grandes lignes de cette preuve.

CODAGE ET QUADRANGULATIONS POINTEES.

On appelle arbre étiqueté a n arétes, un arbre planaire enraciné dont les nceuds portent une
étiquette telle que : 'étiquette de la racine est 0 et la différence des étiquettes de deux nceuds
adjacents appartient & {+1,—1,0}. On a donc W;,© C W,. Le tour des arbres étiquetés est beaucoup
plus simple que celui des arbres bien étiquetés : sous la loi uniforme, le tour (R,,V,,) des arbres
étiquetés a méme loi que le tour d’une marche branchante d’arbre sous-jacent un arbre planaire
uniforme ayant n arétes et de marques uniformes dans {—1,+1,0}, indépendantes. Nous avons vu
plus haut que sous ce modele, le couple (r,,, v, ) normalisé converge vers le tour du serpent brownien.
Nous allons nous servir de ce résultat.

Nous allons coder chaque quadrangulation de Q? par une classe d’éléments de W,.

Nous définissons une opération de changement de racine
sur les arbres étiquetés. Soit T € W,. Pour 6 € [0,2n],
larbre T est défini comme suit :

o T et T sont égaux en tant qu’arbres non enracinés, non
étiquetés.

e La racine de T est obtenue en déplacant la racine de T’ de
0 arétes (plus formellement, si F' est la FPP de T, la racine

de T? est F()F(6 +1)).

e Les étiquettes de T(®) s’obtiennent en ajoutant une con- Figure 34: un arbre T et I'arbre
stante a toutes les étiquettes de T' de sorte que 'étiquette du T®) obtenu en déplacant de 9
nceud-racine de T soit 1. arétes |'aréte racine de T

Le codage (R, V")) de T®) vérifie

VO3 = Va0 ®i)+ Va(d) —2V,(0 ®i,0)  pour tout i € [0,2n], (30)

n

RY(i) = R,(0@®i)—Rn,(0)+1 pour tout i € [0,2n] (31)

n
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3 DES QUADRANGULATIONS 3.4 Convergence de (ry,vy,) sous PY,

ol le signe & désigne ’addition modulo 2n. Il est facile de voir que les opérateurs de changement de
racine constituent un groupe isomorphe & Z/2nZ, on le note G,,. Deux arbres étiquetés T et T’ de
W, sont dits égaux modulo G,,, on note T =T mod G,, s'il existe 6 € [0,2n] tels que T =T,

ELEMENT COMBINATOIRE DETERMINANT : Considérons une classe d’arbres étiquetés C' modulo
G, : C contient des éléments positifs 17,...,T), obtenus par les changements de racine sur les
points d’étiquettes minimales de n’importe quel élément de C. Soit Q(T1),...,Q(T})) les cartes en-
racinées obtenues par la bijection de Schaeffer. Il s’avere que les quadrangulations Q(74), ..., Q(Tk)
vues comme quadrangulations pointées (en prenant comme racine leur nceud-racine) sont égales.
Notons ¢° cette quadrangulation pointée. Si on considere tous les enracinages qi,..., ¢ de ¢* (en
prenant comme nceud racine le “point” et comme extrémité de ’aréte racine un nceud adjacent a
ce point), on s’apercoit que {q1,..., ¢} = {Q(T1),...,Q(T})}. Enfin, puisque chaque quadrangu-
lation pointée est enracinable, et que chaque quadrangulation enracinée appartient au moins & une
classe C' modulo G,, (d’apres la bijection de Schaeffer) il existe une bijection entre Q° et W, /G,
(ayant de nombreuses bonnes propriétés).

Ainsi, une quadrangulation pointée peut étre codée par une classe d’arbres étiquetés, chacun
d’entre eux étant codé par un tour de serpent discret. Nous allons coder les quadrangulations
pointées par des classes de tour. Il restera a passer a la limite sur ces codages et a extraire les
éléments positifs (en bijection avec les enracinages de la carte pointée).

PLONGEMENT DANS DES ESPACES FONCTIONNELS

Soit (Ry,Vy) le codage d'un élément T de W,, et (r,,v,) la version normalisée comme dans
(29). Le processus (7, vy,) appartient a 'espace du tour du serpent T. Notons P% la loi de (ry,, vy,)
lorsque T est choisi uniformément dans W,,.

On considere le processus (r,v) a valeur dans T dont la distribution est définie comme suit :

ov? /e

e Sachant v, le processus r est un processus gaussien centré, de fonction de covariance :
cov(r(s),r(t)) = \/2/3 0(s,t).

On note Pg la loi de (r,v). Il s’agit & un facteur preés du tour du serpent brownien de durée de vie
V/2e ; son support est dans T. D’apres le Théoréme 5, on a

Proposition 1 La suite de mesure (P%), converge faiblement vers Ps.

Il nous reste a quotienter tout cela...

PLONGEMENTS ET CONVERGENCES

On définit une action de changement de racine sur un arbre quelconque (de tour de longueur
1) : soit O = R/Z ~ ([0,1],®) ou & désigne maintenant ’addition modulo 1. Pour (f,() € T et
0eO, (f("),g“(")) est défini par

fO@) = fO@@®x)— f(O) pourtout x € [0,1]

(D) = ¢O@x)+¢0B) -2 x,0) pour tout z € [0,1]. (32)

Une action de O = ([0, 1], ®) sur T se définit aisément : pour § € O le changement de racine Jy est

JO . T  — C0,1] x C[0,1]
Q)+ (1,0 =(yO,¢®)

ol
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ot (f@ ¢®) est défini en (32). Ceci correspond & un changement de racine sur arbre de tour ¢
et par un changement d’origine dans le processus des étiquettes f.

Soit « dans T; notons 7(z) ou 7 la classe de z. On note P% la loi de m(ry, vy) lorsque (ry, vn)
est de loi P%. Notons maintenant P la distribution de 7(r,v) = (r,v) lorsque (r,v) est de loi Pg.
Comme 7 est continue (si T/O est munie de la topologie quotient), la Proposition 1 implique

Théoreme 22 La convergence faible suivante a lieu

(T, Up) Jaible, m(r,v) ie. P% Jaible, Ps.
n n

On doit maintenant raccrocher tout cela au modele (Q5,P7;). La loi Py, induit la loi uniforme
sur les codages discrets de T/O par la bijection Q% ~ W, /G,,. Or P% n’est pas la loi uniforme car
les classes modulo G, n’ont pas toutes méme cardinal (certains arbres possedent des symétries).
Mais on peut prouver que la distance en variation totale entre P7; et IP)% tend vers 0. Ainsi, munir
les quadrangulations pointées de la loi uniforme ou de la loi IP’% est équivalent en ce qui concerne
les limites faibles associées.

Le Théoreme 22 implique donc que le codage des quadrangulations pointées sous la loi uniforme
converge faiblement. On a obtenu la convergence du codage des quadrangulations pointées. Comme
il a été dit plus haut, enraciner uniformément une quadrangulation pointée sous P7; induit la loi

" sur an Par la bijection QF ~ W, /G, ceci se traduit par : prendre un représentant positif
uniformément dans une classe W,,/G,, donne un élément (r,,v,) sous la loi induite par P%,. Or,
Pextraction d’un élément positif dans les classes de T/O est une opération qui passe bien a la limite
grace a un résultat di a Thomas Duquesne : p.s., sous la loi P, chaque classe m(r,v) contient un
unique représentant positif (c’est-a-dire, il existe p.s. un unique 6 € O tel que r@ >0, v étant
lui toujours positif). Notons (r*,v") cet élément positif. On montre alors que (r,,vy) sous P%
converge faiblement vers (r*,v™).

AUTRES RESULTATS

La convergence du codage (7,,v,) sous P}, entraine la convergence de nombreuses fonctionnelles
des quadrangulations vers leurs versions limites. En particulier, le rayon (la distance maximum avec
la racine), le profil (nombre de nceuds a distance successive de l'origine), etc...

QUADRANGULATIONS AVEC DES ARETES DE LONGUEUR ALEATOIRE

Supposons que les arétes possedent une longueur aléatoire (indépendantes des autres arétes et
de la quadrangulation sous-jacente). Nous montrons que sous I'hypothese d’existence de moments
d’ordre 5+ ¢ pour ces longueurs, les quadrangulations convergent également vers la quadrangulation
brownienne.

CONCLUSION

Il existe de trés nombreux travaux combinatoires concernant les cartes (Tutte, Liskovets, 1’école
bordelaise de combinatoire dont Cori, Vauquelin, Schaeffer, Bousquet-Mélou, ...) : le but est de les
décomposer, les compter, les mettre en bijection avec des objets plus simples. Récemment, Bouttier
& al. [36] ont montré que de nombreux modeles de cartes discrétes possedent une représentation
sous la forme d’un arbre étiqueté que I'on doit recoller (et aussi partiellement effacer). Les travaux
de Schaeffer et de Bouttier & al. suggerent tres fortement que, de la méme maniere que l'arbre
continu est une limite quasi-universelle pour les arbres de GW conditionnés par la taille, la carte
brownienne doit étre la limite faible de nombreux modeles de cartes. Aujourd’hui, il me semble que
la difficulté du passage a la limite tient finalement plus au probleme de la convergence du codage
qu’a des problemes combinatoires.
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1 PARKING AVEC DENSITE

1 Parking avec densité

Les résultats de cette partie sont tirés de [1].

1.1 Données du probleme

Soient m et n deux entiers vérifiant 0 < m < n. Le probléme de parking, introduit par Knuth
[77] p. 545, est défini comme suit : m voitures cherchent a se garer sur un parking circulaire ayant
n places numérotées {p1,--- ,p,} selon la politique suivante :

e Les voitures 1,2...,m se présentent successivement dans le parking.
e La voiture numéro 7 choisit la place p;;). Puis, elle se gare sur la premiére place libre parmi
Pi(i)s Pi(i)+1- Pi(i)+2, - - - avec la convention pni; = p;.

Dans le modele de Knuth, que l’on appellera parking usuel , les variables (I(i)) sont indépendantes
et uniformes dans [1,n]. Ici, on considére un modele dans lequel les voitures choisissent une place
de maniére non uniforme. On suppose que les variables [(i) possedent la représentation suivante :

1() = [n Xi]

ou (Xj)je[[l,m]] est une liste de variables aléatoires i.i.d., admettant une densité f supportée par
[0,1]. On note Par(n,m, f) le parking ainsi construit (voir Fig. 35). Le probleme de parking usuel
est donc simplement Par(n,m, ]1[0,1]), le parking “uniforme”.

Notons V(i) la place ou se gare finalement la voiture i. Le déplacement de la voiture i, noté
Dep(i) est le nombre d’essais fructueux ou non que réalise la voiture i avant de se garer. On a par
circularité du parking

L [ Vi—l@)+1 sil(i) < V(i)
Dep(i) = { n—1(i)+1+ V(i) sinon.

On appelle déplacement total dans Par(n,m, f) la variable d,, ,,, égale & la somme des déplacements :
m
dn,m = Z Dep(z)
i=1

Par exemple sur la Figure 35, on a Dep(1) = 1,Dep(5) = 4, et dy14,9 = 16.

PROBLEMATIQUE

Nous nous intéressons au comportement asymptotique de ces modeles de parking lorsque n —
+o0 et pour m = m(n). Voici les problemes que 'on se pose.
Lorsque les m premieres voitures sont garées :

— Quel est le déplacement de la m + léme voiture dans le pire des cas?

— Quelle est la loi, la moyenne, du déplacement total ?

La réponse a la premiere question est exactement 1 plus la taille du plus gros bloc de voitures,
c’est-a-dire le nombre maximal de places consécutivement occupées aprés que les m premieres
voitures se sont garées (les tailles des blocs sur la Figure 35 sont 5, 2 et 2). La deuxieme question
dépend de I’évolution de la taille des blocs durant le remplissage du parking.

Dans ce travail, on étudie I'influence de f sur le comportement de ces variables. On montre que
pour f non uniforme, il existe un phénomeéne de seuil pour m = m(n) pour l'existence d’un bloc
géant de 'ordre de n (dans le cas uniforme, il existe aussi un phénomene de seuil, mais il a lieu
lorsque m(n)/n ~ 1, c’est-a-dire, lorsque le parking est presque plein).
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‘X‘X‘ T T T T T T T T

‘ "% x X XX |
0 /n XX, X, X.X;3 XX XoXs !
7
50557 6 9
9] 4113 ][5]7 | 2| 6 | 8
places’ p; py ps - - Dn

Figure 35: Sur ce dessin, on a représenté le choix de 9 voitures dans un parking ayant 14 places.
D’abord, se gare la voiture 1, puis la 2, etc... On a représenté les essais des voitures sous forme de
“couche”. Par exemple, la voiture 6 cherche a se garer au méme endroit que la 2, puis a sa droite.
La fonction f est la densité des variables X;

Commentaires

1.2

Le probleme de parking non-uniforme correspond en informatique au hachage linéaire ou les données
ne sont pas uniformes; de telles hypotheses se trouvent dans les articles de Devroye [47], Gonnet [64],
Pflug & Kessler [95] et Aldous [17].

L’ALGORITHME DE HACHAGE LINEAIRE EN INFORMATIQUE : supposons que l'on ait des données
z1, ..., T, appartenant a un espace S et que I'on dispose de n cases mémoires. Supposons maintenant
que l'on sache construire une fonction h (dite de hachage) de S dans [1,n]. Pour ranger les données
dans les cases mémoires, on procéde comme suit : on prend la donnée z1, on la met dans la case h(x1).
On insere les autres données successivement. Pour ¢ > 2, la donnée z; est placée dans la premiere
case libre parmi h(x;), h(x;) + 1, h(z;) +2,... (modulo n). Sila fonction h est bien “mélangeante”,
on va ranger rapidement les données. D’autre part, pour savoir si une donnée x est dans la table de
hachage, on cherche a la place h(x), puis h(z) + 1 etc... jusqu’au moment ou on trouve la donnée
ou une place vide. Afin d’étudier cet algorithme, on est amené a faire des hypotheses sur les valeurs
h(x;) : souvent on suppose que les données sont indépendantes et de méme loi. Sous ces hypotheses, il
est clair que le probleme de parking et le hachage linéaire sont exactement le méme probléme. Ainsi,
les caractéristiques : taille des blocs, déplacement total, etc... ont une interprétation immédiate en
termes de coiit de ’algorithme de hachage linéaire.

Pour le cas uniforme (c’est-a-dire lorsque h(z;) est uniforme dans [1,n]), on trouvera un état de 'art
dans Chassaing & Louchard [39]. On pourra aussi consulter Janson [69, 68] et Poblete & Viola [99]
pour 'analyse d’autres politiques de hachage.

Résultats connus concernant le parking uniforme

Notons By, Bo, - -- la suite des largeurs des blocs ordonnés par ordre décroissant. On a

B Parking plein : m(n) =n. Ona By =n et

dn,n (d),Moments 1
7 e(s)ds
n / n—s-+oo 0

Flajolet & al. [60] (1998). Voir [12], pour une preuve probabiliste.
B Parking épars : m(n) = [an] avec 0 < a < 1.

1
B, = @(logn— gloglogn—l—Cn) -1

o6



1 PARKING AVEC DENSITE 1.3 Parking avec densité : résultats

ou C), est une v.a. qui converge vers la variable doublement exponentielle (Pittel [98]) et
clx)=r—1—-logz, 0<z<Ll (33)

Le déplacement total possede une limite centrale [60] :

dn m(n) — Mn,m(n
’ ( ) 'u ) ( ) @) ./\/’(07 1) Ol\l
On,m(n)
« (%
- K - - -1 4
Hnym(n) (dn,m(n)) 2(1 — a)m(n) 2(1 — Oé)3 + O(TL )7 (3 )
6o — 602 + 40 — o 602 + 2402 + 6o
2 -1
Onmn) = Var(dn,m(n)) = 12(1 — a)4 m(n) — 1201 = Oz)ﬁ +O0(n™ ).

B Changement de phase, parking presque plein : m(n) = [n — A\y/n| avec A > 0. Chassaing &
Louchard [39] étudient la dynamique de la taille des blocs, lorsque A évolue. Ils montrent que

Bi @)

21 9 By

ou B(A) est la largeur de la plus grande excursion du processus

(Tae)(x) = e(x) = Az) + sup {Ay —e(y)}.
o<y<z
Ils expriment également la limite jointe du k-uplet (B, Ba,--- , Bg) en termes de variables gaussi-
ennes; ils montrent que les phénomenes de “coagulation de blocs” sont tres fortement liés aux
phénomenes de coagulations a noyau additif. D’autres travaux plus récents de Chassaing & Janson
[38], Chassaing & Marchand [40], Bertoin [31], Bertoin & Miermont [33] montrent que les liens entre
parking et coagulation (ou fragmentation) sont treés riches.

1.3 Parking avec densité : résultats

On note || f||co = ess sup f (resp. inf f = ess inf f), le supremum essentiel de f (resp. infimum
essentiel) de f, qui n’est pas supposée continue.

Théoréme 23 [1] (Phénomeéne de seuil)
Soit a €]0,1[ et soit m(n) = an. Dans le modéle Par(n,an, f),
i) Cas sous-critique : si o f|loo < 1 alors

1 E(Bi)

— < liminf < limsu E(B1) < L
clamff) = 0 Togn = e P logn = ea[[f]lee)

ot la fonction c est définie par la formule (33).
1) Cas sur-critique : si || f||co > 1 alors il existe une constante v > 0 telle que

P(By >yn) —— 1.

n—---—+o00

Le cas (i7) montre que le cas uniforme est drastiquement différent puisque dans le cas uniforme le
plus gros bloc est de 'ordre de (logn)/c(a). Des renseignements beaucoup plus précis sur la taille
des blocs et leur emplacement sont donnés dans [1].

CAS SOUS-CRITIQUE : m(n) = an ET o f|le <1
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1 PARKING AVEC DENSITE 1.3 Parking avec densité : résultats

Proposition 2 [1/(Déplacement total dans les parkings épars)
Soit a €]0,||f|lec]; dans Par(n,an, f), on a :

~ E(d E(d
Hn, («inf)n < lim inf ( n,an) < limsup ( n,an) < Hn (a] f]loo )1
n n n n n n
0l [, m(n) €St défini par la formule (34).
L’argument donné ici repose sur un argument de couplage tres simple. On compare notre modele de

parking & deux parkings uniformes ayant un nombre différent de voitures. Cet argument ne permet
pas d’obtenir des résultats aussi fins que Pflug & Kessler [95] qui montrent, entre autres, que

E(dn,an) "1 (20— 1)f () + a?f3(x)
n n:m A 2(1 — Ozf(l’))2 de.

CAS SURCRITIQUE : m(n) = an AVEC o f||c > 1

Cette fois, on analyse de plus prés le profil du parking, défini comme suit : soit Y} le nombre
de voitures qui ont choisi la place py et Hy le nombre de voitures qui ont essayé de s’y garer (sur
la Fig. 35 Hy = 1,Hy = 0,H3 =2, Hy =2,--- et Y] =0,Y2 =0,Y3 =2,Y; = 1,---). La suite
(Hk)k=1,. n est appelée profil du parking (cette notion provient de Chassaing & Marckert [12]). Le
profil contient de nombreuses informations relatives au parking, en particulier, elle contient la taille
des blocs et aussi le déplacement total. Les suites H. et Y. sont liées par

Hiiy=(Hp— 1)+ 4+ Y pour tout k (35)

puisque toutes les voitures ayant essayé de se garer place pj sauf une, essaient aussi place pyy1. On
peut alors facilement établir la formule suivante :

H, = max {Yk ++ Y — l} pour tout k (36)

ol, pour tenir compte du fait que le parking est circulaire, on a noté
Yi = Vi mod n pour k # 0 et Yy =Y,.

Il s’avere qu’a l'aide du théoreme d’approximation forte de Komlos, Major & Tusnady [75]) il
est possible de donner une limite p.s. du profil du parking, correctement normalisé. On note

b
f(z)dx si0<a<b
1

arb /f(x)der flx)dr si0<b<a.

Théoreme 24 [1] Soit hy, la fonction constante par morceauz, interpolant le profil (Hy)k=o,... n de
la maniére suivante :

H,
ha(t) = 24

On a

ot (h(t))sep0,1) est la fonction déterministe

h(t) = max { /(t_m)mt flu) du— 2}

Cette convergence p.s. a lieu pour la norme ||.| -
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1 PARKING AVEC DENSITE 1.3 Parking avec densité : résultats

Do N

%

ﬂZ (051 ﬂl [(65)

Figure 36: Dépendance schématique entre la densité et la limite h du profil

De cela, il s’ensuit que :

Corollaire 2 [1/e Soit d (), le déplacement total dans Par(n,an, f). On a

dm n)n .S. 1
Em{n)n p_)/ h(t)dt.
0

an?
o La place la plus visitée est visitée max Hy, fois. On a

maxlgkgn Hk p.Ss.
——== — —maxh, — maxh.
m(n)

Notons que h ne réalise pas son maximum la ou f le réalise (dans le cas ou f le réalise). Ainsi,
dans le cas surcritique le déplacement total dans Par(n,m(n), f) est de 'ordre de n? au lieu de
n3/2 dans le cas du parking uniforme plein. D’autre part, dans le cas du parking uniforme presque
plein, 'analyse de Chassaing & Louchard montre que la place la plus visitée ne 'est que de 'ordre
de nt/2. Ici, elle est visitée de 'ordre de n fois.

Commentaires

D’autres résultats concernant la convergence de la taille et de 'emplacement des plus gros blocs
sont également établis dans [1]; ils ne sont pas directement conséquence de la convergence du profil
car la statistique “taille” ou “emplacement” des blocs n’est pas une fonctionnelle continue du profil
normalisé.
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2 REDUCTION DE LOVASZ

2 Eléments sur la réduction de Lovasz d’un réseau dans R"

Cette partie est tirée de [11], travail commun avec A. Akhavi et A. Rouault.

2.1 Introduction

Un réseau euclidien dans R” est ’ensemble des combinaisons linéaires entieres de p vecteurs
linéairement indépendants bq,bo, ...,b, dans R™ (on supposera toujours p < n). L’espace R" est
appelé espace ambiant. Un réseau peut étre engendré par de nombreuses bases de cardinal p.

La réduction de réseau a pour but de trouver une base engendrant le réseau ayant de bonnes
propriétés euclidiennes, a savoir : on cherche une base dont les vecteurs sont aussi “courts” et “aussi
orthogonaux” que possibles. 1l existe de nombreuses notions de réduction ; les deux plus célebres
sont dues & Minkowski et & Korkhine & Zolotarev. Trouver une base réduite au sens de Minkowski
est un probleme NP-complet. En pratique, on se contente de solutions approchées.

En 1982, Lenstra, Lenstra et Lovasz [82] donnérent un algorithme permettant de trouver une base
“approximativement réduite” ; cet algorithme dépend d’un parameétre d’approximation s €]0, V3 /2]
On notera cet algorithme LLL(s). L’algorithme LLL(s) travaille par itérations successives et produit
des bases de plus en plus réduites. Supposons qu’apres k itérations, 'algorithme ait construit la
base (b1,...,bp). On procede a I'orthogonalisation de Gram-Schmidt des vecteurs b;. On dit que la
base (b1, ...,bp) est LLL(s)-réduite si pour tout i € [1,p— 1], le rapport des longueurs ¢; ,, et £; 114,
des vecteurs orthogonalisés est minoré par s :

livin/lin >s pourtoutie [1,p—1].

Une borne supérieure pour le nombre d’itérations lorsque les vecteurs sont a coordonnées entiéres
bornées est donné dans [82]. Daudé et Vallée [45] donnérent quant & eux une borne supérieure pour
la moyenne du nombre d’itérations dans le méme cadre.

Dans ce travail, on considere des propriétés géométriques des réseaux euclidiens, sous le modele
uniforme, asymptotiquement lorsque la dimension de ’espace ambiant tend vers 'infini. Dans ce
modele, les p-vecteurs by, ba,...,b,, avec p < n, sont choisis de maniere i.i.d., uniformément dans
la boule euclidienne B, de R™. Nous montrons qu’une telle base possede des propriétés proba-
bilistes asymptotiques quant au fait qu’elle soit directement, c’est-a-dire sans aucune itération de
Palgorithme LLL, LLL(s)-réduite.

Sous le modele uniforme, la famille bq,...,b, est p.s. une famille indépendante au sens de
'algebre linéaire. On appelle (b1, ..., b,) une base aléatoire et le réseau engendré, un réseau aléatoire.
L’entier

g =n-—p

est appelé la codimension de la base by,...,b, dans R™ . La base est appelée compléte si g = 0.

2.2 Résultats

Au début de ce travail, nous commencons par fournir des preuves probabilistes élémentaires a
deux théoremes “anciens” ; je les rappelle dans le paragraphe suivant car ils permettent de se faire
une premiere idée quant aux caractéristiques asymptotiques des réseaux euclidiens aléatoires.

Théoréeme (Daudé & Vallée) Soient n > 1, p € [1,n] et soit by, ...,b, une base aléatoire sous le

modele uniforme dans R™. Les carrés des longueurs qq,, = Ein, e s Qpn = E;n des vecteurs orthog-

onalisés de Gram-Schmidt des vecteurs b; sont indépendants et qy, ,, suit la distribution Bn-k+1 k+1.
2 ’ 2
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2 REDUCTION DE LOVASZ 2.2 Résultats

Théoréme (Akhavi) Pouri>1,

n d
(1= in) ~ (37)
n 2
et
n d
5 dn in E— ’}/i+2-1 (38)

Si h(n) oo et h(n)/n—0, alors

n proba.

— 1.
h(n) Qn—h(n),n "
Si 0<a<l et k(n)/n—0,ona
proba.
Qon+k(n),n T I e?

Les équations (38) et (37) indiquent que le comportement asymptotique des longueurs des
vecteurs orthogonalisés dépend profondément de la valeur de ¢ comparé a n. On va retrouver
ce fait clairement dans les théorémes qui suivent.

Définissons Z; par

0? 02
79 == min -SL = min Hin
T oagisp-l £, i<isn—(o+1) £,
79 est le supremum de I'ensemble des s pour lesquels la base (compléte ou incomplete) by, . .. ybp
est LLL(s?)-réduite. On appelle cette quantité le niveau de réduction de la base.
Soit A7, le plus petit indice i ou le rapport E%_m/f,%_i_l’n vaut ZJ. On appelle A5, I'indice de

pire réduction locale.

Convergence du niveau de réduction
On définit le processus (R;);j>1 par

Rj=n;/nj+1 pour j=>1
ol les variables aléatoires n; sont indépendantes, et 1; ~ 7;/5. On définit pour tout entier K,
IE =inf{R;,j > K +1}.
Le théoreme suivant donne le comportement asymptotique du niveau de réduction.
Théoréme 25 [11] (i) Pour tout entier K fizé,

TK (d) 7K

(i) Soit g : N — N une fonction telle que g(n) < n et lim, g(n) = co. Alors

) proba.
—_

79 1.

n
La partie (i) du Théoreme 25 pour K = 0 répond & une conjecture de Akhavi [16, 2 p.122].

UN MOT SUR LA PREUVE : Le processus (¢in/gi+1n)i=1,..n—Kk—1 donne les rapports successifs
des orthogonalisés. On veut montrer que 'infimum de ce processus “fini” converge vers l'infimum
de (Rj)j>K+1, en loi. Notre démarche est la suivante : on construit des copies des processus
(Gin/qi+1,n)i sur un espace de probabilité ad hoc et, apres avoir prolongé les copies de maniere
convenable pour obtenir des processus a temps dans N, on montre une convergence p.s. des copies
vers un processus ayant méme loi que R dans un espace (de suites) (P, pour un p > 2.

61



2 REDUCTION DE LOVASZ 2.2 Résultats

Quelques caractéristiques du niveau de réduction asymptotique Zo[g
Trouver la loi exacte de la variable IoIg semble difficile ; toutefois, nous avons pu établir quelques

résultats.

Proposition 3 [11] e Pour tout K entier, la distribution de IE a pour support [0,1] et admet une
densité par rapport a la mesure de Lebesque. De plus, on a

W (K+1)/2
+
K -
P(Ioogx) o+ F(K;_2)
(ii) Il existe u > 0 tel que, pour tout K >0, P(ZX >1 - 1) = O(e %) dans un voisinage de 0.

Convergence de ’indice de pire réduction locale

Ici, on donne des renseignements concernant ’asymptotique de U'indice 7, ott £,—j1,n/fn—in €st
minimum. Soit

Affzmin{jZK,r?:If} , KeNN.

Proposition 4 [11] Soit K entier fizé. Presque surement, il existe un unique entier AE tel que
Rax = IEX. Ona

A L0 A (39)
4000 _
o | | 000 i
6 | 2000 ]
4 : 1000 :‘; i
0 00 o o8 o8 ;0 50

Figure 37: Simulation de la densité de Igo 3 'aide de 10® données, puis 10000 simulations de A,
CONCLUSIONS

Lorsque g est un entier fixé, en particulier lorsque g = 0, Z; converge en loi vers la variable 7%,
qui admet une densité et dont le support est tout 'intervalle [0,1]; en conséquence, la probabilité
qu’une base by, ...,b,_4 soit s2-réduite converge vers une constante de ]0, 1[ dépendant de s.
Lorsque g = g(n) tend vers 400, la probabilité qu'une base by, ..., b, soit réduite tend vers 1.
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3 ABR ET MARTINGALES

3 Arbres binaires de recherche et martingales

A propos du travail commun avec B. Chauvin, T. Klein et A. Rouault 8].

3.1 Arbres binaires de recherche et arbres de Yule

On appelle arbre binaire E, une partie de V.= 0 U |J,,~,{0,1}", contenant (), contenant les
préfixes des éléments de E et telle que u0 € E < ul € E.

On introduit un objet que 'on appellera arbre binaire de recherche étiqueté (ABRE) ; il s’agit
d’une structure tres largement utilisée en informatique pour stocker des données appartenant a un
espace A muni d’un ordre total (voir Mahmoud [89] et Devroye [46] pour un état de l'art).

On considere (z1,...,x,) une liste d’éléments différents de A, appelés clefs. L’ABRE associé a
ces clefs est I’arbre binaire dont les noeuds internes sont étiquetés et sont construits comme suit : a
chaque nceud interne est associé une (seule) clef appartenant a (z1,...,2,). La clef 21 est associée
a la racine. Pour les autres clefs, on procede récursivement. Apres les k premieéres insertions, on a
un arbre ayant k noeuds, chacun porteur d’une des clefs de Uensemble {z1,...,2;}. Pour insérer
la k + leme clef, on compare cette clef a celle de la racine de I’arbre. Si elle est inférieure, on
recommence dans le sous-arbre gauche, sinon dans le sous-arbre droit. Si la racine de I'arbre ne
possede pas encore de clef, on lui affecte la clef x;. 1 (voir Fig. 38).

Rp A RE
Dvog w.4 Dv0.9

10.8] 03 0§

05 05

Figure 38: ABRE construit avec les clefs (0.5, 0.8, 0.9, 0.3, 0.4). Les carrés vides sont les feuilles
qui sont ajoutés a la structure interne contenant les clefs.

On étudie le comportement de ces arbres lorsque les clefs sont des variables aléatoires i.i.d.
uniformes sur [0,1]. L’ABRE obtenu est alors aléatoire ; on le note L,,. L’arbre binaire sous-jacent,
c’est-a-dire sans les étiquettes, sera appelé arbre binaire de recherche (ABR); on le note 7,,.

Sous la loi uniforme, (ou sous toute autre loi sans atome), la p.s. unique permutation o, € S,
telle que

Loy (1) < Zop2) < < Toyp(n) (40)

suit la loi uniforme, par échangeabilité des x;. Il est bon de noter que 7, ne dépend que de o,.

De plus, toujours par échangeabilité des x;, 0, est indépendant du vecteur réordonné (xan(i) )i=1,...n-
Sachant ¢,,, I'insertion d’une nouvelle donnée x,1 se fera dans I'un des n + 1 intervalles définis par
(40) de manieére uniforme. La signification en terme d’ABR est la suivante : sachant 7, la n + 1
clef a autant de chance de s’insérer dans chacune des n + 1 feuilles de 'arbre 7,. Ainsi, la suite
(75,)n>0 est une chaine de Markov simple : au temps 0, elle est réduite a (). Au temps k, une des
k + 1 feuilles est choisie avec la loi uniforme. On la transforme en nceud interne ayant 2 fils.

La chaine L,, est beaucoup plus compliquée car elle dépend tres fortement des valeurs insérées.
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3 ABR ET MARTINGALES 3.1 ABR et arbres de Yule

Commentaires

e Un algorithme de tri particulierement efficace est l'agorithme dit de tri rapide (Quicksort).

L’algorithme de tri rapide procéde comme suit pour ordonner la suite (x1,...,2,) (de données
différentes 2 & 2) :
Il fixe x1, dit le pivot, puis compare les éléments xo, ..., 2, & 1.

11 constitue un “paquet gauche” (resp. paquet droit) constitué des éléments inférieurs (resp. supérieur)
a x1. Puis dans chacun des paquets, recommence la méme procédure récursivement, jusqu’au moment
ou tous les paquets sont de taille 1 ou 0. A ce moment 14, la liste est triée.

11 est facile de voir que ’ABR code 'exécution de quicksort. Stocker des données dans un ABR est
vraiment efficace, et d’ailleurs, cette structure (ou des variantes) est implantée dans de nombreux
logiciels. La raison tient essentiellement & (41), qui assure que l'on trouvera un élément dans la liste
de données, ou qu’on saura qu’un élément n’y est pas, avec au plus 4.31...logn comparaisons.

e La littérature concernant 'ABR et quicksort est absolument colossale. On pourra voir a ce sujet,
les travaux de Devroye, Mahmoud, Rosler, Hwang, Neininger, Janson, Fill, Reed, Robson...

RESULTATS CONCERNANT LES ABR

On peut indiquer que la hauteur H,, et le niveau de saturation définis par
hyn, =min{|u| : v € 07,} , H, =max{|u| :u € 07,}
satisfont (Devroye [46]) ,

n .S. HTL .S.
lim P 03733 lim P2 e =4.31107... (41)

n—oo logn n—oo logn

ol les constantes ¢’ et ¢ sont solutions de ’équation na(z) =1 ol

mx) = xlog% —z+A x>0 (42)

Sans aller plus loin, (41) montre que le comportement des ABR est drastiquement différent des arbres
de GW sous le conditionnement {X = n}.

Nous avons étudié les ABR via un plongement dans un modeéle continu en temps.

UN PROCESSUS DE FRAGMENTATION : on code les intervalles intervenant dans la description de la
fragmentation ainsi : Iy = (0,1) et pour u = ujus...ux € V, on note I, 'intervalle

k k
L= (Y w2275+ > u2).
=1 =1

Ainsi, chaque élément u de V code un sous-intervalle I,, de (0, 1) a extrémités dyadiques.

Le processus (F'(t))i>0 est défini comme suit : F(0) = Iy = (0,1). Une variable 71 ~ Exp(1)
est associée a F'(0). Au temps 71, le processus F. saute : Uintervalle (0,1) se brise en son milieu
et F(ry) = ((0,1/2),(1/2,1)) = (Ip,I1). Apres chaque temps de saut 7, les fragments de F'(7) se
comportent indépendamment les uns des autres : chaque fragment I, se brise en son milieu apres
un temps aléatoire de loi Exp(1), et crée [0 et I,1. Grace a I'absence de mémoire des variables
exponentielles, lorsque n fragments sont présents, chaque fragment a une probabilité de 1/n d’étre
le premier a se briser.

PROCESSUS DE YULE : On définit maintenant un processus a valeurs arbres binaires, a temps
continu ; on le construit sur ’espace de la fragmentation. L’idée est simple ; elle consiste a interpréter
les deux fragments I,,g et I, issus de I, comme ses deux fils, I,,o (resp. I,1) en étant le fils gauche
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3 ABR ET MARTINGALES 3.1 ABR et arbres de Yule

(resp. droit) (voir Fig. 39). Plus formellement, on définit 'arbre T'; & 'aide de ’ensemble de ses
feuilles 0Ty :
0T = {U,Iu € F(t)}

L |

T4

T3
T F

1

0 1

Figure 39: Construction de I'arbre de Yule a partir de la fragmentation.

On appelle processus de Yule, le processus a valeurs arbre binaire (T';);>0. Le processus de
comptage (Nt)i>0 := #0T; donnant le nombre de feuilles dans T est le processus de Yule classique
(Athreya-Ney [29]). Notons que l'intervalle I, présent dans la fragmentation est de longueur 2~/ ;
ceci donne une correspondance simple entre la profondeur des feuilles dans ’arbre de Yule et largeur
des intervalles dans la fragmentation.

Plongement des ABR dans ’espace de Yule

Les instants de sauts 0 = 79 < 11 < 79 < ... de T. sont définis par

T =inf{t : Ny=n+1}. (43)
Par construction les v.a. (7, — 7,—1)n sont indépendantes et indépendantes de (Tfn)n>1‘ La
variable 7, — 7,1 est de loi Exp(n). Les deux processus ("JTTn)n>0 et (Tn)n>0 ont méme loi car il

s’agit de deux processus de Markov avec méme noyau de transition (ce fait était déja connu, voir
Tavaré [28] p.164 et Devroye [46]). Ainsi, sur I'espace de Yule (ou de la fragmentation), on peut
construire en méme temps ’arbre de Yule et ’ABR en posant simplement

(TTn)nzo:(Tn)nEO' (44)

Ce plongement va permettre d’établir des liens entre les martingales associées a ces deux familles
d’arbres et déduire a partir des propriétés bien connues de 'arbre de Yule, de nouveaux résultats
sur ’ABR.

DEUX MARTINGALES

Nous considérons deux filtrations sur 'espace des fragmentations : (F¢):>o définie par F; =
o(F(s),s < t) et (Frn))n>o définie par F(,,y = o(F(11),...,F(n)). Notons que la tribu F,) =
o(F(11),...,F(ry)) ne contient pas l'information des temps de saut, et contient “juste” la structure
de 'arbre binaire ainsi que 'ordre de création des noeuds.

Un résultat classique (voir Uchuiyama [109]) est que M (t, z) définie par

M(t,z) = Z 21et1=22) pour ¢ > 0
uE@Tt
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3 ABR ET MARTINGALES 3.2 Liens entre les martingales

est une F; martingale. Notons au passage que M(¢,1/2) =1 et M(t,1) = e 'N;.
D’autre part, notons
Ur(n) = #{uedTp,|ul=k} , k>1,

le nombre de feuilles au niveau k dans 7,,. On appelle ici profil de 7y, la suite (Ux(n))r>0-

Commentaires

D’un point de vue analyse d’algorithme, le vecteur (Ug(n))x est 'objet important. Pour placer une
donnée dans Parbre (ou pour chercher si elle si trouve), on compare cette donnée a celle de la racine,
puis, on procede récursivement comme expliqué au début de cette section. On considere que le
colt d’insertion d’une donnée est égal au nombre de comparaisons effectuées. Le profil de I'arbre
fournit toutes les informations nécessaires pour analyser le colit (d’insertion d’une nouvelle donnée,
de recherche d’une donnée ou le cout total de construction). Par exemple, une nouvelle donnée va
s’insérer dans Parbre au niveau & (et va nous coiiter k& donc) avec probabilité Ug(n)/(n + 1).

Pour obtenir des résultats asymptotiques sur le profil, nous le codons par ce que 'on nomme le
polynéme de niveau , >, Ug(n)zF. On définit la suite de polynomes (Cy)y par

n—1
Co(z) =1let pourn > 1, Cy(z) := kk+ 212 =(-1)" <_2Z> . (45)
im0 °F "

Pour z ¢ %Z_ ={0,-1/2,—1,-3/2,--- } et pour n > 0, on pose

M (2) ::%@ZUk(n)zk: Cnl(z) Sl (46)

k>0 u€dTy

Jabbour & al. [42, 67] montrent que (M,(2), F(,))n st une martingale que I'on appellera martingale
de ’'ABR.
3.2 Liens entre les martingales

La formule de plongement (44) permet de lier les martingales (M, F(,))n et (M(t,2), F¢). 11
“suffit” d’extraire la composante d’espace de la martingale de Yule M (., z), observée aux instants
de sauts (7). Soit ( %(z))n le processus F, -adapté défini par

Ci(2) =720 (2).
Un résultat (Athreya-Ney [29] ou Devroye [46] 5.4) affirme que, e "' N; converge p.s. et que
£ = tllglo e "N, ~Exp(l). (47)
Comme lim,, 7, = 00 p.s., de (43) et (47) on déduit que
p.s. limne ™™ =¢.
n
Les martingales de Yule et de ’ABR sont ainsi liées par
Proposition 5 [8/ Soit z € C\ 37" .
1) La famille ( (aﬁ(z))

o st une martingale de moyenne 1, et

§2z—1
p.s. lién G(2) = T22)

n>

De plus, si Rz > 0, la convergence a lieu dans L'.
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3 ABR ET MARTINGALES 3.2 Liens entre les martingales

2) Les deuz martingales ( Z,(2))ns0 et (My(2))ns0 sont indépendantes et

M (7, 2) = %(Z)Mn(z)

Le lien entre ces martingales et des martingales associées a d’autres modeles de structures arbores-
centes binaires est exploité dans Chauvin & Rouault [43].

PROPORTION DES N(EUDS DANS UN SOUS-ARBRE DONNE : Considérons u € V et notons 7(%) =
inf{t :u € T} le temps p.s. fini ot u apparait dans I'arbre de Yule; pour ¢ > 0, notons

rJl’,gu) ={veV iweT, w}

le sous-arbre descendant de u et N #8’IF son nombre de feuilles. Pour ¢ > 7(*), le nombre
de feuilles dans le sous-arbre enraciné en u est ng WO N t(U)T(M La propriété de branchement et
(47) impliquent que, p.s., pour tout u € V

lim e_tN( W= =&, , lim e_tngu) =&, e ™ ,

t—o0 t—o00

ou &, ~ Exp(1). De plus, si u et v ne sont pas dans la méme ligne de descente, les variables £, et

&, sont indépendantes. Puisque pour ¢ > 740
ngu) = n§“°) + nﬁ“” ot 70 = T(“1),
on obtient
ﬂ P o) Euo ngm) Psopwl) . o) — Sul (48)
n{® §uo + &’ ™ uo + &ur’

ceci permet d’associer & chaque nceud de V une variable ([0, 1]) représentant, la proportion asymp-
totique (qui existe donc p.s.) des noeuds descendants d’un nceud v comparée a la population de-
scendant de son pere. Posons, en particulier

&
fo +&

par itération, on peut montrer que la proportion des nceuds descendants de u s’exprime ainsi :

U =00 = (49)

p.S. lim % H U (50)

t—oo Nt o

ou les (U (”))vev sont indépendantes entre nceuds non-freres et vérifient U, = 1 — Uyp.

PROPRIETE SIMILAIRE DANS L’ABR : par plongement, ’ABR posséde la méme propriété (en temps
discret). On peut aussi I'observer directement sur la version étiquetée, ’ABRE. Chaque nceud u
représente un sous intervalle J,, de [0,1] (par exemple Jy =|0,1[, Jo =|0,z1[ et J; =]z, 1][: toutes
les clefs appartenant a Uintervalle [0, 1] vont aller s’insérer dans le sous-arbre enraciné en 0, celle
appartenant a [z1, 1] dans celui enraciné en 1). D’autre part, puisque les clefs sont de loi uniforme,
la premiere clé x g tombant dans .J, va scinder celui-ci uniformément en J,o et J,1, c’est-a-dire

|Juo| = Uy |Ju| et [Jur] = (1 = Uy) [Jul,
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3 ABR ET MARTINGALES 3.2 Liens entre les martingales

pour une certaine variable U,,, uniforme sur [0, 1], indépendantes des autres variables U,,. Ainsi, |.J,|
possede la représentation ], _, U® : la loi des grands nombres dit que la proportion des variables
(7§) K <i<n qui appartiennent a .J, est asymptotiquement p.s. [[,., U () lorsque n — +oo: ainsi,
la proportion asymptotique de noeuds dans le sous-arbre enraciné en U,, a la représentation (50).

La différence par rapport au processus de Yule, est que dans ’ABRE, la variable U, est connue
dés qu’une clef s’est insérée dans le noeud u, alors que cette information n’est présente que dans la
tribu de queue dans le processus de Yule.

CONVERGENCE DES MARTINGALES

Nous donnons maintenant les principaux résultats concernant le comportement asymptotique
des martingales de Yule et de ’ABR, ainsi que leur lien.

Théoréme 26 [8/ Pour q €]1,2[, posons V, = {z :sup,E|M(t,2)|? < oo}. Alors
Vo=1{2z : f(z,9) >0} ot f(z,q) :=14+q2Rz—1)—2[z|7.
Posons V = Ui<q<2Vy, on a :
a) Lorsquet — oo, {M(t,z)} converge, p.s. et dans L', uniformément sur tout compact C de V.
b) Lorsque n — oo, {M, ()} converge, p.s. et dans L', uniformément sur tout compact C de V.

Si z > 0, la martingale positive {M,(z)} converge ps. vers My (z) qui est p.s. positive si
z € (27,2F), avec
2z, =cd/2=0.186..., zI =c/2=2155..

C
et My(z) = 0 pour z ¢ [2,2F] (Jabbour [67]). Le Théoréeme 26 donne une réponse & une
question de [42] & propos du domaine complexe ol la martingale {M,(2)} est L!—convergente et
uniformément convergente. Grace au Théoreme 27 IT], ceci donne le domaine optimal de convergence
L' sur R.
Théoreme 27 [8] I] Soit z € (2., 2}).

c )~ cC
1) La connection entre les limites des martingales est donnée par
2z—1

p.s. Moo, z) = T(22) My (2),

ou & est défini en (47).
2) Nous avons les formules de duplications suivantes :
a) Pour le processus de Yule,

M (o0, 2) = 2eU ™27 (My(00, 2) + My (00,2))  p.s.

ot My(o0,2) et Mi(oo,z2) sont des copies indépendantes de M (oo, z), et sont indépendants de T1.
b) Pour I’ABR,
Meo(2) = 2 (U Mo (0)(2) + (1 = U)* T My 1)(2))

0t Mg, (0)(2) et Mg (1)(2) sont des copies indépendantes de Moo ()., et sont indépendantes de U
(qui est défini dans (49)).

II] Enfin, hors de lintervalle (z_ ,z}), on n'a pas convergence Ly. Pour z € (0,00) \ (27 ,2)), on a
p.s. limy M(t,2) =0 et lim,, M, (z) = 0.
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3 ABR ET MARTINGALES 3.3 Convergence du profil

MARTINGALES DERIVEES

Les dérivées

M'(t,z) = %M(t,z), M (2) = %Mn(z)

sont également des martingales qui ne sont plus, cette fois, nécessairement positives. On a

Théoréme 28 [8] Pour z € (27 ,z}), les martingales (M'(t,z),t > 0) et (M (z),n > 0) sont
convergentes p.s.. Soient M'(co, z) et ML _(z) leur limite.
a) Nous avons la connection suivante :

M (00, 2) = % <Mgo(z) 42 <1ogg - Prgj))) Moo(z)> p.s.

ou & ~ Exp(1) est défini dans (47) et est indépendant de M (z) et de ML (z).
b) Nous obtenons une formule de duplication
M (2) = ZU2Z_1MZ)O,(O)(Z) +2(1 - U)QZ_IMQO,(U(Z)
+ 22 (U ogU) Mo (0)(2) + 22 (1 = U)* Hog(1 — U)) Moo (1)(2)
+ 2 Myo(2) (51)
ou U ~ U([0,1]) est défini dans (49), et les v.a. /\/lgo(o)(z) et M/ (1)(z) sont indépendants (et
indépendant de U) et de méme loi que M/_(z).

On donne également le comportement, ainsi que des formules de duplications pour les martingales

dérivées aux points zF.

En prenant z = 1 dans (51), on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3 /8] On a
M'(00,1) =& (ML (1) +2(logé +v—1)) p.s.,
ou 7y est la constante d’Euler, et M/ _(1) satisfait la version p.s. de l’équation dite de Quicksort :
ML (1) = UM'OQ(O)(l) +(1- U)M'OQ(I)(l) +2UlogU +2(1 —=U)log(l-U)+1,
ot ./\/1’007(0)(1) et Mf)o,(l)(l) sont des copies indépendantes de M’ (1), indépendants de U.

Ceci est une version p.s. de I’équation dite de quicksort, sujet de nombreuses recherches ces derniéres
années (Fill, Janson, Devroye, Neininger, Rosler, Riischendorf [57, 58, 48, 90, 103, 102]).

3.3 Convergence du profil

La moyenne du profil est parfaitement connue: on a E (U & (n)) = 2’“57(1]“) /n! ou SY(Lk) est un nombre

de Stirling de premiere espece. Hwang [66] a montré que pour ¢ > 0, lorsque n — oo et k — oo tel
quer =k/logn < ¢:
(21log n)*

EUk(n) = W(l +o0(1)). (52)

On en déduit que pour tout £ > 0 :
nl—nz(ﬁ)

[(2)v2rk

logn

E Ug(n) =
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3 ABR ET MARTINGALES 3.3 Convergence du profil

ou le o(1) est uniforme pour k/logn < £ et 19 a été défini formule (42).
Une information de grande qualité sur le profil a été donnée par Jabbour & al. [42]:

p lim s (i~ M) ) =0, (54)
" oEhoell2, 29 EUk(n) 2log n

Commentaires

Le profil est donc fortement lié a la martingale limite. Ceci montre que la famille de martingales
M, (2) n’est pas seulement un expédient technique.

En utilisant (54) et (53) on peut montrer que le profil de PABR, correctement normalisé, converge
faiblement vers la courbe de Gauss (comme on le devine en voyant la figure suivante). Il suffit de
prendre k de la forme k = 2log n+ Ay/logn dans (54) et dans (53) et utiliser que Moo (k/(2logn)) —
Moo (1) =1.

Sur le dessin ci-dessous, on a simulé le nombre de feuilles sur les étages successifs d’un
ABR de taille 10%; il s’agit du profil dun seul arbre (aucune moyenne n’a été prise).

7e+06 -

5e+06 -

3et06 -

1et+06 -

0 I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70

On peut remarquer que pour deduire cette limite gaussienne, nous avons utilisé (54) seulement au
voisinage de z = 1. Ainsi, (54) donne beaucoup plus d’informations que cela.

L’approche de Jabbour & al. reposait sur des estimations L? de M,(z); ils pensaient que
Iintervalle [1.2, 2.8] pouvait étre étendu & I := (2 — 21/2,2 + 21/2) = (0.585... ,3.414...), intervalle
de z correspondant & la convergence L? de M., (2).

Nous avons montré une extension de leur résultat a tous les compacts de la zone surcritique
(d,e) = (0.373... ,4.311...), en montrant dans chaque compact une convergence LP, pour un p
dépendant du compact.

Théoréme 29 [8] P.s., pour tout compact K de (¢, c)

im su M_ k _
h” ko kp)EK<E(Uk(n)) Moo(Qlogn)> 0

logn

L’utilisation de la martingale de Yule est encore déterminante dans la preuve de ce théoreme. Les
controles uniformes utilisent des résultats de Biggins [35] et Bertoin & Rouault [34].
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1 COUPLE HAUTEUR-LARGEUR DES ARBRES BINAIRES

1 Couple hauteur-largeur des arbres binaires

Petit résumé de [13], travail commun avec P. Chassaing et M. Yor.

Soit E un arbre choisi uniformément parmi les arbres binaires ayant n noeuds internes. On note
W™ ga largeur, H™ sa hauteur. On peut exprimer W) et H(™ A l'aide de la PPL S (pile du
parcours en largeur) de E.

Sans trop de difficulté on peut montrer,

Nous nous intéressons a la loi jointe et nous prouvons,

H™M WM\ (@ /1 ds (s)
NeTReTY ARV O N =

Nous donnons deux preuves de ce résultat.

ELEMENTS DE LA PREMIERE PREUVE

Aldous [22, Th. 3] prouve que le couple de processus (tour,profil) des arbres de GW conditionnés
par leur taille converge, vers (2e,1/2), ou [ est le temps local au temps 1 de I'excursion e (il faut
bien str normaliser). Dans le cas des arbres binaires, avec la bonne normalisation on obtient, en
prenant le maximum

1 (d) 1
= (g®) pn) z
\/%(H W ) - (2 onglfg(l e(t), 5 I;lg%(l(:l)))

En utilisant le résultat de Jeulin [78] qui dit que le temps local de 'excursion brownienne est une
excursion changée de temps, on obtient une premiere preuve du résultat.

IDEES DE LA DEUXIEME PREUVE
La seconde preuve repose sur un raisonnement “discret”. Deux points sont importants :
- La pile du parcours en largeur d’un arbre binaire ayant 2n+1 noeuds est une excursion de Bernoulli
de longueur 2n (au dernier pas pres).
- le profil d’un arbre se lit sur la mrche de Lukaciewisz (voir page 13) S,,. En particulier :

e Le maximum du profil, qui est égal a la largeur, vaut a peu pres le maximum de la marche de
Bernoulli (car les points sur lesquels on cherche le maximum sont écartés au plus de lordre
de n'/? et donc les fluctuations entre ces points sont de I'ordre de n'/4).

e La longueur du vecteur profil est égal a la hauteur. Or si k est ’abscisse d’un point du profil, le
prochain point aura pour abscisse k+ Sy. Ainsi, en tenant compte du fait que les variations de
S, sont relativement lentes et que le temps local en 0 est petit, on peut dire que moralement,
j est I'abscisse d'un des points du profil avec “probabilité” 1/S;. Il s’ensuit, que la longueur
du vecteur profil est & peu pres > i>1 S%’ puis, en passant a la limite fol éds.
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2 LARGEUR DES ARBRES DE CAYLEY ET PARKINGS

2 Largeur des arbres de Cayley et parkings

Petit résumé de [12], travail commun avec P. Chassaing.

Les arbres de Cayley sont des arbres non ordonnés, dont les nceuds portent des étiquettes (ce
sont des graphes connexes acycliques). Ils possédent une représentation canonique sous la forme
d’un arbre ordonné (voir Spencer [106]). Cet arbre (sans les étiquettes) a la forme d’un arbre a
progéniture poissonnienne conditionnée par la taille.

Notons W, la largeur d’un arbre de Cayley ayant n noeuds. On a

% % max{e(s),s € [0,1]}.
Ceci est une conséquence de la convergence du profil des arbres de GW conditionnés vers le temps
local de 'excursion brownienne (voir Drmota & Gittenberger [49] et Pitman [96]) et du résultat de
Jeulin [78]; ceci peut aussi se montrer en utilisant le fait que la différence entre le maximum du
profil et de la PPL est petit.

Une question ouverte d’Odlyzko & Wilf [93] était la suivante : a-t-on également convergence des
moments ?

Nous avons répondu positivement & cette question en donnant aussi une borne sur la vitesse
de convergence. L’idée a été de construire les arbres de Cayley, ou plus précisément la PPL a
l’aide du processus empirique associé a n variables indépendantes, uniformes sur [0, 1]. Il s’est avéré
que la vitesse de convergence de la largeur des arbres de Cayley vers le maximum de ’excursion
brownienne était égale (a4 des miettes preés) a la vitesse de convergence du maximum du processus
empirique vers le maximum du pont brownien. Au passage, on donne une preuve élémentaire du
fait que le déplacement total dans une table de hachage uniforme (ou dans un probléme de parking
usuel) convergeait, normalisé par n3/2, vers l'aire sous I'excursion brownienne; on retrouve par 13,
de maniere élémentaire, le résultat de Flajolet & al. [60].
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3 RECHERCHE DU MAXIMUM D’UNE MARCHE ALEATOIRE

3 Recherche du maximum d’une marche aléatoire

Petit résumé de [14], en commun avec P. Chassaing et M. Yor.

On considere une marche aléatoire (Sy(k))iefo,n) de longueur n, telle que pour i > 1
Sn(i) = X1+ + X,

ou les (X;); sont i.i.d. et valent +1 avec probabilité 1/2.

On suppose que la marche nous est cachée ; on cherche a trouver le maximum de la marche en
s’enquérant de la valeur de S, (k) pour des valeurs de k de notre choix. Chaque question coiite 1.
La question est la suivante :

Quelle stratégie permet de trouver le maximum en posant le moins de questions ?

Odlyzko [92] a trouvé un algorithme qui, en moyenne, atteint la borne inférieure du cotit moyen de
tous les algorithmes pour le premier terme du développement asymptotique.

Dans ce travail, nous calculons la limite en loi de cet algorithme et exprimons son cout grace a
une fonctionnelle du brownien. D’autre part, on montre que l'algorithme proposé par Odlyzko
est également asymptotiquement optimal pour I'ordre stochastique : autrement dit, la fonction de
répartition de la limite de l'algorithme d’Odlyzko est une borne supérieure, point par point, pour
la limite supérieur des fonctions de répartition du cout de toute suite d’algorithmes.

C’est la premiere fois, a part cas triviaux, ou il est montré qu’un algorithme possede une telle
propriété.
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