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Prologue

Ce m�emoire comporte deux parties qui correspondent aux deux volets de
mon activit�e de recherche. Je dois ma formation en combinatoire �enum�erative
�a mes racines montr�ealaises et �a mon adoption par l'�equipe bordelaise en 1991.
Je dois �a Christophe Reutenauer de m'avoir form�e �a la combinatoire des mots.
D�es 1988, dans le cadre d'un s�eminaire qu'il dirigeait �a l'universit�e du Qu�ebec �a
Montr�eal, je faisais connaissance avec les mots de Lyndon ; en 1989, j'avais l'oc-
casion de rencontrer celui qui leur a donn�e naissance. Je garde pr�ecieusement
une d�edicace de Roger Lyndon, auteur de la pr�eface du premier ouvrage de
M. Lothaire [Lot83], et la montre �a tous ceux que je veux rendre envieux. Depuis
cette premi�ere rencontre avec les mots de Lyndon, j'ai travaill�e en combinatoire
des mots o�u je ne cesse de les revoir et d'en d�ecouvrir les innombrables facettes.
En 1991 j'ai fait la connaissance de Maylis Delest qui n'allait pas tarder �a me
d�ecrire les activit�es de son groupe autour du d�eveloppement du logiciel CalICo
pour la visualisation et la manipulation de structures combinatoires (probable-
ment seulement quelques heures apr�es avoir pos�e le pied en sol bordelais, o�u
je me retrouvais �a tanguer sur le bassin et �a manger des hû�tres pêch�ees � �a la
sauvette� autour de l'̂�le aux oiseaux). Mon goût pour l'exp�erimentation et le
calcul symbolique, qui s'�etait d�evelopp�e au travers du calcul de nombreuses bases
des alg�ebres de Lie libres, allait ici se retrouver en terrain connu. C'est aussi
Maylis qui m'a incit�e �a participer aux activit�es en visualisation de graphes qui
d�emarraient avec l'�equipe d'Amsterdam il y a pr�es de deux ans. Le d�etachement
qu'on m'accordait en 1998 m'a permis de me concentrer sur ce volet de mes ac-
tivit�es. Le travail accompli avec l'�equipe d'Amsterdam a renforc�e mon activit�e
dans ce domaine, et dans tous ses aspects.

Lors de la r�edaction du m�emoire, j'ai d�ecid�e de prendre le titre �M�emoire
d'habilitation �a diriger des recherches� au pied de la lettre et d'�ecrire un docu-
ment qui puisse convaincre le lecteur que les th�emes de recherche et probl�emes
que je d�ecris o�rent le potentiel que je leur accorde.

La premi�ere partie fait le point sur l'ensemble des r�esultats en � visualisa-
tion de graphes� que nous avons obtenus au cours des deux derni�eres ann�ees,
depuis la cr�eation du projet � Information Visualization� au CWI. Cette partie
ne contient pas de th�eor�eme, ni de preuve, comme le math�ematicien a l'habi-
tude de trouver dans ses lectures. Le projet est par nature pragmatique et
consiste �a mettre au point des techniques de visualisation pour les graphes ap-
paraissant dans divers domaines. Le projet est n�e, d'une certaine mani�ere, de
la demande d'une soci�et�e d'Amsterdam souhaitant visualiser les structures de
donn�ees internes g�en�er�ees par le compilateur qu'elle mettait alors au point. La
visualisation de graphes apparâ�t aussi naturellement, par exemple, lorsqu'on
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fouille une arborescence de �chiers ou un site web. Les r�eseaux, t�el�ephoniques
ou autres, sont encore d'autres exemples de graphes qu'il faut parfois visu-
aliser. Les graphes sont souvent de grande taille et leur visualisation ne peut
reposer que sur leur � dessin� (au sens o�u on l'entend dans le domaine du
�Graph Drawing�[BETT99], par exemple ; voir section 1.1.3). Une partie des
chercheurs en �visualisation d'information� se penche plus particuli�erement
sur la visualisation de graphes et plusieurs auteurs ont propos�e des alternatives
aux dessins classiques pour les graphes. Notre approche consiste �a exploiter la
panoplie de statistiques, aussi appel�ees m�etriques, sur les graphes et de baser
sur celles-ci le calcul d'attributs graphiques pour la repr�esentation des graphes.
Les m�etriques ne sont pas inconnues de la communaut�e de la visualisation d'in-
formation [CMS99], mais ne semblent pas avoir �et�e pleinement utilis�ees pour
enrichir la repr�esentation des �el�ements �a visualiser. C'est notre sentiment que
cette voie de recherche est tr�es prometteuse et doit être poursuivie.

Ce type de recherche ne peut être men�e en solitaire et exige un travail
d'�equipe de tous les jours. Je n'utilise pas ici le �nous� acad�emique, mais
le nous qui d�esigne les personnes qu'il faut r�eunir pour voir se r�ealiser tous les
aspects qui entrent en jeu dans ce type de projet. En particulier, et c'est l�a
une di��erence essentielle avec le travail de recherche th�eorique, il est n�ecessaire
d'exp�erimenter pour con�rmer nos r�esultats. Ainsi, une partie importante de
notre travail de recherche doit être consacr�ee au d�eveloppement d'outils d'-
exp�erimentation. Ce travail fait lui aussi apparâ�tre des probl�emes algorith-
miques sur les graphes [MH98] [BDM99], ou des probl�emes de g�enie logiciel pro-
pres �a la programmation avec les graphes et �a la visualisation. Nos derniers ef-
forts dans cette direction aboutiront �a un ensemble de classes Java qui pourront
être utilis�ees comme plate-forme de d�eveloppement d'un syst�eme de visualisa-
tion de graphes 1. Nous avons aussi �et�e en mesure de faire un �etat des lieux sur
la visualisation de graphes [HMM99a], dont certains �el�ements sont repris ici.

Je me suis limit�e dans ce m�emoire �a d�ecrire l'utilisation que nous avons
propos�ee des m�etriques sur les graphes et �a illustrer les r�esultats obtenus �a
l'aide de nombreuses �gures. Je reprends essentiellement le contenu des arti-
cles [HDM98], [HMM+99b] et [MHD98] ; je ne d�ecrirai pas le logiciel utilis�e pour
produire les �gures [HMRD99], et ne commenterai pas notre travail de con-
ception et de programmation plus r�ecent. Nous avons d'abord �etudi�e le cas
des arbres pour lesquels existe un vaste ensemble de m�etriques combinatoires.
Nos r�esultats s'�etendent au cas des graphes orient�es acycliques, qui sont une
g�en�eralisation naturelle des arbres, mais sont essentiellement calqu�es sur le cas
des arbres. Une vraie extension �a une classe de graphes plus vaste reste �a faire et
le m�emoire cherche en partie �a convaincre du potentiel de l'approche d�evelopp�ee
jusqu'�a maintenant pour ce cas plus g�en�eral.

Mon activit�e en combinatoire des mots remonte aux travaux de ma th�ese.
Je me concentre dans le m�emoire sur l'ensemble des r�esultats sur les mots in-
�nis que j'ai rassembl�es ces derni�eres ann�ees. La factorisation de Lyndon tient
dans cette seconde partie du m�emoire un rôle important. Mon premier travail en
combinatoire des mots [MR89] utilisait les mots de Lyndon pour montrer combi-
natoirement certaines identit�es dans les alg�ebres de Lie libres et autres alg�ebres
voisines. J'ai eu l'occasion par la suite d'apporter quelques contributions en com-
binatoire alg�ebrique [Mel93], [MR96], [DDKM94] mais je ne les commenterai

1Voir le site www.cwi.nl/InfoVisu.
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pas ici. Tous ces travaux montrent l'importance de la notion de factorisation
en combinatoire des mots, comme l'avait reconnu Sch�utzenberger [Sch59]. Dans
ce chap̂�tre de la combinatoire des mots, les mots de Lyndon tiennent un rôle
princier. Ils sont de presque toutes les batailles et aident souvent �a les gagner.

Les r�esultats que je pr�esente sont tous n�es de la factorisation de Lyndon
de mots in�nis. J'y montre comment le probl�eme du calcul de la factorisation
de Lyndon des mots in�nis peut mener �a mieux en cerner certains aspects. Le
cas important des mots sturmiens tient une place centrale dans cette seconde
partie et le calcul de leur factorisation de Lyndon a �et�e �a la source de plusieurs
questions les concernant. Les r�esultats de la derni�ere section sont nouveaux et
encore non publi�es. J'ai voulu pro�ter de l'occasion que m'o�rait la r�edaction de
ce m�emoire pour les annoncer et con�rmer la pertinence des questions soulev�ees
par le calcul de la factorisation de Lyndon des mots sturmiens. Comme c'est
souvent le cas dans ce domaine de la combinatoire des mots, les �enonc�es et
preuves sont techniques. Les preuves peuvent rarement être ramen�ees �a des
dessins, ou �a des manipulations de � viennotique� et je les ai souvent omises.
J'ai pr�ef�er�e faire apparâ�tre le cheminement qui m'a conduit dans cette direction
et, en restant concis, pr�esenter mes travaux comme un ensemble coh�erent de
r�esultats.

Aussi, j'ai r�esolument limit�e la discussion sur chacun des deux th�emes pour
que le m�emoire soit de taille raisonnable et facile �a lire. La partie sur la visual-
isation est par nature moins technique et reprend en d�etail certains des articles
qui sont �a sa source. La seconde partie contient un minimum de notations pour
permettre d'appr�ecier les r�esultats et leurs �enonc�es. Il faudra se rapporter aux
articles cit�es pour des preuves et une discussion plus compl�etes.
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Premi�ere partie

Visualisation de graphes
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1.1 Introduction

1.1.1 Visualisation d'information

La visualisation d'information pourrait être d�e�nie comme la visualisation
et la navigation de donn�ees abstraites. Cette d�e�nition englobe l'ensemble des
travaux qu'on retrouve dans le domaine, et qui remontent �a environ une dizaine
d'ann�ees [CMS99]. On connâ�t mieux le domaine de la visualisation scienti�que,
même si son nom peut laisser croire qu'il s'agit l�a d'une sous-discipline de la vi-
sualisation d'information. La visualisation scienti�que s'est d�evelopp�ee plus tôt,
r�epondant �a des besoins exprim�es principalement par des chercheurs. La visu-
alisation d'information s'est d�evelopp�ee de mani�ere ind�ependante, plus pr�es des
disciplines d'ing�enierie, menant �a des applications plus faciles d'acc�es. Leurs
m�ethodes et buts communs les ont r�ecemment rapproch�es, comme l'illustre
par exemple le Symposium �Data Visualization� co-sponsoris�e par la soci�et�e
IEEE et l'association Eurographics. Il est toutefois utile de mentionner certaines
di��erences entre les deux disciplines, dans le but de mieux cerner ce qui revient
en propre �a la visualisation d'information. La visualisation scienti�que se penche
habituellement sur des structures et des mod�eles math�ematiques, souvent con-
tinus. La visualisation d'information s'occupe de structures abstraites comme
les structures de donn�ees de programmes, structures hyperm�edias ou organi-
grammes. La di��erence fondamentale tient aux objets �etudi�es : les mod�eles ou
structures math�ematiques ont une g�eom�etrie associ�ee que le processus de vi-
sualisation doit inclure. S'il s'agit de chercher �a con�rmer une conjecture en
construisant une surface poss�edant certaines propri�et�es [HP97], la visualisation
doit se faire dans l'espace o�u le probl�eme est d�e�ni. Dans le cas de la visualisation
d'information, la g�eom�etrie doit souvent être invent�ee. Bien que la visualisation
se fasse �a partir d'une �gure dans le plan, la disposition des donn�ees a un im-
pact sur son analyse et c'est ce qu'il faut anticiper. Les aspects concernant les
interactions homme-machine rapprochent certainement les deux disciplines. On
retrouve d'ailleurs bon nombre de r�esultats en visualisation dans les actes de la
conf�erence annuelle ACM SIGCHI. La raison est qu'en visualisation scienti�que
les utilisateurs sont souvent des experts (non n�ecessairement informaticiens),
alors qu'en visualisation d'information ils peuvent être de niveaux d'expertise
vari�es. Le type de mat�eriel utilis�e pour la visualisation di��erencie aussi les dis-
ciplines. Il n'est pas rare d'utiliser des environnements tr�es sp�ecialis�es (comme
les CAVE) en visualisation scienti�que. La visualisation d'information se limite
souvent aux moyens informatiques plus communs.

1.1.2 Visualisation d'information et graphes

Une question naturelle se pose lorsqu'il s'agit de visualiser des donn�ees :
�Les donn�ees viennent-elles �equip�ees de relations ?�. Dans le cas o�u la r�eponse
est �Non�, la repr�esentation des donn�ees est �a inventer. C'est le cas pour des
donn�ees statistiques, par exemple, qui sont souvent visualis�ees comme des nu-
ages de points. Dans le cas o�u la r�eponse est �Oui�, les donn�ees �a visualiser
sont port�ees par un graphe, les sommets �etant les �el�ements de donn�ees et les
arêtes (ou arcs), les relations entre ceux-ci. C'est dans ce cadre que tout le reste
de la discussion va se situer. Les applications de la visualisation de graphes sont
vastes et justi�ent qu'elle constitue en soi une sous-discipline de la visualisation
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d'information. Un espace de �chiers est une structure hi�erarchique commune
pour tout informaticien. Qui n'a pas eu �a naviguer dans une telle structure �a la
recherche d'un �chier, pour �nalement se demander �O�u suis-je dans la struc-
ture maintenant ?�, �Comment dois-je proc�eder pour retrouver le �chier que
je cherche ?�. D'autres graphes familiers sont, par exemple, les organigrammes
ou les classi�cations taxonomiques d'esp�eces. Les sites web ou les historiques de
navigation sont un autre exemple. La biologie et la chimie utilisent aussi souvent
des arbres g�en�ealogiques et des sch�emas mol�eculaires ou g�en�etiques. Certaines
applications sont plus pr�es de l'informatique : syst�emes orient�es objets (bases
d'objets), structures de donn�ees (g�en�er�ees lors de la compilation, par exemple),
syst�emes temps-r�eels (syst�emes de transition, r�eseaux de P�etri), diagrammes
de 
ux de donn�ees, diagrammes entit�es-relations (UML et bases de donn�ees),
r�eseaux s�emantiques et de repr�esentations de connaissances, diagrammes PERT
(gestion de projet), diagrammes VLSI (circuits logiques) et syst�emes de gestion
de documents constituent une longue liste d'applications potentielles.

1.1.3 Graph Drawing

Pour visualiser un graphe, il faut certainement commencer par le dessiner
et on peut se demander en quoi la visualisation de graphes se di��erencie du
probl�eme d'en trouver un dessin (une repr�esentation dans le plan, par exemple,
o�u les sommets sont des points et les arcs, des courbes). Tous les algorithmes
de positionnement et les algorithmes de recherche de propri�et�es (le graphe
est-il planaire, est-il acyclique ?) constituent un arsenal �a disposition pour le
d�eveloppement d'une strat�egie de visualisation d'un graphe. Mais les aspects
concernant la navigation ou l'exploration d'un graphe ne sont habituellement
pas pris en compte par les algorithmes de dessin. La visualisation de graphes
se d�eroule souvent de mani�ere interactive et n�ecessite une r�eaction en temps
r�eel du syst�eme de visualisation, qui doit alors reposer sur des algorithmes de
faible complexit�e. La navigation du graphe n�ecessite elle-même le d�eveloppement
de techniques propres et ind�ependantes du dessin du graphe. Le zoom ou le
recadrage du dessin du graphe sont certainement les outils les plus basiques
pour la navigation. Les techniques �Focus + Contexte� consistent �a o�rir un
niveau de d�etail plus grand pour une partie du graphe, tout en maintenant une
vue de la globalit�e de la structure. L'e�et de distorsion �Fish-eye� [SB92] est
certainement la technique de ce type la plus connue. Certains travaux r�ecents
qui s'int�eressent �a l'utilisation de la g�eom�etrie hyperbolique obtiennent des e�ets
similaires [LRP95, Mun97]. Une autre approche consiste �a d�evelopper des indices
visuels pour aider l'utilisateur �a d�evelopper des rep�eres et �a structurer son ex-
ploration [HDM98, HMM+99b]. C'est dans ce dernier chap̂�tre que se situent les
contributions qui seront d�ecrites dans ce m�emoire.

Nous allons dans un premier temps d�ecrire comment visualisation de graphes
et dessin de graphes (�Graph Drawing�) se comparent et di��erent. Les deux
disciplines ont de mani�ere �evidente beaucoup �a tirer l'une de l'autre. On retrouve
d'ailleurs nombre d'articles concernant la visualisation de graphes dans les der-
ni�eres �editions des actes de la conf�erence �Graph Drawing�. Le probl�eme du
dessin d'un graphe se formule simplement : Etant donn�e un ensemble de som-
mets et d'arêtes (ou d'arcs), calculer les positions des sommets et les courbes
�a dessiner pour repr�esenter le graphe. La bibliographie comment�ee de Battista
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et al. [BETT94] rassemble plus d'une centaine d'articles qui se penchent sur
le probl�eme de d�e�nir et d'�evaluer ce qu'est un bon ou un beau dessin pour
un graphe. Et c'est l�a o�u le probl�eme devient plus di�cile. Il n�ecessite alors de
d�e�nir des cat�egories pour les algorithmes, soit en fonction des graphes auxquels
ils s'appliquent, soit en fonction du type de dessins qu'ils produisent. Par exem-
ple, la notion de planarit�e introduit �a la fois le probl�eme de tester si un graphe
admet une repr�esentation planaire (sans croisement des arêtes), et celui d'en
calculer une (s'il en existe). Une extension de cette notion, o�u le dessin non
seulement doit être planaire mais o�u les arcs doivent aller dans une direction
privil�egi�ee (upward-planarity), est une sous-cat�egorie comprenant des probl�emes
de dessin de graphes parmi les plus di�ciles [BETT99, Chap. 6]. La �gure 1.1
reproduit la classi�cation des algorithmes les plus connus et utilis�es [MGB+98].
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Fig. 1.1: Classi�cation des algorithmes de dessins de graphes [MGB+98].

Le probl�eme de la mesure de la beaut�e du dessin d'un graphe est tradition-
nellement pos�e en termes de r�egles esth�etiques que l'algorithme doit respecter.
Des exemples : la distance entre deux sommets voisins peut être �x�ee, les arêtes
ne doivent pas être des lignes bris�ees, les croisements d'arêtes doivent êre �evit�es,
deux sous-graphes isomorphes doivent être dessin�es de mani�eres identiques, etc.
Le livre de Battista et al. en donne une liste compl�ete [BETT99]. Certaines r�egles
sont motiv�ees par des probl�emes pratiques ; minimiser l'aire totale occup�ee par
le graphe peut être essentiel pour certaines applications. Des travaux r�ecents
se sont pench�es sur la pertinence de ces r�egles. Purchase [Pur98] a�rme : � [...]
r�eduire le nombre de croisement d'arêtes est de loin le crit�ere le plus impor-
tant, alors que minimiser le nombre de lignes bris�ees pour les arêtes et repro-
duire des structures isomorphes de mani�ere identique ne semblent pas être des
r�egles d�eterminantes.� (voir aussi [PCJ95]). D'autres travaux se sont pench�es
sur les di��erences de perception selon le type de dessin propos�e pour un même
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graphe [BMK95, DC98]. Les �etudes d'utilisabilit�e sont encore peu fr�equentes en
visualisation d'information et on peut s'attendre �a ce qu'elles prennent de l'im-
portance dans le futur et contribuent �a cerner les probl�emes importants de la
discipline.

Le probl�eme de dessiner un graphe a introduit un certain nombre de sous-
probl�emes pour lesquels des solutions ont �et�e propos�ees. Ainsi s'est d�evelopp�e un
ensemble d'algorithmes qui ne sont pas des algorithmes de dessin en soi, mais qui
s'occupent d'�etapes de calculs pr�eliminaires au calcul des positions des �el�ements
du graphe. Les cadres du côt�e gauche du diagramme de la �gure 1.1 en �evoquent
quelques-uns : partitionnement des sommets par couches, extraction d'un sous-
graphe planaire, etc. Certains des probl�emes pos�es par ces r�egles esth�etiques
correspondent �a des probl�emes de grande complexit�e. Par exemple, la minimi-
sation des croisements des arêtes, même dans le cas des graphes bipartis, est un
probl�eme NP-hard [GJ83, EW94]. Cet �etat de fait a motiv�e le d�eveloppement
de nombreuses heuristiques [ES90, BETT99]. Le cadre �Crossing Minimiza-
tion� de la �gure 1.1 contient une liste des heuristiques les plus utilis�ees pour la
minisation des croisements d'arêtes et apparâ�t comme une �etape de pr�e-calcul
pour le dessin d'un graphe (quelconque) pour lequel cet objectif est recherch�e.

Fig. 1.2: Vue partielle d'un arbre de 30 000 sommets

En visualisation de graphes, le probl�eme de la taille des graphes �a visualiser
est majeur. La plupart des algorithmes de dessin de graphes doivent être �ecart�es
comme seule approche pour visualiser ces graphes, essentiellement �a cause de
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leur trop grande complexit�e. Mais la complexit�e des algorithmes de dessin n'est
pas le seul obstacle �a contourner lors de la visualisation d'un graphe de grande
taille. Un algorithme peut tr�es bien être ine�cace, pour un graphe de milliers de
sommets, �a produire une vue qui permette d'interagir avec celui-ci. Le dessin de
l'arbre de la �gure 1.2 a �et�e obtenu par l'algorithme de Reingold et Tilford, qui
est l'un des algorithmes de dessin d'arbres classiques les plus connus. Sa com-
plexit�e lin�eaire et son aptitude �a produire des dessins voisins pour des arbres qui
di��erent peu en font un outil central pour la visualisation d'arbres. Cependant,
l'arbre de la �gure 1.1.3 (dont on ne donne qu'une vue partielle) contient pr�es
de 30 000 sommets et il est clair que les feuilles de l'arbre sont trop rapproch�ees
pour qu'un utilisateur puisse questionner les donn�ees sous-jacentes �a celles-ci
sans avoir au pr�ealable �a naviguer, en zoomant ou en appliquant des �ltres (mise
en relief des feuilles ayant certaines propri�et�es, par exemple). C'est pr�ecis�ement
ici que se di��erencie les deux disciplines. La visualisation de graphes doit se
pr�eoccuper de concevoir des outils de navigation pour surmonter les probl�emes
pos�es par la taille des graphes, ou de mani�ere g�en�erale, par la complexit�e de
l'information sous-jacente au graphe. Des approches nouvelles qui s'�eloignent de
la perspective traditionelle du �Graph Drawing� ont d�ej�a �et�e propos�ees pour
la visualisation de grands graphes. NicheWorks [Wil97] permet de visualiser des
hi�erarchies de plusieurs dizaines de milliers de sommets. Des sommets appar-
tenant �a une composante �a forte connectivit�e sont alors plac�es �a proximit�e,
et les arêtes sont tout simplement omises pour all�eger la repr�esentation (�g-
ure 1.3). H3Viewer [Mun98] mise sur la g�eom�etrie hyperbolique pour visualiser
des hi�erarchies de grande taille ; l'argument principal ici est que si le nombre
de sommets dans un arbre crô�t de mani�ere exponentielle, l'espace disponible
pour le dessiner ne crô�t que de mani�ere lin�eaire, dans le monde euclidien. La
g�eom�etrie hyperbolique permet alors de pro�ter d'une croissance en espace qui
suit celle de l'arbre. L'utilisation de la troisi�eme dimension a aussi �et�e propos�ee,
l'espoir �etant que cette dimension additionelle donne litt�eralement �plus d'es-
pace� (cf le survey [HMM99a] qui discute des techniques de visualisation de
graphes en 3D).

1.1.4 Partitionnement des donn�ees et r�eduction de la com-

plexit�e visuelle

Une voie semble prometteuse pour la visualisation de graphe de grande taille.
Nous l'avons d�ej�a mentionn�e, encore peu de travaux ont �etudi�e les aspects cog-
nitifs de la visualisation des graphes. Il est encore di�cile de d�eterminer la
taille optimale du graphe, quand il s'agit de permettre �a un utilisateur de com-
prendre et analyser les informations qui s'y trouvent. Mais on peut penser que
ce nombre doit être petit, même si une vision globale de la structure peut lui
permettre d'�elaborer sa strat�egie d'exploration. Dans ce sens, il est certaine-
ment important d'envisager de r�eduire la taille des graphes �a visualiser. Cette
approche est connue sous le nom de � clustering� [Eve74, Mir96] (ou encore
� clumping�, � grouping�, ou � classi�cation�) ; nous utiliserons le substantif
plus fran�cais � partitionnement� bien que l'on puisse envisager de d�ecouper les
donn�ees en sous-ensembles non-disjoints. Le partitionnement des �el�ements d'un
graphe pr�esente deux variantes essentielles. On peut le baser purement sur la
structure du graphe, ou alors utiliser une information contextuelle | on parle
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Fig. 1.3: Dessin de grands graphes { all�egement de la repr�esentation par sup-

pression des arcs

alors de partitionnement s�emantique. Les techniques de partitionnement, struc-
turel ou s�emantique, sont nombreuses. Les probl�emes pos�es en termes de parti-
tionnement de donn�ees apparaissent naturellement dans la discipline du �data
mining�, par exemple, mais aussi dans des disciplines vari�ees et non n�ecessai-
rement voisines. Le r�ecent survey de Alpert [AK95] donne une liste compl�ete
des techniques existantes (telles qu'on les utilise dans le domaine de la concep-
tion des circuits logiques). Bon nombre de techniques cherchent �a calculer une
partition des sommets du graphe qui satisfait une contrainte d'optimisation.
C'est le cas de la plupart des algorithmes que Alpert place dans la cat�egorie
�Combinatorial Formulations� [AK95, Sect. 5]. Chacun des algorithmes, bien
que g�en�erique, laisse voir le champ d'applications qui lui a donn�e naissance.
C'est le cas, par exemple, de l'algorithme Min-Delay de Lawler et al. [LLT69] qui
cherche �a minimiser les d�elais dans un r�eseau digital (digital network). D'autres
techniques reposent sur le calcul de 
ots maximum (ou minimum), et il faut
alors traduire le probl�eme de partitionnement en d�e�nissant le 
ot appropri�e.
D'autres algorithmes basent le partitionnement sur un premier positionnement
des sommets du graphe ; le partitionnement se fait alors selon les coordonn�ees
assign�ees aux sommets [DGK98].

Les techniques de partitionnement ont �et�e utilis�ees de fa�cons diverses en
visualisation d'information, mais n'ont pas encore �et�e explor�ees de mani�ere ex-
haustive. Le syst�eme Narcissus [HDWB95] permet d'obtenir et de visualiser le
partitionnement des �el�ements d'un graphe en animant un algorithme de position-
nement bas�e sur un mod�ele de forces (Force-Directed placement) : les sommets
sont assimil�es �a des corps sur lesquels agissent des forces d�etermin�ees par les
arêtes du graphe. Un travail r�ecent [He 99] partitionne les �el�ements d'un graphe
mod�elisant un r�eseau et introduit de nouveaux sommets autour desquels ils pla-
cent les sommets regroup�es lors du partitionnement. Ils ne dessinent alors des
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arêtes qu'entre ces nouveaux sommets, r�eduisant ainsi la complexit�e visuelle
du dessin. D'autres auteurs d�e�nissent la forme que peuvent prendre les m�eta-
sommets, ou d�e�nissent des icônes ou des textures �a utiliser pour les repr�esenter
(cf, par exemple, [FS98]). C'est notre sentiment que l'utilisation des techniques
de partitionnement en visualisation doit permettre de d�e�nir de nouvelles tech-
niques de navigation des graphes. Nous indiquerons comment les r�esultats qui
seront pr�esent�es dans les sections �a venir peuvent être vus comme une contri-
bution dans cette voie.

Nous allons d'abord d�e�nir ce que nous entendons par �m�etrique� associ�ee
aux sommets (ou aux arêtes ou arcs) d'un graphe. Les combinatoristes parlent
plus volontiers d'une � statistique�, mais nous nous en tiendrons �a la termi-
nologie accept�ee en visualisation d'information1. Nous indiquerons comment
une m�etrique peut être utilis�ee pour induire des attributs graphiques dans la
repr�esentation d'un graphe. Les m�etriques utilis�ees peuvent d�ependre du type de
graphes �a visualiser. Nous nous concentrerons d'abord sur le cas, important, des
arbres, puis sur celui des graphes orient�es acycliques qui sont une g�en�eralisation
naturelle des arbres. Nous indiquerons ensuite comment ces mêmes mesures per-
mettent de calculer ce que nous appelons le squelette d'un graphe. Les r�esultats
que nous pr�esentons sont le fruit de recherches et d'exp�erimentations qui se sont
d�eroul�ees sur les deux derni�eres ann�ees et qui ont d�ej�a fait l'objet de publica-
tions [HDM98, HMM+99b, MHD98, HMRD99]. Les id�ees sous-jacentes sont sou-
vent simples. Cependant, les e�orts qui ont �et�e n�ecessaire �a leur mise-en-oeuvre
doivent être mentionn�es. Le logiciel utilis�e pour produire les images pr�esent�ees
dans le texte a permis d'impl�ementer et de valider les techniques d�ecrites dans
ce chap̂�tre. Bien que nos r�esultats ne portent pas sur le dessin de graphes en
tant que tel, il nous a aussi �et�e n�ecessaire d'impl�ementer des versions adapt�ees
d'algorithmes de dessin connus.

Chacun des paragraphes du texte suit la même logique et pr�esente une id�ee
de l'ensemble de notre travail. Apr�es une br�eve description des id�ees mises en
avant, nous pr�esentons des �gures pour les illustrer. Le chap̂�tre se termine
par un commentaire critique concernant les valeurs des id�ees pr�esent�ees. Nous
concluons en indiquant les g�en�eralisations et directions de recherche qu'elles
sugg�erent.

1.2 M�etriques combinatoires et visualisation

de graphes | le cas des arbres

Schneiderman [Sch96] sugg�ere que lors de l'exploration, l'utilisateur d�evelop-
pe d'abord une image de la globalit�e de la structure, pour ensuite appliquer
une s�equence de �ltres ou de transformations avant d'arriver �nalement aux
d�etails port�es par la structure. La n�ecessit�e de pr�eserver cette image mentale
que d�eveloppe l'utilisateur de la structure a �et�e �evoqu�ee dans de nombreux
travaux [Nor95, MELS95, HDM98]. Ce constat con�rme la n�ecessit�e de pro-
poser �a l'utilisateur des indices visuels pour l'aider �a former cette image et �a
la pr�eserver au cours de son exploration. La �gure XX montre deux images du

1Cette appellation n'a donc rien en commun avec le sens qu'on lui prête habituellement en

math�ematiques.
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même arbre. L'image du bas est enrichie d'indices visuels et indique l'importance
relative d'un sous-arbre en attribuant �a la couleur de ses arêtes une intensit�e et
une �epaisseur variable. L'intensit�e attribu�ee �a un sommet (ou une arête ou un
arc) d�epend d'une valeur num�erique associ�ee �a chaque sommet de l'arbre.

Fig. 1.4: Dessin d'un arbre. Sans attributs (haut) et avec attributs graphiques

(bas).

Une m�etrique est une application associant �a chaque sommet d'un graphe
une valeur num�erique. Nous parlerons aussi de la m�etrique d'un sommet pour
d�esigner la valeur qui lui est associ�ee. Dans certains cas, un sommet du graphe
peut avoir un sous-graphe associ�e et sa valeur peut alors être interpr�et�ee comme
une mesure associ�ee au sous-graphe. La m�ethode que nous proposons suppose
donn�ee une m�etrique pour le graphe �a visualiser. Des attributs graphiques du
dessin du graphe sont ensuite calcul�es, bas�es sur l'ensemble des valeurs des
�el�ements du graphes pour la m�etrique utilis�ee.

Cette id�ee, formul�ee de mani�ere aussi g�en�erale, est d'une d�ecevante sim-
plicit�e. Elle peut cependant être d�elicate �a mettre en oeuvre. Le choix de la
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m�etrique �a calculer est d�eterminant. Il faut �evidemment veill�e �a ce qu'elle ait un
sens pour l'utilisateur. Le but recherch�e doit être de concevoir une m�etrique qui
r�e
�ete le degr�e d'int�erêt que l'utilisateur peut avoir pour un sommet ou pour
son voisinage dans le graphe. De plus, les valeurs calcul�ees ne se soumettent
parfois pas �a une utilisation directe. Il faut alors composer la m�etrique avec
une autre application a�n de pouvoir travailler dans un intervalle ad�equat. On
peut penser aux triplets de nombres 
ottants d�e�nissant souvent la couleur dans
les applications ; ces valeurs sont habituellement situ�ees dans l'intervalle [0; 1].
Cette contrainte impose donc que les valeurs m�etriques des sommets du graphes
soient envoy�es dans l'intervalle [0; 1]. Plusieurs applications peuvent alors être
utilis�ees et toutes sont susceptibles de produire des e�ets di��erents.

La combinatoire �enum�erative regorge de nombre d�e�nis sur les graphes pour
en mesurer les propri�et�es. Le degr�e d'un sommet (degr�e entrant ou degr�e sortant
dans le cas d'un graphe orient�e) est certainement l'exemple le plus �el�ementaire.
La distance �a un sommet �xe du graphe est un autre exemple. Dans le cas
o�u le graphe est un arbre et o�u le sommet choisi est la racine, la valeur qu'on
obtient est appel�ee la profondeur du sommet dans l'arbre. La profondeur de
l'arbre est, elle, �egale �a la valeur maximale atteinte par ses sommets et peut
se d�e�nir de mani�ere r�ecursive (cf Eq. (1.3)). Botafogo et al. [BRS92], dans un
travail se penchant sur la conception de documents hypertextes, mentionnent
ces deux exemples et beaucoup d'autres bas�es sur le calcul des distances dans un
graphe. L'�etude des r�eseaux en psychologie ou en sociologie utilise des m�etriques
sp�eci�ques qui permettent de quanti�er d'autres aspects des graphes �etudi�es
dans ces disciplines [BKW99].

1.2.1 Premiers exemples de m�etriques

L'approche d�ecrite dans ce paragraphe a d�ej�a �et�e expos�ee dans un cadre
l�eg�erement plus restreint [HDM98].

La m�etrique profondeur que nous avons d�e�nie plus haut n'est qu'une des
nombreuses m�etriques d�e�nies pour les arbres (on parle aussi parfois de la hau-
teur d'un sommet dans l'arbre). Nous avons aussi mentionn�e que dans un arbre,
tout sommet induit un sous-arbre, celui des sommets qui sont ses descendants.
Nous identi�erons souvent le sommet et son sous-arbre et parlerons sans dis-
tinction de la m�etrique du sommet ou de la m�etrique de son sous-arbre as-
soci�e. La largeur d'un sous-arbre donne le nombre de feuilles qu'il contient.
Le nombre de Strahler d'un arbre binaire se d�e�ni r�ecursivement et exige que
nous introduisions quelques notations. Un arbre binaire est identi��e �a un triplet
B = (r; B1; B2) o�u r est sa racine et B1 et B2 sont respectivement ses sous-
arbres gauche et droit. On d�esignera par s(B) le nombre de Strahler d'un arbre
binaire. Il se d�e�nit par :

s(B) =

8<
:

1 si B est r�eduit �a un sommet
s+ 1 si s = s(B1) = s(B2)
max(s(B1); s(B2)) si s(B1) 6= s(B2)

(1.1)

La �gure 1.5 illustre le calcul du nombre de Strahler pour tous les som-
mets d'un arbre binaire. Ces nombres avaient �et�e introduits par Horton [Hor45],
repris plus tard par Strahler [Str52], pour �etudier la morphologie de bassins
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hydrologiques mod�elis�es par des arbres binaires. Il a depuis �et�e utilis�e en in-
fographie pour produire des images r�ealistes d'arbres [VEJA89, DK96], et en
biologie mol�eculaire [VC85]. Il apparâ�t donc comme une mesure quantitative
de la structure d'un arbre.

1

1 1

1 1

2 2

3

2

Fig. 1.5: Nombre de Strahler des arbres binaires.

Les arbres que nous allons consid�erer seront d'arit�es quelconques et il nous
faut d�e�nir pour ceux-ci une m�etrique qui g�en�eralise le nombre de Strahler
pour les arbres binaires. Plusieurs g�en�eralisations sont possibles. Introduisons
d'abord les notations n�ecessaires. Nous identi�erons un arbre d'arit�e quelconque
avec un n-uplet (r; T1, . . . , Tk) o�u T1, . . . , Tk sont eux-mêmes des arbres d'arit�es
quelconques. Dans [HDM98], nous avions propos�es une extension du nombre de
Strahler en posant :

s(T ) =

8><
>:

1 si T est r�eduit �a un sommet
s+ k � 1 si s = s(T1) = � � � = s(Tk)
max(s(T1); : : : ; s(Tk)) +
k � 2

sinon

(1.2)
On voit facilement que cette m�etrique co��ncide avec le nombre de Strahler

d�e�ni en (1.1) lorsqu'appliqu�e aux arbres binaires (cf �gure 1.6). D'autres g�e-
n�eralisations sont possibles. On sait que le nombre de Strahler d'un arbre bi-
naire calcule le nombre de registres n�ecessaires �a l'�evaluation d'une expression
arithm�etique ayant cet arbre pour structure sous-jacente (on n'utilise pas l'asso-
ciativit�e des op�erations). On peut g�en�eraliser le nombre de Strahler de mani�ere
�a pr�eserver cette propri�et�e [DF99], et le d�e�nir pour qu'il donne pr�ecisement
cette valeur. Nous ne donnerons pas ici d'expression explicite pour son calcul.

On peut aussi donner des d�e�nitions pr�ecises pour la profondeur d(T ) et la
largeur w(T ) d'un arbre T quelconque. Elles sont :

d(T ) =

�
0 si T est r�eduit �a un sommet
max(d(T1; : : : ; d(Tk)) + 1 sinon

(1.3)

et

w(T ) =

�
1 si T est r�eduit �a un sommet
w(T1) + � � �+ w(Tk) sinon

(1.4)
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Fig. 1.6: Nombre de Strahler des arbres d'arit�e quelconque.

La �gure 1. illustre les m�etriques largeur et profondeur pour un arbre quel-
conque. Il existe encore d'autres exemples de m�etriques. Le nombre de sommets
d'un arbre est aussi une m�etrique pour laquelle on peut donner une formulation
similaire aux �equations (1.2), (1.3) et (1.4). Une autre m�etrique possible est la
longueur de cheminement (la somme des longueurs des chemins d'un sommet �a
toutes ses feuilles). Nous ne donnerons pas une liste exhaustive des m�etriques
sur les arbres. Nous aurons plus loin l'occasion de d�e�nir d'autres m�etriques (cf
section 1.3).
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Fig. 1.7: M�etriques profondeur (gauche) et largeur (droite).

1.2.2 D�e�nition d'attributs graphiques

Toutes les m�etriques sur les arbres d�e�nies plus haut sont croissantes lorsque
l'on parcourt un chemin allant d'un sommet vers la racine. La largeur et le
nombre de Strahler sont des m�etriques croissantes au sens large, la profondeur
l'est au sens strict. Il est raisonnable de penser que c'est l�a une caract�eristique
de la plupart des m�etriques � naturelles� d�e�nies sur les arbres. Il est aussi
raisonnable d'a�rmer que les �el�ements plus pr�es de la racine de l'arbre sont
plus importants dans la structure. Cette interpr�etation est con�rm�ee par les
travaux de Horton et Strahler et est certainement plausible dans le cas o�u l'arbre
repr�esente une arborescence de �chiers, et pour les autres m�etriques que nous
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avons d�e�nies. Il est donc logique de chercher �a faire ressortir les �el�ements de
l'arbre associ�es aux valeurs les plus �elev�ees.

La �gure 1.4 en page 22 illustre l'e�et obtenu lorsqu'on utilise le nombre de
Strahler (1.2) pour d�e�nir la couleur et l'�epaisseur des arêtes de l'arbre. L'arbre
est dessin�e avec l'algorithme classique de Reingold-Tilford [RT81]. Il apparâ�t
sans attribut graphique en haut (toute les arêtes ont même couleur et même
�epaisseur), et avec attributs graphiques au bas de la �gure. Cet indice visuel
permet de localiser les sommets correspondant aux sous-arbres les plus impor-
tants au sens de la m�etrique de Strahler.

Fig. 1.8: Vue enrichie d'un arbre ; positionnement radial et m�etrique � largeur�.

Le calcul des attributs graphiques, dans ce cas pr�ecis, se fait en deux �etapes.
On choisit d'abord des �epaisseurs minimale et maximale m, M pour les arêtes
et l'intervalle des valeurs m�etriques est mis en bijection avec l'intervalle [m;M ].
Dans le cas de la �gure 1.4, l'�epaisseur d'une arête (v; v0) orient�ee vers la racine
est �egale au nombre de l'intervalle [m;M ] associ�e au sommet v. On dessine
alors pour chaque arête un rectangle. Pour obtenir un e�et plus continu on peut
calculer pour chaque arête un quadrilat�ere en utilisant les deux valeurs associ�ees
�a v et v0. L'e�et obtenu est similaire �a un r�eseau de cours d'eau, les segments
les plus larges transportant une somme d'information plus importante. On peut
ensuite choisir une couleur et faire varier la saturation de la couleur en fonction
des valeurs m�etriques des sommets.

La �gure 1.8 illustre le même arbre, mais dessin�e avec l'algorithme de posi-
tionnement radial [Ead92]. C'est l�a un point important. Les m�etriques que nous
avons introduites plus haut sont � structurelles�, dans le sens o�u elles sont
d�e�nies pour l'arbre lui-même, sans rapport avec la repr�esentation qu'on en
donne. Ainsi, notre technique n'est pas tributaire de l'algorithme de position-
nement utilis�e, mais peut a priori être appliqu�ee �a toutes repr�esentations des
arbres. Par exemple, la �gure 1.9 illustre le r�esultat obtenu lorsque l'algorithme
de positionnement place les sous-arbres dans des �ballons� [MH98].

On peut bien entendu imaginer d'autres variantes pour enrichir les repr�esen-
tations des arbres. On peut, par exemple, induire un d�egrad�e de couleur le long
d'une arête pour adoucir la variation de couleur le long d'un chemin de la racine
vers une feuille. (Nous ne proposons pas de �gure ici �a cause de la qualit�e trop
pauvre des images �a l'impression). On pourrait de la même mani�ere chercher �a
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Fig. 1.9: Vue (partielle) enrichie d'un arbre ; positionnement � ballon� et

m�etrique de Strahler.

obtenir des e�ets de volume, de relief et/ou d'ombre en dessinant les graphes en
3D.

1.2.3 B�en�e�ces pour la navigation

L'objectif recherch�e ici est de concevoir, en se basant sur les valeurs m�etriques
des �el�ements de l'arbre, des indices visuels qui donnent une information quanti-
tative sur la complexit�e de l'arbre. Il faudrait, pour a�rmer sans aucun doute
le b�en�e�ce acquis pour la navigation de l'arbre, pouvoir e�ectuer une �etude
aupr�es d'utilisateurs. Les exemples �etudi�es semblent toutefois indiquer que les
attributs graphiques aident l'utilisateur dans son exploration de l'arbre. Nous
allons d�e�nir plus loin d'autres types d'attributs qui viendront renforcer cette
a�rmation. La �gure 1.9 plus haut montre une partie d'un arbre apr�es zoom et
recadrage. On peut d�ej�a, �a partir de cet exemple, constater le b�en�e�ce obtenu
pour la navigation. Il semble impossible, sans les attributs graphiques, d'a�rmer
par exemple o�u se trouve la racine de l'arbre ou de trouver le chemin �a suivre
pour aller dans la direction de sous-arbres de relative importance, mais invis-
ibles �a l'�ecran. Dans ce cas, les veines de couleur aident l'utilisateur dans son
choix. Elles indiquent clairement que pour retrouver la racine il faut suivre la
veine de couleur qui remonte vers le nord-ouest. On peut aussi observer que,
bien qu'on ne les voit pas, des sous-arbres relativement importants se trouvent
dans la direction sud-ouest.

1.2.4 Choix de la m�etrique

Les m�etriques (1.2), (1.3) et (1.4) que nous avons pr�esent�ees jusqu'ici n'ont
pas de caract�ere universel. Leur qualit�e tient dans leur capacit�e �a quanti�er
l'importance d'un sous-arbre d'un sommet dans le r�eseau sous-jacent �a l'arbre
�etudi�e. Elles n'ont de valeur que dans le cas o�u la mesure fournie est pertinente
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par rapport au contexte. Ce qu'il faut en retenir est plutôt le sch�ema de calcul
qui est suivi pour attribuer une valeur aux sommets de l'arbre. Il serait futile
de chercher �a caract�eriser les domaines pour lesquels une m�etrique donn�ee est
pertinente, ou de chercher �a dresser un catalogue des variantes d'une m�etrique
pour tous les domaines d'applications possibles.

Fig. 1.10: Attributs visuels pour les versions avec (haut) et sans poids (bas)

pour la m�etrique de Strahler.

Mais �etant donn�e une application, l'impl�ementeur voudra certainement adapter
une m�etrique �a son contexte. On peut imaginer que des poids (valeurs num�eriques)
soient attach�es aux sommets de l'arbre. Par exemple, dans le cas o�u l'arbre
repr�esente une arborescence de �chiers, chaque feuille pourrait avoir un poids
r�e
�etant la taille du �chier correspondant. On peut alors utiliser une version
� pond�er�ee� de la m�etrique a�n de r�epercuter ce poids tout au long du calcul
en remontant vers la racine. De mani�ere plus g�enerale, on peut admettre pour
tout sommet, donc pour tout sous-arbre T , un poids !(T ) qui peut être nul.
Par exemple, la version pond�er�ee de la m�etrique de Strahler se d�e�nirait comme
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suit :

s(T ) =

8>><
>>:

1 + !(f) si T est r�eduit �a un feuille f
s+ k � 1 + !(T ) si s = s(T1) = � � � = s(Tk)
max(s(T1); : : : ; s(Tk)) +
k � 2 + !(T )

sinon

(1.5)

Fig. 1.11: Les m�etriques Strahler (haut) et largeur (bas) appliqu�ee au même

arbre induisent des attributs visuels sensiblement di��erents.

Noter que la valeur obtenue n'est pas �egale au nombre de Strahler de l'arbre
auquel on doit ajouter le poids de sa racine. La �gure 1.10 illustre le même arbre,
avec attributs graphiques sans poids (vue du bas) et avec poids (vue du haut).
Seulement certains sommets ont un poids non-nul. Comme on s'y attend, les
sous-arbres avec poids ressortent de mani�ere plus �evidente. Nous discuterons
plus loin (section 1.3.3) d'autres fa�cons d'adapter au contexte les m�etriques
utilis�ees.

L'introduction d'une d�ependance par rapport au contexte ne lib�ere pas le
concepteur du choix de la m�etrique �a impl�ementer pour r�e
�eter le degr�e d'int�erêt
de l'utilisateur pour certaines composantes de l'arbre. Des �el�ements di��erents
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du même arbre seront mis en �evidence selon la m�etrique choisie. La �gure 1.11
montre une vue partielle d'un arbre dont la repr�esentation est enrichie �a l'aide de
deux m�etriques di��erentes. On observe que le sous-arbre plac�e au coin inf�erieur
droit est mis en �evidence avec la m�etrique de Strahler (�gure du haut) alors qu'il
ne l'est pas (ou moins) pour la m�etrique � largeur� (�gure du bas). Il en va de
même pour l'arête qui fuit vers le coin sup�erieur gauche et pour le sous-arbre du
coin sup�erieur droit. On ne peut formuler aucune r�egle permettant de d�ecider de
mani�ere absolue de la pertinence d'une m�etrique. L'application devrait pouvoir
d�eterminer la ou les m�etriques qui lui sont applicables et utiles. En �n de ligne,
il revient peut-être �a l'utilisateur de faire ce choix.

1.2.5 Distribution statistique et r�eduction de la complexit�e

visuelle

Nous avons d�ej�a �evoqu�e le probl�eme d'espace lors de la visualisation de
graphe de grande taille. On peut rencontrer un probl�eme similaire, sans que le
graphe �a visualiser ne soit trop grand. Un arbre qui est anormalement profond
et e�l�e donnera �a l'�ecran une image di�cile �a lire qui occupera une zone tr�es
peu dense d'information. En e�et, pour a�cher l'arbre il faudra utiliser une zone
rectangulaire de hauteur consid�erable. Et si on veut l'inclure dans une fenêtre
aux proportions �equilibr�ees, il faudra accorder au rectangle une base qui sera
plusieurs fois �egale �a la largeur e�ective de l'arbre. Le même genre de probl�eme
peut se poser avec des arbres qui sont anormalement peu profonds et larges.
Ce constat demande qu'on pr�ecise ce qu'on entend par � e�l�e�, �profond�,
� peu profond� ou � large�.

Fig. 1.12: L'arbre original auquel on applique la proc�edure automatique pour

fermer les sous-arbres � anormaux�

La connaissance de la distribution statistique d'une m�etrique, ou �a tout le
moins de certaines informations comme la moyenne (pour l'ensemble des arbres
d'une taille donn�ee), permet de pr�eciser les notions comme � trop large� ou
� peu profond�. Dans le cas o�u il est possible de pr�edire si un arbre pr�esente un
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pro�l normal ou anormal, on peut visiter les sommets de l'arbre et � fermer� les
sous-arbres anormaux, c'est-�a-dire les supprimer pour ne conserver que leur
racine. Ce sommet devient alors une feuille d'un nouvel arbre et on peut l'a�cher
de mani�ere �a le mettre en �evidence et indiquer �a l'utilisateur qu'il s'agit de la
racine d'un sous-arbre qui est masqu�e. L'utilisateur pourra retrouver le sous-
arbre masqu�e, �a condition que l'application l'ait m�emoris�ee. Le but recherch�e
est de pouvoir pr�esenter �a l'utilisateur un arbre dont le dessin est �equilibr�e et
plus facile �a lire et �a analyser.

Fig. 1.13: L'arbre obtenu en fermant les sous-arbres� anormaux�. Les sommets

ont gard�e leur position originale (et sont marqu�es en vert).

D�eterminer les propri�et�es statistiques des m�etriques peut être, en g�en�eral,
un probl�eme combinatoire di�cile. Le cas des arbres a heureusement d�ej�a fait
l'objet de plusieurs travaux. Un article r�ecent de Drmota [Drm97] pr�esente une
approche g�en�erale qui permet de r�epondre �a notre question, dans le cas o�u la
s�erie g�en�eratrice de la m�etrique satisfait certaines conditions. Nous n'entrerons
pas ici dans les d�etails. Pr�ecisons seulement que sa m�ethode permet de mon-
trer facilement que la largeur, sur l'ensemble des arbres (�a n sommets), est
une statistique qui suit une loi qui tend vers une distribution normale (lorsque
n!1). Ce r�esultat avait d�ej�a �et�e �etabli par Kreweras et Mozskowski [KM86].
Drmota pr�ecise que d'autres param�etres (sur les arbres) admettent une limite
qui approche une distribution normale.

Pr�ecisons ici l'algorithme qui d�etermine si un sous-arbre doit être masqu�e et
remplac�e par un sommet [HDM98, Sect. 5.2], dans le cas o�u la m�etrique utilis�ee
pour l'arbre est la largeur (nombre de feuilles).

{ On s'int�eresse aux probabilit�es pn;k = P(# feuilles = k) qu'un arbre �a n
sommets ait k feuilles (parmi les arbres �a n sommets). On calcule facile-
ment la moyenne �n = n=2 (la distribution est sym�etrique).

{ En vertu du r�esultat de Drmota, on peut supposer que la distribution
est normale et approximer l'�ecart-type de la distribution par � =

p
n=8.

On peut aussi d�eterminer une valeur c = c� et construire un intervalle
(sym�etrique) autour de la moyenne I� = [n=2� c

p
n=8; n=2+ c

p
n=8], tel

que

X
k2I�

pn;k = �:

Le choix � = 95% correspondant �a c � 1:96 est un exemple classique.
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{ Etant donn�e une valeur pour �, on dira qu'un arbre est �normal� si
son nombre k de feuilles est dans l'intervalle I�, et � anormal� sinon. La
proc�edure consiste donc �a visiter chaque sommet de l'arbre, des feuilles
vers la racine, et de v�eri�er �a chaque fois si le sous-arbre associ�e �a un
sommet est � anormal�. Dans ce cas, le sous-arbre est masqu�e.

{ On peut reprendre la proc�edure en consid�erant les sous-arbres ferm�es
comme des feuilles et fermer de nouveau sous-arbres jusqu'�a ce que plus
aucun sous-arbre ne puisse être ferm�e.

Fig. 1.14: Arbre obtenu par d�eploiement d'un sommet (en haut �a gauche sur la

�gure 1.13)

Les �gures 1.12 et 1.13 illustrent le passage de l'arbre original �a l'arbre obtenu
en fermant certains sous-arbres � anormaux�. La �gure 1.14 montre l'arbre
obtenu en d�eployant l'un des sommets (en haut �a gauche sur la �gure 1.13)
en le sous-arbre sous-jacent. Remarquez que le nouveau sous-arbre obtenu par
d�eploiement peut lui-même contenir des sommets marqu�es, qui correspondent �a
des sous-arbre ferm�es lors d'appels ant�erieurs de la proc�edure.

Cette proc�edure peut �evidemment être g�en�eralis�ee au cas d'une m�etrique et
donc d'une distribution quelconque, pour laquelle l'intervalle I� puisse être cal-
cul�e. La possibilit�e de modi�er automatiquement la structure visible de l'arbre
pose toutefois un probl�eme. Le d�eploiement de sous-arbres ferm�es, et inverse-
ment le masquage de sous-arbres identi��es comme � anormaux�, exigent que
l'algorithme de dessin soit incr�emental. C'est-�a-dire que la repr�esentation d'un
arbre et celle d'un autre arbre obtenu du premier par masquage ou d�eploiement
d'un sous-arbre ne doivent pas trop di��erer. L'utilisateur doit être en mesure
de visualiser le passage de l'un �a l'autre. On peut, pour palier �a ce probl�eme,
animer le passage d'un arbre �a l'autre [HMRD99]. Heureusement, la plupart des
algorithmes d'arbres sont incr�ementaux.

1.2.6 Vues sch�ematiques

Le masquage des arbres anormaux permet, non seulement d'o�rir une image
plus �equilibr�ee, mais aussi de diminuer le nombre d'�elements de la repr�esentation
d'un arbre et donc de sa complexit�e visuelle. Une autre approche est possible, qui
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Fig. 1.15: D�eploiement d'un sommet du sous-arbre d�eploy�e �a l'�etape pr�ec�edente

(cf �gure 1.14)

ne repose sur aucune connaissance particuli�ere de la distribution de la m�etrique
utilis�ee. Nous l'avons pr�ecis�e plus haut, les m�etriques que nous avons introduites
sont croissantes (des feuilles vers la racine). Etant donn�e un arbre, on peut
choisir une valeur socle qui d�etermine si un sommet sera ou ne sera pas a�ch�e.
La m�etrique �etant croissante, si un sommet n'est pas a�ch�e, c'est aussi le cas
pour tout sommet appartenant �a son sous-arbre associ�e. Le choix de la valeur
socle peut être fait de diverses fa�cons, et on peut laisser ce choix �a l'utilisateur
qui la fait varier interactivement �a l'aide d'un curseur, par exemple.

La �gure 1.17 illustre le r�esultat obtenu lorsqu'on applique cette m�ethode �a
l'arbre de la �gure 1.16. Les arêtes sont dessin�ees avec couleur et �epaisseur, en
fonction de l'ensemble des valeurs m�etriques de tout l'arbre. Le r�esultat, pour
ces sommets et arcs, est donc le même qu'�a la �gure 1.16. Les attributs des arêtes
visibles permettent d'indiquer la complexit�e relative des sous-arbres masqu�es.
C'est ce que Kimelman et al. nomment � subgraph hiding� [KLRZ94].

Une autre possibilit�e est de concevoir des indices sp�eci�ques �a la repr�esenta-
tion pour indiquer la complexit�e des sous-arbres masqu�es. On peut par exemple,
attacher aux racines des sous-arbres masqu�es une forme g�eom�etrique qui indique
l'aire occup�ee par le sous-arbre (ou son nombre de sommets). Dans le cas o�u l'ar-
bre est dessin�e avec l'algorithme � radial� de Eades [Ead92], les sous-arbres sont
plac�es dans des secteurs angulaires calcul�es en fonction du nombre de feuilles.
On peut alors dessiner aux feuilles du sous-arbre extrait par valeur socle des
portions de cercles, comme l'illustre la �gure 1.18. Kimelman et al. [KLRZ94],
parlent cette fois de � grouping�. Dans le cas o�u l'algorithme de dessin de l'arbre
est l'algorithme de Reingold et Tilford, la forme des arbres est grossi�erement tri-
angulaire et l'algorithme en calcule la base et la hauteur. On peut alors a�ch�e ce
triangle au lieu de masquer l'arbre. C'est ce qu'illustre la �gure 1.19 en page 35
plus loin. On obtient une �gure qui �evoque la mani�ere classique de sch�ematiser
les arbres. Remarquez cependant que les triangles peuvent parfois se superposer.
C'est la nature de l'algorithme de positionnement qui le provoque. On peut alors
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Fig. 1.16: Arbre original, enrichie avec la m�etrique de Strahler.

Fig. 1.17: Extraction d'un sous-arbre en utilisant une valeur socle. Seuls les

sommets avec une valeur m�etrique assez grande sont a�ch�es.

avoir recours �a des e�ets de transparence pour assurer un maximum de lisibilit�e
du sch�ema [HMRD99].

Kimelman et al.mentionnent une troisi�eme possibilit�e, qu'ils appellent � ghos-
ting�. Dans ce cas, tous les �el�ements sont a�ch�es, mais de mani�ere �a bien faire
ressortir les �el�ements s�electionn�es et �a mettre les autres en retrait. La tech-
nique d�ecrite au paragraphe 1.2.2 consistant �a dessiner les arêtes avec couleur
et �epaisseur tombe dans cette cat�egorie. Nous verrons plus loin une autre vari-
ante, appliqu�ee au cas des graphes orient�es acycliques (cf section 1.3).
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Fig. 1.18: Extraction du sous-arbre par valeur socle. Aux feuilles sont dessin�ees

des portions de cercles indiquant la � forme� du sous-arbre masqu�e.

1.3 Extension au cas des graphes orient�es acy-

cliques

Les graphes acycliques orient�es sont d'un certain point de vue une g�en�era-
lisation naturelle des arbres. On peut consid�erer les arbres, tels que nous les
avons d�e�nis au paragraphe 1.2.1 en page 24, comme des graphes orient�es. On
consid�ere la plupart du temps que les arêtes sont orient�es de la racine vers les
feuilles. La longueur de l'unique chemin menant de la racine �a un sommet corre-
spond �a sa profondeur. L'absence de cycles dans les graphes orient�es acycliques
nous assure qu'il y existe au moins un sommet sans pr�ed�ecesseur. Un sommet
sans pr�ed�ecesseur sera appel�e un � sommet source�. L'existence de sommets
sources nous permet de d�e�nir le �niveau� d'un sommet donn�e v. On le d�e�nit
souvent comme �etant la longueur du plus long chemin menant d'un sommet
source jusqu'au sommet v. On dessine d'ailleurs souvent les graphes orient�es
acycliques en omettant les orientations des arêtes, �a condition de disposer les
sommet par couches selon leur niveau. Les arêtes vont alors toujours d'un niveau
donn�e vers un niveau plus grand.

Nous allons maintenant voir comment les techniques pr�esent�ees pour les
arbres dans les paragraphes pr�ec�edents peuvent être soit reprises telles quelles,
soit g�en�eralis�ees et appliqu�ees au cas des graphes orient�es acycliques. De la même
mani�ere qu'il y a des sommets source, tout graphe orient�e acyclique poss�ede aussi
des sommets sans successeurs, que nous appellerons des � sommets puits�. Ces
sommets puits sont en quelque sorte analogues aux feuilles dans les arbres.
Encore une fois, l'absence de cycles nous permet de g�en�eraliser les m�etriques
(1.2), (1.3) et (1.4) en adaptant l�eg�erement les formules qui les d�e�nissent. Il
su�t grosso modo d'appliquer aux sommets puits ce qui �etait assign�e aux feuilles
et d'appliquer les formules aux successeurs d'un sommet plutôt qu'�a ses �ls. Par
exemple, on peut d�e�nir le nombre de Strahler pour le sommet v d'un graphe
orient�e acyclique en posant :
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Fig. 1.19: Extraction du sous-arbre par valeur socle. Aux feuilles sont dessin�ees

des triangles indiquant la � forme� du sous-arbre masqu�e.

s(v) =

8><
>:

1 si v est un sommet puit
s+ k � 1 si s = s(v1) = � � � = s(vk)
max(s(v1); : : : ; s(vk))+k�
2

sinon

(1.6)

o�u v1, . . . , vk sont les successeurs de v dans le graphe. La �gure 1.20 en page
pr�ec�edente illustre le calcul du nombre de Strahler des sommets d'un graphe ori-
ent�e acyclique. De même on pourrait d�e�nir la largeur d'un sommet en reprenant
les formules (1.4) ; la valeur associ�ee �a un sommet calculerait donc le nombre de
sommets puits accessibles �a partir de celui-ci. La profondeur (1.3) correspond
ici au niveau d'un sommet (d�e�ni plus haut).

1

2

1

1
1

3 12

4 2

Fig. 1.20: Nombre de Strahler pour les graphes orient�es acycliques.
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Fig. 1.21: Attributs graphiques pour les graphes orient�es acycliques.

1.3.1 Attributs graphiques et vues sch�ematiques

De la même mani�ere que pour les arbres, on peut d�e�nir des attributs
graphiques pour les �el�ements du graphe. La �gure 1.21 montre le r�esultat obtenu
lorsqu'une couleur et une �epaisseur est calcul�ee pour les arêtes, en fonction
des valeurs de la m�etrique sur les sommets du graphe. Plus pr�ecis�ement, on
s�electionne d'abord les sommets dont la valeur m�etrique exc�ede une valeur so-
cle donn�ee. On calcule ensuite le graphe induit par ces sommets et on a�ecte
aux arêtes de ce graphe une couleur et une �epaisseur (comme on l'a fait pour
les arbres, cf section 1.2.2). Les autres sommets et les autres arêtes du graphe
sont dessin�es en gris�es. Le r�esultat obtenu est une vue sch�ematique du graphe,
qui correspond �a ce que Kimelman et al. appellent � ghosting� [KLRZ94]. Les
�gures 1.23 et 1.25 plus loin illustrent cette technique.

1.3.2 M�etriques sp�eci�ques aux graphes orient�es acycliques

Nous pr�esentons maintenant une m�etrique � naturelle� pour les graphes
orient�es acycliques, et qui leur est sp�eci�que. Il nous faut introduire quelques
notations a�n de la d�e�nir. Etant donn�e un sommet v du graphe, on d�esignera
par d+(v) son degr�e sortant (son nombre de successeurs). On d�esignera par A(v)
l'ensemble de ses pr�ed�ecesseurs. On d�e�nit une m�etrique K en posant :

K(v) =

(
1 si v est un sommet sourceP

v02A(v)
K(v0)
d+(v0) sinon

(1.7)

La valeur K(v) est donc calcul�ee �a partir des valeurs K(v0) des pr�ed�eces-
seurs de v. On peut imaginer que chaque pr�ed�ecesseur du sommet v apporte une
contribution et que la valeur associ�ee �a v est obtenue en sommant les contribu-
tions qu'il re�coit. Un sommet divise sa valeur par son nombre de successeurs qui
d�e�nit ainsi sa contribution pour chacun d'eux. La �gure 1.22 illustre le calcul
de cette m�etrique pour le même graphe qu'�a la �gure 1.20. On v�eri�e que la
somme des valeurs des sommets puits est �egal au nombre de sommets sources
qui re�coivent chacun la valeur 1. On peut interpr�eter la valeur m�etrique d'un
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Fig. 1.22: M�etrique du 
ot descendant pour les graphes orient�es acycliques.

sommet comme le volume d'eau qui y passe, en imaginant qu'on verse une quan-
tit�e �egale �a chaque sommet source au haut du graphe. La �gure 1.23 illustre le
sch�ema obtenu avec cette m�etrique (en appliquant encore une fois la m�ethode
du ghosting avec une certaine valeur socle). C'est dans le sens o�u elle correspond
�a un ph�enom�ene propre au graphe orient�e acyclique | l'�etalement des sommets
par niveaux et la possibilit�e pour deux sommets d'un même niveau d'avoir un
successeur commun | que cette m�etrique leur est sp�eci�que.

Fig. 1.23: M�etrique du 
ot descendant pour les graphes orient�es acycliques.

Remarquez aussi que la m�etrique (1.7) n'est pas n�ecessairement croissante,
ni d�ecroissante. Ainsi, le sous-graphe extrait avec la valeur socle peut tr�es bien
être non-connexe. Cela peut être une information suppl�ementaire �a porter �a
l'attention de l'utilisateur.

1.3.3 Combinaison de m�etriques

Les graphes orient�es acycliques pr�esentent une sym�etrie naturelle ; si on in-
verse le sens de toutes les arêtes d'un tel graphe on obtient �a nouveau un graphe
orient�e acyclique. Cela permet, par exemple, de dualiser toute m�etrique d�e�nit

38



en fonction des successeurs (ou des pr�ed�ecesseurs) d'un sommet. On peut ainsi
d�e�nir la m�etrique (1.7) en allant plutôt vers le haut (comme si cette fois on
injectait l'eau vers le haut). Dans le cas o�u il n'y a pas de direction privil�egi�ee
pour lire le graphe, on peut combiner une m�etrique et sa duale. Par exemple,
on pourrait calculer la valeur moyenne de la m�etrique (1.7) et sa duale.

D'autres combinaisons sont possibles. La m�etrique (1.7) repose sur une distri-
bution uniforme de la valeur d'un sommet vers ses successeurs. On peut pond�erer
ce calcul et distribuer de mani�ere non-uniforme la valeur d'un sommet sur ses
successeurs. On peut, par exemple, pond�erer la somme dans la formule (1.7) en
fonction du nombre de Strahler et d�e�nir une nouvelle m�etrique �K :

�K(v) =

(
1 si v est un sommet sourceP

v02A(v)
s(v)
�(v0)

�K(v0) sinon
(1.8)

o�u on d�esigne par �(v0) =
P

v002S(v0)s(v00) la somme des nombres de Strahler

des successeurs d'un sommet v0, et par S(v0) l'ensemble de ses successeurs. La
�gure 1.25 illustre le r�esultat obtenu lorsqu'on calcule la vue sch�ematique d'un
graphe orient�e acyclique avec cette m�etrique. La valeur socle utilis�ee est ici la
même qu'�a la �gure 1.23. On observe que les sommets puits en haut et �a gauche
ont �et�e cette fois �ecart�es �a cause de leur m�etrique de Strahler faible. En revanche,
des sommets �ecart�es pr�ec�edemment re�coivent cette fois une contribution plus
grande et viennent s'ajouter au sch�ema.

Les commentaires que nous avons faits plus haut concernant le choix de
la m�etrique s'applique ici. La possibilit�e de combiner les m�etriques doit être
vue comme une autre mani�ere d'arriver �a concevoir une m�etrique qui r�e
�ete
le degr�e d'int�erêt de l'utilisateur pour un sommet du graphe. Bien que nous
n'ayons �evoqu�e que la possibilit�e de combinaisons alg�ebriques, tout autre forme
de combinaisons (formule bool�eenne, par exemple) est aussi possible.

1.3.4 B�en�e�ces pour la navigation

L'objectif recherch�e est encore une fois de concevoir des indices visuels qui
donnent une information quantitative sur la complexit�e du graphe. La technique
utilis�ee entre dans la cat�egorie �Focus + contexte� puisque la vue de la totalit�e
du graphe est maintenue tout en mettant une partie du graphe en �evidence. Les
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Fig. 1.24: M�etrique du 
ot descendant pond�er�e par les nombres de Strahler.
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Fig. 1.25: M�etrique du 
ot descendant pond�er�ee par les nombres de Strahler

(comparez avec la �gureXX).

arcs mis en �evidence donnent en quelque sorte une vue plus d�etaill�ee d'un sous-
graphe. Dans le cas o�u la m�etrique correspond �a une mesure pertinente par
rapport au contexte, le sous-graphe extrait constitue un squelette du graphe.
Il fournit �a la fois une vue simpli��ee du graphe et donne une indication de sa
complexit�e en faisant ressortir les arcs et sommets les �plus importants� (par
rapport �a la m�etrique utilis�ee). On peut donc, lors d'une exploration du graphe,
utiliser les arcs du sous-graphe extrait pour d�ecider d'une trajectoire �a suivre.
L'utilit�e des indices visuels semble con�rm�e par leur application �a la visualisation
de certains sites web (dont on extrait un graphe orient�es acycliques appropri�ee).
Les pages les plus susceptibles d'être visit�ee lors d'une premi�ere visite sont mises
en relief par la m�etrique du 
ot descendant (et sa variante pond�er�ee par les
nomb res de Strahler). Les mêmes m�etriques appliqu�ees �a des graphes obtenus
par d�eploiement de r�eseaux de P�etri semblent permettre d'identi�er, entre autre,
les �etats bloquants du r�eseaux. Ces premi�eres r�eactions indiquent qu'il faut sans
doute chercher �a d�e�nir des m�etriques adapt�ees �a ce contexte.

1.4 Conclusions et perspectives

Le logiciel Latour [HMRD99] qui nous a servi de plate-forme d'exp�erimenta-
tion sera bientôt int�egr�e au produit o�ert par la soci�et�e ACE b.v. �a Amsterdam.
Cette soci�et�e avait �et�e �a l'origine du travail de visualisation des arbres. Un tra-
vail en cours explore l'utilisation des m�etriques dans le cadre du d�eveloppement
d'interfaces permettant �a un utilisateur de visualiser la structure d'un ensem-
ble de documents en situation d'apprentissage [DDG99]. La m�etrique permettra
alors de visualiser les d�ependances logiques des diff�erentes sections du livre et
les priorit�es de lecture en fonction des acquis du lecteur.

Malgr�e l'int�erêt suscit�e par nos r�esultats, une conclusion s'impose. Notre
commentaire sur les b�en�e�ces pour la navigation (sections 1.2.3 et 1.3.4) est rest�e
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relativement court. Il semble imp�eratif d'asseoir nos conclusions sur une �etude
d'utilisabilit�e. Nous pourrions alors d�eterminer hors de tout doute comment
l'utilisateur est aid�e par les indices visuels que nous calculons. Cette remarque
s'applique de mani�ere g�en�erale �a l'ensemble de la discipline [HMM99a], comme
nous l'avons soulign�e dans l'introduction. Jusqu'�a maintenant les seuls travaux
concernant l'ergonomie des graphes appartiennent �a la communaut�e du �Graph
Drawing� [Pur98, PCJ95, BMK95, DC98]. Le temps et les ressources n�ecessaires
�a ce genre d'entreprise nous ont empêch�e jusqu'�a maintenant d'envisager �a court
terme ce projet. Il est vraisemblable qu'une �etude de ce type nous oriente vers
d'autres voies �a explorer.

La section 1.2.5 commentant l'utilisation de la distribution d'une m�etrique
pour contrôler l'a�chage d'un arbre se limite au cas de la m�etrique � lar-
geur� (nombre de feuilles). Il faudrait certainement se pencher sur l'article
de Drmota [Drm97] et �etendre cette technique �a d'autres m�etriques sur les ar-
bres, ou sur les graphes en g�en�eral. L'article de Flajolet et al. [FRV79] d�ecrit le
comportement asymptotique de la valeur moyenne du nombre de Strahler (dans
l'ensemble des arbres binaires ayant un nombre de sommets donn�e) ; une de-
scription compl�ete de la distribution semble di�cile, voire impossible, �a obtenir.
On peut, dans un cas pareil, assouplir la proc�edure et laisser �a l'utilisateur le
choix d'un intervalle autour de la moyenne pour �xer la �normalit�e� d'un
sous-arbre, de mani�ere analogue �a la proc�edure d'extraction de sous-graphe �a
l'aide d'une valeur socle (section 1.2.6). Cette derni�ere approche, laissant plus
de contrôle �a l'utilisateur, est �a comparer avec les travaux de Furnas [Fur86], qui
avait introduit une m�etrique permettant de contrôler l'a�chage d'un arbre en
faisant varier le �niveau de d�etail� de sa repr�esentation.

Ces techniques, au moins du point de vue de la visualisation, s'apparentent
aux algorithmes de partitionnement de graphes (� clustering�, cf section 1.1.4).
Lors de la manipulation d'un graphe de grande taille, on recherche souvent
�a en diminuer la complexit�e. Plusieurs algorithmes permettent de d�ecouper le
graphe en sous-graphes de tailles plus petites selon certains crit�eres choisis ou
implicitement d�e�nis par l'algorithme (voir, e.g., [AK95]). On peut alors visu-
aliser, non pas le graphe original, mais un graphe induit par le d�ecoupage du
graphe original. On peut, par exemple, d�e�nir un nouveau graphe dont les som-
mets correspondent aux sous-graphes calcul�es par l'algorithme. La visualisation
de ce nouveau graphe permet en quelque sorte de saisir la complexit�e struc-
turelle du graphe original tout en maintenant la complexit�e visuelle �a un niveau
acceptable pour l'utilisateur. C'est ce que permet d'obtenir la technique util-
isant la valeur socle pour les arbres ou les graphes orient�es acycliques ; le graphe
est alors partag�e en plusieurs sous-graphes, dont l'un seulement est a�ch�e. Il
est clair, dans le cas des arbres, que le sous-graphe a�ch�e rend la structure de
l'arbre original. Les exemples �etudi�es semblent indiquer qu'on obtient un e�et
similaire avec les graphes orient�es acycliques. Cette technique trouve tout son
sens dans un environnement o�u l'utilisateur peut faire varier le niveau de d�etail
du graphe, ou d�eployer une composante du graphe a�ch�e. C'est ce que permet
de faire le curseur faisant varier la valeur socle lors de l'a�chage de l'arbre ou du
graphe orient�e acyclique (sections 1.2.6 et 1.3.1). A cette �n, on peut appliquer
r�ecursivement l'algorithme de partitionnement et d�e�nir une hi�erarchie perme-
ttant de contrôler le niveau de d�etail du graphe a�ch�e [EF96, EFL96]. Cette
approche n�ec�essite de choisir un algorithme de dessin incr�emental, c'est-�a-dire
qui puisse adapter le dessin du graphe en y ajoutant ou en y supprimant une
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composante. C'est le cas de la plupart des algorithmes d'arbres.
Nous avons mentionn�e, sans le d�ecrire, notre travail d'exp�erimentation et de

d�eveloppement. Cela nous a amen�e �a regarder de plus pr�es certains probl�emes
de dessins de graphes [MH98]. La mise au point de nos id�ees sur les graphes
orient�es acycliques nous avait pouss�e �a �elaborer une m�ethode de g�en�eration au-
tomatique de ces graphes. Nous avons r�ecemment regard�e de pr�es cette question
et �etablis quelques r�esultats combinatoires sur les graphes orient�es acycliques
al�eatoires [BDM99]. En particulier, nous avons mis au point un algorithme sim-
ple pour engendrer un graphe orient�e acyclique al�eatoire en un temps polynomial
O(n3 logn).

L'objectif �a plus long terme est d'�etendre notre approche au cas des graphes
g�en�eraux, orient�es et non-orient�es. Le premier pas dans cette direction demande
qu'on identi�e les m�etriques sur les graphes les plus utiles du point de vue de
la visualisation. Le cas des graphes orient�es acycliques doit aussi être revu de
plus pr�es. Les nombres de Strahler sur les arbres poss�edent une interpr�etation
tr�es claire vu leur origine [Str52, Hor45] ; les travaux de Viennot et al. [VEJA89]
renforcent le rôle des nombres de Strahler comme param�etre descriptif pour les
arbres. Bien que la formule d�e�nissant ces nombres puisse être appliqu�ee aux
sommets d'un graphe orient�e acyclique, il reste que l'interpr�etation des nom-
bres obtenus est moins �evidente. On ne peut pr�etendre que ces nombres soient
aussi pertinents pour ces graphes qu'ils le sont pour les arbres. En revanche,
la m�etrique du 
ot descendant (1.7) semble, elle, plus naturelle. Les exemples
�etudi�es montrent aussi que la combinaison de la m�etrique de Strahler et du 
ot
descendant (1.8) donnent de bons r�esultats.

Le calcul des distances dans les graphes a d�ej�a �et�e consid�er�e par certains au-
teurs [Fur86, BRS92] pour identi�er certains sommets ou certaines composantes
des graphes. Le probl�eme qui a priori se pose avec les graphes g�en�eraux est
la pr�esence �eventuelle de cycles, qui empêchent d'appliquer directement des
r�ecurrences comme celles des formules (1.2), (1.3) ou (1.4). Une approche possi-
ble est d'it�erer le calcul de valeurs d�e�nies �a partir des voisins d'un sommets. Le
d�eveloppement de cette m�etrique fait alors apparâ�tre naturellement la matrice
d'adjacence du graphe. Cette approche se compare aux algorithmes adaptatifs
utilis�es pour le routage dans les r�eseaux [TanXX]. Elle se compare aussi au cal-
cul des châ�nes de Markov sur les graphes qui utilisent souvent, en place de la
matrice d'adjacence, une matrice stochastique. Une autre approche consiste �a
baser le calcul de la m�etrique sur un arbre recouvrant du graphe. La pertinence
de ce calcul repose alors enti�erement sur le choix de l'arbre recouvrant.
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Deuxi�eme partie

Combinatoire des mots
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2.1 Introduction

Les deux ouvrages de M. Lothaire [Lot83], [Lotar] permettent certainement
de d�e�nir la combinatoire des mots au travers des applications qu'elle trouve
dans de nombreux domaines de l'informatique th�eorique et des math�ematiques.
Plusieurs probl�emes, comme c'est souvent le cas en combinatoire alg�ebrique,
peuvent se ramener �a des probl�emes combinatoires sur des suites de lettres,
ou des arbres dont les feuilles sont �etiquett�ees par des lettres. Le probl�eme
de Burnside [MKS66, Sect. 5.12] [Lot83, Chap. 2], de Ramsey [Lot83, Chap. 3]
ou la formule d'inversion de Lagrange [Lot83, Chap. 10] n'en sont que quelques
exemples. Sch�utzenberger [Sch59] avait, parmi les premiers, indiqu�e comment la
combinatoire des mots pouvait jouer un rôle important en th�eorie des alg�ebres de
Lie libres. Viennot [Vie76] a remarquablement expliqu�e les liens �etroits et riches
qu'entretiennent les factorisations du mono��de libre et les bases des alg�ebres de
Lie libres et con�rm�e la place de la combinatoire des mots dans cette th�eorie.

Parmi toutes les factorisations, la factorisation de Lyndon est celle qui se
prête le plus facilement aux arguments combinatoires. La raison en est certaine-
ment qu'elle est d�e�nie �a partir de mots poss�edant certaines propri�et�es par rap-
port �a l'ordre lexicographique, qui est peut-être l'ordre le plus � naturel� sur les
mots. Les mots de Lyndon sont les mots les plus petits dans leur classe de con-
jugaison, par rapport �a l'ordre lexicographique. Les autres factorisations sont,
elles, d�e�nies �a partir d'ensembles d'arbres, �equip�es d'ordres plus arbitraires
et sont en g�en�eral plus di�ciles �a manipuler [Reu93, Mel92]. Lothaire [Lot83,
Chap. 5] introduit les mots de Lyndon comme outil combinatoire pour obtenir
certains r�esultats centraux en th�eorie des alg�ebres de Lie libres. La preuve qu'ils
permettent de donner pour le th�eor�eme de Poincar�e{Birkho�{Witt pour les
alg�ebres de Lie libres en est une tr�es belle illustration (voir [Lot83, Sect. 5.2]
ou [MR89]). Leur �etude introduit aussi des probl�emes qui leur sont propres. Les
algorithmes de Duval, l'un pour le calcul de la factorisation des mots en mots
de Lyndon [Duv83], l'autre pour la g�en�eration des mots de Lyndon en longueur
born�ee [Duv88], sont �a mon sens des � joyaux� de la combinatoire des mots.

Ce chap̂�tre aborde la factorisation de Lyndon en tant qu'outil pour l'�etude
de mots in�nis et fait un tour d'horizon de l'ensemble des r�esultats que nous
avons obtenus sur le sujet. Le premier pas dans cette direction avait �et�e marqu�e
par la g�en�eralisation du th�eor�eme de factorisation de Lyndon aux mots in�-
nis par Siromoney et al. [SMDS94] (cf Th. 7). Notre premi�ere contribution a
�et�e le calcul de la factorisation de certains mots in�nis connus, et l'extension
aux mots in�nis d'un r�esultat sur la divisibilit�e des mots [Mel96a]. Nous avons
aussi montr�e comment g�en�eraliser le th�eor�eme de factorisation des mots in�-
nis aux factorisations de Viennot dont la factorisation de Lyndon est un cas
particulier [Mel96b] (voir [Lot83, Chap. 5] pour une d�e�nition des factorisations
de Viennot). Nos r�esultats plus r�ecents concernent les mots sturmiens in�nis
et se penchent essentiellement sur le calcul explicite de leur factorisation et
sur l'�etude de leurs facteurs de Lyndon [Melar]. Nous avons aussi expliqu�e les
liens entre la factorisation de Lyndon et une factorisation donn�ee par Wen &
Wen [WW94] pour le mot de Fibonacci. Le calcul de la factorisation des mots
sturmiens caract�eristiques nous avait permis de d�e�nir les facteurs singuliers
pour les mots sturmiens caract�eristiques et g�en�eraliser certains des r�esultats de
Wen & Wen [Mel99].

Nous avions, �a partir de la factorisation de Lyndon des mots sturmiens carac-
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t�eristiques, retrouver un r�esultat de Berstel et de Luca [Bd97]. Ils avaient montr�e
que l'ensemble des facteurs de mots sturmiens qui sont des mots de Lyndon est
l'ensemble des mots de Christo�el. Les facteurs de Lyndon d'un mot (�ni ou
in�ni) sont n�ecessairement des facteurs des mots de Lyndon apparaissant dans
sa factorisation. Une description explicite des mots de Lyndon apparaissant dans
la factorisation des mots sturmiens nous avaient permis de retrouver facilement
le r�esultat de Berstel et de Luca.

Ce r�esultat nous avait incit�e �a regarder de plus pr�es l'ensemble des mots de
Christo�el, en tant que mots de Lyndon. C'est d'ailleurs en utilisant les pro-
pri�et�es des mots de Lyndon que Borel et Laubie [BL93], et aussi Laurier [Lau95],
avaient �etabli certains de leurs r�esultats sur les mots de Christo�el. Nous allons
dans ce chap̂�tre donn�e une caract�erisation des mots de Christo�el : ce sont les
mots de Lyndon sur deux lettres qui ont un unique arbre de Lyndon associ�e.
Cette caract�erisation ouvre une voie pour g�en�eraliser les mots de Christo�el �a
un alphabet de plus de deux lettres. Nous allons voir comment on peut obtenir,
pour un alphabet �ni quelconque, des r�esultats analogues �a ceux de Borel et
Laubie pour les mots de Christo�el. Cette th�eorie est encore incompl�ete, mais
constitue d�ej�a un corps de r�esultats int�eressants qui non seulement compl�ete
nos r�esultats pr�ec�edents, mais con�rme la factorisation de Lyndon comme outil
d'�etude des mots in�nis. On peut en e�et d�e�nir l'ensemble des mots de Lyndon
�equilibr�es in�nis, qui sont les limites de suites de mots de Lyndon �equilibr�es
(D�ef. 29). L'espoir ici est de voir un lien entre ces mots in�nis et d'autres qu'il
reste �a d�e�nir ou �a trouver, tout comme il existe un lien entre mots de Christo�el
in�nis et mots sturmiens.

2.2 Factorisation de mots

La conjugaison de mots joue un rôle central en combinatoire des mots. Rap-
pelons ici sa d�e�nition (voir aussi [Lot83, Chap. 1]). Nous d�esignerons par A
l'alphabet, et par w = a0 � � �an un mot form�e des lettres ai 2 A (i = 0, . . . , n).
L'ensemble de tous les mots poss�ede une structure de mono��de qu'on d�esigne par
A� ; l'ensemble des mots non vides est, lui, d�esign�e par A+. Nous dirons que deux
mots u; v 2 A� sont conjugu�es si et seulement s'il existe deux mots x; y 2 A�

tels que u = xy et v = yx. On v�eri�e que les mots aabab et ababa sont conjugu�es
(avec x = a et y = abab). La relation de conjugaison des mots est une relation
d'�equivalence et la classe d'�equivalence d'un mot est appel�ee une classe de con-
jugaison. Par exemple, l'ensemble des mots faabab; ababa; babaa; abaab; baabag
est une classe de conjugaison. Nous dirons qu'un mot non vide est primitif s'il
n'est pas une puissance non-triviale d'un autre mot. Le mot aabab est primitif.
Remarquez que les mots d'une classe de conjugaison d'un mot primitif sont tous
primitifs. Nous emprunterons dans la suite les notations habituelles en combi-
natoire des mots [Lot83].

L'un des r�esultats les plus profonds de la combinatoire des mots concer-
nant la conjugaison et la factorisation de mots est le th�eor�eme de Sch�utzen-
berger [Sch65], liant factorisation et section des classes de conjugaison de mots.
L'�enonc�e d�e�nit ce qu'il faut entendre par factorisation ; il fait aussi appel �a la
notion de sous-mono��des et d'ensemble minimal de g�en�erateurs pour lesquels on
pourra consulter [Lot83, Chap. 1].
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Th�eor�eme 1 (Sch�utzenberger [Sch65], cf [Lot83, Th. 5.4.1])

Soit (X�)�2� une famille de sous-ensembles de mots non vides X� � A+ et

totalement ordonn�ee. Cette famille est une factorisation du mono��de libre A� si

et seulement deux des trois conditions suivantes sont v�eri��ees :

(i) tout mot non vide w 2 A+ peut s'�ecrire d'au moins une mani�ere sous la

forme

w = `�1 � � � `�k ; (2.1)

avec `�i 2 X�i (1 � i � k) et `�1 � � � � � `�k .

(ii) tout mot non vide w 2 A+ peut s'�ecrire d'au plus une mani�ere sous la

forme (2.1).

(iii) Chaque classe de conjugaison C de mots non vides intersecte l'un et seule-

ment l'un des sous-mono��des X�
� dont l'ensemble minimal de g�en�erateurs

est X� et les �el�ements de C \X�
� sont conjugu�es dans X�

�.

2.2.1 Mots de Lyndon

Les mots de Lyndon forment une section particuli�ere des classes de con-
jugaison de mots primitifs. Ce sont les mots primitifs qui sont les plus petits
dans leur classe de conjugaison, par rapport �a l'ordre lexicographique. Le mot
aabab est un mot de Lyndon, par exemple. Les lettres de l'alphabet sont aussi,
par d�e�nition, des mots de Lyndon. Ces mots sont apparus la premi�ere fois
dans un travail de Lyndon [CFL58] pour construire une base de la s�erie cen-
trale descendante du groupe libre. Ils donnent aussi, en vertu du th�eor�eme de
Magnus [MKS66, Th. 5.12], une base de l'alg�ebre de Lie libre. Cette construction
utilise une propri�et�e fondamentale des mots de Lyndon qui permet de construire
un arbre binaire �a partir du mot lui-même. Nous �etudierons plus loin les pro-
pri�et�es des arbres binaires obtenus des mots de Lyndon. Nous rappelons main-
tenant quelques r�esultats combinatoires fondamentaux sur les mots de Lyndon.
On d�esignera par L(A) l'ensemble des mots de Lyndon sur l'alphabet A, ou plus
simplement par L si le contexte est clair.

Proposition 2 (Lyndon [CFL58], cf Lothaire [Lot83, Chap. 5]) Soit w 2 A�,

alors w est un mot de Lyndon de longueur au moins 2 si et seulement s'il existe

deux mots de Lyndon u et v tels que u < v et w = uv.

Ce r�esultat permet d�ej�a de donner un algorithme simple pour engendrer
les mots de Lyndon. Partant des lettres, il su�t de former, avec les mots d�ej�a
obtenus, tous les produits uv avec u < v. Ainsi, on peut donner les premiers
mots pour un alphabet de deux lettres A = fa; bg (avec a < b).

a; b; ab; aab; abb
aaab; aabb; abbb
aaaab; aaabb; aabbb; ababb; aabab; abbbb
: : :

Duval [Duv88] a donn�e un algorithme tr�es �el�egant qui engendre les mots de
Lyndon de longueur au plus N � 1 dans l'ordre lexicographique. L'algorithme,
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tr�es e�cace, e�ectue le passage d'un mot de Lyndon �a son successeur en un
temps lin�eaire par rapport �a N (voir aussi [BP94]).

Observation 3 On tire de la proposition pr�ec�edente, que si u, v sont des mots

de Lyndon tels que u < v alors les mots ukv et uvk sont aussi des mots de

Lyndon (k � 0).

2.2.2 Th�eor�eme de factorisation

Le r�esultat fondamental concernant les mots de Lyndon est le th�eor�eme de
factorisation :

Th�eor�eme 4 (Lyndon [CFL58], cf Lothaire [Lot83, Chap. 5]) Tout mot w 2 A�

s'�ecrit de mani�ere unique comme un produit non croissant de mots de Lyndon :

w = `1 � � � `k; `i 2 L (i = 1; : : : ; k); `1 � � � � � `k; et k � 0:

L'existence de la factorisation d�ecoule d'un raisonnement tr�es simple. Tout
mot peut s'�ecrire comme un produit de mots de Lyndon (les lettres qui le
forment, par exemple). Partant d'une telle �ecriture, w = `1 � � � `k, on peut
it�erativement remplacer les paires de mots `i`i+1 tels que `i < `i+1 par le mot
`i`i+1, qui est un mot de Lyndon en vertu de la proposition 2. Apr�es un nombre
�ni de r�e�ecritures on atteint n�ecessairement une factorisation non croissante. On
peut appliquer cette proc�edure pour v�eri�er que le mot abaababaabaababaabab
se factorise en (ab)(aabab)(aabaababaabab). L'unicit�e de la factorisation repose
sur une caract�erisation des mots de Lyndon qu'il est appropri�e d'�enoncer main-
tenant :

Proposition 5 (Lyndon [CFL58], cf Lothaire [Lot83, Chap. 5]) Un mot w 2 A+

est un mot de Lyndon si et seulement s'il est strictement plus petit que tous ses

su�xes propres (et non vides).

On v�eri�e facilement que le mot aabab est plus petit que ses su�xes pro-
pres fabab; bab; ab; bg. On peut maintenant conclure la preuve du th�eor�eme4.
Supposons qu'on ait deux factorisations d'un même mot,

`
(1)
1 � � � `(1)k = `

(2)
1 � � � `(2)k0 :

On peut supposer, sans perte de g�en�eralit�e, que `
(1)
1 6= `

(2)
1 et que `

(1)
1 =

`
(2)
1 � � � `(2)i x o�u x est un pr�e�xe de `

(2)
i+1 (1 � i � k � 1). On a, en vertu de

la proposition 5, `
(1)
1 < x, si x est non vide. On a aussi, x � `

(2)
i+1 � `

(2)
i �

� � � � `
(2)
1 < `

(1)
1 . On obtient donc, en combinant les in�egalit�es, la contradiction

`
(1)
1 < `

(1)
1 . Dans le cas o�u x est vide, on s'appuie plutôt sur l'in�egalit�e l

(1)
1 < l

(2)
i

pour obtenir la même contradiction.

2.2.3 Factorisation de Lyndon de mots in�nis

Nous allons maintenant voir comment le th�eor�eme4 se g�en�eralise aux mots
in�nis. Le r�esultat repose essentiellement sur une extension appropri�ee de l'or-
dre lexicographique aux mots in�nis et sur une �bonne� d�e�nition des mots de
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Lyndon in�nis. Introduisons d'abord certaines notations propres aux mots in�-
nis. On d�esignera le plus souvent un mot in�ni par sa suite de lettres s = a0a1 � � �,
(o�u a0, a1, . . .2 A). Le produit d'un mot �ni w = b0 � � � bk, o�u b0, b1, . . .2 A,
et d'un mot in�ni s r�esulte en le mot in�ni t = ws = b0 � � � bka0a1 � � �. Dans ce
cas, on dira que le mot s est un su�xe du mot t, et que le mot w est un pr�e�xe
du mot t. Un su�xe d'un mot in�ni est toujours un mot in�ni ; un pr�e�xe d'un
mot in�ni est toujours un mot �ni. Observez que le produit sw n'est pas d�e�ni.

On notera A1 l'ensemble des mots �ni ou in�ni. On �etend l'ordre lexi-
cographique �a tout A1 comme suit. Soit s et t des mots �nis ou in�nis. On pose
s < t si et seulement si soit s est pr�e�xe de t (ce qui n'est possible que si s est
un mot �ni), soit il existe un mot �ni w, deux lettres a; b 2 A, et deux mots
(�nis ou in�nis selon les cas) s0; t0 tels que s = was0, t = wbt0 et a < b.

D�e�nition 6 Un mot in�ni ` est un mot de Lyndon in�ni si et seulement s'il

admet une in�nit�e de pr�e�xes qui sont des mots de Lyndon �nis.

Par exemple, le mot ab1 est un mot de Lyndon in�ni. De mani�ere g�en�erale,
si u et v sont des mots de Lyndon �nis tels que u < v alors uv1 est un mot de
Lyndon in�ni, o�u v1 d�esigne le mot in�ni vv � � � obtenu en r�ep�etant le mot v
une in�nit�e de fois (cf observation 3).

Th�eor�eme 7 (Siromoney et al. [SMDS94])

Tout mot in�ni s s'�ecrit de mani�ere unique sous l'une des formes :

(i) s = `0 � � � `k`, avec `0 � � � � � `k > `, o�u `0, . . . , `k sont des mots de

Lyndon �nis et ` est un mot de Lyndon in�ni, ou

(ii) s =
Q

n�0 `n, avec `0 � `1 � � � �, o�u `0, `1, . . . sont des mots de Lyndon

�nis.

La preuve du theor�eme7 repose sur une g�en�eralisation de la proposition 5
(cf [SMDS94, Prop. 2.2]) et suit les mêmes lignes que la preuve du cas �ni.

Exemple 8 Le calcul de la factorisation d'un mot in�ni donn�e pr�esente un

int�erêt que ne pr�esente pas n�ecessairement celui d'un mot �ni. On peut esp�erer

y voir �emerger certaines propri�et�es du mot in�ni. A titre d'exemple, donnons

la factorisation du mot de Fibonacci. Soit la suite de mots �nis donn�ee par la

r�ecurrence

f0 = b; f1 = a et fn+1 = fnfn�1 (n � 1): (2.2)

On a donc f2 = ab, f3 = aba, f4 = abaab, . . . Le mot de Fibonacci est le

mot in�ni limite de cette suite

f = lim
n!1

fn

= abaababaabaababaababaabaababaabaababaabab � � �

Nous avions montr�e [Mel96a] que le mot de Fibonacci peut s'�ecrire f =Q
n�0 `n, o�u `0 = ab et `n+1 = '(`n) avec '(a) = aab et '(b) = ab. Ainsi,
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f = (ab) (aabab) (aabaababaabab) � � �. On en d�eduit [Melar], en particulier, que

'(f) est le mot de Fibonacci sur le code faab; abg. On v�eri�e aussi que les

facteurs `n satisfont la r�ecurrence `n+1 = `0n`
2
n. La factorisation du mot de

Fibonacci est donc du type 7.(ii).

Exemple 9 On trouve une factorisation du type 7.(i) lorsqu'on factorise le mot

de Thue-Morse dual (le mot obtenu du mot de Thue-Morse en �echangeant les

lettres a et b). Ce mot est d�e�ni comme suit. On pose u0 = a, v0 = b et

un+1 = unvn, vn+1 = vnun. Ainsi, u1 = ab, u2 = abba, u3 = abbabaab, . . . , et

v1 = ba, v2 = baab, v3 = baababba, v4 = baababbaabbabaab, etc. Le mot in�ni

� = limn!1 un est appel�e le mot de Thue-Morse. Nous avions montr�e que la

factorisation du mot �dual� v = limn!1 vn, est v = b ` o�u le mot in�ni ` est

un mot de Lyndon [IM97].

2.2.4 R�egularit�es in�evitables

Mentionnons ici le lien entre factorisation de Lyndon et r�egularit�es dans les
mots in�nis [Mel96a]. Il est possible de d�eduire certaines propri�et�es des mots
in�nis lorsqu'ils poss�edent une factorisation de type 7.(ii). Dans le cas o�u le mot
est lui-même p�eriodique, la factorisation sera ultimement p�eriodique. En e�et,
il su�t alors d'�ecrire le mot sous la forme s = uw1 o�u w est un mot de Lyndon
et u est un su�xe de w. Si u = `1 � � � `k est la factorisation de u, alors on a
`k > w, en vertu de la proposition 5, et s = `1 � � � `kw1 donne la factorisation
de s.

Dans le cas o�u la factorisation du mot s (est du type 7.(ii) et) n'est pas
ultimement p�eriodique, alors on en tire une !-division. Une n-division d'un mot
�ni w, par rapport �a l'ordre lexicographique, est une factorisation w = x1 � � �xn
telle que w < x�(1) � � �x�(n) pour toute permutation � non-triviale de f1, . . . ,
ng. On d�e�nit une !-division d'un mot in�ni en �etendant cette d�e�nition. Une
!-division d'un mot in�ni s est une factorisation en mots �nis s = x1x2 � � � telle
qu'une permutation d'un nombre �ni de facteurs du mot donne un mot qui soit
plus grand. Reutenauer [Reu86] avait montr�e que la factorisation de Lyndon
d'un mot w = (`1)

k1 � � � (`n)kn , o�u les mots de Lyndon `1, . . . , `k sont distincts,
en donnent une n-division. Son argument peut-être repris pour montrer que
la factorisation du mot s =

Q
n�0(`n)

kn , o�u les mots de Lyndon �nis `n sont
distincts, en donne une !-division (toute permutation donne une division d'un
pr�e�xe bien choisi de s). Ce r�esultat nous avait permis de donner une nouvelle
!-division des mots sturmiens caract�eristiques [Melar] (cf Eq. 2.4), qui seront
d�e�nis �a la prochaine section.

2.2.5 Cas des mots sturmiens

Nous allons maintenant nous pencher sur le cas des mots sturmiens et en
donner la factorisation de Lyndon [Melar]. D�e�nissons d'abord la fonction de
complexit�e ps(n) d'un mot in�ni s. Elle donne le nombre ps(n) de facteurs de
longueur n du mot s. On peut montrer qu'un mot in�ni dont la fonction de com-
plexit�e satisfait ps(n) � n pour une valeur de n est n�ecessairement ultimement

50



p�eriodique, c'est-�a-dire de la forme s = uv1, o�u u et v sont des mots �nis.
Les mots sturmiens sont les mots non ultimement p�eriodiques et qui sont de

complexit�e minimale. Ils satisfont ps(n) = n + 1 pour tout n et sont des mots
sur deux lettres puisque ps(1) = 2. Le plus c�el�ebre des mots sturmiens est cer-
tainement le mot de Fibonacci f = limn!1 fn (cf Ex. 8)). On pourra consulter
le survey de Berstel [Ber95], un article r�ecent de de Luca [de 97], ou encore le
troisi�eme chap̂�tre du dernier livre de M. Lothaire [Lotar]. pour en savoir plus
sur les mots sturmiens. Parmi les mots sturmiens, on distingue les mots stur-
miens caract�eristiques. On peut se resteindre �a leur �etude lorsqu'on s'int�eresse
aux facteurs des mots sturmiens, puisqu'il est possible de montrer que tout mot
sturmien poss�ede un ensemble de facteurs qui co��ncide avec l'ensemble des fac-
teurs d'un mot sturmien caract�eristique [Ber95, Prop. 3.2]. Les mots sturmiens
caract�eristiques peuvent être d�e�nis comme suit (cf [Rau84]).

D�e�nition 10 Soit une suite d'entiers (cn)n�0 telle que c0 � 0 et ci > 0 pour

i > 0. Le mot sturmien caract�eristique associ�e �a la suite d'entiers (cn)n�0 est

le mot s = limn!1 sn, o�u

s0 = b; s1 = a et sn+1 = scn�1n sn�1 (n � 1): (2.3)

Le mot de Fibonacci (2.2) est un mot sturmien caract�eristique, associ�e �a la
suite cn = 1 pour tout n � 0. La r�ecurrence (2.3) permet de donner pour les
mots sturmiens caract�eristiques le calcul explicite de leur factorisation, qui fait
apparâ�tre la suite (cn)n�0. On d�esigne par wa

�1 le mot obtenu de w en e�a�cant
la derni�ere lettre a, si c'est possible ; sinon le mot wa�1 est, par d�e�nition, vide.
Observez que le mot s2n+1 se termine toujours par la lettre a.

Th�eor�eme 11 (cf [Melar]) La factorisation de Lyndon du mot sturmien car-

act�eristique associ�e �a la suite (cn)n�0 est :

s =
Y
n�0

[(as2n+1a
�1)c2n�1as2ns2n+1a

�1]c2n+1 (2.4)

o�u les mots `n = (as2n+1a
�1)c2n�1as2ns2n+1a

�1 sont des mots de Lyndon

tels que `n > `n+1.

Le th�eor�eme permet de retrouver les premiers facteurs de Lyndon du mot de
Fibonacci mentionn�es pr�ec�edemment (cf Ex. 8). Dans le cas du mot de Fibonacci,
les mots de Lyndon de la factorisation sont tous distincts et r�eduits �a `n =
as2ns2n+1a

�1, puisqu'on a cn = 1 pour tout n � 0.
La preuve du th�eor�eme11 consiste �a montrer, en utilisant la r�ecurrence (2.3),

que les mots un = as2n+1a
�1, vn = as2ns2n+1a

�1 sont des mots de Lyndon tels
que un = v0n. On en tire que uknvn pour tout k � 0, en vertu de l'observa-

tion 3. On montre aussi que uc2n�1n vn > u
c2n+2�1
n+1 vn+1. Finalement, le fait que

le produit (2.4) co��ncide avec le mot s s'obtient en r�e�ecrivant le produit :

s = sc01 s0s
c1�1
2 s1s

c2�1
3 s2s

c3�1
4 s3 � � � = `c10 (a s

c2�1
3 s2s

c3�1
4 s3) � � �

�a l'aide de l'identit�e :

asc2n�12n+1 s2ns
c2n+1�1
2n+2 s2n+1 = [(as2n+1a

�1)c2n�1as2ns2n+1a
�1]c2n+1a:
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2.2.6 Factorisation de Lyndon et facteurs singuliers

Jean Berstel nous avait signal�e les similarit�es entre la factorisation d�ecrite
�a l'exemple 8 et une factorisation donn�ee par Wen & Wen [WW94] pour le mot
de Fibonacci. Dans leur article, ces auteurs consid�erent la factorisation du mot
de Fibonacci f = w0w1w2 � � �, o�u les longueurs des mots wn sont les nombres
de Fibonacci Fn donn�es par la r�ecurrence F0 = F1 = 1 et Fn+1 = Fn + Fn�1
(n � 1). On a donc (cf Ex. 8) w0 = a, w1 = b, w2 = aa, w3 = bab, w4 =
aabaa, etc. Wen & Wen appellent les mots wk les facteurs singuliers du mot de
Fibonacci. Nous avions pu expliquer l'observation de Jean Berstel, �a savoir que
`0 = ab = w0w1, `1 = aabab = w2w3, etc.

Nous avions aussi pu reformuler certains r�esultats de Wen & Wen en recher-
chant dans la factorisation de Lyndon du mot de Fibonacci les facteurs sin-
guliers. La factorisation (2.4) des mots sturmiens caract�eristiques nous avait
permis de g�eneraliser le travail de Wen & Wen et de d�e�nir pour ceux-ci des
facteurs singuliers, et d'exprimer tout mot sturmien caract�eristique en termes
de ses facteurs singuliers [Mel99]. Dans leur article, Wen & Wen avaient montr�e
une propri�et�e d'invariance de la factorisation du mot de Fibonacci en termes des
facteurs singuliers f = w0w1w2 � � �. Ils avaient montr�e que si, pour n � 0 �x�e,
on isole les facteurs wn dans le mot de Fibonacci (ces facteurs ne se chevauchent
pas), on obtient :

f = (
n�1Y
j=0

wj) w(1)
n z1w

(2)
n z2 � � � (2.5)

o�u les mots zn (n � 1) sont toujours soit zn = wn�1 ou zn = wn+1 et que, de
plus, le mot in�ni z0z1z2 � � � est le mot de Fibonacci sur l'alphabet fwn+1; wn�1g.
Par exemple, si on isole les occurences du facteur singulier w2 = aa, on trouve :

f = ( a b ) aa(bab)aa(b)aa(bab)aa(bab)aa(b)aa(bab)aa(b)aa � � �

et on constate qu'en e�et le mot ABAABAB � � � avec A = bab et B = b est
bien le d�ebut du mot de Fibonacci sur fbab; bg.

De la même mani�ere, nous avions montr�e que la factorisation de Lyndon
du mot de Fibonacci admet une propri�et�e d'invariance. Nous l'avons mentionn�e
plus haut, le mot '(f) obtenu du mot de Fibonacci en appliquant le morphisme
d�e�ni par '(a) = aab et '(b) = ab est le mot de Fibonacci sur l'alphabet
faab; abg. En realit�e, on peut montrer que '(`n) = `n+1, '

k(f) =
Q

n�k `n et

que le mot 'k(f) est le mot de Fibonacci sur l'alphabet f`0n; `00ng aussi bien que
sur l'alphabet f`n; `0ng. Si on exprime les mots de Lyndon `0n et `00n en fonction
des facteurs singuliers w2n�1 et w2n+1, cette invariance de la factorisation de
Lyndon nous redonne le r�esultat de Wen & Wen.

Fort de ce r�esultat, nous avions pu proposer une g�en�eralisation des facteurs
singuliers pour les mots sturmiens caract�eristiques et donner, �a partir d'une
propri�et�e d'invariance de la factorisation du th�eor�eme11, un analogue de la
formule (2.5) donn�e par Wen & Wen pour le mot de Fibonacci. Ces r�esultats
tr�es techniques ne seront pas d�etaill�es.
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2.2.7 Facteurs des mots sturmiens et mots de Christo�el

La factorisation de Lyndon (2.4) des mots sturmiens caract�eristiques nous
avait permis de retrouver un r�esultat originalement donn�e par Bertel et de
Luca [Bd97]. Ils avaient montr�e que les facteurs des mots sturmiens qui sont
des mots de Lyndon co��ncident avec l'ensemble des mots de Christo�el primitifs
positifs sur deux lettres, que nous d�e�nissons maintenant.

Soit p; q deux entiers positifs. Tra�cons dans le plan un chemin discret em-
pruntant des pas est et des pas nord et suivant au plus pr�es le segment de droite
liant l'origine au point (q; p). Le mot obtenu du chemin en substituant au pas
est une lettre a et au pas nord une lettre b est un mot de Christo�el et tout mot
de Christo�el est obtenu de cette fa�con. La �gure 2.1 en donne un exemple.

a

a

b

b

b

b

b

a

Fig. 2.1: Chemin dans le plan et mot de Christo�el primitif de pente 5=3

Si pgcd (p; q) = d alors le chemin intersecte les points �a coordonn�ees enti�eres
(q0; p0), (2q0; 2p0), . . . , (dq0; dp0) (o�u p0 = p=d et q0 = q=d). Si pgcd (p; q) = 1
alors le chemin ne croise aucun point �a coordonn�ees enti�eres. Dans ce cas, on
dit que le mot de Christo�el est primitif. Nous ne consid�ererons que les mots
de Christo�el associ�e aux segments de pentes rationnelles positives, c'est-�a-dire
avec p; q � 0, appel�es mots de Christo�el positifs. A partir de maintenant,
nous ne consid�ererons que les mots de Christo�el primitifs positifs, que nous
appellerons plus simplement mots de Christo�el pour all�eger la discussion. Les
mots de Christo�el sont donc en bijection avec les nombres rationnels positifs
�ecrits sous forme r�eduite ; le nombre associ�e au mot de Christo�el ` est j`jb=j`ja.

Il existe un proc�ed�e r�ecursif qui permet d'obtenir les mots de Christo�el.
Partant des mots u0 = a et v0 = b, et �etant donn�e une suite d'entiers (ci)i=0;:::;n,
on d�e�nit les mots

ui+1 = uiv
c2i
i et vi+1 = u

c2i+1
i+1 vi: (2.6)

Tous les mots de la suite sont des mots de Christo�el. Le dernier mot obtenu
(selon la parit�e de n) est le mot de Christo�el associ�e au nombre rationnel
p=q dont la fraction rationnelle (�nie) est donn�ee par la suite (ci)i=0;:::;n. Par
exemple, le proc�ed�e appliqu�e �a la suite (1; 1; 2) donne la suite de mots u0 = a,
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v0 = b, u1 = a b, v1 = ab b et �nalement u2 = ab (abb)2. On v�eri�e que ce mot
est associ�e au nombre 5=3, dont la fraction continue est [1; 1; 2] (cf �gure 2.1).
Ce passage entre nombre rationnel et mots de Christo�el utilisant les fractions
continues est un �el�ement essentiel de la th�eorie des mots de Christo�el [BL93,
Lau95]. En particulier, l'unicit�e de la fraction continue pour p=q montre que la
suite (ci)i=0;:::;n d�e�nie en (2.6) amenant jusqu'au mot associ�e �a p=q est unique.

C'est cette description des mots de Christo�el qui nous avait permis de
montrer le r�esultat de Berstel et de Luca [Bd97]. Tout facteur d'un mot stur-
mien caract�eristique et qui est aussi un mot de Lyndon est n�ecessairement un
facteur d'un mot de Lyndon `n = (as2n+1a

�1)c2n�1as2ns2n+1a
�1 de la factori-

sation (2.4) (aucun mot de Lyndon ne peut chevaucher un produit d�ecroissant
de deux mots de Lyndon). Or, on peut montrer que les seuls facteurs de Lyndon
du mot de Lyndon `n sont :

as2n+1a
�1 ou

(as2n+1a
�1)kas2ns2n+1a

�1; avec 0 � k � c2n � 1 ou
as2ns2n+1a

�1:
(2.7)

pour un certain n � 0. La suite d'exposant (cn)n�0 associ�ee au mot sturmien,
tronqu�ee au rang appropri�ee, combin�ee �a une r�ecurrence d�e�nissant les mots en
(2.7), permet de construire une suite comme en (2.6) pour montrer que ces mots
sont des mots de Christo�el. Inversement, il est possible de donner un mot
sturmien caract�eristique poss�edant un mot de Christo�el donn�e comme facteur.
Il su�t de consid�erer un mot sturmien caract�eristique associ�e �a une suite (cn)n�0
qui prolonge la fraction continue du nombre associ�e au mot de Christo�el.

La preuve compl�ete de ce r�esultat n�ecessite qu'on �etudie la factorisation
standard des mots de Lyndon, que nous n'abordons qu'�a la prochaine section.
En regardant de pr�es les propri�et�es des mots de Lyndon apparaissant dans la
factorisation, on montre aussi que le produit in�ni (2.4) est la factorisation du
mot sturmien caracteristique sur toute factorisation de Viennot (cf [Melar]).

2.3 Mots de de Lyndon �equilibr�es

Nous allons maintenant aborder l'�etude des arbres de Lyndon, et �etudier
plus particuli�erement les mots de Lyndon pour lesquels cet arbre est unique.
Cette section, par rapport aux pr�ec�edentes, est plus d�etaill�ee et contient des
r�esultats nouveaux.

2.3.1 Factorisation standard des mots de Lyndon

La proposition 2 a�rme que tout mot de Lyndon non-r�eduit �a une lettre est
un produit de deux mots de Lyndon. On a, par exemple, aabab = (aab)(ab),
et aababb = (aab)(abb), mais aussi aababb = (aabab)(b) = (a)(ababb). La fac-
torisation standard droite d'un mot de Lyndon w est le couple (u; v) tel que
w = uv et v est un mot de Lyndon de longueur maximale. On peut alors mon-
trer que le mot u est aussi un mot de Lyndon et qu'on a u < uv < v (cf [Lot83,
Chap. 5]). On peut d�e�nir, de la même mani�ere, la factorisation standard gauche
d'un mot de Lyndon en prenant pour u le pr�e�xe de w de longueur maximale et
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qui soit un mot de Lyndon. On d�esignera le plus souvent la factorisation stan-
dard (gauche ou droite) d'un mot de Lyndon en �ecrivant w = w0w00. L'arbre de
Lyndon (gauche ou droit) associ�e �a un mot de Lyndon est obtenu en it�erant le
calcul de la factorisation standard sur les facteurs de la factorisation standard
(gauche ou droit). La �gure 2.2 illustre l'arbre gauche et droit obtenu pour le
mot aababb.

a a

a

b

b

b a

a b

a b b

Fig. 2.2: Arbres de Lyndon gauche et droit associ�es au mot aababb

Proposition 12 (Lyndon [CFL58], cf [Lot83])

Soit u = x1y1 la factorisation standard droite du mot de Lyndon u. Alors le

produit w = uv est la factorisation standard droite du mot de Lyndon w si et

seulement si on a y1 � v.

De même, soit v = x2y2 la factorisation standard gauche du mot de Lyndon

v. Alors le produit w = uv est la factorisation standard gauche du mot de Lyndon

w si et seulement si on a u � x2.

Ainsi, on voit que la factorisation aababb = (aab)(abb) n'est standard ni �a
gauche, ni �a droite puisque aab < ab < abb. On remarque aussi que le mot aabab
ne poss�ede qu'une seule factorisation aabab = (aab)(ab) qui est donc standard
�a gauche comme �a droite (et on v�eri�e qu'en e�et aab � a et (aab)00 = ab � ab).

Observation 13 Soit u, v des mots de Lyndon tels que u < v et tels que la

factorisation uv soit standard �a gauche (resp. �a droite). Alors, pour tout n � 2,

la factorisation unv = u (un�1v) est standard �a gauche (resp. �a droite). De

même, pour tout n � 2, la factorisation uvn = (uvn�1)v est standard �a gauche

(resp. �a droite).

D�e�nition 14 Un mot de Lyndon w sur un alphabet A est �equilibr�e si

(i) soit c'est une lettre,

(ii) soit le mot w poss�ede une unique factorisation w = w0w00 en produit crois-

sant de deux mots de Lyndon, et les mots w0 et w00 sont des mots de

Lyndon �equilibr�es.

Par exemple, les mots anb et abn sont des mots de Lyndon �equilibr�es. Plus
g�en�eralement, si u et v sont des mots de Lyndon �equilibr�es tels que la factorisa-
tion uv est standard (c'est-�a-dire u00 � v et u � v0) alors les mots unv et uvn sont
des mots de Lyndon �equilibr�es. La condition (ii) entrâ�ne que les factorisations
gauche et droite du mot w coinc��dent. Cela se traduit par les in�egalit�es :
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(w0)00 � w00 et w0 � (w00)0 (2.8)

obtenues de la proposition 12 appliqu�ee �a la factorisation w = w0w00. Nous
d�esignerons par �L(A) l'ensemble des mots de Lyndon �equilibr�es sur l'alphabet
A.

2.3.2 Le cas A = fa; bg

Th�eor�eme 15 L'ensemble des mots de Lyndon �equilibr�es sur l'alphabet fa; bg
(avec a < b) co��ncide avec l'ensemble des mots de Christo�el primitifs positifs.

Laurier [Lau95, p. 54] avait remarqu�e que les mots de Christo�el sont des
mots de Lyndon �equilibr�es. Nous allons nous restreindre �a montrer l'inclusion
inverse, c'est-�a-dire que tout mot de Lyndon �equilibr�es est un mot de Christo�el.
Berstel et de Luca [Bd97] avaient donn�e un proc�ed�e de g�en�eration arborescent
pour les mots de Christo�el primitifs positifs qui reprenaient le proc�ed�e arbores-
cent de Stern-Brocot pour la construction des nombres rationnels positifs sous
forme r�eduite (voir [GKP94, Sect. 4.2], par exemple). Nous allons montrer que
ce même proc�ed�e permet d'engendrer les mots de Lyndon �equilibr�e sur fa; bg.
Plus pr�ecis�ement, soit l'arbre binaire in�ni dont la racine est �etiquett�ee par le
couple (a; b). On associe �a chaque sommet de l'arbre un couple en suivant la
r�egle : si un sommet de l'arbre a pour �etiquette le couple (u; v) alors ses �ls
gauche et droit ont pour �etiquettes les couples (u; uv) et (uv; v) respectivement.
La �gure 2.3 illustre ce proc�ed�e. Nous ferons r�ef�erence �a ce proc�ed�e en parlant
de l'arbre de g�en�eration des mots de Christo�el. On retrouve alors dans l'arbre
l'unique factorisation standard de tous les mots de Christo�el primitifs positifs
(non r�eduit �a une lettre). On retrouve l'arbre de Stern-Brocot si on remplace
chaque couple (u; v) par le nombre rationnel p=q associ�e au mot de Christof-
fel uv. La �gure 2.4 illustre l'arbre binaire in�ni des couples (q; p) obtenu des
mots de Christo�el primitifs positifs. La d�emonstration du th�eor�eme15 repose
enti�erement sur le lemme suivant.

Lemme 16 Soit w un mot de Lyndon �equilibr�e non r�eduit �a une lettre sur

l'alphabet fa; bg. Alors w est soit un mot sur fa; abg, soit sur fab; bg. De plus,

�L(a; ab) \ �L(ab; b) = fabg.
Observation 17 Sur l'alphabet A = fa; bg, les seuls mots de Lyndon �equilibr�es
w tel que w0 = a sont de la forme w = anb (n � 1). De même, les seuls mots de

Lyndon �equilibr�es w tels que w00 = b sont de la forme w = abn (n � 1).

On montre cette observation facilement par r�ecurrence. On le constate aussi
facilement sur l'arbre de g�en�eration (cf �gure 2.3). La seule possibilit�e pour que
la premi�ere composante d'un couple soit la lettre a, est que le couple soit attach�ee
�a un sommet le long de la branche extrême gauche. De même, les seuls couples
avec la lettre b en seconde composante sont le long de la branche extrême droite.

On montre le lemme 16 par r�ecurrence sur la longueur des mots. On v�eri�e
facilement l'�enonc�e pour la longueur 2 ; le seul mot �equilibr�e est ab. Soit w un mot
de Lyndon �equilibr�e et w = w0w00 son unique factorisation, standard �a gauche et
�a droite. Dans le cas o�u w0 ou w00 est une lettre, on obtient le r�esultat en vertu
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(a, b)

(a, ab) (ab, b)

(aab, ab) (ab, abb) (abb, b)

(aab, aabab) (aabab, ab)

Fig. 2.3: Arbre de g�en�eration des factorisations standard des mots de Christo�el

sur fa; bg (voir [Bd97])

de l'observation 17. On supposera donc que w0 et w00 sont de longueur au moins
2. Par r�ecurrence, ce sont des mots de Lyndon �equilibr�es soit sur fa; abg soit sur
fab; bg. Tout mot de �L(a; ab) d�ebute par aa sauf le mot ab. Comme w0 < w00,
on ne peut avoir w0 2 �L(ab; b) et w00 2 �L(a; ab), sauf si w0 = ab. De même,
w0 2 �L(a; ab) et w00 2 �L(ab; b) est impossible puisqu'on doit avoir w0 � (w00)0.
On conclut donc que w0 et w00 doivent appartenir simultan�ement �a �L(a; ab) ou
�L(ab; b).

La condition �L(a; ab) \ �L(ab; b) = fabg �etablit, via une r�ecurrence, le corol-
laire 1 de [BL93]. C'est aussi cette r�ecurrence qui donne le corollaire 2 du même
article a�rmant que les mots de Christo�el dans le sous-arbre induit par un cou-
ple (u; v) sont des mots de Christo�el sur � l'alphabet� fu; vg. Laurier [Lau95]
appelle le morphisme induit par a 7! u, b 7! v une substitution standard. Ce
ph�enom�ene est familier des calculs avec les mots de Lyndon ou plus g�en�eralement
avec les factorisations r�eguli�eres du mono��de libre comme les factorisations de
Viennot [Vie76] [Lot83, Chap.5]. Il faut aussi y voir un lien avec la propri�et�e
d'invariance de la factorisation de Lyndon des mots sturmiens caract�eristiques
(cf section 2.2.6).

2.3.3 Mots de Lyndon �equilibr�es �a plus de deux lettres

On remarque que la d�e�nition 14 n'exige rien en ce qui concerne la cardinalit�e
de l'alphabet. Elle permet en e�et de consid�erer un alphabet de cardinalit�e
quelconque, même in�nie. Le th�eor�eme15 nous permet de pr�esenter les mots de
Lyndon �equilibr�es comme une g�en�eralisation possible des mots de Christo�el �a
un alphabet de plus de deux lettres. Nous allons maintenant donner des r�esultats
qui les con�rment dans ce rôle. Nous allons ici nous concentrer sur le cas �a trois
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(1, 1)

(2, 1) (1, 2)

(3, 2) (2, 3) (1, 3)

(5, 3) (4, 3)

(1, 0) (0, 1)

Fig. 2.4: Arbre de Stern-Brocot pour les nombres rationnels positifs (le couple

(q; p) correspond au nombre p=q).

lettres A = fa; b; cg, pour la simplicit�e de l'expos�e, mais tous nos r�esultats
peuvent être formul�es pour un alphabet �ni quelconque.

Notre premier r�esultat est l'analogue de la construction de Berstel et de
Luca [Bd97] pour les mots de Christo�el primitifs positifs. Nous allons donner
un proc�ed�e de g�en�eration arborescent pour les mots de Lyndon �equilibr�es. Con-
sid�erons un arbre binaire in�ni dont la racine est �etiquett�ee par le triplet (a; b; c).
On associe une �etiquette �a tout sommet de l'arbre comme suit. Si un sommet
porte l'�etiquette (u; v; w) alors ses �ls gauche et droit portent les �etiquettes
(u; uw; v) et (uw; v; w), respectivement. On �ecrira :

(u; v; w)
L! (u; uw; v) (2.9)

(u; v; w)
R! (uw; v; w) (2.10)

pour d�esigner ces d�erivations gauche et droite dans l'arbre. Nous ferons
r�ef�erence �a ce proc�ed�e en parlant de l'arbre de g�en�eration des mots de Lyn-
don �equilibr�es (cette terminologie est justi��ee par le th�eor�eme22). Nous allons
maintenant expliciter certains invariants qui apparaissent dans l'arbre.

D�e�nition 18 Un triplet de mots de Lyndon �equilibr�es (u; v; w) est standard

si et seulement si :

(i) uw et uwv sont des mots de Lyndon �equilibr�es,
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(a, b, c)

(a, ac, b) (ac, b, c)

(a, ab, ac) (ab, ac, b) (ac, acc, b) (acc, b, c)

(acc, accc, b)

(acc, accb, accc)

(acb, acc, b)

(acc, accaccc, accb) (accaccc, accb, accc)

(accb, accc, b)

(a, acc, ab) (aac, ab, ac)

(aac, aacac, ab) (aacac, ab, ac)

(ab, abb, ac) (abb, ac, b) (ac, acb, acc)

Fig. 2.5: Arbre de g�en�eration de triplets standard de mots �equilibr�es

(ii) les factorisations standard (gauche et droite) de ces mots sont (uw)0 = u,

(uw)00 = w, et (uwv)0 = uw, (uwv)00 = v.

Proposition 19 Les triplets de l'arbre binaire de g�en�eration sont standard. De

plus, les mots �equilibr�es uw obtenus de triplets (u; v; w) apparaissant dans l'arbre

sont des mots de �L(a; b; c) n �L(b; c).
La preuve n�ecessite que l'on montre les in�egalit�es (ii) de la d�e�nition 18 pour

les mots uuw et uuwv, ce qui d�ecoule en partie des remarques de l'observation13.
La derni�ere partie de l'�enonc�e vient du fait que le mot u commence toujours par
a.

Lemme 20 Soit w un mot �equilibr�e sur fa; b; cg. Alors c'est un mot �equilibr�e

soit sur fa; ac; bg, soit sur fac; b; cg. De plus, on a �L(a; ac; b)\ �L(ac; b; c) = facg.
Avant d'aborder la preuve du lemme, il nous faut faire une remarque.

Observation 21 D�esignons par X le code fa; ac; bg, (qu'on consid�ere comme

un � alphabet�). L'ordre lexicographique<X sur le mono��de libreX� induit par

a < ac < b co��ncide avec l'ordre lexicographique usuel sur fa; b; cg� induit par
l'inclusion fa; ac; bg� � fa; b; cg�. Il en va de même pour le mono��de libre sur Y =
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fac; b; cg. Par cons�equent, les mots de Lyndon sur fa; ac; bg (ou fac; b; cg) sont
aussi des mots de Lyndon sur fa; b; cg et leurs factorisations standard (gauche

ou droite) dans l'un ou l'autre mono��de co��ncident dans fa; b; cg� (en prenant

la pr�ecaution de d�eployer les feuilles �etiquett�ees par ac dans �L(X) ou �L(Y ) en

le sous-arbre appropri�e). C'est l�a un fait connu (cf [Reu86], [Lot83, Chap. 5.4]

ou [Reu93] par exemple).

Preuve du lemme 20.
Soit w un mot �equlibr�e sur fa; b; cg. Si c'est un mot �equilibr�e sur fa; bg ou sur
fb; cg alors c'est un mot �equilibr�e sur fa; ac; bg ou sur fac; b; cg respectivement.
Si c'est plutôt un mot �equilibr�e sur fa; cg, alors c'est un mot �equilibr�e sur fa; acg
ou sur fac; cg, en vertu du lemme 16, donc sur fa; ac; bg ou sur fac; b; cg. On
peut donc supposer que jwja, jwjb, jwjc � 1.

On proc�ede par r�ecurrence sur la longueur des mots. On reprend les notations
X = fa; ac; bg et Y = fac; b; cg de l'observation 21. On a w = w0w00, et par
r�ecurrence les mots w0 et w00 sont soit dans �L(X), soit dans �L(Y ). Supposons
d'abord que w0 2 �L(a; ac; b), mais que w00 2 �L(ac; b; c). Observons d'abord qu'on
ne peut avoir w00 2 �L(b; c), sinon on a n�ecessairement w0 < (w00)0 ce qui contredit
le fait que la factorisation w0w00 est standard �a gauche. La � lettre� ac 2 Y
apparâ�t donc n�ecessairement dans w00, qui commence donc par ac. Si la lettre
a 2 X apparâ�t dans le mot w0, il commence n�ecessairement par a a ou par a b.
Mais alors on trouve w0 < (w00)0 ce qui encore une fois contredit le fait que w0w00

est standard �a gauche. Le mot w0 ne peut donc contenir la lettre a. Mais alors
c'est un mot sur Y et w 2 �L(Y ).

Supposons maintenant que w0 2 �L(ac; b; c), mais que w00 2 �L(a; ac; b). On
raisonne comme plus haut pour constater que le mot w00 ne peut contenir la
lettre a 2 X . C'est alors un mot sur fac; bg et donc w 2 �L(ac; b; c).

Notez que les arguments donn�es plus haut �echouent dans le cas o�u les mots
sont trop courts (sur X ou Y ). La preuve peut être compl�et�ee en �etudiant les
cas possibles.

Th�eor�eme 22 Pour tout mot ` �equilibr�e de �L(a; b; c) n �L(b; c), et non r�eduit �a

une lettre, il existe un unique triplet standard (u; v; w) issu de (a; b; c) tels que

` = uw.

On reprend les notations du lemme pr�ec�edent. Le mot ` est soit dans �L(X),
soit dans �L(Y ), en vertu du lemme 20. Supposons qu'on ait ` 2 �L(X), pour
�xer les id�ees. Le mot ` est, en tant que mot sur X , plus court sauf si j`jc = 0,
auquel cas, c'est un mot sur fa; bg. Mais alors, c'est un mot �equilibr�e de �L(a; ab)
ou de �L(ab; b), qui sur fa; abg ou fab; bg est plus court. Comme on a �L(X) =
�L(a; ab; ac) [ �L(ab; ac; b) on trouve dans tous les cas un unique triplet (u; v; w)
de mots de �L(X) issu de (a; ac; b) tel que ` = uw. Ce triplet est aussi un triplet
de mot de �L(a; b; c) et issu de (a; b; c) en vertu du lemme 20. Si j`jc > 0, on
obtient par r�ecurrence un unique triplet (u; v; w) de mots �equilibr�es de issu de
(a; ac; b) tel que ` = uw. Ce triplet est aussi un triplet de mots �equilibr�es de
�L(a; b; c), accessible de (a; b; c). Le cas w 2 �L(Y ) se traite de la même mani�ere.
Pour conclure, on montre l'unicit�e du triplet donnant la factorisation ` = uw
en remarquant que les sous-arbres issus des triplets (a; ac; b) et (ac; b; c) ne
poss�edent pas de triplets communs. Cela d�ecoule de la preuve du lemme 20.
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2.3.4 Mots de Lyndon �equilibr�es et compositions

Nous l'avons mentionn�e plus haut, l'un des int�erêts des mots de Christo�el
est qu'ils constituent un codage des nombres rationnels positifs. Cette corre-
spondance est tr�es riche et rejoint la th�eorie des fractions continues ordinaires
en th�eorie des nombres [BL93, Bd97]. A chaque nombre rationnel correspond un
unique mot de Christo�el (cf la d�e�nition au d�ebut de la section 2.2.7) et inverse-
ment, �a tout nombre rationnel r on peut associer un unique mot de Christo�el
en passant par la fraction continue de r (cf Eq. (2.6)).

La g�en�eralisation que proposent les mots de Lyndon �equilibr�es pour les mots
de Christo�el donnent une correspondance analogue que nous explicitons main-
tenant. Etant donn�e un mot de Lyndon �equilibr�e ` on d�esigne par j`ja, j`jb, j`jc
son nombre de lettres a, b et c.

Proposition 23 L'application ` ! (j`ja; j`jb; j`jc) met en bijection les mots de

Lyndon �equilibr�es de �L(a; b; c) avec les compositions en trois parts relativement

premi�eres.

La preuve utilise une r�ecurrence qui repose sur le lemme 20 (et sur le lemme 16
pour le cas j`ja = 0). Ce r�esultat con�rme les mots de Lyndon �equilibr�es comme
g�en�eralisation des mots de Christo�el primitifs positifs, dans la mesure o�u les
compositions en trois relativement premi�eres sont un bon analogue des nombres
rationnels �ecrits sous forme r�eduite.

Le calcul du mot de Lyndon �equilibr�e associ�ee �a une composition peut se faire
en suivant la r�ecurrence induite par le lemme 20 et en � changeant d'alphabet�.
Consid�erez l'algorithme suivant, d�e�ni sur les compositions avec premi�ere part
non nulle (les compositions avec une premi�ere part nulle correspondent �a des
mots �equilibr�es sur fb; cg) :

(�; �; 
)!
8<
:

(�� 
; 
; �) si � > 


(�; �; 
 � �) si � � 

(2.11)

avec la condition suppl�ementaire que l'algorithme s'arrête d�es que l'on ren-
contre le triplet d'entiers (1; 0; 1). On peut calculer le mot associ�e au triplet
(�; �; 
) en faisant suivre �a chaque pas de l'algorithme un triplet standard
(u; v; w) de mots �equilibr�es. On d�emarre en associant �a la composition de d�epart
le triplet standard (a; b; c). Etant donn�e le triplet standard (u; v; w) associ�e �a
une composition, on associe �a la composition suivante le triplet (u; uw; v) ou
(uw; v; w) selon que l'on a appliqu�e la premi�ere ou la seconde des r�egles (2.11).
L'algorithme s'arrête lorsqu'on rencontre la composition (1; 0; 1) accompagn�e du
triplet de mots (u; v; w). Le mot associ�e �a la composition de d�epart est ` = uw.

Calculons par exemple le mot associ�e �a la composition (1; 2; 2). On obtient
la suite de compositions et de triplets standard suivants :

(1; 2; 2)
(a; b; c)

! (1; 2; 1)
(ac; b; c)

! (1; 2; 0)
(acc; b; c)

! (1; 0; 2)
(ac2; ac3; b)

! (1; 0; 1)
(ac2b; ac3; b)

de sorte que le mot associ�e �a la composition (1; 2; 2) est ` = ac2b2. Remarquez
que l'on peut aussi admettre un dernier pas de l'algorithme et appliquer la
seconde r�egle pour passer de (1; 0; 1) �a (1; 0; 0). Le mot associ�e �a la composition
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est alors obtenu en prenant la premi�ere composante du triplet standard qui est
alors (uw; v; w), obtenu de (u; v; w) par la r�egle de r�e�ecriture (2.10). Ainsi, dans
l'exemple, une �etape de calcul suppl�ementaire utilisant la seconde r�egle nous
am�ene �a la paire

(1; 0; 0)
(ac2b2; ac3; b)

avec le mot ` en premi�ere composante du triplet standard. Le preuve du
r�esultat suit de l'observation suivante. Supposons qu'on position (�0, �0, 
0)
associ�ee �a un mot �equilibr�e sur X = fa; ac; bg. Alors ce mot est associ�e, sur A, �a
la composition (�; �; 
), o�u � = �0 + �0, � = 
0 et 
 = �0. On v�eri�e ais�ement
que la composition (�0; �0; 
0) s'obtient de (�; �; 
) en appliquant la r�egle (2.11).
On peut formuler une observation similaire pour le cas Y = fac; b; cg. Observez
de plus que la composition (�; �; 
) est en parts relativement premi�eres si et
seulement si c'est aussi le cas pour la composition (�0; �0; 
0).

2.3.5 Arbre de Stern-Brocot pour les compositions

On peut construire un analogue de l'arbre de Stern-Brocot pour l'ensem-
ble des composition en trois parts relativement premi�eres, dont la premi�ere
part est non-nulle. Cette condition suppl�ementaire vient du fait que l'arbre
de g�en�eration des mots de Lyndon �equilibr�es sur fa; b; cg ne produit que les
mots de �L(a; b; c) n �L(b; c). On consid�ere un arbre binaire in�ni avec la com-
position (1; 0; 1) �a la racine. La composition associ�ee �a un sommet de l'arbre
est alors obtenu en sommant composante �a composante les compositions du
dernier ancêtre gauche et de l'avant-dernier ancêtre droit rencontr�e le long du
chemin menant de la racine au sommet consid�er�e. On peut v�eri�er cette r�egle
de construction sur la �gure 2.6. On place aussi � au-dessus� de la racine les
trois compositions (1; 0; 0), (0; 1; 0) et (0; 0; 1). On consid�erera que la composi-
tion (1; 0; 0) est un ancêtre gauche des sommets du sous-arbre gauche, et que
la composition (0; 1; 0) est un ancêtre droit des sommets du sous-arbre gauche.
De même, les compositions (0; 1; 0) et (0; 0; 1) sont des ancêtres, gauche et droit
respectivement, des sommets du sous-arbre droit.

Par exemple, on v�eri�e sur la �gure 2.6 que la composition (3; 0; 8) est obtenu
en sommant composante �a composante les compositions (2; 0; 5) et (1; 0; 3) qui
sont ses derniers ancêtre gauche et avant-dernier ancêtre droit. Les compositions
�a sommer pour obtenir la composition (1; 2; 0) sont (1; 1; 0), son ancêtre gauche,
et (0; 1; 0) qui joue ici le rôle d'avant-dernier ancêtre droit.

Les r�egles de d�erivations (2.9) et (2.10) pour les triplets standard montrent
que toute composition en trois parts relativement premi�eres est associ�ee �a un
unique sommet de l'arbre et que le triplet correspondant (u; v; w) de l'arbre
pour les mots �equilibr�es donne le mot ` = uw associ�ee �a la composition via
l'application de la proposition 23.

On peut aussi donner une formulation analogue �a celle de Berstel et de
Luca [Bd97] en termes de chemin dans l'arbre, utilisant des matrices qui ef-
fectuent le calcul des parts des compositions. Plus pr�ecis�ement, consid�erons les
matrices
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(1, 0, 1)

(1, 1, 0) (1, 0, 2)

(2, 0, 1) (1, 2, 0) (1, 1, 1) (1, 0, 3)

(1, 1, 2)

(2, 0, 5)

(1, 2, 1)

(2, 1, 4) (3, 0, 8)

(1, 2, 2)

(2, 1, 0) (3, 0, 2)

(3, 1, 1) (4, 0, 3)

(2, 1, 1) (1, 3, 0)

(0, 1, 0)(1, 0, 0) (0, 0, 1)

.

.

.

.

.

.

Fig. 2.6: Arbre de g�en�eration des compositions associ�es aux mots de Lyndon

�equilibr�es sur fa; b; cg

L =

0
@ 0 1 0

1 0 0
0 1 1

1
A ; R =

0
@ 1 0 1

0 1 0
0 0 1

1
A : (2.12)

Convenons d'�ecrire Rc0Lc1 � � �Lcn�1Rcn pour d�esigner (avec les mêmes let-
tres) les suites qui d�ecrivent les chemins dans l'arbre des mots de Lyndon
�equilibr�es �a partir de la racine. Une lettre L d�esigne un pas allant d'un sommet
vers son �ls gauche, et la lettre R d�esigne un pas allant d'un sommet vers son
�ls droit. Etant donn�e un chemin W dans l'arbre, on peut interpr�eter chacune
des lettres du chemin comme une r�e�ecriture (2.9) ou (2.10). Ainsi, partant de
la racine on obtient un triplet de l'arbre en suivant le chemin d�ecrit par W .
Le th�eor�eme peut donc être reformul�e en : pour tout mot �equilibr�e ` il existe
un unique chemin W menant au triplet standard W (a; b; c) = (u; v; w) tel que
` = uw. On peut aussi interpr�eter un chemin W comme le produit des matrices
associ�ees aux lettres du chemin. Les propositions suivantes sont des cons�equences
imm�ediates du th�eor�eme22 et des notations que nous venons d'introduire. Il faut
les comparer �a [Bd97, Prop.6.2, Th. 7.1].

Proposition 24 Soit un chemin W et posons W (a; b; c) = (u; v; w). Alors la

matrice obtenu de W par multiplication des matrices L et R d�e�nies en (2.12)
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est :

W =

0
B@

wc vc uc

wb vb ub

wa va ua

1
CA

Reprenons le cheminR2LR qu'il faut suivre pour arriver au triplet (ac2b; ac3; b)
en partant du triplet (a; b; c). On v�eri�e que la matrice est :

R2LR =

0
@ 0 3 2

1 0 1
0 1 1

1
A

et que les colonnes, lues de haut en bas, donnent respectivement les multi-
plicit�es des lettres c; b et a dans les mots w = b, v = ac3 et u = ac2b.

Proposition 25 Pour tout triplet d'entiers relativement premiers (�; �; 
) tels

que � > 0, il existe un unique chemin W tels que

0
B@




�

�

1
CA =W �

0
B@

1

0

1

1
CA

Observation 26 Les d�eterminants des matrices R et L sont respectivement

+1 et �1. Il suit de la proposition 24 que le d�eterminant de la matrice associ�e

�a un triplet de mots de l'arbre de g�en�eration de �L(a; b; c) n �L(b; c) est toujours
�1. Cette condition, ajout�ee �a la d�e�nition 18 des triplets standard, permet de
montrer que les seuls triplets standard sont ceux apparaissant dans l'arbre de

g�en�eration.

2.3.6 Approximation de points dans le plan

Le calcul de la fraction continue associ�ee �a un nombre est intimement li�e
au calcul du plus grand commun diviseur des entiers et est pour cette raison
tr�es voisin de l'algorithme d'Euclide. La premi�ere �etape du calcul de la fraction
continue d'un nombre rationnel p=q (avec p > q) est p=q = m + r=q o�u m est
le quotient de la division de p par q et r en est le reste. L'algorithme poursuit
en r�e�ecrivant r=q = 1=(q=r) et en it�erant le proc�ed�e sur le nombre q=r. Par
exemple, le calcul de la fraction continue de 5=3 est :

5

3
= 1 +

2

3
= 1 +

1

3=2
= 1 +

1

1 + 1
2

de sorte que la fraction continue de 5=3 est [1 ; 1; 2].
Plusieurs g�en�eralisations des fractions continues aux dimensions sup�erieu-

res ont �et�e propos�ees [Bre81]. Certaines des g�en�eralisations recherchent �a mettre
en �evidence les propri�et�es alg�ebriques des nombres dont la fraction continue
constitue une approximation. Il faut ici penser au r�esultat classique a�rmant
que la fraction continue (ordinaire) d'un nombre est p�eriodique si et seulement
le nombre est alg�ebrique de degr�e2.
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Tout mot de Christo�el encode la fraction continue qui lui est associ�ee.
En e�et, on peut tirer la fraction continue du chemin �a suivre dans l'arbre de
g�en�eration des mots de Christo�el. Les entiers de la fraction continue comptent
alors le nombre de pas �a e�ectuer �a gauche et �a droite, en succession. Par
exemple, le nombre 5=3 se trouve dans l'arbre en partant de la racine et en
suivant le chemin RLR. Les multiplicit�es gauche-droite sont donc 1; 1; 1 (droite,
gauche, droite). On en tire la fraction continue [1; 1; 2] (il faut soustraire 1 au
dernier entier de la fraction continue, voir [Bd97, Prop. 6.3]). Le calcul de la
fraction continue peut aussi de faire par un algorithme soustractif, plus lent que
l'agorithme d'Euclide mais �equivalent. Plus pr�ecis�ement, on peut travailler sur
le couple d'entiers (q; p) (relativement premiers) et le r�e�ecrire selon la r�egle (i)
(q; p) ! (q; p� q) si q � p ou (ii) (q; p) ! (q � p; p) si q > p. Le calcul s'arrête
d�es que l'on atteint le couple (1; 0). Par exemple, partant du couple (3; 5), on
obtient la suite :

(3; 5)
r�egle (i)! (3; 2)

r�egle (ii)! (1; 2)
r�egle (i)! (1; 1)

r�egle (i)! (1; 0):

On v�eri�e que le mot aabaabab, associ�e au même sommet dans l'arbre de
Christo�el s'obtient en appliquant les r�e�ecritures (a; b)! (ab; b)! (ab; abb)!
(ababb; abb), ou via les r�ecurrences (2.6). La fraction continue de 5=3 s'obtient
alors en comptant les multiplicit�es des r�egles (i) et (ii) appliqu�ees en alternance.

Les fractions continues approximent les nombres r�eels, et sont les meil-
leures approximations possibles dans un sens bien pr�ecis (voir, par exemple,
[HW38, Bre81]). On peut, de mani�ere analogue, chercher �a interpr�eter les mots
de Lyndon �equilibr�es sur fa; b; cg comme des approximations de couples de nom-
bres r�eels dans le plan. On a :

Observation 27 Les mots de Christo�el de �L(a; b; c) n �L(b; c) sont en bijection

avec les points du plan �a coordonn�ees rationnelles positives.

Ca n'est l�a qu'une autre version de la correspondance de la proposition 23.
Le passage (�; �; 
) ! (�� ;



� ) est bijectif. Les mots de

�L(a; b; c) n �L(b; c) corre-
spondent donc �a un ensemble dense de points dans le premier quadran du plan.
Cet aspect des mots de Lyndon �equilibr�e est encore �a exploiter.

Mentionnons seulement ici un r�esultat qui motive qu'on regarde plus en
d�etail dans cette direction. L'algorithme qui calcule l'application inverse de la
proposition 20 est invariant par multiplication des parts de la composition par
un entier. En d'autres mots, si on applique l'algorithme sur un triplet d'entiers
quelconques (�; �; 
), l'algorithme s'arrêtera sur le triplet (d; 0; 0) avec d =
pgcd (�; �; 
). On peut de la même mani�ere, appliquer l'algorithme sur un triplet
de nombres r�eels quelconques (x; y; z), qui s'arrêtera si le triplet est de la forme
(x; y; z) = c � (�; �; 
) o�u c est un nombre r�eel quelconque et (�; �; 
) est un
triplet d'entiers. Sinon, l'algorithme ne s'arrêtera pas. On d�esignera par � :
�L(a; b; c) n �L(b; c) ! R2 l'application qui associe �aun mot de Lyndon �equilibr�e

` le couple de nombre rationnels positifs ( j`jbj`ja
; j`jcj`ja

) obtenus de la composition

associ�ee �a `.

Proposition 28 Soit (x; y) un couple de points dans le premier quadran du

plan. Soit (un)n�0 la suite de mots �equilibr�es apparaissant en premi�ere com-

posante des triplets de mots equilibr�es obtenus par r�e�ecriture du triplet (a; b; c)
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en it�erant l'algorithme (2.11) �a partir du triplet de nombres r�eels (1; x; y). Alors

on a :

lim
n!1

�(un) = (x; y):

Cette approximation peut se visualiser en une suite in�nie de r�egion du
plan qui s'embô�te, un peu �a la mani�ere des intervalles standard associ�es aux
mots de Christo�el pour les fractions continues ordinaires. Ainsi, on constate
que les points obtenus de mots de Lyndon �equilibr�es du sous-arbre gauche issu
du triplet (a; ac; b) sont dans la r�egion L(a;b;c) = f(x; y)j0 � x < 1; 0 � y <
1g. Les points obtenus des mots du sous-arbre droit sont, eux, dans la r�egion
R(a;b;c) = f(x; y)j0 � x < 1; 1 � y < 1g. Si on poursuit, on voit que les
triplets (a; ab; ac) et (ab; ac; b) (issus du triplet (a; ac; b)) induisent le d�ecoupage
de la bande L(a;b;c) en L(a;ac;b) = f(x; y)j0 � x < 1; 0 � y < 1g et R(a;ac;b) =
f(x; y)j1 � x <1; 0 � y < 1g.

R(a, b, c)

L
(a, b, c)

L
(a, ac, b)

R
(a, ac, b)

0 1

1

0

Fig. 2.7: D�ecoupage du plan induit par l'approximation de points par les mots

de Lyndon �equilibr�es

Par exemple, on obtient une suite d'approximations du point (21=3;
p
2) en

it�erant le calcul de l'algorithme (2.11) �a partir du triplets de nombres (1; 21=3;
p
2).

La suite de pas de l'algorithme correspond au chemin d�ebutant par :

LRL2R2LRL5R4LR5L13RL10R2LR3LR2LR2L9R2L6RL11RLRL8RL3 : : :

Le même chemin, dans l'arbre de Stern-Brocot des compositions, nous am�ene
�a la composition

(92821476491888218; 116947732122548417; 131269390931910586)

qui donne l'approximation (1:2599210499 : : : ; 1:41421356234 : : :) du point (21=3;
p
2)

exacte �a neuf d�ecimales, apr�es 200 r�e�ecritures (2.11).
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2.3.7 Mots de Lyndon �equilibr�es in�nis

Nous imitons ici Borel et Laubie [BL93, Sect. III] et introduisons une famille
de mots de Lyndon in�nis qui jouent pour les mots de Lyndon �equilibr�es le même
rôle que les mots de Christo�el primitifs in�nis pour les mots de Christo�el.

D�e�nition 29 Un mot in�ni est un mot de Lyndon �equilibr�e in�ni s'il poss�ede

une in�nit�e de pr�e�xes qui sont des mots de Lyndon �equilibr�es.

On peut prolonger tout mot de Lyndon �equilibr�e �ni en un mot de Lyndon
�equilibr�e in�ni en faisant :

�L n fa; b; cg ! �L1

w 7! w0w1

Cette application est injective et permet de plonger les mots de Lyndon
�equilibr�es �nis dans l'ensemble des mots de Lyndon �equilibr�es in�nis. Remar-

quons que le point du plan associ�e au mot w0wn est �egal �a ( jw
0jb+njwjb

jw0ja+njwja
; jw

0jc+njwjc
jw0ja+njwja

).

De sorte que ce point converge vers ( jwjbjwja
; jwjcjwja

). Il faut comparer la proposition

suivante �a [BL93, Prop. 4].

Proposition 30 Soit s un mot de Lyndon �equilibr�e in�ni. La suite (�n) =

(�(sjn)) de points du plan obtenus �a partir des pr�e�xes sjn de s (de longueur n)

est une suite convergente de points �a coordonn�ees rationnelles et d�e�nit le point

associ�e au mot s.

Ce r�esultat nous encourage aussi �a pousser l'�etude des mots de Lyndon
�equilibr�es in�nis. On peut rechercher �a calculer pour un mot de Lyndon in�ni
sa factorisation standard, qui peut alors prendre deux formes possibles (que
nous ne d�etaillerons pas ici). Cette factorisation standard devrait permettre,
entre autre, d'obtenir une suite in�ni de mots de Lyndon �equilibr�es �nis qui
donne une suite d'approximations du point �(s).

2.4 Conclusion et perspectives

Ce chap̂�tre se concentrait sur le calcul de la factorisation de Lyndon des
mots in�nis. Nous avons vu comment ce calcul est li�e �a certaines r�egularit�es
in�evitables des mots in�nis (section 2.2.4) et permet parfois de mettre �a jour
certaines propri�et�es des mots in�nis. Le cas des mots sturmiens s'est r�ev�el�e
particuli�erement int�eressant. La factorisation de Lyndon du mot de Fibonacci
nous a permis de lier ce calcul aux travaux de Wen & Wen [WW94] sur les
facteurs singuliers du mot de Fibonacci. C'est cette direction de recherche qui
nous avait pouss�e �a �etudier les propri�et�es d'invariance de la factorisation des
mots sturmiens (2.4) et qui nous avait permis de d�e�nir les facteurs singuliers
des mots sturmiens caract�eristiques.

Il faudrait encore chercher �a calculer la factorisation d'autres familles de mots
in�nis. Le calcul de la factorisation du mot de Thue-Morse [IM97] et de la suite
de pliage [Mel96a] n'avait pas d�ebouch�e sur un terrain aussi riche. Il faudrait
encore chercher �a voir si on peut lier la factorisation de Lyndon d'un mot in�ni
et la propri�et�e de r�ecurrence des mots. Un mot r�ecurrent est un mot qui, s'il
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poss�ede un facteur, le fait apparâ�tre �partout� (quel que soit le rang o�u on se
place il su�t d'aller un peu plus loin pour trouver encore une nouvelle occurence
du facteur). Cette notion s'applique �evidemment aux facteurs de Lyndon du mot
et on peut se demander de quelle mani�ere elle a�ecte la factorisation du mot
(ou sa factorisation � standard�).

La voie de recherche prometteuse et d�ej�a abord�ee est form�ee des premiers
r�esultats sur les mots de Lyndon �equilibr�es. L'espoir ici est de trouver une
analogie entre les mots de Lyndon �equilibr�es in�nis et une famille de mots in-
�nis qu'il reste �a d�ecouvrir et qui jouerait le même rôle que les mots sturmiens
par rapport aux mots de Christo�el. Le r�ecent travail de Castelli, Mignosi et
Restivo [CMR99] est, de ce point vue, plus qu'int�eressant. Les auteurs constru-
isent une famille de mots �nis sur trois lettres fa; b; cg, qu'ils appellent 3�PER
et qui satisfont certaines propri�et�es g�en�eralisant la condition de Fine et Wilf
qui est centrale dans la th�eorie des mots sturmiens (cf [Md94, Bd97]). Ils mon-
trent aussi qu'une famille de mots in�nis sur fa; b; cg introduites par Arnoux et
Rauzy [AR91] ont un ensemble de facteurs qui co��ncident avec les facteurs des
mots 3� PER. Leur travail utilise des r�e�ecritures de mots qui sont calqu�es sur
le calcul du plus grand commun diviseur de trois entiers et qui y jouent un rôle
cl�e. C'est notre sentiment que ces analogies doivent être examin�ees de pr�es.

Si on it�ere le calcul de triplets le long de chemins in�nis dans l'arbre de
g�en�eration des mots de Lyndon �equilibr�es, on obtient une suite in�nie (un, vn,
wn)n�0 de triplets standard. La suite de mots (un)n�0 apparaissant en premi�ere
composante converge vers un mot in�ni bien d�e�ni u = limn!1 un. Les mots
obtenus des mots de Lyndon �equilibr�es in�nis en supprimant leur premi�ere lettre
semblent former une famille de mots in�nis qu'il faudrait �etudier. Cette id�ee
s'inspire du cas des mots de Christo�el. En e�et, on obtient un mot sturmien en
supprimant la premi�ere lettre d'un mot de Christo�el in�ni (cf [Ber95, Prop. 4.4]
pour une formulation plus pr�ecise). On peut aborder ces mots in�nis au travers
de leur factorisation de Lyndon. On peut montrer que les facteurs de Lyndon
de ces mots in�nis co��ncident avec l'ensemble des mots de Lyndon �equilibr�e.
Nous avons d�ej�a aborder le calcul de la factorisation de Lyndon de ces mots.
Par exemple,

Observation 31 Consid�erons le chemin in�ni p�eriodique (RL)1 et la suite de

triplets standard (un; vn; wn)n�0 obtenu de ce chemin et soit s le mot in�ni

obtenu du mot u = limn!1 un en supprimant sa premi�ere lettre. La factori-

sation de Lyndon du mot s est s =
Q

n�0 `n o�u les facteurs de Lyndon sont

donn�es par la r�ecurrence `n+1 = `0n`
2
n�1, et les conditions initiales `0 = c, `1 = b

et `2 = acc. De plus, on a `n+1 = '(`n) o�u ' est le morphisme d�e�ni par a 7! ac,

b 7! acc, c 7! b.

Ce qu'on retrouve dans ce calcul est, en quelque sorte, la factorisation stan-
dard du mot de Lyndon �equilibr�e in�ni associ�e. La r�ecurrence pour les facteurs
de Lyndon `n est aussi tr�es proche de celle des facteurs de Lyndon du mot
de Fibonacci (cf page 2.2.6). Aussi, on peut montrer qu'on retrouve ainsi les
mots sturmiens sur deux lettres (fa; cg ou fa; bg) (cf la preuve du lemme 20).
Par exemple, on retrouve le mot de Fibonacci sur l'alphabet fa; bg en it�erant
le long du chemin in�ni (L2R)1 (et en supprimant la premi�ere lettre du mot
de Lyndon �equilibr�e qu'on obtient). Le mot de Fibonacci sur l'alphabet fa; bg
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s'obtient en iterant plutôt le long du chemin L(L2R)1. Cependant, la fonction
de complexit�e de cette famille de mots in�nis n'est pas donn�ee par l'identit�e
p(n) = 2n + 1, comme c'est le cas pour les mots de Arnoux et Rauzy [AR91]
(voir aussi Castelli et al. [CMR99]). Les exemples que nous avons �etudi�es sem-
blent toutefois indiquer que ces mots sont de complexit�e lin�eaire.

Ce qu'il manque encore �a cette th�eorie est une interpr�etation g�eom�etrique
des mots de Lyndon �equilibr�es en termes de � chemins� dans l'espace, comme
elle existe pour les mots de Christo�el. Le calcul du �d�eterminant�

d'un mot de Lyndon �equilibr�e (ou d'un triplet (u; v; w), cf Prop. 24) | comme
le font Borel et Laubie [BL93] pour les mots de Christo�el | est certainement
la cl�e d'une solution et les matrices introduites �a la section 2.3.5 ont sans doute
un rôle �a jouer ici.
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13. Lyndon factorization of the Thue-Morse word and its relatives, Discrete

Mathematics and Theoretical Computer Science, 1(1) :43{52, 1997 (avec

A Ido).

14. Factorizing in�nite words using Maple, MapleTech Special Issue : Maple in

the Mathematical Sciences, 4(1) :1{9, Birkha�user, Boston, 1997.

15. Viennot Factorizations of In�nite Words, Information Processing Letters,

60 :53{57, 1996.

16. Langages de Dyck g�en�eralis�es et factorisations du mono��de libre, Annales

des Sciences Math�ematiques du Qu�ebec, 21(2) :103{122, 1997 (avec HJacquet).

17. Free Lie Superalgebras, Trees and Chains of Partitions, Journal of Algebraic

Combinatorics, 5(4) :337{352, 1996 (avec CReutenauer).

18. Quelques remarques sur les super-alg�ebres de Lie libres, Comptes Rendus

de l'Acad�emie Scienti�que de Paris, tome 318, s�erie I :419{424, 1994 (avec

J. D�esarm�enien, GDuchamp et DKrob).

19. Construction des bases standard des KhAi-modules �a droite, Theoretical

Computer Science, 117 :255{272, 1993.

20. Computing Hall Exponents in the Free Group, International Journal of

Algebra and Computation, 3(3) :275{294, 1993 (avec CReutenauer)

21. Une pr�esentation combinatoire de la super alg�ebre de Lie libre, Comptes

Rendus de l'Acad�emie Scienti�que de Paris, tome 315, s�erie I :1215{1220,

1992, (avec CReutenauer)

22. Combinatorics of Hall trees and Hall words, Journal of Combinatorial The-

ory, series `A', 59(2) :285{308, 1992.

23. Lyndon words, free algebras and shu�es", Canadian Journal of Mathemat-

ics, 41 :577{91, 1989.

Conf�erences internationales

24. Singular Factors and Lyndon Factorization of the Fibonacci Word, 10th

international Conference on Formal Power Series and Algebraic Combina-

torics (FPSAC), Toronto, Canada, 14-19 june 1998.

25. Lyndon Factorization of Sturmian Words, 8th international Conference on

Formal Power Series and Algebraic Combinatorics (FPSAC), Minneapolis,

USA, 25-29 june 1996.
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1996. Free Lie superalgebras and some representations of the symmetric

group, Jerusalem Combinatorics, Universit�e de J�erusalem, Israel, mai 1993.

Autres cat�egories

27. Conjugation, LyndonWords and an Application to Free Lie Algebras, Conf�erence

Words, Rouen, septembre 1999 (avec P.Andary).

28. Rubriques pour Encyclopedia of Mathematics, vol 11 et ss., RHoksbergen

ed., Kluwer Academic Publishers, 1996

29. Langages de Dyck g�en�eralis�es et factorisations du mono��de libre, Colloque

GASCOM, Journ�ees d'automne �a Caen, december 1996 (avec HJacquet).

30. Bases of free Lie algebras { \are Lyndon words better ?", 3rd SIAM Confer-

ence on Control and its Applications, Symposium on Combinatorial Meth-

ods in Control Theory, Saint-Louis, Missouri, April 1995.

31. R�e�ecritures de mots, algorithme de calculs dans KhAi et id�eaux �a droite,

Journ�ees LanFor, Aussois, April 1994.

32. A combinatorial presentation of the free Lie superalgebra, Canadian Math-

ematical Society 1993 Winter Meeting, Montr�eal, December 1993.
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