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Comment peut-on
trouver une formule
pour F a partir de son
table de verité?

Comment peut-on
trouver une formule
pour F a partir de son
table de verité?

Solution 1:

On regarde les lignes
ol F est indique
comme étant vraie.
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Comment peut-on
trouver une formule *?
pour F a partir de son
table de verite?

~PAQA-T

\Y

PA=QAT

Ceci nous donne une
formule en forme normale
disjonctive

Solution 2:

On regarde les lignes

ol F est indique H}
comme etant fausse.
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¥

Ceci nous donne (apres lois De

Morgan) une formule en forme
normale conjonctive @
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Comment peut-on
trouver une formule
pour F a partir de son
table de verité?

Remarque:
Il y a souvent une

solution plus simple!
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On peut utiliser les
simplifications suivantes

~pvqvr
A
-|PV-|qu

(AVvB)A(-AVB) = B
(AAB)v(-AAB) = B

~pvr

L'atome A est inutile pour la
valeur de verité de la formule: B
est vrai si A est vraie et si A est
fausse.

F
1
1
1
1
0
1
)
1

— [ O | = | OFf St et =t = I
—~|lo|—~|o|~|O|~]|O3

—|o|—|o|—~|o|—]|0o

Remarques Logique des Prédicats

On peut utiliser les
simplifications suivantes

@ Les prédicats sont des formule atomiques du
forme

— aime(jean,marie)

(AvB)A(-AVB) = B
(AAB)V(-AAB) = B

— aime(pierre,sceur_de( jean))

»

Exercice: montre que *
les deux simplifications p

sont valides

— travaille(x,microsoft)

@ Une proposition est un prédicat qui ne prend
aucun argument.
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Logique des Predicats

Logique des Predicats

@ Les prédicats sont des formule atomiques du @ Les prédicats sont des formule atomiques du
forme = forme
S :
B e constants

— aime(jean,mari

- o
& : variables
- aime(jean,marie) g s

— aime(pierre,sceur_de( jean)) — aime(pierre,sgedr_
— travaille(x,microsoft) — travaille(x,microsoft)

@ Une proposition est un prédicat qui ne prend @ Une proposition est un prédicat qui ne prend
aucun argument.

aucun argument.

Logique des Préedicats Logique des Prédicats

@ Les prédicats sont des formule atomiques du @ Les prédicats sont des formule atomiques du
forme

— ; forme —— .

7 e
v : _termes __——__lpredicats
— aime(jean,marie) / S —ane redic

— aime(jean,mari

— aime(pierre,sceur_de( jean))

— aime(pierr i
— travaille(x,microsoft) — travaille(x,microsoft)

@ Une proposition est un prédicat qui ne prend @ Une proposition est un prédicat qui ne prend
aucun argument. aucun argument.




Logique des Predicats: Logique des Predicats:
Interpreétation Interpretation

Domaine @ Les constants sont des Domaine

@ On a un domaine individus qu’on a

d’interpretation avec
des individus. Ceci
peuvent étre des
personnes, des
machines, des
entfreprises, du

majgRlE! Individus

Logique des Prédicats:
Interpretation

@ Les variables sont Domaine
plus anonymes, leur

valeur n'est pas défini

par notre modéle.

@ Linterprétation d'une
variable peut designer
la méme entité qu'un
constante (ou une
autre variable).

donné un nom qui est
défini par notre
modele.

@ Les variables sont

plus anonymes, leur
valeur n'est pas défini
par notre modele.

Logique des Prédicats:
Interpretation

@ Les variables sont Domaine

plus anonymes, leur
valeur n'est pas défini
par notre modele.

Mais la valeur d’un
variable peut aussi
etre un entité pour
lequel notre modéle
n'a pas de nom




Logique des Predicats:
Interpreétation

@ Les predicats sont des
fonctions qui prennent
des entites de notre
modeéle comme argument
et donnent une valeur
de vérité comme
résultat.

Domaine

@ Une proposition ne
prend aucun argument Jean
et donne juste vrai/faux

Logique des Prédicats:
Interpretation

Domaine
@ Des exemples sont homme
“homme(x)“, y
“femme(Marie)” et
“ordinateur(DEC-10)"

rdinateur %
@ Alors, ce sont desoi

sous-ensembles du
domaine

Logique des Predicats:
Interpreétation

@ Un prédicat avec un
seule argument est un
propriéte des entités.
Il dit de chaque
entite s'il a ce
propriété ou pas.

Domaine

Des exemples sont
“*homme(x)”,
“femme(Marie)” et
“ordinateur(DEC-10)"

Logique des Prédicats:
Interpretation

@ Un prédicat avec un Domaine

deux arguments est une
relation entre deux
entites.

@ Des exemples sont
“aime(Jean,Marie)”,
“aime(x,x)"
“possede(Marie,DEC-10)”




Logique des Predicats: Logique des Predicats:
Interpreétation Interpretation

@ On peut construire des

formules complexes Domaine

o % Domaine

® Un predicat avelRemarque:
deux' argument l"()rdf.:é‘ est g corr?me avant, en
relation entre d:" e utilisant -, A, v et —.

entites.

ih‘Sorfanj!

o, @ Eg. aime(Jean,Marie) A
Des exemptes AL\ possede(Marie,DEC-10)
“aime(Jean,Marje)”, vrai si et seulement si
“aime(x,x)", Jean aime Marie et
“possede(Marie,DEC-10)” Jean Marie posséde un
DEC-10.

Logique des Predicats: Logique des Predicats
Interpretation Variables: libres et liees

e 5;’:?;3':?: :;r’;jls: ;: - Domaine 5 @ une variable est libre s'il apparait dans une
: formule atomique
est vrai si et seulement o™ T
shil.exlafe B edite x o8 Y @ dans une formule complexe une variable x
"0:"9 domaine f‘:l que F 2 T est libre si et seulement si il n'apparait pas
SV T dans une sous-formule du forme vx.[F] ou

La formule vx.[F] est ax.[F.

vrai si et seulement si F
est vrai pour chaque
entite x.

@ si une variable apparait dans un tel sous-
formule il est liée.




Logique des Préedicats
Variables: libres et liees

@ alors x est libre dans f(x) et y est libre dans
gly)

@ x et y sont toutes les deux libres dans
f(x)Ag(y)

@ x est libre et y est liee dans vy.[f(x) A g(y)]

o x et y sont lices dans ax.[vy.[f(x) A g(y)]]

Logique des Predicats
Variables: libres et liees

o x et y sont lices dans 3x.[vy.[f(x) A g(y)]]

@ Dans 3x.[vy.[f(x) A g(y)]] v h(x) il ¥ a un
occurrence libre et un occurrence lie de x.
® On a le droit de renommer leg variables.

lie libre

Logique des Prédicats
Variables: libres et liees

o x et y sont liees dans 3x.[vy.[f(x) A g(y)]]

@ Dans 3Ix.[vy.[f(x) A g(y)]] v h(X) il y a un
occurrence libre et un occurrence lie de x.

® On a le droit de renommer les variables.

Logique des Predicats
Variables: libres et liees

ax.[vy.[F(x) A g(y)]] v h(x)

/V \
§169)
vy
I
Pl
fx)  gly)




Logique des Préedicats
Variables: libres et liees

ax.[vy.[f(x) A g()]] v h(x)

\

/ \
h(x)

Les occurrences
de x sont lies a
l'interieur et libres
a l'exterieur

Calcul des Sequents

@ Contrairement a la résolution, ou on avait un
seul regle et beaucoup d'axiomes (les
clauses), le calcul des séquents a un seule
axiome et deux regles pour chaque
connecteur.

@ Par contre le calcul de sequents s’adapte
facilement a la logique des prédicats.

@ Mais on verra aussi, comment on peut utiliser
la résolution pour la logique de prédicats —
grace au forme normale prénex et au
Skolemisation

Calcul des Sequents

@ Le calcul des sequents est (encore!) un calcul
différent pour trouver des preuves

@ Le calcul des séquents est relativement
bureaucratique, mais permet d’exploiter les
symetries de la logique (eg. entre A et V)

@ Grace au calcul des séquents, Gentzen a pu
démontrer la cohérence de la logique des
predicats.

Calcul des Sequents

Un séquent s’écrit comme
A1,...,An = 31,...,Bm

Son interpréetation est:
si toutes les formules A sont
vraies, au moins une des
formules B est vraie aussi.




Calcul des Sequents

Un séquent s’écrit comme
Al,...,A’n = Bl,...,Bm

Son interprétation est:
si toutes les formules A sont
vraies, au moins une des
formules B est vraie aussi.

Remarque: |'ordre des A et des B n'est pas

important (pourquoi?)

Calcul des Sequents

Un séquent s’écrit comme
Pq,...,An = Bl,...,Bm

On appelle les formules a
gauche de la fleche les
hypotheses et le formules a
droite les conclusions

Calcul des Sequents

Un séquent s’écrit comme
Al,..-,An = Bl,...,Bm

Son interpréetation est:
si toutes les formules A sont
vraies, au moins une des
formules B est vraie aussi.

Remarque 2: alors la virgule a gauche est un

“et” et la virgule a droite est un “ou”

Calcul des Sequents

Un séquent s’écrit comme

A1,...,An = 31,...,Bm

Pourquoi une conjonction a
gauche et une disjonction a
droite?

Remarque 2: alors la virgule a gauche est un
"et” et la virgule a droite est un “ou”




Calcul des Sequents

Un séquent s’écrit comme

Al, ...,A’n = Bl, ...,Bm

Pourquoi une conjonction a
gauche et une disjonction a
droite?

Parce que ¢a nous permet de donner une
formulation plus jolie et symétrique.

Calcul des Sequents

Un séquent s’écrit comme

Pq,...,An = Bl,...,Bm

Pourquoi une conjonction a
gauche et une disjonction a
droite?

Les tautologies sont des sequents avec aucun
hypothése et une seule conclusion

Calcul des Sequents

Un séquent s’écrit comme

Al, ...,An = Bl, ...,Bm

Pourquoi une conjonction a
gauche et une disjonction a
droite?

Le plus souvent on utilise des séquents avec
juste une seule formule B comme conclusion

Calcul des Sequents

On a un seul axiome et deux
regles pour chaque connecteur
AT = AA
Le regle d’axiome dit que si
on a la meme formule quelque
part a gauche et quelque
part a droite alors, on a fini
notre démonstration




Calcul des Sequents Calcul des Sequents

On a un seul axiome et deux

On a un seul axiome et deux
regles pour chaque connecteur

regles pour chaque connecteur
[Ax] ABI = A r'=AA I =BA

i PICTEElaa

s .
Alors, des e?<emples d'axiomes Un régle ou le connecteur
valides sont: apparait a gauche et un
a=a b=ab regle ou le connecteur

ab=a ace = bcd apparait a droite.

a,~(bac),e = cv-d,a vx.[p(x)].p(y) = p(a),vx.[p(x)]

Calcul des Sequents Calcul des Sequents

On a un seul axiome et deux ABIE F oA [enBA

GAh] [DA]

regles pour chaque connecteur m{ A

ABI = A r'=AA I =BA
BB [ = AABA
Pour la conjonction:
a gauche, la virgule est interpréte comme
un conjonction,
a droite, par contre il faut demontrer a la
fois pour A et pour B.

[ = AABA

[DA]

AAB = BAA




Calcul des Sequents

ABI = A = AA

QAL 7o
AnBI = ACN [ = ArBA

Calcul des Sequents

ABlI = A F=AAN  [EBA

ABI = AN LA B A

A
= Eew b OA |
AAB = BAA

Calcul des Sequents

ABI = A = AA

[GA]

AABl = A [ = AABA

Calcul des Sequents

ABlI = A F=a=AN  [EeBA

[GA]

AABT ‘gl [ = ArBA

[DA]




Calcul des Sequents

ABlI = A =T A e s R A

AnBI = AN e

Al =>=A Bl =A [ = ABA
MBS A T O e DY)
Pour la disjonction:

a droite, la virgule est interprété comme
une disjonction,
a gauche, par contre il faut déemontrer a

la fois pour A et pour B.

Calcul des Sequents

ABlI = A A=A A= B[

AnBI = AN R R,

Al = A Bl =>A A= ABI
AERERA T e e o]
Maintenant la symétrie est tres claire:
compare [DA] a [GV] et [GA] a [DV]
Encore plus clair quand on renomme [ et
A : on inverse gauche et droite et

remplace A par v

Calcul des Sequents

ABlI = A [T AR e B A

ARBI = A e e

Al=A Bl =A = ABA

AVvBIl = A od e AvB,A[DV]

Maintenant la symétrie est tres claire:
compare [DA] a [GV] et [GA] a [DV]

Calcul des Sequents

On a un seul axiome et deux
régles pour chaque connecteur

Al =A Bl=A I = ABA

ABPS A - lodWe s a Al




Calcul des Sequents Calcul des Sequents

On a un seul axiome et deux On a un seul axiome et deux
regles pour chaque connecteur regles pour chaque connecteur
Al =A Bl =A [ = ABA Al =A Bl =A = ABA

ABIPE A ¢ AR S Al ABTER T e iy ()

[Ax]
A=AB
o e | DAY
A = AVB

Calcul des Sequents Calcul des Sequents

Al => A Bl = A = ABA Al=A Bl =A = ABA

D e
W TR e (e o L A T e e e D]

(AAB)VC = AVC (AAB)VC = BVC
(AAB)VC = (AVC)A(BVC) (AAB)VC = (AVC)A(BVC)

[DA]




Calcul des Sequents

% A=A BT =A [ BA
4 LT e e

Calcul des Sequents

Al=A Bl =A = ABA
G e

AvBl = A [ = AVBA

[Dv]

ArB = AC C=AC | AAB = B,C C=>B,C[G ]
\Y2 \Y2
(AABIVC = AC ,]‘DV] (ARB)VC = BC
Vv
(AAB)VC = AVC (AAB)VC = BVCro ]
VAN

(AAB)VC = (AVC)A(BVC)

(ArB)VC = AC . (AAB)VC = B,C
[Dv] [DV]
(AAB)VC = AVC (AAB)VC = BVC
[DA]
(AAB)VC = (AVC)A(BVC)

Calcul des Sequents

Al = As Bl = A[G = A,B,A[D ]
AVvBl = A L [ = AVBA 4

Calcul des Sequents

Al = As Bl = A[G M = A,B,A[D ]
AVvBl = A E [ = AVBA 4

- e
AB = AC (ax] AB = BC (s rEohe i ol .
AAB = ACHES A,C:G ] AnB = BC €= BC ‘[G : AAB = BICHEES A,cr‘G ] AB=BC C = BC ‘[G ]
(AABIVC = AC r]‘)ﬁ (ArB)C = BC . (AABIVC = AC r]‘)ﬁ (ArB)C = BC .
\4
AAB)vC = AVC AAB)vC = BvC AAB)vC = AVC AAB)vC = BvC ’
( ) ; [DA] ( ) : [DA]
(AAB)VC = (AVC)A(BVC) (AAB)VC = (AVC)A(BVC)




Calcul des Sequents

=AM B[ = Ar Al = BA

A-BIl = A [ = A—-BA

Calcul des Sequents
F=A0: Bl = Ar

Al .= BA

A—-Bl = A = A—-BA

AA—-BB—2C = C
[D—]
A—BB—C = A—C

[&3] S e lD

Calcul des Sequents

r=aA8 Bl = Ar Al = BA

ASBL R

A—-BB—C = A—-C

Calcul des Sequents

r=aAN: Bl = Ar Al = BA

el e o] U

AA—-BB2C = A

_’
A—-BI = A IS

ABB—C = C

AA—-BB—2C = C
A—BB—C = A—-C

[D—]

[ = A-BA

[ = A-BA

(G-

[D—

[D—

]




Calcul des Sequents

[ =AN5 B,F=>Ar

Al = BA
ASBL R

[Ax]
AA—BB—-C = A ABB—C = C

AABBC = C
A—BB—C = A—C

[D—]

Calcul des Sequents

EESYAWAY B,I'=>Ar

Al = BA
AaB

[Ax]

[ = A—-BA

[ = A-BA

6=

s

]

B

[Ax]
ABB—C = B B C = C .

AA—-BB—2C = A

ABB—C = C

AA—-BB—2C = C
A—BB—C = A—C

[D—]

(G-

]

-

]

Calcul des Sequents

r=aA8 Bl = Ar Al = BA

—= T ' [D—
A Bl e e

ABB—C =B ABC = C

[AX] e
AA—-BB—2C = A ABB—C = C[G—»]

AA—BB—C = C
A—-BB—C = A—-C

(D—]

Calcul des Sequents

r=aAN: Bl = Ar Al = BA

=L i)
PR il e g

[Ax] [AX]
ABB—C = B BRBC = C

[Ax] [G—]
AA—BB—C = A ABB—C = C[G_']

AA—-BB—2C = C
A—BB—C = A—-C

[D—]




Calcul des Sequents

F:A,A[G] A,r=>A[D]
-A,r=>A i r=>-|A,A 5

Calcul des Sequents

B iR Al O s
-.A,r=>A é I_=>-|A,A 3

Calcul des Sequents

M= AA Al = A

-|A,r = A [G-l] s 'IA,A

Calcul des Sequents

= AA Al = A

-A,r = A [G-I] = 'IA,A

[D-]

[D-]




Calcul des Sequents Calcul des Sequents

= AA Al = A = AA Al = A

—— G == Ip, ——"" 6, = p,
-A,r = A[G ] = ‘IA,A[ ] -|A,r = A[G ] = 'IA,A[ ]

Calcul des Sequents Calcul des Sequents

M= AA AT = A [=AA Al = A

By e W B SRR




Calcul des Sequents Calcul des Sequents

= AA Al= A
& DS GL DT
-.A,F=>A[G] I'=>-.A,A[ ] J_,F=>A[ ] F=>T,A[ ]

Calcul des Sequents Calcul des Sequents

[G1] [DT] [G1] [DT]
L= X F=A Lilfaes /X =g A




Calcul des Sequents Calcul des Sequents

[GL] ——A—[DT]

1 STG =[]
L Faes X sk JAY

—[DT
L A[ ]

=

Calcul des Sequents Calcul des Sequents

——[G1] —[DT] ——[G1] —[DT]
L= X F=A Lilfaes /X =g A




Calcul des Sequents

[GL] [DT]
L Faes X Fr=TA

[AX] [Ax]
A:A,L[G] ARD 1= N

AR =11 B banl >
A= AL A=l = SA

Calcul des Sequents
Alx:=t],vx.[All = A
vx.[AlLl = A [ = vx.[AlL,A

[ = Alx:=t],ax.[A],A
N = ax.[AlL,A

[ = Alx:=y],A

[GV]

[Dv]*

RE]

*: pas d’occurrences libres de y dans I' ou A

ax.[p(x)] = vx.[p(x)] vx.[p(x)] = 3x.[p(x)]

Calcul des Sequents

GL DT
J_,F=>A[ ] F=>T,A[ ]

Calcul des Sequents
Alx:=1],vx.[Al,l = A[Gv] [ = Alx:=y],A
vx.[AlLl = A [ = vx.[ALA

I = Alx:=t],ax.[A],A
N = ax.[AlLA

[Dv]*

[D3]

*: pas d’occurrences libres de y dans I' ou A

ply) = vx.[p(x)] (G1]

ax.[p(x)] = vx.[p(x)] vx.[p(x)] = 3x.[p(x)]




Calcul des Sequents

Alx:=t],vx.[AlLl = A = Alx:=yl,A
[GV]

vx.[AlLlT = A [ = vx.[AlLA

Alx:=y],l = A (Gal* [ = Alx:=t],ax.[A],A
Ix.[AlLl = A I = ax.[AlL,A

[Dv]*

(D3]

*: pas d'occurrences libres de y dans I ou A

p(y) = p(y)
p(y) = vx.[p(x)]

[Dv]

ax.[p(x)] = vx.[p(x)]L : vx.[p(x)] = 3x.[p(x)]

Calcul des Sequents
Alx:=t],vx.[All = A
vx.[AlLl = A [ = vx.[AlL,A

[ = Alx:=t],ax.[A],A
N = ax.[AlL,A

[ = Alx:=y],A

[GV]

[Dv]*

RE]

*: pas d’ occurrences libres de y dans I' ou A

P(Y) =>ﬂ()/ Occurrence libre de y !

p(y) = vx.[p(x)] (1]

ax.[p(x)] = vx.[p(x)]

Calcul des Sequents

Alx:=t],vx.[All = A = Alx:=yl,A
[GV]

vx.[AlLlT = A I = vx.[ALA

Alx:=y],l = A (Gal* I = Alx:=t],ax.[A],A
Ix.[AlLl = A N = ax.[AlLA

[Dv]*

[D3]

*: pas d'occurrences libres de y dans I ou A
[Ax]

p(y) = p(y) o

p(y) = vx.[p(x)]

ax.[p(x)] = vx.[p(x)]L : vx.[p(x)] = 3ax.[p(x)]

Calcul des Sequents
Alx:=1],vx.[Al,l = A[Gv] [ = Alx:=y],A
vx.[AlLl = A [ = vx.[ALA

I = Alx:=t],ax.[A],A
N = ax.[AlLA

[Dv]*

[D3]

*: pas d’occurrences libres de y dans I' ou A

Maintenant |‘application
ply) = p(2) de [DV] est correct

P = vx[podl o

(G3]
Ax.[p(x)] = vx.[p(x)]




Calcul des Sequents

Alx:=t],vx.[AlLl = A = Alx:=yl,A
[GV]

vx.[AlLlT = A [ = vx.[AlLA

Alx:=y],l = A (Gal* [ = Alx:=t],ax.[A],A
Ix.[AlLl = A I = ax.[AlL,A

[Dv]*

(D3]

*: pas d'occurrences libres de y dans I ou A

Maintenant ‘application
p(y) = p(z) [DV] de [DV] est correct
p(y) = vx.[p(x)] ‘ Mais le tentative de preuve

1 ; :
ax.[px)] = vx.[p(x)]" j:‘:r:z on ne finit pas avec une

Calcul des Sequents
Alx:=t],vx.[Al,l = A[Gv] [ = Alx:=y],A
vx.[AlLl = A [ = vx.[AlL,A

[ = Alx:=t],ax.[A],A
N = ax.[AlL,A

[Dv]*

RE]

*: pas d’occurrences libres de y dans I' ou A

p(y) = p(2) g

p(y).vx.[p(x)] = p(y),3x.[p(x)]
L (¢
ply) = vx.[p(x)] (1]

vx.[p(x)] = p(y),3x.[p(x)] [D;:

3x.[p(x)] = vx.[p(x)] vx.[p(x)] = 3x.[p(x)]

Calcul des Sequents

Alx:=t],vx.[All = A = Alx:=yl,A
[GV]

vx.[AlLlT = A I = vx.[ALA

Alx:=y],l = A (Gal* I = Alx:=t],ax.[A],A
Ix.[AlLl = A N = ax.[AlLA

[Dv]*

[D3]

*: pas d'occurrences libres de y dans I ou A

ply) = @)
ply) = wx.[p(d]

vx.[p(x)] = p(y),ax.[p(x)] [D3

ax.[p(x)] = vx.[p(x)]L vx.[p(x)] = 3ax.[p(x)]

Calcul des Sequents
Alx:=1],vx.[Al,l = A[Gv] [ = Alx:=y],A
vx.[AlLl = A [ = vx.[ALA

I = Alx:=t],ax.[A],A
N = ax.[AlLA

[Dv]*

[D3]

*: pas d’occurrences libres de y dans I' ou A

(
p(y),vx.[p(x)] = p(y),HX-[p(X)]r:
vx[p()] = p(y),3x.[pCA] |

p(y) = p(2) i
p(y) = vx.[p(x)] L’Ga]

vx.[p(x)] = 3x.[p(x)]

ax.[p(x)] = vx.[p(x)]"




Calcul des Sequents

Alx:=t],vx.[Al,l = A [ = Alx:=yl,A
[Gv]

vx.[AlLlT = A N = vx.[ALA

Alx:=y]ll = A (Gal* I = A[x:=1],3x.[A],A
Ix.[AlLl = A = D AY WAY
*: pas d'occurrences libres de y dans I ou A

[Dv]*

[D3]

vx.[p(x)]=q = 3x.[p(x)—q]

Calcul des Sequents
Alx:=1],vx.[All = A
vx.[AlLl = A M= vx.[AlLA

I = A[x:=t],3x.[A].A
= ax.[ALA
*: pas d'occurrences libres de y dans I ou A

EE Y] WA

[GV] [Dv]*

[D3]

= p(y),3x.[p(x)—q]

= vx.[p(x)],3x.[p(x)—q]
vx.[p(x)]=q = 3x.[p(x)—q]

Calcul des Sequents

Alx:=t],vx.[Al,T = A = Alx:=yl,A
[GV]

vx.[AlLT = A N = vx.[AlLA

Alx:=y],l = A (Gal* I = A[x:=1],3x.[A],A
Ix.[AlLl = A = AY WAY
*: pas d'occurrences libres de y dans I ou A

[Dv]*

[D]

= vx.[p(x)],3x.[p(x)—~q] q = 3x.[p(x)—d] e
vx.[p(x)]—q = 3x.[p(x)—q]

Calcul des Sequents
Alx:=t],vx.[ALl = A[Gv] [ = Alx:=y],A
vx.[AlLl = A M= vx.[AlLA

I = Alx:=1],3x.[Al,A
= ax.[ALA

[Dv]*

[D3]

= p(y),3x.[p(x)—q]

q = 3Ix.[p(x)—q] e

g Vx.[p(X)]ElX-[P(X)_'q] q= 3x.[p(x)—»q] e
vx.[p(x)]—=q = 3x.[p(x)—q]




Calcul des Sequents

Alx:=t],vx.[Al,l = A [ = Alx:=yl,A
[Gv]

vx.[AlLlT = A N = vx.[ALA

Alx:=y]ll = A (Gal* I = A[x:=1],3x.[A],A
Ix.[AlLl = A = D AY WAY
*: pas d'occurrences libres de y dans I ou A

[Dv]*

[D3]

= p(y).ax.[p(x)—q]
= vx.[p(x)],3x.[p(x)—q]
vx.[p(x)]—q = 3x.[p(x)—q]

Calcul des Sequents
Alx:=1],vx.[All = A
vx.[AlLl = A M= vx.[AlLA

I = A[x:=t],3x.[A].A
= ax.[ALA
*: pas d'occurrences libres de y dans I ou A

EE Y] WA

[GV] [Dv]*

[D3]

Ply) = P(y),qIHX-[P(X)—’%[Qﬂ]

Calcul des Sequents

Alx:=t],vx.[Al,T = A = Alx:=yl,A
[GV]

vx.[AlLT = A N = vx.[AlLA

Alx:=y],l = A (Gal* I = A[x:=1],3x.[A],A
Ix.[AlLl = A = AY WAY
*: pas d'occurrences libres de y dans I ou A

P) = ply)asxlptd=al o

[Dv]*

[D]

q = 3x.[p(x)—q] f

= ply).3x.[p(x)—q]
= vx.[p(x)],3x.[p(x)—~q] q = 3x.[p(x)—d] i
vx.[p(x)]=q = 3x.[p(x)—q]

Calcul des Sequents
Alx:=t],vx.[ALl = A[Gv] [ = Alx:=y],A
vx.[AlLl = A M= vx.[AlLA

I = A[x:=t],3x.[A].A
= ax.[ALA
*: pas d'occurrences libres de y dans I ou A

Ply) = P(y)lq,HX-[P(X)—’%[gx_].

[Dv]*

[D3]

= P(Y)/P(Y)—’qﬁ'x-[P(X)—’CI]L[DH]
= p(y),3x.[p(x)—q] q = p(a)—q,3x.[p(x)—q]
= vx.[p(x)],3x.[p(x)—q] q = Ix.[p(x)—q] e
vx.[p(x)]=q = 3x.[p(x)—q]

= p(y),p(y)—'q,HX-[p(X)—'q]‘[DE] p(a).q = q.3x.[p(x)—]

= p(y),3x.[p(x)—q] 8] A p(a)—q,3x.[p(x)—q]

= vx.[p(x)],3x.[p(x)—q] q = 3Ix.[p(x)—q] i
vx.[p(x)]—q = 3x.[p(x)—q]




Calcul des Sequents

Alx:=t],vx.[Al,l = A [ = Alx:=yl,A
[Gv]

vx.[AlLlT = A N = vx.[ALA

Alx:=y]ll = A (Gal* I = A[x:=1],3x.[A],A
Ix.[AlLl = A = D AY WAY
*: pas d'occurrences libres de y dans I ou A

p(y) = ply).q.3x.[p(x)—ql | =

[Dv]*

[D3]

= pO)p(y) g [l | plaka = aix Pt >dl
= p(y),3x.[p(x)—q] 6 p(a)—q,3x.[p(x)—q]
= vx.[p(x)],3x.[p(x)—q] q = 3Ix. [P(X)—’q]
vx.[p(x)]—=q = 3x.[p(x)—q]

Calcul des Sequents
Forme Normale Prenex

@ Une formule est en forme normale prénexe si
et seulement si les quantificateurs sont fous
a l'exterieur des autres connecteurs.

@ On peut transformer chaque formule en
forme normale prénexe.

Resolution

@ La résolution pour le calcul propositionnel
s'applique aux clauses du forme

qQiA...AQn = P

@ La résolution pour le calcul des prédicats
s'applique aux clauses du forme
VX100 Xn-[QUA . AQn = P]

@ On va travailler en deux étapes: d’'abord on
bouge les quantificateurs (v et 3) vers
l'exterieur, apres on élimine les
quantificateurs existentiels (3).

Calcul des Sequents
Forme Normale Prenex

@ On peut transformer chaque formule en
forme normale prénexe.

@ Etape 1: on renomme chaque variable qui a
des occurrences libres et des occurrences
lies, on renomme aussi chaque variable qui a
plusieurs occurrences du forme vx ou 3x

(vx.[p(x)]—=3x.[q(x)]) A r(x)




Calcul des Sequents
Forme Normale Préenex

@ On peut transformer chaque formule en
forme normale prénexe.

@ Etape 1: on renomme chaque variable qui a
des occurrences libres et des occurrences
lies, on renomme aussi chaque variable qui a
plusieurs occurrences du forme vx ou 3x

(vx.[p(x)]—=3x.[q(x)]) A r(z)

Calcul des Sequents
Forme Normale Prenex

@ Etape 1: on renomme chaque variable qui a
des occurrences libres et des occurrences
lies, on renomme aussi chaque variable qui a
plusieurs occurrences du forme vx ou 3x

o Etape 2: on utilise les équivalences suivants
pour bouger les quantificateurs vers
l'extérieur de la formule.

(vx.[p(x)]—=3y.[q(y)]) A r(z)

Calcul des Sequents
Forme Normale Préenex

@ On peut transformer chaque formule en
forme normale prénexe.

@ Etape 1: on renomme chaque variable qui a
des occurrences libres et des occurrences
lies, on renomme aussi chaque variable qui a
plusieurs occurrences du forme vx ou 3x

(vx.[p(x)]—3y.[q(y)]) A r(2)

Lois De Morgan




Forme Prenex

VX.[ F ]/\G = VX.[ F A G] Pas d’occurrences de x en G
vX.[ F JvG = vx.[ F v G] Pas d'occurrences de x en G
VX.[ = ]—’G = 3)(,[ = G] Pas d’occurrences de x en G

G2 VX.[ F] = vX.[ G = F] Pas d'occurrences de x en G

Forme Prenex

Ix.[ F JAG = ax.[ F A G]  Pas d'occurrences de x en G
Ix.[ F JvG = ax.[ F v G]  Pas d'occurrences de x en G
Ix.[ F ]2 G = vx.[ F = G] Pas d'occurrences de x en G

G_’EIX.[ F ] = Elx,[ G — F] Pas d’occurrences de x en G

(vx.[p(x)]—=3y.[q(y)]) A r(z)

Forme Prenex

o EIX.[ F ]/\G = Elx_[ FA G] Pas d’occurrences de x en G
@ IX.[ F]vG = Ix.[ F v G]  Pas d'occurrences de x en G
d EIX.[ F ]—'G = Vx,[ F — G] Pas d'occurrences de x en G

® G—3x.[ F] = 3x.[ G = F] Pas d'occurrences de x en G

Forme Prenex

r- ) EI)(,[ F ]/\G = Elx_[ F A G] Pas d'occurrences de x en G
] Elx,[ F ]vG = 3x_[ F v G] Pas d’occurrences de x en G
@ IX.[ F ]2 G = vx.[ F = G] Pas d'occurrences de x en G

® G—3x.[ F] = ax.[ G = F] Pas d'occurrences de x en G

3y.[(vx.[p(x)]=q(y)] A r(z)




Forme Prenex

Elx,[ F ]/\G = Elx,[ F A G] Pas d’occurrences de x en G
Ix.[ F JvG = ax.[ F v G]  Pas d'occurrences de x en G
Ix.[ F ]G = vx.[ F = G] Pas doccurrences de x en G

G—3x.[ F] = ax.[ G = F] Pas d'occurrences de x en G

3y.[(vx.[p(x)]—q(y)) A r(2)]

Forme Prenex

vX.[ F JAG = ¥vx.[ F A G] Pas d'occurrences de x en G
VX.[ F JvG = vx.[ F v G] Pas d'occurrences de x en G
VX.[ = ]—+G = 3)(_[ F — G] Pas d’occurrences de x en G

G2 Vx.[ F] = vx.[ G = F] Pas d'occurrences de x en G

3y.[3x.[(p(x)—q(y)) A r(2)]]

Forme Prenex

d VX.[ F ]/\G = Vx,[ F A G] Pas d’occurrences de x en G
@ VX.[ F]vG = vX.[ F v G] Pas doccurrences de x en G
d VX.[ F ]—'G = El)(,[ F — G] Pas d'occurrences de x en G

® G Vx.[ F] = vx.[ G = F] Pas d'occurrences de x en G

3y.[3x.[(p(x)=q(y)] A r(2)]

Skolemisation

@ On a vu qu'on peut transformer chaque
formule en une formule équivalent qui a les
quantificateurs a l'extéerieur

@ Maintenant on veut démontrer qu’on peut
éliminer les quantificateurs existentiels 3 en
gardant que les quantificateurs universels v.

@ Ce proceédure, s'appelle Skolemisation, d'apres
son inventeur Thoralf Skolem.




Skolemisation

o Lidée est tres simple. On peut remplacer un
quantificateur existentiel par un nouveau
constante.

@ Alors on remplace x par a et y par b

Ay.[3x.[(p(x)—q(y)) A r(2)]]

Skolemisation

@ Mais qu'est-ce qu’on fait dans le cas ol
I'existentiel est dans le portée d'un
universel?

@ Regardons |'exemple en bas.

@ Si on remplace la formule par vX.[p(x,a)] on
change le sens de la formule (pourquoi?)

vx.[3y.[p(x,y)]]

Skolemisation

o Lidée est tres simple. On peut remplacer un
quantificateur existentiel par un nouveau
constante.

@ Alors on remplace x par a et y par b

@ En effet, on donne un nouveau nom a l'entité
dont on sait qu'il doit exister. Ceci n'est pas
trop différent des pratiques journalistiques:
“Deep Throat”, "Il Mostro” et “Zodiac Killer”

(p(a)—q(b)) A r(2)

Skolemisation

@ Si on remplace la formule par vX.[p(x,a)] on
change le sens de la formule (pourquoi?)

@ Si on interprete p comme “pére de” la
formule en bas signifie que chacun a un pere.

o Le formule Vx.[p(x,a)] signifie que le

constante "a” est le pere de tout le monde.

vx.[3y.[p(x,y)]]




Skolemisation

@ Le formule Vx.[p(x,a)] signifie que le

constante A" est le pere de tout le monde.

o Lidée de Skolem est de remplacer |’existentiel
par une fonction avec fout les universels
avant |'existentiel comme arguments.

@ Alors on finit avec les résultat en bas a
droite. Un peut voir la fonction f dans ce cas
comme la fonction “pere_de(x)”

vx.[3y.[p(x,y)]] vx.[p(x,f(x)]

Clauses de Horn

@ Comme dans le cas propositionnel, ce n'est
pas toujours possible de transformer une
formule en clause de Horn

@ Les clauses de Horn pour la logique du
prédicats sont a la base de Prolog.



