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André Raspaud . . . Professeur Président, Rapporteur

Oriol Serra Albo . Professeur Examinateur
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Arc-coloration et sommet-coloration orient́ees

Résuḿe : Dans ce mémoire, nous nous intéressons à trois notions decolorations de graphes orientés :

la sommet-coloration orientée, l’arc-coloration orientée et l’étoile-coloration orientée acricuitique.

La notion de sommet-coloration orientée a été introduite en 1994 et étudiée depuis par de nom-

breux auteurs. Nous apportons de nouveaux résultats concernant lenombre chromatique orienté de

certaines familles de graphes (graphes planaires extérieurs, 2-arbres partiels et graphes planaires sans

cycles de longueurs données).

Cette notion de sommet-coloration orientée peut être étendue de façon naturelle à la notion d’arc-

coloration orient́ee. Nous obtenons plusieurs bornes de l’indice chromatique orienté en fonction de

certains paramètres déjà étudiés. Nous bornons également l’indice chromatique orienté de certaines

familles de graphes.

Différentes variantes de l’arboricité de graphes ont été étudiées. Nous proposons et étudions

ici une nouvelle variante pour les graphes orientés : l’étoile arboricit́e orient́e acircuitique. Nous

considérons ce paramètre pour plusieurs familles de graphes telles que les graphes de degré borné,

les 2-arbres partiels ou encore les graphes de faible densité. Pour certaines de ces familles, les bornes

obtenues sont optimales.
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Oriented arc-coloring and oriented vertex-coloring

Abstract : In this thesis, we are interested in three coloring notions of oriented graphs : oriented

vertex-coloring, oriented arc-coloring and acircuitic directed star-coloring.

The notion of oriented vertex-coloring was introduced in 1994 and has been studied by several

authors. We give new results on theoriented chromatic numberof some graph classes such as outer-

planar graphs, partial 2-trees and planar graphs without cycles of specific lengths.

This notion of oriented vertex-coloring can be extended in anatural way to the notion oforiented

arc-coloring. We obtain some bounds on theoriented chromatic indexin terms of some known para-

meters. We also bound the oriented chromatic index of some graph classes.

Several variations of grapharboricity have been studied. We propose and study in the thesis a

new version of this notion for oriented graphs : theacircuitic directed star arboricity. We consider

this parameter for some graphs classes such as graphs with bounded degree, partial 2-trees or sparse

graphs. Moreover, some of the bounds we obtain are tight.

Discipline : Computer-Science
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L’été 2005 correspond à l’arrivée de Pascal Ochem dans notre bureau.̀A de nombreuses reprises,

il m’a fait profiter de ses grandes connaissances en théoriedes graphes. Il n’a jamais compté son temps
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2.4.6.2 Procédure de déchargement . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 77

2.4.7 Discussion des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 80

2.5 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 81

3 Arc-coloration orient ée 87
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2.20 Règle (R1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 69
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Introduction

La coloration de graphes est, depuis plusieurs décennies,un domaine très actif de la théorie des

graphes du fait de ses nombreuses applications. En effet, ungrand nombre de problèmes peuvent se

traduire comme une partition d’un ensemble d’objets suivant certaines contraintes.

Supposons par exemple que nous avonsk conteneurs de produits chimiques à répartir dans des

entrepôts. Certains produits chimiques ne peuvent être stockés dans le même bâtiment en raison du

risque d’explosion en cas de mélange. Nous voulons ainsi connaı̂tre le nombre minimum d’entrepôts

dont nous avons besoin pour stocker ces conteneurs de façonà minimiser le coût de stockage. Les

graphes constituent alors un outil qui permet de modéliserce genre de problèmes en se ramenant

à l’étude de colorations. Nous construisons tout d’abordun graphe non orienté où chaque sommet

représente un conteneur de produits chimiques, et nous relions deux sommets si les deux conteneurs

correspondants contiennent des produits chimiques qui ne peuvent être stockés dans un même en-

trepôt. Nous colorions alors les sommets de ce graphe de telle sorte que deux sommets reliés par une

arête ont des couleurs différentes. Ainsi, chaque couleur correspond à un entrepôt. Il s’agit dans ce

cas d’unesommet-coloration propredu graphe. Par conséquent, les conteneurs dont les sommetssont

de la même couleur seront stockés dans le même entrepôt.Enfin, en déterminant le nombre minimum

de couleurs dont nous avons besoin pour colorier ce graphe, nous connaı̂trons le nombre minimum

d’entrepôts dont nous avons besoin pour stocker lesk conteneurs.

Plus précisément, unesommet-coloration propred’un graphe non orientéG est une application

f des sommets deG vers un ensemble de couleursC telle que deux sommets adjacents obtiennent

des couleurs différentes. Si|C| = k, alors f est unek-sommet-coloration proprede G. Le nombre

chromatiquedeG, notéχ(G), est défini comme le plus petit entierk tel queG admet unek-sommet-

coloration propre.

Un homomorphismed’un grapheG vers un grapheH est une applicationf de l’ensemble des

sommets deG vers l’ensemble des sommets deH telle que pour toute arête (ou tout arc)uv de G,

f (u) f (v) est une arête (ou un arc) deH. L’existence d’un homomorphisme deG versH est notée

G→ H.

Toute sommet-coloration propre d’un graphe non orientéG peut être vue comme un homomor-

phisme deG vers un graphe non orientéH. Les sommets deH sont alors appeléscouleurs. Le nombre

chromatique deG peut alors être vu comme le plus petit ordre (i.e. nombre de sommets) d’un graphe

17
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non orientéH tel queG→ H.

De nombreux chercheurs ont porté un grand intérêt aux problèmes de sommet-colorations propres.

Le problème des quatre couleurs est l’un des plus célèbres : “Peut-on colorier une carte avec seule-

ment quatre couleurs de sorte que deux pays ayant une fronti`ere en commun aient des couleurs

différentes ?”. Appel, Haken et Kock ont donné une première preuve assistée par ordinateur de ce

résultat [AH77, AHK77] en 1977. Robertson, Sanders, Seymour et Thomas ont obtenu une preuve

plus simple et plus courte [RSST97], mais toujours assistée par ordinateur. Bien que ce problème ait

été résolu, il fascine encore de nombreux chercheurs quitentent d’en obtenir une preuve sans l’aide

d’ordinateurs.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à des colorationsde graphes orientésantisyḿetriques, que

nous appellerons simplementgraphes orient́esdans la suite.

De façon naturelle, il est possible de définir la notion desommet-coloration orientéed’un graphe

orientéG comme un homomorphisme deG vers un graphe orientéH. De la même manière, lenombre

chromatique orient́e deG, notéχo(G), est défini comme le plus petit ordre d’un graphe orientéH tel

queG→ H.

En terme de coloration, unesommet-coloration orientéed’un graphe orientéG est alors une ap-

plication f qui associe à chaque sommet deG une couleur d’un ensembleC de telle sorte que(i) si
−→uv est un arc deG, alors les deux sommetsu et v ont des couleurs différentes, et(ii) si−→uv et−→xy sont

deux arcs deG tels queu et y ont la même couleur, alors les deux sommetsv et x ont des couleurs

différentes. Si|C| = k, alors f est unek-sommet-coloration orientéede G. Le nombre chromatique

orienté deG est alors le plus petit entierk tel queG admet unek-sommet-coloration orientée.

La notion decoloration orient́eea été introduite par Courcelle [Cou94] en 1994 comme un outil

permettant d’encoder l’orientation d’un graphe grâce auxétiquettes de ses sommets. Depuis, de nom-

breux chercheurs tels que Borodin, Hell, Ivanova, Kostochka, Nešetřil, Raspaud, Sopena, Zhu, . . . se

sont intéressés à cette notion. Raspaud et Sopena [RS94]ont montré en 1994 que tout graphe pla-

naire admet une 80-sommet-coloration orientée. Cette borne supérieure paraı̂t éloignée de la borne

optimale. Pourtant, malgré de nombreuses tentatives, elle reste pour l’instant la meilleure connue. Un

certain nombre de résultats ont été prouvés pour d’autres classes de graphes telles que les graphes

planaires de grande maille, les graphes de degré borné, lesk-arbres partiels, . . .

* * *

Le graphe repŕesentatif des arêtesd’un graphe non orientéG (connu dans la littérature sous le

nom deline graph), notéL(G), est défini comme le graphe ayant pour sommets l’ensemble des arêtes

deG et tel que deux sommets deL(G) sont adjacents si et seulement si les deux arêtes correspondantes

dansG sont adjacentes.

Une arête-coloration propred’un graphe non orientéG peut être définie comme une sommet-

coloration propre deL(G). L’ indice chromatiquedeG, notéχ′(G), est alors égal àχ(L(D)).
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Même si l’étude de l’arête-coloration propre est plus r´ecente que celle de la sommet-coloration

propre, de nombreux résultats sont aujourd’hui connus. Enparticulier, Vizing a montré en 1964 que

tout graphe non orienté de degré au plus∆ admet une(∆ + 1)-arête-coloration propre [Viz64]. Ce

résultat montre que l’ensemble des graphes de degré au plus ∆ peut être partitionné en deux classes :

ceux dont l’indice chromatique est∆ (graphes de classe 1) et ceux dont l’indice chromatique est∆+1

(graphes de classe 2). Certaines familles de graphes ont pu ˆetre classées, mais le problème général de

classification des graphes simples estNP-complet.

Dans le cas des graphes orientés, plusieurs colorations d’arcs ont été étudiées. L’arc-colorationde

graphes orientés introduite par Harner et Entringer [HE72] est définie de telle sorte que toute paire

d’arcs consécutifs (i.e.deux arcs de la forme−→uvet−→vw) ont des couleurs différentes. L’étoile coloration

dirigée(directed star coloringen anglais) introduite par Algor et Alon [AA89] est définie de sorte que

toute paire d’arcs consécutifs ont des couleurs différentes et que toute paire d’arcs ayant leur extrémité

terminale en commun ont des couleurs différentes.

Dans cette thèse, nous présentons une nouvelle notion de coloration d’arcs : l’arc-coloration orien-

tée.

Le graphe repŕesentatif des arcsd’un graphe orientéG (connu dans la littérature sous le nom de

line digraph), notéLD(G), est défini comme le graphe ayant pour sommets l’ensemble des arcs deG

et tel que
−→
e f est un arc deLD(G) si et seulement l’arcf est consécutif à l’arcedansG.

De même qu’une arête-coloration propre d’un graphe non orientéG est une sommet-coloration de

L(G), il est naturel de définir unearc-coloration orient́eed’un graphe orientéG comme une sommet-

coloration orientée deLD(G). Unek-arc-coloration orient́eed’un graphe orientéG est donc un ho-

momorphisme deLD(G) vers un graphe orientéH à k sommets. L’indice chromatique orienté deG,

notéχ′o(G), est défini comme le plus petit ordrek d’un graphe orientéH tel queLD(G)→ H.

En terme de coloration, unearc-coloration orient́ee d’un graphe orientéG peut alors être vue

comme une applicationf de l’ensemble des arcs deG vers un ensemble de couleursC telle que(i)

pour tous sommetsu,v,w, si−→uv et−→vw sont des arcs deG, alors ils ont des couleurs différentes, et(ii)

pour tous sommetsu,v,w,x,y,z, si−→uv,−→vw,−→xy,−→yz sont des arcs deG et−→uv et−→yz ont la même couleur,

alors−→vwet−→xy ont des couleurs différentes. L’indice chromatique orienté deG, est alors défini comme

le plus petit entierk tel queG admet unek-arc-coloration orientée.

L’étude de l’arc-coloration orientée nous a conduit à considérer une extension naturelle de l’étoile

arboricité dirigée introduite par Algor et Alon : l’étoile arboricit́e orient́ee acircuitique. En effet,

l’indice chromatique orienté est borné en fonction de l’´etoile arboricité orientée acircuitique.

Une étoile-coloration orient́ee acircuitiqued’un graphe orientéG est une applicationf de l’en-

semble des arcs deG vers un ensemble de couleursC telle que(i) pour tous sommetsu,v,w, si−→uv et
−→vw sont des arcs deG, alors ils ont des couleurs différentes,(ii) pour tous sommetsu,v,w, si −→uv et
−→wvsont des arcs deG, alors ils ont des couleurs différentes, et(iii ) le graphe induit par deux couleurs
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ne contient pas de circuit. Si|C| = k, alors f est unek-étoile-coloration orientée acircuitique deG.

L’ étoile arboricit́e orient́ee acircuitiquedeG, notée adst(G), est définie comme le plus petit entierk

tel queG admet unek-étoile-coloration orientée acircuitique.

* * *

Dans ce mémoire, nous étudions trois types de colorations: la sommet-coloration orientée, l’arc-

coloration orient́eeet l’étoile-coloration orient́ee acircuitique.

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous introduisons les notations usuelles de la théorie des

graphes qui seront utilisées dans la suite. Nous présentons également la plupart des classes de graphes

que nous considérerons. Enfin, nous définissons quelques notions de colorations déjà étudiées dans la

littérature ; nous en profitons pour donner un bref état de l’art sur ces différentes colorations.

Nous abordons dans le second chapitre la notion de sommet-coloration orientée et considérons plu-

sieurs familles de graphes. Nous déterminons notamment lenombre chromatique orienté des graphes

planaires extérieurs de mailleg, pour toutg≥ 4. Nous considérons également le nombre chromatique

orienté des 2-arbres partiels de maille donnée ; nous le caractérisons pour toute mailleg≤ 6 et en don-

nons un encadrement pour toute mailleg, 7≤ g≤ 13. Par ailleurs, plusieurs résultats sont actuellement

connus pour le nombre chromatique orienté des graphes planaires de grande maille ; nous obtenons

une meilleure borne pour les graphes planaires de maille au moins 11. Enfin, de manière à connaı̂tre

l’impact des triangles dans une sommet-coloration orient´ee, nous étudions le nombre chromatique

orienté des graphes planaires sans cycles de longueurs 4 ài, pouri ≥ 5.

Dans le troisième chapitre, nous introduisons la notion d’arc-coloration orientée d’un graphe orienté

G. Nous donnons dans un premier temps un résultat de complexité : le problème qui consiste à décider

si un graphe orientéG donné admet unek-arc-coloration orientée est polynomial sik≤ 3 et estNP-

complet sik≥ 4. Nous bornons ensuite l’indice chromatique orienté en fonction de paramètres déjà

étudiés (le nombre chromatique orienté, le nombre chromatique acyclique), puis le nombre chro-

matique orienté en fonction de l’indice chromatique orienté. Nous déterminons par ailleurs l’indice

chromatique orienté des graphes planaires extérieurs demaille g, pour toutg≥ 3, puis obtenons une

borne supérieure, ainsi qu’une borne inférieure, pour laclasse des graphes planaires. Nous étudions

également la classe des graphes planaires de grande maille. Enfin, nous obtenons une borne supérieure

de l’indice chromatique orienté de la classe des graphes dedegré au plus∆, que nous améliorons dans

le cas particulier des graphes de degré au plus trois.

Nous introduisons pour finir la notion d’étoile-coloration orientée acircuitique dans le quatrième

chapitre. Nous montrons dans un premier temps qu’il existe un lien entre cette coloration et l’arc-

coloration orientée : pour tout graphe orientéG, χ′o(G) ≤ adst(G)× 2adst(G)−1. Nous déterminons

ensuite l’étoile arboricité orientée acircuitique desgraphes de degré au plus trois, puis étudions ce



Introduction 21

paramètre pour les graphes de faible densité. Ces derniers résultats nous permettent d’obtenir alors

des bornes pour l’étoile arboricité orientée acircuitique de certaines classes de graphes planaires de

maille donnée. Enfin, nous considérons les 2-arbres partiels pour lesquels nous obtenons une borne

supérieure de l’étoile arboricité orienté acircuitique en fonction du degré maximum et du degré entrant

maximum.

* * *

Durant mon séjour pré-doctoral à Oxford, nous avons initié, avec l’équipe de combinatoire du

laboratoire de mathématiques, des travaux indépendantsdes colorations de graphes orientés et portant

sur lacoloration impropre acyclique par liste.

De nombreuses variations et extensions de colorations de graphes ont été considérées dans la

littérature. Les colorationsimpropres(également connues sous le nom de colorationsgéńeralisées

ou relaxées) sont une généralisation des colorations propres où la contrainte consistant à colorier de

façon différente deux sommets adjacents est supprimée.Unek-coloration t-impropred’un graphe non

orientéGest une partition de l’ensemble des sommets deG enk classes de couleursV1,V2, . . . ,Vk telles

que chaque classeVi induit un graphe de degré au plust. En d’autres termes, chaque sommet possède

au plust voisins ayant la même couleur que lui. Lenombre chromatique t-impropred’un grapheG

est le plus petit entierk tel queG admet unek-colorationt-impropre. Les colorationst-impropres ont

été introduites par Cowel, Cowel et Woodall [CCW86]. Durant ces dernières années, cette coloration

a été considérée et le problème qui consiste à borner le nombre chromatiquet-impropre a été étudié

pour de nombreuses classes de graphes (voir par exemple [CGJ97, Woo90, Woo04]).

De la même manière, Eaton et Hull [EH99] ont généraliséla notion de coloration par listes à la

coloration impropre par listes: un graphe non orientéG admet unel-liste coloration t-impropre, si

pour toute assignation de listesL telle que pour tout sommetv nous avons|L(v)| ≥ l , il existe une

colorationt-impropre deG telle que la couleur assignée àv appartient à la liste dev.

Enfin, Boiron, Sopena et Vignal [BSV99] ont étendu la notionde coloration acyclique à la notion

de coloration impropre acyclique. Une k-coloration t-impropre acycliqued’un graphe non orienté

G est unek-coloration t-impropre qui est acyclique (le graphe ne contient pas de cycles bicolores

alternés).

En 2002, Borodin, Fon-Der-Flass, Kostochka, Raspaud et Sopena ont étudié la notion decolora-

tion acyclique par listes. Un grapheG admet unek-liste coloration acycliquesi pour toute assignation

de listesL telle que pour tout sommetv nous avons|L(v)| ≥ l , il existe une coloration acyclique deG

telle que la couleur assignée àv appartient à la liste dev.

Du fait des travaux précédents, il est naturel de définir la notion decoloration impropre acyclique

par listes : un graphe non orientéG admet unel-liste coloration t-impropre acycliquesi G admet

uneL-coloration acycliquet-impropre pour toute assignation de listesL avec, pour tout sommetv,

|L(v)| ≥ l .
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Nous avons considéré cette coloration pour la classe des graphes de degré au plus trois, des graphes

de degré borné et des graphes planaires extérieurs. Plusprécisément, nous montrons que tout graphe

de degré au plus trois admet une 3-liste coloration acyclique 1-impropre (cette borne est optimale).

Nous étudions également le comportement du nombre chromatique t-impropre acyclique des graphes

de degré maximumk et obtenons une borne inférieure asymptotique. Nous construisons enfin un

algorithme s’exécutant en temps linéaire permettant d’obtenir, pour tout graphe planaire extérieur,

une 2-liste coloration 5-impropre acyclique (cette borne est optimale).

Cette thèse étant uniquement dédiée aux colorations degraphes orientés, ces résultats ne se-

ront pas développés ici, mais uniquement placés en annexes sous la forme de deux rapports de re-

cherche [EP06, EMP06].

* * *

Certains des travaux menés durant de cette thèse ont donn´e lieu à des publications dans des revues

internationales avec comité de lecture ou lors de conférences internationales, ainsi qu’à des rapports

de recherches actuellement soumis :

[EMP06] L. Esperet, C. J. H. McDiarmid, and A. Pinlou. Acyclic improper chossability of

graphs with bounded maximum degree. Manuscrit, mai 2006.

[EP06a] L. Esperet and A. Pinlou. Acyclic improper choosability of graphs. InSixth Czech-

Slovak International Symposium on Combinatorics, Graph Theory, Algorithms and

Applications, Prague, République Tchèque, juillet 2006, Elect. Notesin Discrete

Math.,À paraı̂tre.

[EP06b] L. Esperet and A. Pinlou. Acyclic improper choosability of outerplanar graphs. Rap-

port de recherche RR-1405-06, LaBRI, Université Bordeaux1, mai 2006.

[MOP06] M. Montassier, P. Ochem, and A. Pinlou. Strong oriented chromatic number of planar

graphs without short cycles. Rapport de recherche RR-1380-06, LaBRI, Université

Bordeaux 1, janvier 2006.

[OPS06] P. Ochem, A. Pinlou, and́E. Sopena. On the oriented chromatic index of orien-

ted graphs. Rapport de recherche RR-1390-06, LaBRI, Université Bordeaux 1, avril

2006.

[Pin06] A. Pinlou. On oriented arc-coloring of subcubic graphs.Elect. J. Comb., 13(1), 2006.

[PS05] A. Pinlou andÉ. Sopena. The acircuitic directed star arboricity of planar graphs

with large grith. Rapport de recherche RR-1371-05, LaBRI, Université Bordeaux 1,

octobre 2005.

[PS06a] A. Pinlou and́E. Sopena. The acircuitic directed star arboricity of subcubic graphs is

at most four.Discrete Math., À paraı̂tre, 2006.

[PS06b] A. Pinlou and́E. Sopena. Oriented vertex and arc colorings of outerplanargraphs.

Inform. Process. Lett., 100(3) :97–104, 2006.



Chapitre 1

Préliminaires

Nous introduisons dans une première partie les notations usuelles de la théorie des graphes qui

seront utilisées tout au long de ce mémoire. Ces notationssont standards et peuvent être retrouvées

dans [Ber87]. Dans une deuxième partie, nous présentons la plupart des classes de graphes que nous

considérerons dans la suite. Enfin, dans la dernière partie, nous définissons quelques notions de co-

lorations déjà étudiées dans la littérature ; nous en profitons pour donner un bref état de l’art sur ces

différentes colorations.

1.1 Notions de base

Un graphe non orient́e (simple et sans boucle)G = (V(G),E(G)) est constitué d’un ensemble

non vide fini desommets, notéV(G), et d’un ensemble fini d’arêtes, paires de sommets deV(G),

noté E(G). On noteuv ou vu la paire de sommets{u,v}. Le grapheG donné en exemple sur la

figure 1.1(a) a pour ensemble de sommetsV(G) = {v1,v2,v3,v4,v5,v6,v7} et pour ensemble d’arêtes

E(G) = {v2v3,v2v6,v2v7,v3v4,v4v5,v4v6,v4v7,v6v7}.
Un graphe orient́e H = (V(H),A(H)) est constitué d’un ensemble non vide fini desommets, noté

V(H), et d’un ensemble fini d’arcs, couples de sommets, notéA(H). On note−→uv le couple de sommets

(u,v). Le graphe orientéH donné en exemple sur la figure 1.1(b) a pour ensemble de sommetsV(H) =

{v1,v2,v3,v4,v5,v6,v7} et pour ensemble d’arcsA(H) = {−−→v2v3,
−−→v2v7,

−−→v3v4,
−−→v5v4,

−−→v6v2,
−−→v6v4,

−−→v6v7,
−−→v7v4}.

Un graphe orienté est ditsyḿetriquesi pour tout arc−→uv, le graphe contient également l’arc−→vu.

À l’inverse, un graphe orienté estantisyḿetriquesi pour tout arc−→uv existant dans le graphe, l’arc−→vu

n’existe pas.

Remarque. Dans la suite, la majorité des graphes considérés serontdes graphes orientésanti-

syḿetriques, que nous appellerons simplementgraphes orient́es. Pour éviter toute confusion, lorsque

le graphe considéré ne sera pas nécessairement antisym´etrique, nous parlerons dedigraphes.

Ainsi, un graphe orienté est obtenu à partir d’un graphe non orienté en donnant l’une des deux

orientations possibles à chacune des arêtes. Le graphe orientéH de la figure 1.1(b) est obtenu à partir

23
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v7

v1

v2 v3

v4 v5

v6

(a) Un graphe non orientéG.

v1

v2 v3

v4 v5

v6v7

(b) Un graphe orientéH.

FIG. 1.1 – Exemples de graphes.

du grapheG de la figure 1.1(a). Nous dirons queH est uneorientationdeG et queG est legraphe

sous-jacentdeH.

Étant donné un arc−→uv, un graphe orientéH est obtenu à partir d’un graphe orientéG par inversion

de l’arc−→uv si nous supprimons cet arc et le remplaçons par l’arc de−→vu. Ainsi, le graphe inversed’un

graphe orientéG est obtenu en inversant tous les arcs deG ; il est notéG−1.

L’ ordred’un graphe (resp. lataille) est le nombre de sommets (resp. d’arêtesou d’arcs) du graphe.

Le grapheG de la figure 1.1(a) est d’ordre 7 et de taille 8.

Les définitions qui sont données dans la suite sont, pour laplupart, applicables au cas des graphes

orientés comme au cas des graphes non orientés. Dans le cascontraire, nous le préciserons.

1.1.1 Adjacence

Pour un graphe non orienté et une arêteuv, les sommetsu et v sont appelésextŕemit́esde l’arête

uv. Les sommetsu et v sontadjacentset l’arêteuv estincidenteaux sommetsu etv. Deux arêtes sont

adjacentessi elles possèdent une extrémité commune.

Pour un graphe orienté et un arc−→uv, le sommetu est appeléextŕemit́e initiale de l’arc−→uv et le

sommetv est appeléextŕemit́e terminalede l’arc−→uv. De plus,u est unpréd́ecesseurde v et v est

un successeurdeu. Cependant, lorsque nous considérerons indifféremmentl’une ou l’autre des deux

orientations, l’arc reliantu à v sera simplement notéuv (par conséquentuv = −→uv ou uv = −→vu). Un

arc−→uv est unarc sortantdu sommetu et un arc entrantdu sommetv. Deux arcs sontadjacents

s’ils possèdent une extrémité commune. Deux arcs sontconśecutifssi l’extrémité initiale de l’un est

l’extrémité terminale de l’autre. Par exemple, les arcs−→uv et−→vw sont consécutifs. De plus, nous dirons

que−→vw est conśecutif à−→uv (attention,−→uv n’est pas consécutif à−→vw). Si nous considérons le grapheH

de la figure 1.1(b), les arcs−−→v2v3 et−−→v3v4 sont consécutifs (plus précisément,−−→v3v4 est consécutif à−−→v2v3),

alors que les arcs−−→v2v3 et−−→v2v7, ou encore−−→v3v4 et−−→v5v4, sont adjacents mais pas consécutifs.

1.1.2 Degŕe d’un sommet, degŕe d’un graphe

L’ensemble desvoisinsd’un sommetv d’un grapheG est notéΓG(v), ou plus simplementΓ(v)

si le contexte fait référence au graphe considéré de fac¸on claire. Ledegŕe d’un sommetv deG, noté
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dG(v) (oud(v)), est égal au nombre de ses voisins, soitdG(v) = |ΓG(v)|. Un sommet de degrék (resp.

au moinsk, au plusk) est unk-sommet (resp.≥k-sommet,≤k-sommet). De même, unk-voisin deu

(resp≥k-voisin,≤k-voisin) est un sommet de degrék (resp. au moinsk, au plusk) adjacent àu.

Lorsque l’on considère un graphe orienté, il est possiblede diviser l’ensemble des voisins d’un

sommets en deux sous-ensembles. Pour tout sommetv d’un graphe orientéG, ΓG(v) = Γ+
G(v)

U

Γ−G(v)

(union disjointe) oùΓ+
G(v) etΓ−G(v) sont respectivement l’ensemble des extrémités terminales des arcs

sortants du sommetv (Γ+
G(v) = {u∈V(G) |−→vu∈A(G)}) et l’ensemble des extrémités initiales des arcs

entrants du sommetv (Γ−G(v) = {u∈V(G) |−→uv∈ A(G)}). De même,dG(v) = d+
G(v)+d−G (v) oùd+

G(v)

et d−G(v) sont respectivement ledegŕe sortantdu sommetv (d+
G(v) = |Γ+

G(v)|) et ledegŕe entrantdu

sommetv (d−G(v) = |Γ−G(v)|).
Un sommetv tel qued+

G(v) = 0 est appelésommet puits(ou simplementpuits). Inversement, un

sommetv tel qued−G(v) = 0 est appelésommet source(ou simplementsource). Finalement, un sommet

de degré zéro est ditsommet isoĺe; un sommet isolé est donc à la fois un source et un puits. Dans le

grapheG de la figure 1.1(b), le sommetv6 est un sommet source, le sommetv4 un sommet puits et le

sommetv1 un sommet isolé.

Le degŕe maximumd’un grapheG, noté∆(G), est le maximum de l’ensemble des degrés de tous

les sommets deG. De même, ledegŕe minimumdeG, notéδ(G), est le minimum de l’ensemble des

degrés de tous les sommets deG. Pour le grapheG de la figure 1.1, nous avons∆(G) = 4 etδ(G) = 0.

Un graphe dont tous les sommets ont même degré est ungraphe ŕegulier. Un graphe est

k-réguliersi tous ses sommets sont de degrék.

1.1.3 Chemins, cycles et connexité

Pour un graphe orienté, unechâıne α = (u1,u2, . . . ,un) est une séquence de sommets telle que
−−−→uiui+1 ou−−−→ui+1ui est un arc pour touti ∈ [1,n−1]. Une chaı̂ne qui ne rencontre pas deux fois le même

sommet (à l’exception éventuelle de ses extrémités) est dite élémentaire. Uncheminβ = [u1,u2, . . . ,un]

est une chaı̂ne particulière où−−−→uiui+1 est un arc pour touti ∈ [1,n−1]. Dans le cas non orienté, seule

la notion de chaı̂ne est définie.

La longueurd’une chaı̂ne ou d’un chemin est le nombre d’arcs qui la ou le constituent. Unek-

châıne (resp.≤k-châıne, ≥k-châıne) est une chaı̂ne de longueurk (resp. au plusk, au moinsk). De

même, unk-chemin(resp.≤k-chemin, ≥k-chemin) est une chemin de longueurk (resp. au plusk, au

moinsk).

La distanceentre deux sommetsu etv est la longueur de la plus courte chaı̂ne reliantu et v.

Une châıne alterńee α = (u1,u2, . . . ,un) est une séquence de sommets telle que−−−−−−−−→u2i+ζu2i+1+ζ et
−−−−−−−−−→u2i+2−ζu2i+1−ζ sont des arcs pour touti ∈ {0,1, . . . ,

⌊

n−2
2

⌋

} et ζ ∈ {0,1} fixé.

Un cycleest une chaı̂ne élémentaire(u1,u2, . . . ,un) où u1 = un. De la même manière, uncircuit est

un chemin élémentaire[u1,u2, . . . ,un] oùu1 = un. Dans le cas non orienté, seule la notion de cycle est

définie.
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(a) Le grapheG. (b) Le grapheH1. (c) Le grapheH2.

FIG. 1.2 – Exemples de sous-graphes.

Une arête ou un arc reliant deux sommets d’un cycle à distance au moins deux sur ce cycle est

appelécorde.

La maille d’un grapheG est la longueur minimale d’un cycle contenu dans ce graphe. Elle est

notéeg(G). La maille peut être infinie si le graphe considéré est sans cycle.

Un graphe est ditconnexe(resp.fortement connexe) si toute paire de sommets de ce graphe est

reliée par une chaı̂ne (resp. un chemin).

1.1.4 Sous-graphes et composantes connexes

Un grapheH est unsous-graphe partiel(ou plus simplement sous-graphe) d’un grapheG si

V(H) ⊆ V(G), E(H) ⊆ E(G) et toutes les arêtes deE(H) ont leurs extrémités dansV(H) ; nous

le notonsH ⊆G. Par exemple, si nous considérons les trois graphesG, H1 etH2 de la figure 1.2, nous

avonsH1⊆G et H2⊆G.

Un sous-grapheH deG est ditpropres’il est non vide et différent du grapheG ; on le note alors

H ⊂G.

Si toutes les arêtes deE(G) ayant leurs deux extrémités dansV(H) sont également dansE(H),

alors le grapheH est le sous-graphe deG induit parV(H). Dans ce cas, nous le notonsH = G[V(H)].

Par exemple, si nous considérons les trois graphesG, H1 et H2 de la figure 1.2, le grapheH1 est un

sous-graphe induit deG, alors queH2 n’est pas un sous-graphe induit deG.

Le sous-graphe deG obtenu en supprimant un sommetv et tous les arcs ou arêtes incidents à

ce dernier est notéG\ {v} (ou plus simplementG\ v). De même, le sous-graphe deG obtenu en

supprimant l’arête ou l’arcuv est notéG\{uv} (ou G\uv) (notons dans ce cas que supprimer l’arête

uv n’implique pas la suppression des sommetsu et v). Ces notions s’étendent de manière naturelle

aux ensembles de sommets, d’arêtes ou d’arcs. SiW est un sous-ensemble deV(G), le graphe obtenu

après suppression de tous les sommets deW est notéG\W. De même, siF est un sous-ensemble

d’arêtes deG, le graphe obtenu après suppression des arêtes deF est notéG\F.
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v6

v1 v2

v3

v4

v5

(a) Le grapheG.

v1v6

v1v2

v2v3

v3v6

v3v4
v4v5

v5v6

v1v5

(b) Le grapheL(G).

FIG. 1.3 – Exemple de graphe représentatif des arêtes.

v5

v1 v2

v3

v4

v6

(a) Le grapheG.

−−→v5v1

−−→v1v2

−−→v3v2

−−→v6v3

−−→v3v4−−→v4v5

−−→v5v6

−−→v1v6

(b) Le grapheLD(G).

FIG. 1.4 – Exemple de graphe représentatif des arcs.

Une composante connexe(resp.composante fortement connexe) d’un grapheG est sous-graphe

connexe maximal (resp. sous-graphe fortement connexe maximal), c’est-à-dire un sous-graphe tel que

tout sous-graphe deG le contenant strictement n’est pas connexe (resp. fortement connexe).

Un grapheG estk-connexe(resp.k-arête-connexe, k-arc-connexe) si le nombre minimum de som-

mets (resp. arêtes, arcs) dont l’élimination rendG non connexe ou le réduit à un sommet unique est

au moinsk. Il est facile de voir que si un graphe estk-connexe, alors il estk-arête-connexe.

1.1.5 Graphe repŕesentatif des ar̂etes / arcs

Le graphe repŕesentatif des arêtesd’un graphe non orientéG (connu dans la littérature sous le

nom deline graph), notéL(G), est défini comme le graphe ayant pour sommets l’ensemble des arêtes

deG et tel que deux sommets sont adjacents si et seulement si les deux arêtes correspondantes dans

G sont adjacentes. La figure 1.3 montre un exemple de graphe représentatif des arêtes.

Le graphe repŕesentatif des arcsd’un graphe orientéG (connu dans la littérature sous le nom de

line digraph), notéLD(G), est défini comme le graphe ayant pour sommets l’ensemble des arcs deG

et tel que
−→
e f ∈ LD(G) si et seulement si l’arcf est consécutif à l’arce dansG. Ainsi, si deux arcs de

G ont la même extrémité initiale ou la même extrémité terminale, les deux sommets correspondants
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(a) (b) (c)

FIG. 1.5 – Trois représentations du graphe de Petersen.

du graphe représentatif des arcs ne seront pas adjacents. La figure 1.4 montre un exemple de graphe

représentatif des arcs.

La notion de graphe représentatif des arêtes ou des arcs est une notion qui a été largement étudiée

dans la littérature. Nous pouvons notamment nous référer à l’article de Hemminger et Beineke [HB78]

pour plus de détails.

1.1.6 Homomorphismes, isomorphismes et automorphismes degraphes

Un homomorphismed’un graphe non orienté (resp. orienté)G vers un graphe non orienté (resp.

orienté)H est une applicationϕ : V(G)→V(H) telle queϕ(u)ϕ(v) ∈ E(H) (resp.
−−−−−→
ϕ(u)ϕ(v) ∈ A(H))

si uv∈ E(G) (resp.−→uv∈ A(G)). L’existence d’un homomorphisme d’un grapheG vers un grapheH

est notéeG→ H, et nous noteronsG 6→ H le fait qu’il n’existe pas d’homomorphisme deG versH.

Ainsi, dans le cas non orienté, un homomorphisme préservel’adjacence, alors que dans le cas orienté,

il préserve également l’orientation des arcs.

Nous verrons dans la dernière partie de ce chapitre que la notion d’homomorphisme est étroite-

ment liée à la notion de coloration.

Pour de plus amples détails, il est possible de se référerau livre de Hell et Nešetřil sur les homo-

morphismes de graphes [HN04].

Un isomorphismedeG versH est une applicationϕ : V(G)→V(H) telle queuvest une arête (resp.
−→uv est un arc) deG si et seulement siϕ(u)ϕ(v) est une arête (resp.

−−−−−→
ϕ(u)ϕ(v) est un arc) deH. Nous

disons alors queG et H sont isomorphes et nous le notonsG∼= H. Par exemple, les trois graphes de

la figure 1.5 sont isomorphes et représentent le graphe de Petersen.

Un isomorphisme deG versG est unautomorphisme.
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(a) Le graphe

complet à 4

sommetsK4.

(b) Graphe contenant un mi-

neurK4.

FIG. 1.6 – Exemple de graphe contenant un mineurK4.

1.1.7 Graphes mineurs

La contractiond’une arêteuv d’un grapheG est l’opération qui consiste à remplacer les deux

sommetsu et v par un unique sommetw et à relier ce dernier à l’ensemble des voisins deu et dev.

Un grapheH est unmineurd’un grapheG si H est isomorphe à un graphe qui peut être obtenu

à partir deG par une série de suppression de sommets, de suppressions d’arêtes et de contractions

d’arêtes.

Par exemple, le graphe de la figure 1.6(b) contient comme mineur le grapheK4 de la figure 1.6(a).

En effet, les quatre composantes identifiées à l’aide des régions en pointillées correspondent aux

sommets du grapheK4, chacune d’entre elles étant adjacente aux trois autres.

Remarquons que siI est un mineur deH et H un mineur deG, alorsI est un mineur deG.

Un certain nombre de classes de graphes peuvent être caractérisées par mineurs exclus. Nous

verrons dans la partie suivante, décrivant certaines classes de graphes, quelques caractérisations par

mineurs exclus.

1.2 Quelques classes de graphes

Nous décrivons dans cette partie différentes classes de graphes que nous aurons l’occasion de

rencontrer dans la suite de ce mémoire.

1.2.1 Stables, graphes complets et tournois

Un stableest un ensemble de sommets indépendants (i.e. pour tousu,v deux sommets de cet

ensemble,u etv ne sont pas adjacents).

À l’inverse, ungraphe complet̀an sommets, notéKn, est un graphe non orienté tel que toute paire

de sommets est reliée par une arête. Ce graphe est aussi appelé unek-clique. Par exemple, le graphe

complet à 4 sommets, notéK4, est représenté sur la figure 1.6(a).

Dans le cas orienté, untournoi est un graphe orienté tel que toute paire de sommets distincts u et

v sont voisins. Un tournoi est donc une orientation d’un graphe complet. Les quatre orientations non
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(a) (b) (c) (d)

FIG. 1.7 – Les quatre tournois à 4 sommets non isomorphes.
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0
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(a) QR3

6

0

1

2

34

5

(b) QR7

FIG. 1.8 – Exemples de tournois de Paley.

isomorphes du graphe complet à 4 sommets sont données sur la figure 1.7.

Le tournoitransitif àn sommets, notéTTn, est le tournoi défini parV(TTn) = {v0,v1, . . . ,vn−1} et
−→viv j ∈ A(TTn) si et seulement sii < j.

Enfin, nous introduisons un dernier type de tournois :les tournois construits̀a partir de ŕesidus

quadratiques non nuls. Ces derniers ont un certain nombre de propriétés qui seront développées plus

loin. L’ensemble des résidus quadratiques d’un entiern est l’ensemble des entiersQR= {p2(modn),

p∈ [[0,n−1]]}. Les tournois que nous considérons ici sont construits à partir des résidus quadratiques

non nuls, QR\{0}. Soit p un entier premier etq = pi une puissance dep. Si q est de la forme 4k+3,

k∈ N, le grapheQRq construit à partir des résidus quadratiques non nuls deq se définit par :

– V(QRq) = {0,1, . . . ,q−1} ;

– E(QRq) = {−→i j / j− i (mod q) est un résidu quadratique non nul deq}.
Nous pouvons vérifier que le grapheQRq ainsi obtenu est un tournoi (i.e. QRq ne contient pas d’arcs

opposés et chaque paire de sommets est adjacente). Ces tournois sont connus sous le nom detournois

de Paley. Ces tournois ont de nombreuses propriétés intéressantes et ont été fréquemment étudiés (voir

e.g. [AS92],[GS71],[Moo68],[RB78]).

Nous pouvons voir sur la figure 1.8 deux exemples de tournois de Paley. Il n’existe qu’un seul
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f2

i4

f9

f8

i6f6

i7

f7f1 i3

i2 i5

i1

f5f4f3

FIG. 1.9 – Exemple d’arbre.

FIG. 1.10 – Exemple de construction d’un 2-arbre.

résidu quadratique non nul de 3 : l’entier 1 (figure 1.8(a)).En revanche, il existe trois résidus quadra-

tiques non nuls de 7 : les entiers 1, 2 et 4 (figure 1.8(b)).

Un tournoiT estarc-transitif si, pour toute paire d’arcs−→uv et−→xy, il existe un automorphismeϕ de

T tel queϕ(u) = x et ϕ(v) = y. Fried [Fri70] a observé que les tournois de Paley sont arc-transitifs.

En effet, si
−→
i j et

−→
hk sont des arcs deQRq, alors l’applicationπ(x) =

(

k−h
j−i

)

x+
(

h− k−h
j−i i
)

est une

permutation envoyant le sommeti sur h et le sommetj sur k. De plus, Berggren [Ber72] a établit

qu’un tournoi est arc-transitif si et seulement s’il est un tournoi de Paley.

1.2.2 Arbres, forêts

Un graphe ne contenant aucun cycle est uneforêt. Chaque composante connexe d’une forêt est un

arbre. Les sommets de degré 1 sont appelésfeuilles, les autres sont les sommetsinternes. Un exemple

d’arbre est donné sur la figure 1.9 : les sommetsi1, i2, . . . , i8 sont les sommets internes alors que les

sommetsf1, f2, . . . , f9 sont les feuilles.

La notion d’arbre peut se généraliser à la notion dek-arbre. Un k-arbreest un graphe construit de

façon récursive comme suit :

– le graphe complet àk sommets est unk-arbre ;

– si G est unk-arbre, le grapheG′ obtenu en ajoutant un sommet àG relié à tous les sommets

d’unek-clique est unk-arbre.

Il est alors clair qu’un 1-arbre est un arbre. Sur la figure 1.10, nous pouvons trouver un exemple de

construction d’un 2-arbre.

Enfin, unk-arbrepartiel est un sous-graphe d’unk-arbre. Nous pouvons noter que la classe des
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2-arbres est une classe équivalente à la classe des graphes séries-parallèles [Duf65] ou encore à la

classe des graphes sans mineurK4.

1.2.3 Les graphesp-partis

Un grapheGest ditp-parti s’il existe une partition deV(G) enp partiesV1,V2, . . . ,Vp (i.e.,V(G) =

V1⊎V2⊎ . . .⊎Vp) telle que chaque arête ou arc deG a ses extrémités dans deux ensemblesVi et Vj

différents.

En particulier, sip= 2, G est un graphebiparti, et siV(G) = X⊎Y, nous le notonsG= (X,Y;E).

Enfin, G est un graphep-parti completsi pour toute paire de partiesVi etVj (i 6= j), tout sommet de

Vi est adjacent à tout sommet deVj . Le graphebiparti complet G= (X,Y;E) où |X|= s et |Y|= t est

généralement notéKs,t .

1.2.4 Les graphes planaires et planaires extérieurs

Un grapheplanaire est un graphe ayant une représentation dans le plan sans croisement d’arêtes

(ou d’arc pour un graphe orienté). Par exemple, le grapheK4 est un graphe planaire car il est possible

de le représenter dans le plan sans croisement. Uneface est une région du plan délimitée par un

ensemble d’arêtes et telle que deux points arbitraires de cette région peuvent être reliés par un trait ne

rencontrant ni sommets, ni arêtes. La seule face dont la surface est infinie est la faceexterne. Le rang

d’une facef , notér( f ), est la longueur def , en d’autres termes le nombre d’arêtes délimitantf . Une

face de rangk (resp. au moinsk, au plusk) est unek-face (resp.≥k-face,≤k-face). L’ensemble des

faces d’un grapheG est notéF(G).

Euler a prouvé la relation suivante :

Théorème 1.1 (Formule d’Euler). Si G est un graphe planaire, n son nombre de sommets, m son

nombre d’ar̂etes et f son nombre de faces, alors

n−m+ f = 2.

Les graphesK5 et K3,3 sont les deux plus petits graphes non planaires. De plus, Kuratowski

[Kur30] a établi la caractérisation suivante des graphesplanaires :

Théorème 1.2. [Kur30] Un graphe fini est planaire si et seulement s’il est sans mineur K5 et sans

mineur K3,3.

Le degŕe moyen maximumd’un grapheG, noté mad(G), est le maximum du degré moyen de tous

les sous-graphes deG :

mad(G) = max

{

2|E(H)|
|V(H)| ,H ⊆G

}

Dans le cas des graphes planaires, le degré maximum moyen est un paramètre lié à la maille comme

suit :
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Observation 1.3. Soit G un graphe planaire de maille g. Alorsmad(G) <
2g

g−2
.

Preuve. Si G est de mailleg, alorsg|F(G)| ≤ 2|E(G)|. Par la formule d’Euler, nous obtenons

2g−g|V(G)|+g|A(G)|= g|F(G)| ≤ 2|A(G)|

et par conséquent

2g+(g−2)|A(G)| ≤ g|V(G)|

2|A(G)|(2g+(g−2)|A(G)|)≤ 2|A(G)|g|V(G)|

2|A(G)|
|V(G)| ≤

2g|A(G)|
2g+(g−2)|A(G)| <

2g
g−2

2

Un graphe planaireext́erieur est un graphe ayant une représentation planaire telle que tous les

sommets du graphe se trouvent sur la même face. La classe desgraphes planaires extérieurs est une

sous classe de la classe des 2-arbres partiels.

1.2.5 Les graphesk-déǵenérés

Un grapheG estk-déǵeńeré si tout sous-grapheH de G contient un sommet de degré au plus

k. Par exemple, une forêt est 1-dégénérée, unk-arbre estk-dégénéré ou encore un graphe planaire

extérieur est 2-dégénéré. De même, en utilisant la formule d’Euler, nous pouvons vérifier que tout

graphe planaire est 5-dégénéré.

1.2.6 Notations de diff́erentes classes de graphes

Dans la suite de ce mémoire, nous utiliserons les notationssuivantes :

– Dk : la classe des graphes de degré maximum au plusk,

– Tk : la classe desk-arbres partiels,

– Tk
g : la classe desk-arbres partiels de maille au moinsg,

– P : la classe des graphes planaires,

– Pg : la classe des graphes planaires de maille au moinsg,

– O : la classe des graphes planaires extérieurs,

– Og : la classe des graphes planaires extérieurs de maille au moins g.
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FIG. 1.11 – Le grapheG admet un homomorphisme versK3 : G→ K3.

1.3 Quelques notions de coloration

Dans cette dernière partie, nous considérons un certain nombre de colorations connues dans la

littérature. Nous donnons leurs définitions ainsi que certains résultats fondamentaux.

Notons qu’il existe de nombreux types de colorations de graphes que nous n’aborderons pas dans

cette thèse. Nous pouvons cependant nous référer à l’ouvrage de Jensen et Toft [JT95] qui rassemble

une grande majorité de résultats de coloration ainsi que de nombreux problèmes ouverts.

Dans la suite,C = {0,1, . . . ,k−1} désigne un ensemble dek couleurs.

1.3.1 Colorations de graphes non orient́es

1.3.1.1 Colorations propres

Unesommet-coloration propred’un graphe non orientéG est une applicationf définie surV(G)

telle que pour toute arêteuv, f (u) 6= f (v). Si f : V(G)→C, alors f unek-sommet-colorationpropre

deG. Le nombre minimum de couleurs nécessaires pour toute sommet-coloration d’un grapheG est

le nombre chromatiquedeG, notéχ(G).

Il est assez facile de voir que tout grapheG de degré maximum∆(G) est tel queχ(G)≤ ∆(G)+1.

Cependant, Brooks a amélioré cette borne :

Théorème 1.4. [Bro41] Soit G un graphe connexe. Si G n’est ni un cycle d’ordre impair, ni un graphe

complet, alorsχ(G)≤ ∆(G).

La borne obtenue par le théorème précédent peut être améliorée en considérant le degré minimum

des sous-graphes induits :

Théorème 1.5 (Halin, 1967).Soit G un graphe k-d́eǵeńeré. Alorsχ(G)≤ k+1.

Une sommet-coloration deG peut être vue comme un homomorphisme deG dans un graphe

complet. En particulier, siG→Kn, alorsχ(G)≤ n. De plus, siG 6→Kn−1, alorsχ(G) = n. Par exemple,

le graphe de la figure 1.11(a) admet un homomorphisme versK3. En effet, l’applicationf : V(G)→
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V(K3) définie commef (u) = 1, f (v) = 2, f (w) = 1, f (x) = 2 et f (y) = 3 est bien un homomorphisme

deG versK3.

Le nombre chromatique a été largement étudié et de nombreux résultats le concernant peuvent être

trouvés dans la littérature. Nous pouvons notamment citer le célèbre résultat de Appel, Haken et Kock

obtenu en 1977 qui affirme que le nombre chromatique de tout graphe planaire est au plus 4 [AH77,

AHK77].

Unearête-coloration propred’un graphe non orientéG est une applicationf définie surE(G) telle

que pour tousu,v,w∈V(G) tels queuv,vw∈ E(G), f (uv) 6= f (vw). Si f : E(G)→C, alors f est une

k-arête-colorationdeG. Le nombre minimum de couleurs nécessaire pour toute arête coloration d’un

grapheG est l’indice chromatiquede G, notéχ′(G). Il apparaı̂t clairement qu’une arête-coloration

propre d’un grapheG est une sommet-coloration propre du graphe représentatifdes arêtesL(G) deG.

Nous avons doncχ′(G) = χ(L(G)).

Le plus important résultat portant sur ce paramètre est dˆu à Vizing en 1964 :

Théorème 1.6. [Viz64] Pour tout graphe G, nous avons∆(G)≤ χ′(G)≤ ∆(G)+1.

Le théorème de Vizing permet donc de classifier les graphesen deux classes : les graphesG ayant

un indice chromatique∆(G) sont declasse 1, alors que les graphesG ayant un indice chromatique

∆(G)+1 sont declasse 2. Le problème qui consiste à déterminer si un graphe simple est de classe 1

ou 2 est un problèmeNP-complet.

1.3.1.2 Colorations acycliques

Une sommet-coloration acycliqued’un graphe non orientéG est une sommet coloration propre

deG telle qu’aucun cycle deG ne soit bicolore. En d’autres termes, une sommet colorationdeG est

acyclique si le sous-graphe induit par n’importe quelle paire de couleurs est une forêt (i.e.sans cycle).

Le nombre minimum de couleurs nécessaires pour toute sommet coloration acyclique d’un grapheG

est lenombre chromatique acycliquedeG, notéχa(G).

Ce paramètre fut introduit et étudié pour la première fois par Grünbaum dans [Grü73]. De nom-

breux auteurs, tels que Grünbaum, Mitchem, Albertson, Berman, Kostochka ou encore Borodin, ont

essayé de déterminer le nombre chromatique acyclique desgraphes planaires. La borne optimale fut

obtenue par Borodin en 1979 :

Théorème 1.7. [Bor79] Tout graphe planaire est acycliquement 5-coloriable.

Concernant les graphes de faible degré, il est relativement facile de montrer que tout graphe de

degré maximum au plus 3 est acycliquement 4-coloriable. D’autre part, Burnstein a caractérisé le

nombre chromatique acyclique des graphes de degré au plus quatre :

Théorème 1.8. [Bur79] Tout graphe de degré maximum au plus 4 est acycliquement 5-coloriable.

Pour le cas général, Alon, McDiarmid et Reed ont utilisé une approche probabiliste :
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Théorème 1.9. [AMR91] Si G est un graphe de degré maximum∆, alors χa(G) = O(∆4/3) lors-

que∆→ ∞.

Une arête-coloration acycliqued’un graphe non orientéG est une arête coloration propre telle

que le graphe induit par deux classes de couleurs est une forˆet. Le nombre minimum de couleurs

nécessaires pour toute arête coloration acyclique deG est appelé l’indice chromatique acycliquede

G, notéχ′a(G).

Actuellement, dans le cas général, la meilleure borne connue pour l’indice chromatique acyclique

des graphes de degré au plus∆ est due à Alon, McDiarmid, et Reed :

Théorème 1.10.[AMR91] Tout graphe de degré maximum d’au plus∆ est acycliquement(16∆)-arête

coloriable.

Cette borne supérieure semble particulièrement éloignée de la borne optimale, mais aussi très

difficile à améliorer. Alon, Sudakov et Zaks ont d’ailleurs émis la conjecture suivante :

Conjecture 1.11. [ASZ01] Soit G un graphe∆-régulier. Alors

χ′a(G)≤
{

∆ +2 si G∼= K2n,

∆ +1 sinon.

Récemment, Muthu, Narayanan et Subramanian ont étudié ce paramètre pour les graphes de

grande maille et ont alors obtenu de meilleures bornes.

Théorème 1.12.[MNS05] Tout graphe de degré maximum au plus∆ et de maille g≥ 9 est acycli-

quement(6∆)-arête coloriable.

Finalement, Nešetřil et Wormald ont étudié l’indice chromatique acyclique des graphes∆-régu-

liers :

Théorème 1.13.[NW05] Un graphe aĺeatoire ∆-régulier est asymptotiquement presque sûrement

acycliquement(∆ +1)-arête coloriable.

Dans le chapitre 4, nous étudions l’indice chromatique acyclique des graphes de faible densité

(plus précisément des graphes de degré moyen maximum au plus 7
3) et obtenons sa valeur optimale.

1.3.2 Colorations de graphes orient́es

1.3.2.1 Sommet-coloration

La notion de coloration orientée fut introduite en 1994 parCourcelle [Cou94]. Unesommet-

coloration orient́eed’un graphe orientéG est une applicationf définie surV(G) telle que

(i) f (u) 6= f (v) si−→uv est un arc deG,

(ii) f (v) 6= f (x) si−→uv et−→xy sont deux arcs deG tels quef (u) = f (y).
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Si f : V(G)→ C, alors f est unek-sommet-coloration orientée. Le nombre minimum de couleurs

nécessaires pour toute sommet-coloration orientée d’ungrapheG est lenombre chromatique orienté

deG, notéχo(G). Si F est une classe de graphes, alors nous définissonsχo(F) comme le maximum

des nombres chromatiques orientés pris sur tous les graphes de la classeF.

De même que dans le cas non orienté, une coloration orient´ee d’un graphe orientéG peut-être

vue comme un homomorphisme deG vers un graphe orientéH. Si G→ H, alors nous dirons queG

admet uneH-sommet-coloration. Le nombre chromatique orienté peut alors être défini comme la taille

du plus petit graphe orientéH tel queG→ H. Il apparaı̂t donc d’après la définition d’une sommet-

coloration orientée que tous les arcs reliant un sommet colorié i et un sommet coloriéj seront orientés

dans la même direction : soit tous dei vers j, soit tous dej versi. En effet, le graphe cibleH, qui est

un graphe orienté, ne contient pas d’arcs opposés.

Le nombre chromatique orienté de nombreuses classes de graphes a été considéré dans la littéra-

ture et un grand nombre de résultats sont actuellement connus. Nous en citerons certains dans le

chapitre 2, avant d’étudier le nombre chromatique orient´e de certaines classes de graphes telles que

les graphes planaires extérieurs, les 2-arbres partiels ou encore les graphes planaires de maille donnée.

1.3.2.2 Arc-coloration

En parcourant la littérature, nous pouvons rencontrer différents types de colorations d’arcs de

graphes orientés. Nous donnons ici la définition de quelques-unes d’entre elles.

En 1972, Harner et Entringer [HE72] introduisent l’arc-coloration d’un graphe orientéG comme

étant une applicationf définie surA(G) vérifiant que pour tousu,v,w∈V(G) tels que−→uv,−→vw∈ A(G),

f (−→uv) 6= f (−→vw). Il est facile de voir que l’arc-coloration d’un graphe orienté G est une sommet-

coloration (non orientée) du graphe sous-jacent deLD(G).

Harner et Entringer ont notamment étudié cette arc-coloration pour les tournois. Depuis, d’autres

auteurs se sont intéressés à cette coloration. En particulier, Poljak et Röld [PR81] ont amélioré certains

résultats de Harner et Entringer. Récemment, Bessy, Havet et Birmelé [BHB06] ont considéré cette

arc-coloration et ont obtenu des bornes en fonction du degr´e entrant maximum et du degré sortant

maximum du graphe.

En 1989, Algor et Alon [AA89] ont introduit la notion d’étoile arboricit́e dirigée (directed star

arboricity en anglais) d’un graphe orientéG, définie comme le nombre minimum de forêts d’étoiles

sourcesarc-disjointes nécessaires pour couvrirA(G) (une forêt d’étoiles sourcesest une forêt dont

toutes les composantes connexes sont des étoiles sources,c’est-à-dire des étoiles dont les arcs sont

orientés du centre vers les feuilles). Cette notion d’arboricité peut être définie en terme de partition

des arcs ou d’arc-coloration. Unek-étoile-coloration diriǵeed’un grapheG est une partition deA(G)

en k forêts d’étoiles sourcesF1,F2, . . . ,Fk. De façon équivalente, unek-étoile coloration dirigée est

unek-coloration deA(G) telle que
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(i) pour tousu,v,w∈V(G) tels que−→uv,−→vw∈ A(G), f (−→uv) 6= f (−→vw),

(ii) pour tousu,v,w∈V(G) tels que−→uv,−→wv∈ A(G), f (−→uv) 6= f (−→wv).

Dans le chapitre 3 de ce mémoire, nous introduisons un nouveau type d’arc-coloration : l’arc-

coloration orient́ee. Dans le cas non orienté, une arête-coloration d’un graphe non orientéG est une

sommet-coloration deL(G). Dans le cas orienté, nous pouvons, de la même manière, d´efinir une

arc-coloration orient́eed’un graphe orientéG comme une sommet-coloration orientée deLD(G).

En d’autres termes, unearc-coloration orient́eed’un graphe orientéG est une applicationf définie

surA(G) telle que

(i) pour tousu,v,w∈V(G) tels que−→uv,−→vw∈ A(G), f (−→uv) 6= f (−→vw),

(ii) pour tousu,v,w,x,y,z∈V(G) tels que−→uv,−→vw,−→xy,−→yz∈ A(G) et f (−→uv) = f (−→yz), f (−→vw) 6= f (−→xy).

Si f : A(G)→C, alors f est unek-arc-coloration orient́eedeG. L’ indice chromatique orienté deG,

notéχ′o(G), est le plus petit entierk tel queG admet unek-arc-coloration orientée.

En termes d’homomorphismes, unek-arc-coloration orientée d’un graphe orientéG est un homo-

morphisme deLD(G) vers un graphe orientéH àk sommets. SiLD(G)→H, alors nous dirons queG

admet uneH-arc-coloration.

Nous pouvons remarquer que l’arc-coloration définie par Harner et Entringer (voir ci-dessus) est

une version faible de notre arc-coloration où la condition(ii) n’est pas nécessairement vérifiée.

Nous considérerons dans le chapitre 4 également une nouvelle notion de partition d’arcs de graphes

orientés :l’ étoile arboricit́e orient́ee acircuitique. Cette notion découle de la notion d’étoile arboricité

dirigée introduite par Algor et Alon [AA89] à laquelle nous ajoutons une contrainte supplémentaire

(l’acircuicité). L’étoile arboricit́e orient́ee acircuitiqued’un graphe orientéG, notée adst(G), est

définie comme le nombre minimum de forêts d’étoiles sources arc-disjointes nécessaires pour cou-

vrir A(G) de telle sorte que l’union de deux telles forêts ne contienne pas de circuit. Nous dirons

qu’un graphe orientéG admet unek-étoile-coloration orientée acircuitique, ou plus simplement une

k-adst-coloration, si adst(G)≤ k.

Notre motivation principale lorsque nous avons introduit l’étoile arboricité orientée acircuitique

était l’obtention de bornes pour l’indice chromatique orienté. Nous développons ce point dans le

chapitre 4 avant d’étudier l’étoile arboricité orient´ee acircuitique de certaines classes de graphes.
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Sommet-coloration orient́ee

Une sommet-coloration propre d’un graphe non orientéG est une applicationf : V(G)→C (où

C est un ensemble de couleurs) telle quef (u) 6= f (v) si uv∈ E(G). Si |C| = k, alors f est unek-

sommet-coloration propre deG. Cette coloration peut être également vue comme un homomorphisme

deG vers le graphe completKk àk sommets. Le nombre chromatique est alors le plus petit entier k tel

queG admet unek-sommet coloration propre. Il correspond également au plus petit entierk tel que

G→ Kk.

Cette notion de sommet-coloration peut être étendue au cas orienté. Elle a été considérée pour

la première fois par Courcelle en 1994 dans [Cou94]. Unesommet-coloration orientéed’un graphe

orientéG est un homomorphisme deG vers un grapheH. Le nombre chromatique orienté du graphe

orientéG, notéχo(G), est défini comme le plus petit entierk tel qu’il existe un graphe orientéH à k

sommets tel queG→ H. Un tel graphe orientéH est alors appelégraphe cibleet ses sommets sont

appeléscouleurs. on dit alors queG estH-sommet-coloriable.

Une sommet-coloration orientéef deG doit alors satisfaire les deux conditions suivantes :

(i) f (u) 6= f (v) si uv∈ A(G),

(ii) f (v) 6= f (x) si−→uv,−→xy∈ A(G) et f (u) = f (y).

Observons par exemple le graphe de la figure 2.1(a) : ce grapheadmet une 7-sommet-coloration

orientée. Nous pouvons en effet vérifier que la sommet-coloration orientée proposée sur la figure sa-

tisfait bien le fait que deux sommets adjacents obtiennent des couleurs distinctes et que s’il existe

un arc reliant un sommet coloriéa à un sommet coloriéb, alors il n’existe pas d’arc reliant un som-

met coloriéb à un sommet coloriéa. Cette sommet-coloration orientée n’est cependant pas optimale ;

nous pouvons effectivement remarquer que ce graphe admet 5-sommet-coloration orientée (voir la

figure 2.1(b)). Cette 5-sommet-coloration orientée est enl’occurrence optimale en nombre de cou-

leurs : il n’est pas très difficile de vérifier que quatre couleurs ne suffisent pas pour satisfaire les deux

conditions(i) et (ii) ci-dessus.

Unek-sommet-coloration orientée deG est donc une partition des sommets deG enk ensembles

V1,V2, . . . ,Vk indépendants tels que pour toute pairei, j d’entiers,i 6= j, les arcs présents entreVi etVj

39
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FIG. 2.1 – Deux exemples de sommet-colorations orientées du mˆeme graphe.
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FIG. 2.2 – Une 5-sommet-coloration orientée du circuit à cinqsommetsC5.

sont orientés dans la même direction (i.e. soit tous les arcs vont deVi versVj , soit tous les arcs vont

deVj versVi).

Le nombre chromatique orienté d’un graphe orientéG, notéχo(G), est donc le plus petit entierk

tel queG admet unek-sommet-coloration orientée. Pour le grapheG de la figure 2.1(b), nous avons

χo(G) = 5. Pour un graphe non orientéH, χo(H) est défini comme le maximum des nombres chroma-

tiques orientés pris sur toutes les orientations deG. De plus, siF est une classe de graphes, le nombre

chromatique orientéχo(F) de F est défini comme le maximum des nombres chromatiques orientés

pris sur tous les graphes deF.

Notons que d’après la condition(i), une sommet-coloration orientée est une sommet-coloration

propre :χ(G)≤ χo(G) pour tout graphe orientéG. De plus, il est clair que, d’après la condition(ii),

les trois sommets constituant un 2-chemin nécessitent chacun une couleur différente. Ainsi, si nous

considérons le circuit à cinq sommetsC5 (voir la figure 2.2), toute paire de sommets appartient à un

2-chemin ; les couleurs des sommets deC5 doivent donc être deux à deux distinctes et toute sommet-
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coloration orientée nécessite cinq couleurs.

L’étude de la sommet-coloration orientée est souvent plus complexe que celle de la sommet-

coloration propre (non orientée). En effet, dans le cas nonorienté, les contraintes de coloration sont

locales : il suffit de considérer le voisinage d’un sommet pour savoir s’il est possible d’utiliser une

couleur donnée pour le colorier.À l’inverse, dans le cas orienté, les contraintes sont globales : lorsque

nous voulons colorier un sommet avec une couleur donnée, ilne suffit pas de vérifier les couleurs

présentes dans le voisinage du sommet, nous devons consid´erer les couleurs de chacun des sommets

du graphe pour être sûr de ne pas contredire la condition(ii).

Le nombre chromatique orienté de nombreuses classes de graphes a été considéré dans la littérature.

En particulier, certaines bornes (supérieures et/ou inf´erieures) sont connues pour le nombre chroma-

tique orienté des graphes de degré borné [KSZ97, Vig97, Woo04], desk-arbres partiels [Sop97], des

graphes planaires de maille donnée [BI05a, BI05b, BKN+99, Och04, RS94, Sop02], des graphes pla-

naires extérieurs [HD05, NRS97, Sop97], des grilles à deux dimensions [FRR03, ST04], des graphes

de Halin [HDS06] ou encore des graphes de subdivision [Woo05]. Nous pouvons retrouver dans

[Sop01] un recueil des résultats les plus importants sur lasommet-coloration orientée.

Certains de ces résultats seront présentés dans la suitede chapitre.

Les trois premières parties de ce chapitre sont consacrées à la sommet-coloration orientée. Plus

précisément, nous considérerons le nombre chromatiqueorienté des graphes planaires extérieurs de

maille donnée, des 2-arbres partiels de maille donnée et des graphes planaires de grande maille. Finale-

ment, la dernière partie est consacrée à la notion de sommet-coloration orientéeforte : nous définirons

cette notion et donnerons quelques résultats obtenus pourla classe des graphes planaires sans cycles

de longueurs données.

Les résultats concernant la sommet-coloration orientéeforte des graphes planaires sans cycles de

longueurs données sont sous forme d’un rapport de recherche [MOP06], alors que ceux portant sur le

nombre chromatique orienté des graphes planaires extérieurs sont publiés dansInformation Proces-

sing Letters[PS06b].

2.1 Les graphes planaires extérieurs

2.1.1 Pŕesentation

Rappelons queO désigne la classe des graphes planaires extérieurs et queOg désigne la classe des

graphes planaires extérieurs de maille au moinsg.

Sopena a montré en 1997 que les 2-arbres partiels, classe degraphes contenant les graphes pla-

naires extérieurs, ont un nombre chromatique orienté d’au plus 7 [Sop97]. De plus, cette borne est

optimale puisqu’il a exhibé le graphe planaire extérieurG de la figure 2.3 nécessitant exactement 7
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FIG. 2.3 – Graphe planaire extérieurG avecχo(G) = 7.

u4

v1 v2 v3 v4

u1 u2 u3

FIG. 2.4 – Une grilleG∈G(2,4) avecχo(G) = 6. FIG. 2.5 – Un exemple d’arbre épais.

couleurs pour toute sommet-coloration orientée. En effet, toute paire de sommets de ce graphe appar-

tient à un 2-chemin, ce qui implique que tout sommet doit avoir des couleurs distinctes de celles des

autres sommets.

L’ensemble des grilles orientées ài lignes et j colonnes est notéG(i, j). Uneéchelleest une grille

à deux lignes ou deux colonnes (le graphe de la figure 2.4 est un exemple d’échelle). Unarbre épais

est un graphe obtenu par intersection de plusieurs échelles horizontales et verticales de telle sorte qu’il

n’existe pas deux échelles horizontalesH1 etH2 qui croisent chacune deux échelles verticalesV1 etV2

(un exemple d’arbre épais est donné sur la figure 2.5). Notons de plus que, pour toutn≥ 1, la classe

des grillesG(2,n) est une sous-classe deO4, de même que la classe des arbres épais est également une

sous-classe deO4.

Fertin, Raspaud et Roychowdhury [FRR03] se sont intéress´es au nombre chromatique orienté de la

classe des arbres épais. Ils ont montré que tout graphe de cette classe admet une 6-sommet-coloration

orientée ; de plus, ce résultat est optimal puisqu’ils ontprouvé que la grilleG∈ G(2,4) de la figure 2.4

(qui est un arbre épais) est telle queχo(G) = 6. Il en découle alors que 6≤ χo(O4)≤ 7.

Finalement, pour toute mailleg ≥ 3, Nešetřil, Raspaud et Sopena [NRS97] ont construit des

graphes planaires extérieursOg de mailleg tels queχo(Og)≥ 5.

Nous avons regroupé les bornes inférieures et supérieures connues pour les graphes planaires

extérieurs de maille donnée dans le tableau 2.1.
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Maille Borne inférieure Borne supérieure

3 χo(O)≥ 7 χo(O)≤ 7

4 χo(O4)≥ 6 χo(O4)≤ 7

g≥ 5 χo(Og)≥ 5 χo(Og)≤ 7

TAB . 2.1 – Résultats connus pour le nombre chromatique orient´e des graphes planaires extérieurs de

maille donnée.

Le résultat suivant nous donne une caractérisation complète du nombre chromatique orienté des

graphes planaires extérieurs de maille donnée :

Théorème 2.1.

1. χo(O4) = 6 ;

2. χo(Og) = 5 pour tout g, g≥ 5.

La borne que nous obtenons pour les graphes planaires extérieur de maille 4 généralise donc le

résultat de Fertinet al. [FRR03] concernant les arbres épais.

2.1.2 Ŕesultats pŕeliminaires

Pour obtenir les bornes supérieures du théorème 2.1, nous allons prouver que les graphes planaires

extérieurs correspondants sontT-sommet-coloriables pour un certain tournoiT. En l’occurrence, les

deux tournois qui seront utilisés sont dessinés sur la figure 2.6.

Notons que le tournoiT5 est un tournoi circulant et que, par conséquent, il est sommet-transitif. De

plus, Borodin, Kostochka, Nešetřil, Raspaud et Sopena ont montré que ce tournoi possède la propriété

suivante :

Proposition 2.2. [BKN+99] Pour toute paire de sommets u,v∈V(T5) (non ńecessairement distincts),

il existe une 4-châıne reliant u et v pour chacune des 16 orientations possiblesd’une telle 4-châıne.

Notons que le résultat de Fertinet al. [FRR03], à savoir tout arbre épais admet une 6-sommet-

coloration orientée, est obtenu en montrant que tout graphe G de cette classe admet un homomor-

phisme versT6 en s’appuyant sur la propriété suivante :

Proposition 2.3. [FRR03] Pour toute paire de sommets u,v∈V(T6) distincts, il existe une 3-chaı̂ne

reliant u et v pour chacune des 8 orientations possibles d’une telle 3-châıne.

Cette propriété n’est pas suffisante pour nous permettre de prouver notre résultat. Grâce à une

analyse au cas par cas, nous pouvons obtenir une propriétéplus forte deT6 :

Proposition 2.4. Pour toute paire de sommets u,v ∈ V(T6) (non ńecessairement distincts), il existe

une 3-châıne reliant u et v pour chacune des 8 orientations possibles d’une telle 3-châıne.



44 Chapitre 2. Sommet-coloration orientée

5

1

2

34
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(b) Le tournoiT6.

FIG. 2.6 – Deux graphes cibles.

Finalement, nous nous appuierons sur la propriété suivante des graphes planaires extérieurs de

grande maille :

Proposition 2.5. Tout graphe planaire extérieur G de maille au moins g avecδ(G)≥ 2 contient une

(g−1)-châıne dont les sommets internes sont des 2-sommets.

Preuve. Tout graphe planaire extérieur contient au moins une faceF adjacente à au plus une face

interne. Sachant queG est un graphe planaire extérieur, deux faces adjacentes deG ne peuvent avoir

au maximum qu’une seule arête en commun. Soitl = |F| ≥ g et soit uv1,v1v2, . . . ,vl−2w les l − 1

arêtes délimitantF qui sont incidentes à la face externe. Le grapheG contient donc une(g−1)-chaı̂ne

constituée de 2-sommets. 2

2.1.3 Preuve du th́eorème 2.1

Dans chacune des deux preuves suivantes, nous supposons qu’il existe un contre-exemple minimal

H au théorème considéré (i.e. le grapheH n’est pasT-sommet-coloriable pour un certain tournoiT).

Nous réduisons alorsH à un graphe plus petitH ′ (i.e. |V(H)|+ |A(H)|> |V(H ′)|+ |A(H ′)|). Par mi-

nimalité deH, le grapheH ′ admet uneT-sommet-colorationf qui est aussi uneT-sommet-coloration

partielle deH, c’est-à-dire une sommet-coloration uniquement définiesur un sous-ensemble de som-

metsV ′ deV(H). Nousétendonsalors f au grapheH : les sommetsu∈V(H ′) (i.e. les sommets déjà

coloriés) conservent leurs couleurs dansH et nous expliquons comment définirf (u) pour tout sommet

u ∈V(H) \V(H ′) dans manière à ce quef soit uneT-sommet-coloration du grapheH. L’existence

d’une telleT-sommet-colorationf prouve queH ne contient pas certaines configurations spécifiques.

Cet ensemble de configurations nous conduira finalement à une contradiction.

Preuve du théorème 2.1(1).Nous prouvons dans un premier temps queχo(O4)≤ 6. Pour cela, nous

montrons que tout graphe planaire extérieur de maille au moins 4 admet un homomorphisme vers le
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FIG. 2.7 – Le tournoiT4.

tournoi T6 de la figure 2.6(b). SoitH un contre-exemple planaire extérieur minimal (en terme d’in-

clusion comme sous-graphe) de maille au moins 4 n’admettantpas d’homomorphisme versT6. Nous

montrons queH ne contient pas de 1-sommet ni deux 2-sommets adjacents.

1. Supposons queH contienne un 1-sommetu. Alors, par minimalité deH, le graphe planaire

extérieurH ′ = H \ u de maille au moins 4 admet uneT6-sommet-colorationf . Puisque tout

sommet deT6 possède au moins deux prédécesseurs et au moins deux successeurs,f peut

facilement être étendue àH.

2. Supposons maintenant queH contienne une 3-chaı̂ne(u,v,w,x) telle qued(v) = d(w) = 2.

Alors, par minimalité deH, le graphe planaire extérieurH ′ = H \ {v,w} de maille au moins

4 admet uneT6-sommet-colorationf . D’après la proposition 2.4, pour tout couple de couleurs

( f (u), f (x)) et pour toute orientation de la 3-chaı̂ne(u,v,w,x), il existe au moins une couleur

f (v) pourv et au moins une couleurf (w) pourw. La colorationf peut donc être étendue àH.

D’après la proposition 2.5, tout graphe planaire extérieur de maille au moins 4 et de degré mi-

nimum 2 contient deux 2-sommets adjacents : nous obtenons une contradiction, ce qui permet de

conclure pour la borne supérieure.

Pour compléter notre preuve, nous redonnons ici la preuve de Fertin, Raspaud et Roychowdhury

dans [FRR03] montrant que la grille orientéeG ∈ G(2,4) de la figure 2.4 est telle queχo(G) ≥ 6.

Supposons queG admet une 5-sommet-coloration orientéef . Nous pouvons voir aisément que les

quatre sommetsu1, u2, v1 et v2 nécessitent des couleurs distinctes : sans perte de généralité, nous

posonsf (u1) = 1, f (u2) = 2, f (v1) = 3 et f (v2) = 4. À présent, le sommetu3 peut-être colorié avec les

couleurs 3 ou 5. Supposons quef (u3) = 3. Dans ce cas, nous avons nécessairementf (v3) = 5 et nous

n’avons plus de couleur disponible pouru4. Donc f (u3) = 5. Dans ce cas, nous avons nécessairement

f (v3) = 1 et nous n’avons plus de couleur disponible pourv4. Ainsi, χo(G)≥ 6.

2

Preuve du théorème 2.1(2).Nous commençons par prouver queχo(Og) ≤ 5 pour toutg, g≥ 5.

Notons qu’il suffit de considérer le casg= 5 puisqueOg⊆O5 pour toutg≥ 5. Plus précisément, nous

prouvons que tout graphe planaire extérieur de maille au moins 5 admet un homomorphisme vers le

tournoiT5 de la figure 2.6(a).
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Soit H un contre-exemple planaire extérieur minimal (en terme d’inclusion comme sous-graphe)

de maille au moins 5 n’admettant pas d’homomorphisme versT5. Nous montrons queH ne contient

pas de 1-sommet ni de 4-chaı̂ne constituée de 2-sommets.

1. Supposons queH contienne un 1-sommetu. Alors, par minimalité deH, le graphe planaire

extérieurH ′ = H \ u de maille au moins 5 admet uneT5-sommet-colorationf . Puisque tout

sommet deT5 possède deux prédécesseurs et deux successeurs,f peut facilement être étendue

àH.

2. Supposons maintenant queH contienne une 4-chaı̂ne dont les sommets internesu, v et w sont

des 2-sommets. Alors, par minimalité deH, le graphe planaire extérieurH ′ = H \{u,v,w} de

maille au moins 5 admet uneT5-sommet-colorationf . D’après la proposition 2.2,f peut être

étendue àH.

Nous obtenons donc une contradiction grâce à la proposition 2.5.

Dans [NRS97], Nešetřil, Raspaud et Sopena ont construit,pour toute mailleg, g≥ 3, un graphe

planaire extérieurGg de maille au moinsg tel queχo(Gg) ≥ 5. Pour compléter notre preuve, nous

redonnons ici cette construction.

Soit Pg une chaı̂ne alternée à⌊g
2⌋ sommets et, soientu et v les deux extrémités dePg. Le graphe

Gg est alors construit comme suit : soit[x1,x2, . . . ,xp,x1] un circuit àp≥ g sommets, tel quep 6≡ 0

(mod 3). À chaque sommetxi , nous attachons deux copies dePg en identifiant les deux sommetsu

avecxi et en ajoutant un arc (de n’importe quelle direction) liant les deux sommetsv. Le grapheGg

ainsi obtenu est clairement de mailleg ou g+ 1. Sachant queGg contient unp-circuit avecp 6≡ 0

(mod 3), nous pouvons remarquer que si nous voulons colorier ce graphe avec quatre couleurs, le

tournoi T à quatre sommets tel queGg→ T doit contenir un 4-circuit, et par conséquentT ∼= T4 (le

graphe de la figure 2.7). De plus, pour tout homomorphismef : Gg→ T4, un des sommetsxi au moins

satisfait f (xi) = 3. Il est alors facile de vérifier que les deuxv-sommets des chemins attachés àxi sont

coloriés de la même couleur, à savoir 0 ou 3 dépendant de la parité de⌊g
2⌋. Puisque ces deux sommets

sont joints par un arc dansGg, nous obtenons la contradiction requise. 2

Grâce au résultat de Sopena (χo(O3) = 7, [Sop97]) et aux deux théorèmes que nous venons de

prouver, nous connaissons à présent, pour tout entierg≥ 3, la valeur exacte du nombre chromatique

orienté des graphes planaires extérieurs de mailleg.

2.2 Les 2-arbres partiels

2.2.1 Pŕesentation

Rappelons qu’un 2-arbre partiel est un graphe sans mineurK4 (également connu dans la littérature

comme graphe séries-paralèlle) et que la classe des 2-arbres partiels contient strictement la classe des

graphes planaires extérieurs.
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Rappelons queT2 désigne la classe des 2-arbres partiels et queT2
g représente la classe des 2-arbres

partiels de maille au moinsg.

Comme dit précédemment, Sopena [Sop97] a prouvé queχo(T
2) = 7 ; le nombre chromatique

orienté des 2-arbres partiels (de maille 3) est donc égal au nombre chromatique orienté des graphes

planaires extérieurs (de maille 3). Par ailleurs, Borodinet al. [BKN+99] ont montré queχo(P14) ≤
5 (Pg désigne la classe des graphes planaires de maille au moinsg) et Nešetřil, Raspaud et So-

pena [NRS97] ont montré queχo(Og) ≥ 5 pour toutg ≥ 3 ; sachant queO ⊂ T ⊂ P, nous avons

χo(T
2
14) = 5. D’après ces deux résultats, ainsi que les résultats que nous avons obtenus pour les graphes

planaires extérieurs dans la partie précédente, nous obtenons les bornes que nous avons regroupées

dans le tableau 2.2.

Maille Borne inférieure Borne supérieure

3 χo(T
2)≥ 7 χo(T

2)≤ 7

4 χo(T
2
4)≥ 6 χo(T

2
4)≤ 7

5≤ g≤ 13 χo(T
2
g)≥ 5 χo(T

2
g)≤ 7

g≥ 14 χo(T
2
g)≥ 5 χo(T

2
g)≤ 5

TAB . 2.2 – Résultats connus pour le nombre chromatique orient´e des 2-arbres partiels de maille

donnée.

Nous améliorons ces résultats dans le théorème suivant:

Théorème 2.6.

1. χo(T
2
4) = 7

2. χo(T
2
g) = 6 pour 5≤ g≤ 6 ;

3. 5≤ χo(T
2
g)≤ 6 pour 7≤ g≤ 13.

Nous prouvons ces résultats en utilisant les mêmes méthodes que celles utilisées dans les preuves

de le partie précédente.

2.2.2 Ŕesultats pŕeliminaires

Lih, Wang et Zhu [LWZ03] ont donné une propriété structurelle des 2-arbres partiels comme suit.

Pour un grapheG et un sommetv∈V(G), nous notons :

DG(v) = |{u∈V(G) tel que[dG(u)≥ 3 etuv∈ A(G)]

ou [∃w∈V(G), dG(w) = 2, uw,wv∈ A(G)]}|.

Lemme 2.7. [LWZ03] Soit G un 2-arbre partiel. Alors, au moins une des affirmations suivantes est

satisfaite :
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FIG. 2.8 – Les cinq configurations possibles du lemme 2.7.3 avecdG(v)≥ 3 etDG(v)≤ 2.
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FIG. 2.9 – Un 2-arbre partiel de maille 4 et de nombre chromatiqueorienté 7.

1. δ(G)≤ 1 ;

2. il existe deux 2-sommets adjacents ;

3. il existe un≥3-sommet v tel que DG(v) ≤ 2. (voir la figure 2.8)

Nous pouvons alors immédiatement faire la remarque suivante :

Remarque 2.8. Un 2-arbre partiel de maille au moins 5 contient nécessairement soit un 1-sommet,

soit deux 2-sommets adjacents.

Preuve. Soit G un 2-arbre partiel de maille au moins 5. Le grapheG ne peut contenir de≥3-sommet

v tel queDG(v)≤ 2. En effet, chacune des cinq configurations induites par un tel sommet contiennent

un 4-cycle (voir la figure 2.8). Par conséquent, d’après lelemme 2.7,G contient nécessairement soit

un 1-sommet, soit deux 2-sommets adjacents. 2

2.2.3 Preuve du th́eorème 2.6

Preuve du théorème 2.6(1).

Sachant queχo(T
2
3) = 7, nous en déduisons queχo(T

2
4) ≤ 7. Il nous suffit donc de construire un

2-arbre partiel de maille 4 ayant un nombre chromatique orienté 7 : c’est ce que nous montrons pour

le 2-arbre partielG de la figure 2.9.

Supposons queG admette une 6-sommet-coloration orientéef . Clairement, les couleurs des som-

metsu,w1,w2, w3,w4,v doivent être deux à deux distinctes. Sans perte de généralité, nous pouvons

supposer quef (u) = 1, f (v) = 2, f (w1) = 3, f (w2) = 4, f (w3) = 5 et f (w4) = 6.
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Supposons premièrement quef (w) = 3 (resp.f (w) = 4). Alors, les deux sommetsv2 et v4 (resp.

v1 et v3) doivent obtenir des couleurs différentes ; or les deux seules couleurs disponibles sont 2 et 5

(resp. 2 et 6). Par conséquent, nous aurons un arc dansG reliant un sommet colorié 2 vers un sommet

colorié 1 (resp. de 1 vers 2). Maintenant, les sommetsu1 et u4 (resp.u2 et u3) doivent avoir des

couleurs distinctes ; or les deux seules couleurs disponibles sont les couleurs 1 et 6 (resp. 1 et 5). Nous

obtenons une contradiction puisque nous aurons un arc dansG reliant un sommet colorié 1 vers un

sommet colorié 2 (resp. de 2 vers 1).

Les cas restantsf (w) = 5 et f (w) = 6 conduisent à une contradiction de la même manière.2

Preuve du théorème 2.6(2).

Nous prouvons dans un premier temps queχo(T
2
5)≤ 6. Pour cela, nous montrons que tout 2-arbre

partiel de maille au moins 5 admet un homomorphisme vers le tournoiT6 de la figure 2.6(b). SoitH un

contre-exemple minimal (en terme d’inclusion comme sous-graphe) de maille au moins 5 n’admettant

pas d’homomorphisme versT6. Nous montrons queH ne contient pas de 1-sommet ni deux 2-sommets

adjacents.

1. Supposons queH contienne un 1-sommetu. Alors, par minimalité deH, le 2-arbre partiel

H ′ = H \u de maille au moins 5 admet uneT6-sommet-colorationf . Puisque tout sommet de

T6 possède au moins deux prédécesseurs et au moins deux successeurs,f peut facilement être

étendue àH.

2. Supposons maintenant queH contienne deux 2-sommets adjacentsv etw. Alors, par minimalité

deH, le 2-arbre partielH ′ = H \{v,w} de maille au moins 5 admet uneT6-sommet-coloration

f . D’après la proposition 2.4,f peut être étendue àH.

D’après la remarque 2.8, tout 2-arbre partiel de maille au moins 5 et de degré minimum 2 contient

deux 2-sommets adjacents : nous obtenons une contradiction, ce qui permet de conclure.

Pour terminer la preuve, il suffit de construire un 2-arbre partiel de maille 6 et de nombre chroma-

tique orienté au moins 6.

SoitH le graphe construit à partir de deux sommetsv etw, appelés sommetsexternes, en ajoutant

entre ces sommets les huit 3-chaı̂nes possibles (voir la figure 2.10(a)). Les seize sommets différents

dev etw sont appelés sommetsinternes.

Nous construisons alors le grapheG de la manière suivante. Nous prenons deux copies deH,

notéesH1 et H2. Les sommets externes deH1 (resp.H2) sont notésv1 et w1 (resp.v2 et w2) alors que

les seize sommets internes sont notésr1, . . . , r8,s1, . . . ,s8 (resp.t1, . . . , t8,u1, . . . ,u8). Nous identifions

les deux sommetsv1 et v2 en un unique sommetv. Nous ajoutons également un arc entrew1 et w2.

Finalement, nous prenons trente-deux copies deH, disonsH ′1,H
′
2, . . . ,H

′
32. Les sommets externes de

H ′i sont notésv′i et w′i . À chacun des seize sommets internes deH1 et H2, nous associons un graphe

H ′i et identifionsv′i à ce sommet. Nous obtenons alors le grapheG de la figure2.10(b). Nous pouvons

aisément vérifier que ce graphe est bien un 2-arbre partielde maille 6.
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(b) Un 2-arbre partielG de maille 6 avecχo(G) = 6.

FIG. 2.10 – Principe de construction d’un 2-arbre partielG de maille 6 tel queχo(G) = 6.
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FIG. 2.11 – Les cinq tournois non isomorphes à cinq sommets ne contenant ni source ni puits.

Supposons tout d’abord que le grapheG de la figure 2.10(b) admette une 4-sommet-coloration

orientée. Le grapheG contient un circuit à sept sommets[w1,w2,u1, t1,v,s1, r1,w1]. Puisque 76≡ 0

(mod 3), s’il existe un tournoiT à quatre sommets tel queG→ T, alors ce tournoi doit contenir

un circuit de longueur quatre. Il existe quatre tournois nonisomorphes à quatre sommets (voir la

figure 1.7), mais un seul contient un circuit de longueur quatre : le tournoiT4 de la figure 2.7. Cepen-

dant, il est facile de vérifier qu’il n’existe pas de paire desommetsa et b dans ce tournoi tels qu’il

existe une 3-chaı̂ne les reliant pour chacune des huit orientations possibles, ce qui est obligatoire pour

colorier les sous-graphesH ′i deG.

Par conséquent,χo(G)≥ 5. Supposons qu’il existe un tournoiT à cinq sommets tel queG→ T et

soit f : V(G)→V(T) l’homomorphisme correspondant. Nous pouvons premièrement constater que

le grapheG ne contient ni source, ni puits. Le tournoiT ne doit donc contenir ni source, ni puits. En

effet, siT contient un source ou un puits, alors cette couleur ne peut être utilisée pour colorierG. Le

grapheG admet donc une 4-sommet-coloration orientée, ce qui contredit la remarque précédente.

Il existe douze tournois à cinq sommets non isomorphes maisseulement cinq ne contiennent ni

source, ni puits : ces cinq tournois sont représentés sur la figure 2.11. Pour chacun de ces tournois, un

test par ordinateur nous permet de vérifier qu’il existe une3-chaı̂ne reliant deux sommetsa et b pour

chacune des huit orientations possibles si et seulement si :

(a) a = b (figure 2.11(a)),

(b) a = b = 2 (figure 2.11(b)),
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(c) a = b = 0 oua = b = 4 (figure 2.11(c)),

(d) a = b = 0, a = b = 1 oua = b = 4 (figure 2.11(d)),

(e) a = b = 0, a = b = 1, a = b= 4, a = 0 etb = 1, a = 0 etb = 4, oua = 1 etb = 4 (figure 2.11(e)).

Si T était l’un des quatre premiers tournois (figures 2.11(a), 2.11(b), 2.11(c), 2.11(d)), alors nous au-

rions f (v) = f (w1) = f (w2), ce qui est impossible puisque−−−→w1w2 ∈ A(G). Ainsi, T est nécessairement

le tournoi de la figure 2.11(e). Dans ce cas, nous avonsf (v) ∈ {0,1,4}, f (w2) ∈ {0,1,4} et f (w2) ∈
{0,1,4}. Cependant, certains sommets internes deH1 et H2 seront coloriés avec les couleurs 2 ou 3 :

les graphesH ′i attachés à ces sommets ne sont alors pasT-sommet-coloriables d’après ce que nous

avons dit précédemment.

Nous avons doncχo(G)≥ 6, ce qui conclut la preuve. 2

Preuve du théorème 2.6(3).Commeχo(T
2
5) = 6, nous avonsχo(T

2
g) ≤ 6 pourg≥ 5. D’autre part,

Nešetřil, Raspaud et Sopena [NRS97] ont construit pour toute mailleg ≥ 3 des graphes planaires

extérieurs de mailleg ayant un nombre chromatique orienté 5, ce qui permet de conclure. 2

Nous pouvons donc remarquer qu’à présent nous connaissons la valeur exacte du nombre chro-

matique orienté des 2-arbres partiels de mailleg≤ 7 etg≥ 14. En revanche, la question reste posée

pour les 2-arbres partiels de maille 7≤ g≤ 13.

Question 2.9. Le nombre chromatique orienté de la classe des 2-arbres partiels de maille g,

7≤ g≤ 13, est-il 6 ou 7 ?

2.3 Les graphes planaires de grande maille

Rappelons queP désigne la classe des graphes planaires et quePg désigne la classe des graphes

planaires de maille au moinsg.

L’un des premiers résultats obtenus pour le nombre chromatique orienté est dû à Raspaud et So-

pena [RS94] et porte sur la classe des graphes planaires. Ilsont montré que les classes de graphes

ayant un nombre chromatique acyclique borné ont également un nombre chromatique orienté borné.

Plus précisément :

Théorème 2.10.[RS94] Tout graphe orienté G dont le graphe sous-jacent admet une k-sommet-

coloration acyclique est tel queχo(G)≤ k ·2k−1.

À partir de ce résultat, il est possible d’obtenir une bornepour le nombre chromatique orienté des

graphes planaires. En effet, rappelons que Borodin [Bor79]a prouvé que tout graphe planaire admet

une 5-sommet coloration acyclique. Ainsi :

Corollaire 2.11. [RS94]χo(P)≤ 80.

Cette borne supérieure paraı̂t éloignée de la borne optimale. Pourtant, malgré de nombreuses ten-

tatives, cette borne reste pour l’instant la meilleure borne connue. Récemment, Marshall a montré

qu’il existait des graphes planaires avec un nombre chromatique orienté 17 [Mar01].
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Sachant que la borne générale est difficile à améliorer,de nombreux auteurs, tels que Borodin,

Ivanova, Kostochka, Nešetřil, Ochem, Raspaud et Sopena se sont intéressés aux graphes planaires de

grande maille dans l’optique d’améliorer la borne supérieure connue.

Théorème 2.12.

1. χo(P4)≤ 47 [BI05b] ;

2. χo(P5)≤ 19 [BKN+99] ;

3. χo(P6)≤ 11 [BKN+99] ;

4. χo(P7)≤ 7 [BI05a] ;

5. χo(P14) = 5 [NRS97, BKN+99] .

Nous améliorons ces résultats dans le cas des graphes planaires de maille 11.

Dans [NRS97], Nešetřil, Raspaud et Sopena montre le résultat suivant :

Théorème 2.13. [NRS97] Tout graphe planaire G de maille au moins5d+1 avecδ(G)≥ 2 contient

une(d+1)-châıne dont les sommets internes sont des 2-sommets.

Preuve. Soit G un graphe planaire de maille 5d + 1. SoitD le graphe obtenu en plaçant un sommet

dans chaque face deG et en reliant deux tels sommets si les deux faces correspondantes sont adja-

centes. Tout graphe planaire est 5-dégénéré et le grapheD est clairement planaire :D contient donc un
≤5-sommet, ce qui signifie queG contient une≤5-faceF. Sachant queG ne contient pas de 1-sommet,

il est alors aisé de vérifier que la frontière deF contient une(d+1)-chaı̂ne consitituée de 2-sommets.

2

Nous sommes alors capable d’améliorer le théorème 2.12 :

Théorème 2.14.χo(P11)≤ 6.

Preuve. Nous montrons que tout graphe planaire de maille au moins 11 admet un homomorphisme

vers le tournoiT6 de la figure 2.6(b). SoitH un contre-exemple planaire minimal (en terme d’inclu-

sion comme sous-graphe) de maille au moins 11 n’admettant pas d’homomorphisme versT6. Nous

montrons queH ne contient pas de 1-sommet ni deux 2-sommets adjacents.

1. Supposons queH contienne un 1-sommetu. Alors, par minimalité deH, le graphe planaire

H ′ = H \u de maille au moins 11 admet uneT6-sommet-colorationf . Puisque tout sommet de

T6 possède au moins deux prédécesseurs et au moins deux successeurs,f peut facilement être

étendue àH.

2. Supposons maintenant queH contienne deux 2-sommets adjacentsv etw. Alors, par minimalité

deH, le graphe planaireH ′= H \{v,w} de maille au moins 11 admet uneT6-sommet-coloration

f . D’après la proposition 2.4,f peut être étendue àH.

D’après le théorème 2.13, tout graphe planaire de mailleau moins 11 et de degré minimum 2

contient deux 2-sommets adjacents : nous obtenons une contradiction, ce qui permet de conclure.2
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De nombreuses bornes supérieures sont connues pour le nombre chromatique orienté des graphes

planaires de grande maille.

Concernant les bornes inférieures, nous avons moins d’informations. En effet, Marshall [Mar01]

a montré queχo(P3)≥ 17 ; d’autre part, Ochem a construit un graphe planaire de maille 4 permettant

de montrer queχo(P4) ≥ 11 [Och04]. Enfin, Nešetřil, Raspaud et Sopena [NRS97] ontmontré que

χo(Pg) ≥ 5 pour toutg≥ 3. Il serait alors intéressant de considérer les graphes planaires de maille 5

à 14 pour tenter d’obtenir une meilleure borne inférieureque celle de Nešetřil, Raspaud et Sopena.

2.4 Sommet-coloration orient́ee forte des graphes planaires sans cycles

de longueurs donńees

2.4.1 Pŕesentation

Dans cette dernière partie, nous considérons la notion desommet-coloration orientéeforte.

Dans [NR99], Nešetřil et Raspaud introduisent la notion de sommet-coloration orientée forte. Soit

M un groupe abélien additif. Unesommet-coloration orientée forted’un graphe orientéG est une

application f : V(G)→M telle que

(i) f (u) 6= f (v) si−→uv est un arc deG,

(ii) et f (v)− f (u) 6=−( f (x)− f (y)) si−→uv et−→xy sont deux arcs deG (cette deuxième condition sera

appelée dans la suite, lacondition de valeurs non opposées).

Si une telle application existe, nous dirons queG admet uneM-sommet-coloration orientée forte. Le

nombre chromatique orienté fort d’un graphe orienté, notéχs(G), est l’ordre minimum d’un groupe

M, tel queG admet uneM-sommet-coloration orientée forte.

Une sommet-coloration orientée forte peut être définie de façon équivalente comme un homo-

morphismef : V(G)→ V(H), où H est un graphe orienté àk sommets étiquetés par les éléments

d’un groupe abélien additifM tel que pour toute paire d’arcs−→uv et −→xy de A(H), f (v)− f (u) 6=
−( f (x)− f (y)). Alors, lenombre chromatique orienté fort deG peut être défini comme le plus petit

ordre d’un groupe abélien additifM tel queG admet un homomorphisme versH étiqueté avec les

éléments deM satisfaisant la condition de valeurs non opposées.

Par conséquent, toute sommet-coloration orientée forted’un graphe orientéG est une sommet-

coloration orientée ; ainsi,χo(G)≤ χs(G).

Soit M un groupe additif etS⊂M un sous-ensemble des éléments du groupeM. Le digraphe de

Cayleyassocié au couple(M,S), notéC(M,S), est alors défini comme suit :

V(C(M,S)) = M et A(C(M,S)) = {(g,g+s);g∈M,s∈ S}.

Si les éléments deSsont des générateurs du groupeM, alors le digraphe de CayleyC(M,S) est connecté.
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En supposant queM est abélien etS∩−S= /0, alorsC(M,S) est un graphe orienté (i.e. C(M,S) ne

contient ni boucle, ni arcs opposés), et pour toute paire(g1,g1 + s1) et (g2,g2 + s2) d’arcs deC(M,S),

g1 + s1− g1 6= −(g2 + s2− g2). Ainsi, trouver unek-sommet-coloration orientée forte d’un graphe

orientéG peut être vu comme trouver un homomorphisme deG dans un tel graphe orienté de Cayley

C(M,S) d’ordrek avecM un groupe abélien,S⊂M etS∩−S= /0.

À l’origine, l’introduction de cette nouvelle notion de coloration est motivée par les flots. En effet,

Nešetřil et Raspaud [NR99] ont défini la notion deflot antisyḿetriqued’un digraphe (notion analogue

à la notion deB-flot introduite par Jaeger [Jae88]). Il ont ensuite montréqu’un graphe orientéG

possède uneM-sommet-coloration orientée forte si et seulement si le digraphe dualG∗ deG possède

unM-flot antisymétrique. Cette relation leur a permis d’obtenir de résultats sur le flots antisymétriques

de certaines classes de multi-digraphes planaires. Dans cemanuscrit, nous ne n’aborderons pas cette

notion de flots antisymétrique.

La sommet-coloration orientée forte des graphes planaires a récemment été étudiée.Šámal [̌Sám03]

a prouvé que tout graphe planaire orienté admet une sommet-coloration orientée forte utilisant au plus

672 couleurs. Dans [Mar06], Marshall a amélioré ce résultat en montrant le théorème suivant :

Théorème 2.15.[Mar06] Soit G un graphe planaire orienté. Alorsχs(G)≤ 271.

De plus, les bornes supérieures du nombre chromatique orienté des graphes planaires de grande

maille du théorème 2.12 sont toutes obtenues en prouvant l’existence d’un homomorphisme vers

certains graphes de Cayley, notamment les tournoisQRq construits à l’aide des résidus quadratiques

non nuls deq. Par conséquent, ces bornes sont également valides pour le nombre chromatique orienté

fort.

Théorème 2.16.

1. χs(P4)≤ 47 [BI05b] ;

2. χs(P5)≤ 19 [BKN+99] ;

3. χs(P6)≤ 11 [BKN+99] ;

4. χs(P7)≤ 7 [BI05a] ;

5. χs(P14) = 5 [NRS97, BKN+99] .

Notons que le résultat du théorème 2.14 concernant les graphes planaires de maille au moins 11

est obtenu en montrant que ces derniers admettent un homomorphisme vers le tournoiT6 (tournoi de

la figure 2.6(b)). Cependant, ce tournoi n’est pas un tournoide Cayley et ce résultat ne peut donc pas

être étendu au nombre chromatique orienté fort.
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Dans le cas non orienté, Appel, Haken et Kock [AH77, AHK77] ont montré que tout graphe pla-

naire est 4-coloriable. En 1959, Grötzsch [Grö59] a d’autre part prouvé que les graphes planaires

sans triangle sont 3-coloriables. Une question naturelle qui peut alors se poser est la suivante : les

graphes planaires sans cycle de longueur 4 admettent-ils une 3-coloration ? Néanmoins, la réponse est

négative : il existe des graphes planaires sans cycles de longueur 4 n’admettant pas de 3-coloration.

Par conséquent, la question naturelle suivante que l’on peut se poser est la suivante : les graphes pla-

naires sans cycle de longueur 4 et 5 admettent-ils une 3-coloration ? Cette question est connue comme

étant la conjecture de Steinberg, posée en 1976 [JT95]. Jusqu’en 1991, aucune réponse n’a été obtenue

pour cette conjecture. Erdős a alors proposé une relaxation de ce problème dans l’espoir d’obtenir un

début de réponse :

Problème 2.17 (Relaxation du probl̀eme de Steinberg propośee par Erdős). Déterminer la plus pe-

tite valeur de k, si elle existe, telle qu’un graphe planairesans cycles de longueurs4,5, . . . ,k est

3-coloriable.

De nombreux auteurs se sont intéressés a ce nouveau probl`eme et un certain nombre de résultats

ont été obtenus. Actuellement, la meilleure valeur connue est due à Borodinet al. [BGRS05] qui ont

montré que tout graphe planaire sans cycles de longueurs 4 `a 7 admet une 3-coloration.

La conjecture de Steinberg reste donc encore à ce jour ouverte.

Il peut-être intéressant de considérer une question analogue dans le cas des graphes orientés :

Question 2.18.Soit i≥ 4 un entier. Soit Gi un graphe planaire sans cycles de longueurs 4à i. Quelle

est la plus petite valeur k telle queχs(Gi)≤ k ?

Le nombre chromatique orienté fort des graphes planaires de mailleg, c’est-à-dire sans cycles

de longueurs 3 àg− 1, a été étudié durant ces dix dernières années comme nous l’avons vu avec

les théorèmes 2.16 et 2.15. Ainsi, s’intéresser à la question 2.18 nous permet d’étudier l’impact des

triangles pour la sommet-coloration orientée forte et c’est pourquoi nous étudions dans la suite le

nombre chromatique orienté fort des graphes planaires sans cycles de longueurs 4 ài (en particulier

pour i = 6 et i = 12).

Pour déterminer cet impact, nous étudions dans un premiertemps le degré moyen maximum des

graphes planaires sans cycles de longueurs 4 ài. Nous montrons le résultat suivant :

Lemme 2.19.

1. Soit G un graphe planaire sans cycles de longueurs 4à i, alorsmad(G) < 3+ 9
2i−1.

2. ∀ ε > 0, il existe un graphe planaire G sans cycles de longueurs 4à i tel que

• mad(G) > 3+ 9
7− ε, si i = 4 ;

• mad(G) > 3+ 3
i−2− ε, sinon.

Borodin, Kostochka, Nešetřil, Raspaud et Sopena ont étudié le nombre chromatique orienté fort

des graphes de degré moyen maximum borné :
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Théorème 2.20.[BKN+99] Soit G un graphe.

1. Simad(G) < 7/3, alorsχs(G)≤ 5 ;

2. Simad(G) < 8/3, alorsχs(G)≤ 7 ;

3. Simad(G) < 3, alorsχs(G)≤ 11;

4. Simad(G) < 10/3, alorsχs(G)≤ 19.

D’après le lemme 2.19, tout graphe planaireG sans cycles de longueurs 4 à 14 est tel que

mad(G) < 3+ 9
2×14−1 = 10

3 . En conséquence, d’après le théorème 2.20(4), nous obtenons :

Corollaire 2.21. Soit G un graphe planaire sans cycles de longueurs 4à 14, alors

χs(G)≤ 19.

La borne inférieure du degré moyen maximum donné par le lemme 2.19(2) nous assure que le

théorème 2.20 ne peut pas nous donner de meilleures bornes: en effet, pour touti ≥ 4, il existe des

graphes planairesG sans cycles de longueurs 4 ài tels que mad(G) > 3. Dans la suite, nous améliorons

le corollaire 2.21 et nous donnons quelques pistes de réponses à la question 2.18 en prouvant les

théorèmes suivants :

Théorème 2.22.Soit G un graphe planaire sans cycles de longueurs 4à 12. Alorsχs(G)≤ 7.

Théorème 2.23.Pour tout i≥ 6, il existe un graphe planaire extérieur Gi sans cycles de longueurs 4

à i tel queχs(Gi) = 7.

Théorème 2.24.Soit G un graphe planaire sans cycles de longueurs 4 ou 6.

Alors χs(G)≤ 19.

Corollaire 2.25. Soit G un graphe planaire sans cycles de longueurs 4, 5 et 6.

Alors χs(G)≤ 19.

2.4.2 Preuve du lemme 2.19

Preuve du lemme 2.19(1).Soit G un graphe planaire sans cycles de longueurs 4 ài. Soit α = 3+
9

2i−1 = 6i+6
2i−1 ≥ 0. Nous pouvons tout d’abord observer que la formule d’Euler|V(G)| − |E(G)|+

|F(G)|= 2 peut être réécrite de la manière suivante :

2|E(G)|−α|V(G)|+(α−2)|E(G)|−α|F(G)|=−2α

∑
v∈V(G)

(d(v)−α)+ ∑
f∈F(G)

(

α−2
2

r( f )−α
)

=−2α (2.1)

Une procédure de déchargement va nous permettre d’aboutir au résultat désiré. Nous définissons

une chargeω pour toute facef deF(G) : ω( f ) = α−2
2 r( f )−α. Nous utilisons maintenant la règle de

déchargement suivante :
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(R1) Chaquej-face, avecj ≥ i +1, donne i−2
2i−1 à chacune de ces 3-faces adjacentes.

Une fois la procédure de déchargement terminée, une nouvelle chargeω∗ est obtenue sur les faces de

G.

Soit f une face deF(G).

– Si r( f ) = 3, alorsω( f ) = −3i+6
2i−1 . Sachant queG ne contient pas de cycles de longueurs 4 ài,

chaque 3-face est adjacente à 3 faces de longueur au moinsi + 1. Par la règle (R1),ω∗( f ) =
−3i+6
2i−1 +3 i−2

2i−1 = 0.

– Si r( f ) = j ≥ i + 1, alorsω( f ) = i j−6i+4 j−6
2i−1 . Par la règle (R1),ω∗( f ) = i j−6i+4 j−6

2i−1 − j i−2
2i−1 =

6 j−6(i+1)
2i−1 ≥ 0.

Ainsi, ∑ f∈F(H) ω∗( f )≥ 0. Par ailleurs, la somme totale des charges est conservée durant la procé-

dure de déchargement. Nous avons donc :

0≤ ∑
f∈F(H)

ω∗( f ) = ∑
f∈F(G)

ω( f ) = ∑
f∈F(G)

(

α−2
2

r( f )−α
)

Cette inégalité, avec l’équation 2.1, nous permettent d’obtenir que∑v∈V(G)(d(v)−α) < 0. Ceci

implique que pour tout graphe planaireG sans cycles de longueurs 4 ài, 2|E(G)|
|V(G)| < α, et donc2|E(H)|

|V(H)| <

α pour tout sous-grapheH deG. Ainsi, mad(G) < α. 2

Preuve du Lemme 2.19(2).

– Dans un premier temps, pour toutε ≥ 0, nous construisons un graphe planaireGε sans cycles

de longueur 4 qui est tel que mad(Gε) > 3+ 9
7− ε .

Considérons le grapheH de la figure 2.12(a). Ce graphe est planaire et ne contient pasde cycle

de longueur 4.̀A présent, le grapheGk est obtenu en pavant une partie du plan à l’aide dek×k

copies deH surk lignes etk colonnes (voir la figure 2.12(b)).

Il est facile de voir que, pour toutk ≥ 1, le grapheGk est un graphe planaire sans cycles de

longueur 4. Le grapheGk est constitué dek2 copies deH et chaque copie contient 31 sommets

(13 internes et 18 sur la frontière) et 54 arêtes (36 internes et 18 sur le frontière). De plus,

nous avons|V(Gk)|= 31k2+13k2+24k−6−(2k2−2)
2 = 21k2 +12k−2 et|E(Gk)|= 54k2+36k2+24k−6

2 =

45k2 +12k−3. Donc,

mad(Gk) =
2|E(Gk)|
|V(Gk)|

=
2(45k2 +12k−3)

21k2 +12k−2
= 3+

9
7
− 192k+29

147k2 +84k−14
> 3+

9
7
− 4

3k

ce qui nous permet de conclure que :

∀ ε > 0,∃ nε : ∀ n≥ nε,mad(Gn) > 3+
9
7
− ε.

Il suffit ainsi de poserGε = Gnε .

– Maintenant, pour touti ≥ 5, pour toutε > 0, nous construisons un graphe planaireG′ε sans

cycles de longueurs 4 ài tel que mad(G′ε) > 3+ 3
i−2− ε.
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(a) Le grapheH du lemme 2.19(2).

(b) Le grapheGk du lemme 2.19(2).

FIG. 2.12 – Un graphe planaireGk sans cycles de longueur 4 tel que mad(Gk) > 3+ 9
7− ε(k).
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(a) Le grapheH ′ du lemme 2.19(2).

(b) Le grapheG′k du lemme 2.19(2).

FIG. 2.13 – Un graphe planaireGk sans cycles de longueurs 4 ài (i ≥ 5) tel que mad(Gk) > 3+ 3
i−2−

ε(k).
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Soit H ′ le graphe construit à partir de deux chaı̂nes de triangles,l’une de longueur
⌊

i−5
2

⌋

et

l’autre de longueur
⌈

i−5
2

⌉

, arrangées comme sur la figure 2.13(a). Pour touti ≥ 5, ce graphe est

planaire et ne contient pas de cycles de longueurs 4 ài. À présent, le grapheG′k est obtenu en

pavant le plan à l’aide dek×k copies deH ′ surk lignes etk colonnes (voir la figure 2.13(b)).

Il est facile de voir que, pour touti ≥ 5 et pour toutk≥ 1, le grapheG′k est un graphe planaire

sans cycles de longueurs 4 ài. Le grapheG′k est constitué dek2 copies deH ′ et chaque copie

contient 2(i + 1) sommets et 3i + 1 arêtes. De plus, nous avons|V(G′k)| = (k+ 1)(4k+ 2)−
2+k2(2i−8) = 2ik2−4k2+6k et |E(G′k)|= (k+1)(4k+1)−2+8k2 +k2(3(i−5)) = 3ik2−
3k2 +k−2. Donc,

mad(G′k) =
2|E(G′k)|
|V(G′k)|

=
6ik2−6k2 +2k−4

2ik2−4k2 +6k
= 3+

3
i−2

− 8ik−7k+2i−4
k(i−2)(ik−2k+3)

> 3+
3

i−2
− 4

k

ce qui permet de conclure que :

∀ ε > 0,∃ nε : ∀ n≥ nε,mad(G′n) > 3+
3

i−2
− ε.

Il suffit ainsi de poserG′ε = G′nε .

2

Les bornes données par le lemme 2.19 sont optimales pour lescasi = 4 eti = 5. En effet, pour tout

ε > 0, il existe un graphe planaireGε sans cycles de longueur 4 (resp. de longueurs 4 ou 5), tel que

3+ 9
7− ε < mad(Gε) < 3+ 9

2×4−1 = 3+ 9
7 (resp. 3+ 3

5−2− ε = 4− ε < mad(Gε) < 3+ 9
2×5−1 = 4).

2.4.3 Quelques propríetés des tournoisQR7 et QR19

Dans cette sous-section, nous donnons certaines propriétés des tournoisQR7 etQR19, initialement

définis dans le chapitre 1, § 1.2.1.

À noter que nous utiliserons les conventions de dessins suivantes dans le reste de cette sec-

tion : un sommet noir est un sommet totalement défini (i.e. tous ses voisins sont présents sur le

dessin), alors qu’un sommet blanc est un sommet partiellement défini (i.e. tous ses voisins ne sont

pas nécessairement présents sur le dessin).

Le graphe circulant G= C(p;c1,c2, . . . ,cd) est défini parV(G) = {0,1, . . . , p−1} et−→uv∈ A(G)

si et seulement siv = u+ci(mod p) pour uni donné, 1≤ i ≤ d.

Rappelons que siq≡ 3(mod 4) est une puissance de nombre premier et que lesci sont les résidus

quadratiques non nuls deq, alorsd =
⌊

q−1
2

⌋

et QRq = C(q;c1, . . . ,cd) est un tournoi de Paley.

Propri été 2.26. SoitFp = Z/pZ et soit S= {x2;x∈ F
∗
p} les carŕes non nuls deFp. Alors S∩−S= /0.

Preuve. Puisquep≡ 3(mod 4), −1 n’est pas un carré modulop. En effet, si−1 était un carré,

−1= x2 et donc par le petit théorème de Fermat :(−1)(p−1)/2 = xp−1 = 1. Mais, nous avons également

p = 4m+3 et donc(−1)(p−1)/2 = (−1)2m+1 =−1.

Alors, soita,b∈ Fp tels quea2 +b2 = 0. Sia 6= 0 (resp.b 6= 0), (b/a)2 =−1 (resp.(a/b)2 =−1)

ce qui est une contradiction. Par conséquent,a = b = 0. 2
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FIG. 2.14 –x est un(0,1,1)-successeur de(u1,u2,u3).
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FIG. 2.15 – Exemple de la propriétéP2,1 deQR7.

Donc, un tel tournoi de PaleyQRp est clairement un graphe de CayleyC(M,S) avecM = Fp =

Z/pZ et S= {x2;x ∈ F
∗
p} avecS∩−S= /0. Rappelons également que les tournois de Paley sont

arc-transitifs [Fri70].

Un vecteur d’orientationde taillen est unn-upletα = (α1,α2, . . . ,αn) ∈ {0,1}n.

SoitGun graphe orienté et soitU = (u1,u2, . . . ,un) une séquence de sommets deux à deux distincts

deG. Pour un vecteur d’orientationα, un sommetv deG est appeléα-successeurdeU si pour touti,

1≤ i ≤ n,−→vui est un arc deG si αi = 0,−→uiv est un arc deG sinon (voir la figure 2.14 pour un exemple).

Nous dirons qu’un graphe orientéGsatisfait la propriétéPn,k si pour toute séquenceU àn sommets

deux à deux distincts deG et tout vecteur d’orientationα de taillen, il existe au moinsk sommets

dansG étant desα-successeurs deU .

D’après [BKN+99], les tournoisQR7 etQR19 ont les propriétés suivantes :

Propri été 2.27. [BKN+99] Le tournoi QR7 satisfait les propríet́es P1,3 et P2,1.

Propri été 2.28. [BKN+99] Le tournoi QR19 satisfait les propríet́es P1,9, P2,4 et P3,1.

Par exemple, dire queQR7 a la propriétéP2,1 signifie que pour toute paire de sommets distincts

(x,y) de QR7 et tout vecteur d’orientationα de taille deux (quatre vecteurs d’orientation possibles),

nous avons au moins unα-successeur de(x,y). Si l’on prend l’exemplex = 0 ety = 1, nous pouvons

vérifier qu’il existe un(0,0)-successeur (voir la figure 2.15(a)), un(1,0)-successeur (voir la figure

2.15(b)), un(1,1)-successeur (voir la figure 2.15(c)) et deux(0,1)-successeurs (voir la figure 2.15(d))

de(x,y).

Dans le reste de cette section, nous allons considérer quelques propriétés supplémentaires du graphe

QR7.
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Pour un sous-ensembleSde sommets deG, nous notons :

Γ+(S) =
[

v∈S

Γ+(v) et Γ−(S) =
[

v∈S

Γ−(v)

Pour un graphe orienté donnéG, nous notonsΩG(k) le plus grand entiern tel que pour tout sous-

ensembleS⊆V(G) de taillek, |Γ+(S)| ≥ n et |Γ−(S)| ≥ n.

Grâce à une analyse cas par cas, nous pouvons vérifier que nous avons la propriété suivante :

Propri été 2.29.

1. ΩQR7(1) = 3 ;

2. ΩQR7(2) = 5 ;

3. ΩQR7(k) = 6 pour 3≤ k≤ 4 ;

4. ΩQR7(k) = 7 pour 5≤ k≤ 7.

Considérons les définitions suivantes.

Définition 2.30. SoitGun graphe orienté. SoitW⊂V(G) etx∈W. Soitγ uneQR7-sommet-coloration

deG\W. Nous dirons qu’il existek choix pour colorier x baśes surγ dans Gs’il existek QR7-sommet-

colorationsγ1, . . . ,γk deG étendantγ telles que lesγi(x) soient deux à deux distincts.

Nous pouvons remarquer que les sommets deW′ = W \{x} peuvent prendre au plusk couleurs

distinctes selon lesk QR7-sommet-colorationsγ1, . . . ,γk : pour toutv ∈W′, |{γi(v),1≤ i ≤ k}| ≤ k.

Maintenant, lorsque l’ensemble des couleurs possibles pour un sommetv de W′ est connu (i.e. l

couleurs possibles pourv pour unl < k donné), nous l’exprimerons de la manière suivante :

Définition 2.31. Soit G un graphe orienté. SoitW ⊂V(G) et x,y∈W deux sommets adjacents. Soit

γ uneQR7-sommet-coloration deG\W. Nous dirons qu’il existek choix pour colorier x baśes surγ
dans G qui impliquent au plus l possibilités pour y, pour unl < k donné, s’il existek QR7-sommet-

colorationsγ1, . . . ,γk de G étendantγ telles que lesγi(x) soient deux à deux distincts et|{γi(y) |
1≤ i ≤ k}| ≤ l .

Nous devons de plus noter que fixer un choix pourx fixe une possibilité poury.

Définition 2.32. Soit G un graphe orienté. SoitW ⊂V(G) et x,y∈W deux sommets non adjacents.

Soitγ uneQR7-sommet-coloration deG\W. Nous dirons qu’il existek choix pour colorier x et l choix

pour colorier y baśes surγ dans Gs’il existek× l QR7-sommet-colorationsγ1, . . . ,γk×l deG étendant

γ telles que :

1. |{γi(x) | 1≤ i ≤ k× l}|= k et |{γi(y) | 1≤ i ≤ k× l}|= l ;

2. les couples(γi(x),γi(y)) sont deux à deux distincts.

Nous devons de plus noter que fixer un choix pourx ne fixe pas la couleur dey.
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FIG. 2.16 – Configurations des propriétés 2.33 et 2.37

Propri été 2.33. Soit G un graphe orienté contenant la configuration de la figure 2.16(a), soient W⊂
V(G) et u,v,w∈W (u et w sont non adjacents). Soitγ une QR7-sommet-coloration de G\W. Si nous

avons k choix pour colorier u et l choix pour colorier w basés surγ dans G\{v}, alors nous avons

ΩQR7(k)+ ΩQR7(l)−7 choix pour colorier v baśes surγ qui impliquent au plus k possibilités pour u

et au plus l possibilit́es pour w dans G.

Preuve. Lesk choix de couleurs pouru autorisentΩQR7(k) couleurs distinctes pourv, de même que

les l choix de couleurs pourw autorisentΩQR7(l) couleurs distinctes pourv. Par le principe des tiroirs

de Dirichlet, il est facile de voir que nous avons au moinsn = ΩQR7(k) + ΩQR7(l)− 7 choix pour

colorierv basés surγ dansG qui impliquentk possibilités pouru et l possibilités pourw. 2

Une étude rapide du corpsF7 nous permet de vérifier la propriété suivante :

Observation 2.34. Soit S= {x2;x ∈ F
∗
7} = {1,2,4}. Pour tout couple distinct(s1,s′1) et (s2,s′2) de

S×S, nous avons s1−s′1 6= s2−s′2.

L’observation 2.34 nous permet alors de prouver la propriété suivante :

Propri été 2.35. Soient x,y∈ F7 avec x6= y et soient s1,s2,s3,s4 ∈ S= {x2;x∈ F
∗
7} tels que s1 6= s2 et

s3 6= s4. Alors |{x+s1,x+s2,y+s3,y+s4}| ≥ 3 et |{x−s1,x−s2,y−s3,y−s4}| ≥ 3.

Preuve. Supposons que|{x+ s1,x+ s2,y+ s3,y+ s4}| < 3. Puisques1 6= s2 et s3 6= s4, nous avons

x+s1 6= x+s2 ety+s3 6= y+s4. Par conséquent, nous pouvons supposer sans perte de gén´eralité que

x+ s1 = y+ s3 et x+ s2 = y+ s4, ce qui implique ques3− s1 = s4− s2 ; ceci est une contradiction

d’après l’observation 2.34.

Le même argument nous permet de montrer que|{x−s1,x−s2,y−s3,y−s4}| ≥ 3. 2

Une étude attentive du tournoiQR7 donne les deux propriétés suivantes :

Propri été 2.36. Soient x,y,z trois sommets distincts de QR7 tels que−→xy ∈ A(QR7) et−→xz∈ A(QR7).

Pour tout vecteur d’orientationα = (α1,α2) ∈ {0,1}2, il existe au moins deux sommets distincts y′ et

z′ tels que y′ soit unα-successeur de(x,y) et z′ soit unα-successeur de(x,z).

Propri été 2.37. Soit G un graphe orienté contenant la configuration de la figure 2.16(b), soit W⊆
V(G), et soient u,v,w ∈W (u et w adjacents). Soitγ une QR7-sommet-coloration de G\W. Si nous
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xu v

y

w z

FIG. 2.17 – Configuration de la propriété 2.38.

avons deux (resp. cinq) choix pour colorier u basés surγ qui impliquent au plus une (resp. trois)

possibilit́e(s) pour colorier w dans G\{v}, alors nous avons au moins deux (resp. trois) choix pour

colorier v baśes surγ dans G.

Preuve. Soit G′ = G\{v}. Supposons sans perte de généralité que−→wu∈ A(G).

Supposons premièrement qu’il existe au moins deuxQR7-sommet-colorationsγ1 et γ2 de G′

étendantγ telles queγ1(u) 6= γ2(u) et γ1(w) = γ2(w). Donc, γ1(u) et γ2(u) sont deux successeurs

distincts deγ1(w) dansQR7. Par la propriété 2.36, nous avons au moins deux choix pourcolorier v

basés surγ dansG.

Supposons maintenant qu’il existe au moins cinqQR7-sommet-colorationsγ1, . . . ,γ5 deG′ étendant

γ telles que lesγi(u) sont deux à deux distincts et|{γi(w) | 1≤ i ≤ 5}|= 3 (ce qui est le pire des cas).

Soientγi(u) = ui et{γi(w) | 1≤ i ≤ 5}= {w1,w2,w3}. La couleurui est un successeur deγi(w) dans

QR7 pour 1≤ i ≤ 5. Sans perte de généralité, s’il existej,k, l ∈ [1,5] avec j 6= k 6= l 6= j tels que

γ j(w) = γk(w) = γl (w) = w1, alorsu j ,uk,ul sont les trois successeurs dew1 dansQR7 et d’après la

propriété 2.36, nous avons au moins trois choix pour colorier v basés surγ dansG. S’il n’existe pas

trois tels entiersj,k, l ∈ [1,5], par le principe des tiroirs de Dirichlet, nous pouvons supposer sans

perte de généralité queu1 et u2 sont tous deux des successeurs dew1 dansQR7 et, u3 et u4 sont

tous deux des successeurs dew2 dansQR7. D’après la propriété 2.36, pour tout vecteur d’orientation

α ∈ {0,1}2, il existes1,s2,s3,s4 ∈ S= {1,2,4} tels quew1+s1 (resp.w1+s2,w2+s3,w2+s4) est un

α-successeur de(w1,u1) (resp.(w1,u2), (w2,u3) et(w2,u4)) etw1+s1 6= w1+s2 etw2+s3 6= w2+s4.

Par conséquent, d’après la propriété 2.35,|{w1+s1,w1+s2,w2+s3,w2+s4}| ≥ 3 et donc, nous avons

au moins trois choix pour colorierv basés surγ dansG. 2

Propri été 2.38. Soit G un graphe orienté contenant la configuration de la figure 2.17 et soitγ une

QR7-sommet-coloration de G\ {v,w,x,y}. Alors, nous avons trois choix pour colorier y basés surγ
dans G.

Preuve. D’après la propriété 2.29, nous avons trois choix pour colorier v et trois choix pour colorier

x basés surγ dansG\{w,y}. Alors, d’après la propriété 2.33, nous avons au moins cinq choix pour

colorier w basés surγ ce qui implique que nous avons au plus trois possibilités pour v dansG\{y}.
Finalement, d’après la propriété 2.37, nous avons troischoix pour coloriery basés surγ surG. 2
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FIG. 2.18 – Configurations interdites du théorème 2.22.

Nous allons utiliser les trois propriétés précédentesdans les prochaines sous-sections pour prouver

les théorèmes 2.22 et 2.24.

2.4.4 Preuve du th́eorème 2.22

Nous montrons ici que tout graphe planaire orienté sans cycles de longueurs 4 à 12 admet un

homomorphisme vers le graphe de CayleyQR7.

Dans le reste de cette section,H est un contre exemple d’ordre minimal du théorème 2.22. Nous

allons montrer dans le prochain lemme que le grapheH ne contient pas certaines configurations. Pour

chacune d’entre elles, nous considérons un grapheH ′ tel que|V(H ′)|< |V(H)|. Par minimalité deH,

il existe uneQR7-sommet-coloration deH ′ et nous montrons comment l’étendre à uneQR7-sommet-

coloration deH. Finalement, une procédure de déchargement compléterala preuve.

2.4.4.1 Propríetés structurelles deH

Lemme 2.39. Le graphe H ne contient pas de 1-sommet.

Preuve. Trivial. 2

Lemme 2.40. Le graphe H de contient pas deux 2-sommets adjacents.
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Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.18(a). TouteQR7-sommet-colorationγ deH \{x}
peut être modifiée telle queγ(v) 6= γ(w) grâce à la propriétéP1,3. Cette sommet-coloration orientée

modifiée peut être étendue àH grâce à la propriétéP2,1, ce qui est une contradiction. 2

Lemme 2.41. Le graphe H ne contient pas de 3-face incidenteà un 2-sommet.

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.18(b). TouteQR7-sommet-colorationγ deH \{x}
satisfaitγ(u1) 6= γ(u2), et peut être étendue àH grâce à la propriétéP2,1, ce qui est une contradiction.

2

Lemme 2.42. Le graphe H ne contient pas de 3-face incidenteà deux 3-sommets, eux-mêmes adja-

centsà un 2-sommet.

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.18(c). Soitγ une QR7-sommet-coloration de

H \{v,w,y,z}. Grâce à la propriétéP1,3, nous avons deux couleurs disponibles pour colorier le sommet

v, notéesa et b, telles quea 6= γ(x) et b 6= γ(x) dansH \ {w,y,z}. Grâce à le propriétéP2,1, nous

choisissons parmi les couleursa et b celle qui nous permet de colorier le sommety avec une couleur

γ(y) 6= γ(t) dansH \{w,z}. Grâce à la propriétéP2,1, nous pouvons finalement étendreγ à uneQR7-

sommet-coloration deH, ce qui est une contradiction. 2

Lemme 2.43. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 2.18(d).

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.18(d). Soitγ une QR7-sommet-coloration de

H \{x1, . . . ,x8}. Grâce à la propriété 2.38, nous avons trois choix pour colorier x4 et trois choix pour

colorier x5 basés surγ dansH \ x4x5. Grâce à la propriété 2.29, les trois choix pourx4 interdisent

au plus une couleur pourx5 et par conséquent, il existe au moins deux couples de couleurs pour

colorierx4 et x5, i.e. il existe au moins deuxQR7-sommet-colorations deG étendantγ, ce qui est une

contradiction. 2

Lemme 2.44. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 2.18(e).

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.18(e). Soitγ une QR7-sommet-coloration de

H \{x1, . . . ,x10}. Grâce à la propriété 2.38, nous avons trois choix pour colorier x4 et trois choix pour

colorierx7 basés surγ dansH \{x5,x6}. Alors, grâce à la propriété 2.33, nous avons deux choixpour

colorierx6 basés surγ ce qui implique une possibilité pourw dansH \{x5}. Alors grâce à la propriété

2.37, nous avons deux choix pour colorierx5 basés surγ dansH \x4x5. Grâce à la propriété 2.29, les

trois choix dex4 interdisent au plus une couleur pourx5 et par conséquent, il existe au moins un couple

de couleurs pour colorierx4 et x5, i.e. il existe au moins uneQR7-sommet-coloration deG étendantγ,
ce qui est une contradiction. 2
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3-sommet léger3-face légère

FIG. 2.19 – Une 3-face légère.
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FIG. 2.20 – Règle (R1).
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FIG. 2.21 – Règle (R2.1).

2.4.4.2 Proćedure de d́echargement

Lemme 2.45. Soit H un graphe planaire connexeà n sommets, m arêtes et f faces. Alors, l’équation

suivante est v́erifiée :

∑
v∈V(H)

(11d(v)−26)+ ∑
f∈F(H)

(2r( f )−26) =−52 (2.2)

Preuve. La formule d’Eulern−m+ f = 2 nous donne(22m− 26n) + (4m− 26f ) = −52 après

transformation. Cette égalité, ainsi que la relation∑v∈V d(v) = ∑ f∈F r( f ) = 2m, concluent la preuve.

2

Nous dirons qu’une 3-face estlég̀eresi elle est incidente à trois 3-sommetsu,v,w dont exactement

l’un d’eux, disonsw, est adjacent à un 2-sommet. Les sommetsu et v sont alors appelés sommets

légersalors que le sommetw est appelé sommetfaible (voir la figure 2.19).

Nous définissons la fonction de poidsω parω(v) = 11d(v)−26 siv∈V(H) et ω( f ) = 2r( f )−26

si f ∈ F(H). Nous utilisons maintenant les règles de déchargement suivantes :

(R1) Soitv un≥4-sommet (voir la figure 2.20).

(R1.1) v donne1
2 à chacun de ses 3-voisins légers.
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(b) Règle (R2.2.2).

3-face non légère
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(c) Règle (R2.2.3).

FIG. 2.22 – Règle (R2.2).
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3-sommet léger

2-sommet

2

FIG. 2.23 – Règle (R2.3).

(R1.2) v donne 2 à chacun de ses 2-voisins.

(R1.3) v donne 9 à chacune de ses 3-faces incidentes.

(R2) Soitv un 3-sommet.

(R2.1) v est incident à une 3-face légère (voir la figure 2.21).

(R2.1.1) Siv est léger, alorsv donne15
2 à la 3-face légère incidente.

(R2.1.2) Siv est faible, alorsv donne 2 à son 2-voisin et 5 à la 3-face légère incidente.

(R2.2) v est incident à une 3-face qui n’est pas légère (voir la figure 2.22).

(R2.2.1) Siv possède un 2-voisin, alorsv donne 2 à ce 2-voisin et 5 à la 3-face incidente.

(R2.2.2) Siv possède un 3-voisin léger, alorsv donne1
2 à ce 3-voisin léger et13

2 à la 3-face

incidente.

(R2.2.3) Dans les autres cas,v donne 7 à la 3-face incidente.

(R2.3) v n’est pas incident à une 3-face. Alorsv donne1
2 à chacun de ses 3-voisins légers et 2 à

chacun de ses 2-voisins (voir la figure 2.23).

Une fois la procédure de déchargement terminée, une nouvelle chargeω∗ est obtenue sur les som-

mets et les faces deH.

Soit v un k-sommet deH. Notons que le grapheH ne contient pas de 1-sommet (d’après le

lemme 2.39), et par conséquentk≥ 2.
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• Si k = 2, alorsω(v) = −4. Puisque deux 2-sommets ne peuvent pas être adjacents (d’après le

lemme 2.40),v reçoit 2 de chacun de ces voisins par les règles R1.2, R2.1.2, R2.2.1 et R2.3. Alors,

ω∗(v) = 0.

• Si k = 3, alorsω(v) = 7.

– Supposons premièrement quev n’est pas incident à une 3-face. Par la règle R2.3,v donne au plus

3×2 etω∗(v) ≥ 1.

– Supposons maintenant quev est incident à une 3-facef .

– Si f est légère, alorsv est léger ou faible.

– Siv est léger alors il reçoit12 de ces voisins qui ne sont ni faible ni léger par les règles R1 et

R2.3 (ces voisins existent puisqu’un 3-sommet léger ne peut pas être adjacent à deux autres

3-sommets légers (d’après le lemme 2.43). Alors,v donne au plus15
2 à f par la règle R2.1.1.

Ainsi, ω∗(v) = 7+ 1
2− 15

2 = 0.

– Siv est faible, par la règle R2.1.2, il donne 7 etω∗(v) = 0.

– Si f n’est pas légère,v donne 7 par les règles R2.2.1, R2.2.2 et R2.2.3, etω∗(v) = 0.

• Si k≥ 4, alorsω(v) = 11k− 26. Il est facile d’observer quev donne au plus92k par la règle R1.

Ainsi, ω∗(v)≥ 11k−26− 9
2k = 13

2 k−26≥ 0.

Soit f unel -face. Rappelons que le grapheH ne contient pas de cycles de longueurs 4 à 12.

• Si l = 3, nous avonsω( f ) =−20.

– Si f est légère, alors elle reçoit15
2 de chacun de ces 3-sommets légers incidents et 5 du sommet

faible adjacent par les règles R2.1.1 et R2.1.2, etω∗( f ) =−20+2× 15
2 +5 = 0.

– Si f n’est pas légère, d’après le lemme 2.41,f n’est pas incidente à un 2-sommet.

– Si f est incidente à trois 3-sommets, alors les sommets présents sur la frontière def sont

adjacents à au plus un 3-sommet léger (d’après le lemme 2.44) et ne sont pas adjacents à un

2-sommet (d’après le lemme 2.42) ; par conséquent,f reçoit au moins 2×7+ 13
2 par les règles

R2.2.2 et R2.2.3. Ainsi,ω∗(v)≥ 1
2.

– Si f est incidente à au moins un≥4-sommet, alorsf reçoit au moins 9+5+ 13
2 par les règles

R1.3, R2.2.1, R2.2.2 et R2.2.3, et d’après le lemme 2.42. Ainsi,ω∗(v)≥ 1
2.

• Si l ≥ 13, alorsω( f ) = ω∗( f )≥ 0.

La somme totale des charges est conservée durant la procédure de déchargement et nous pouvons

remarquer queω∗(x) ≥ 0 pour toutx ∈ V(H)∪F(H). Nous obtenons alors d’après l’égalité 2.2 la

contradiction suivante :

0≤ ∑
x∈V(H)∪F(H)

ω∗(x) ≤ ∑
x∈V(H)∪F(H)

ω(x) =−52< 0

Un tel contre-exempleH du théorème 2.22 n’existe pas, ce qui conclut la preuve.
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v0

u0

un−2

un−1

un
v1

v2

u1

u2

u3

vn−1

vn−2

vn

FIG. 2.24 – Un graphe planaire extérieurHn

sans cycles de longueurs 4 àn tel queχo(Hn)≥
6 pour toutn 6≡ 4 (mod 5).

4

23

0

1

FIG. 2.25 – Le tournoiT5.

2.4.5 Preuve du th́eorème 2.23

Nous montrons maintenant que la borne donnée par le théor`eme 2.23 est optimale en construisant

un graphe planaire extérieur sans cycles de longueurs 4 ài dont le nombre chromatique orienté est 7,

pour touti ≥ 6.

Lemme 2.46. Pour tout n≥ 5 et n 6≡ 4 (mod 5), χo(Hn)≥ 6 (où Hn est le graphe de la figure 2.24).

Preuve. Il est facile de voir que ce graphe nécessite au moins cinq couleurs : en effet, les som-

metsun,vn,u0,v0,u1 doivent avoir des couleurs différentes. Supposons queHn admet une 5-sommet-

coloration orientéef et posons sans perte de généralitéf (un) = 0, f (vn) = 1, f (u0) = 2, f (v0) = 3 et

f (u1) = 4. Alors, pour colorierv1 etu2, nous avons deux couleurs disponibles, à savoir 0 et 1 ; de plus

nous avons déjà un arc allant de 0 vers 1. Par conséquent, nous devons poserf (v1) = 0 et f (u2) = 1.

Maintenant, pour colorierv2 et u3, nous avons deux couleurs disponibles, à savoir 2 et 3 ; de plus

nous avons déjà un arc allant de 2 vers 3. Par conséquent, nous devons poserf (v2) = 2 et f (u3) = 3.

Finalement, pour colorierv3 etu4, nous avons deux couleurs disponibles, à savoir 0 et 4 ; de plus nous

avons déjà un arc allant de 4 vers 0. Par conséquent, nous devons poserf (v3) = 4 et f (u4) = 0. Il

apparaı̂t donc clairement que toute 5-sommet-coloration orientée deHn doit nécessairement être une

T5-sommet-coloration (oùT5 est le tournoi de la figure 2.25). Nous pouvons à présent vérifier que

pour touteT5-sommet-coloration deHn, nous auronsf (ui+1) = f (ui)+ 2 (mod 5). Par conséquent,

nous avonsf (un) = f (u0)+2n (mod 5), et f (u0) = f (un)+2 (mod 5). Donc, 2+2n (mod 5) = 0,

ce qui impliquen≡ 4 (mod 5), une contradiction. Nous avons doncχo(Hn)≥ 6. 2

SoientT1
6 , T2

6 , T3
6 , T4

6 , T5
6 les cinq tournois à six sommets de la figure 2.27.
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w3

w0

w2

w1

w0

wn
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FIG. 2.26 – Un graphe planaire extérieurH ′n sans cycles de longueurs 4 àn.
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FIG. 2.27 – Les cinq tournois non isomorphes à six sommets tels que pour tout sommetu, d−(u) ≥ 2

etd+(u)≥ 2.
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x

FIG. 2.28 – Le grapheH.

u3

u0

un−1

un−2

un

u2

u1

FIG. 2.29 – Un graphe planaire extérieurGn sans cycles de longueurs 4 àn tel queχo(Gn) = 7 pour

tout n≥ 5, n impair etn 6≡ 4 (mod 5).

Lemme 2.47. Soient n un entier impair et H′n le graphe de la figure 2.26. Toute T1
6 -sommet-coloration

(resp. T2
6 , T3

6 , T4
6 , T5

6 ) f de H′n est telle que f(w0) 6= 6 (resp. f(w0) 6= 6, f(w0) 6= 4, f(w0) 6= 4,

f (w0) 6= 3).

Preuve. Supposons que le grapheH ′n admet uneT1
6 -sommet-colorationf telle quef (w0) = 6. Alors,

il est facile de vérifier que, pour touti, 0≤ i ≤ n, nous auronsf (wi) = 6 si i est pair, etf (wi) = 1

sinon. Sachant quen est impair, l’arc−−→unu0 reliera deux sommets de la même couleur, ce qui est une

contradiction.

Nous obtenons de la même manière une contradiction pour letournoiT2
6 (resp.T3

6 , T4
6 , T5

6 ) de la

figure 2.27, le rôle des couleurs 6 et 1 étant joué par les couleurs 6 et 1 (resp. 4 et 6, 4 et 5, 3 et 5).2

Preuve du théorème 2.23.Soit Jn le graphe planaire extérieur construit de la manière suivante :

nous prenons le grapheHn (de la figure 2.24),n+ 1 copies du grapheH (voir figure 2.28) et nous

identifions le sommetx de chaque copie deH aux sommetsv0,v1, . . . ,vn. D’après le lemme 2.46,

χo(Hn) ≥ 6. Donc, siχo(Jn) = 6, les six couleurs sont nécessairement présentes sur lessommets

u1,u2, . . . ,un,v0,v1, . . . ,vn de Jn. De plus, sachant que chacun de ces sommets possèdent deux suc-
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cesseurs et deux prédécesseurs qui doivent avoir des couleurs différentes, chacun des sommets d’un

tournoi T à six sommets tel queJn→ T doit avoir au moins deux prédécesseurs et au moins deux

successeurs distincts. Sur les cinquante-six tournois nonisomorphes à six sommets, il en existe seule-

ment cinq tels que pour tout sommetu, d−(u) ≥ 2 etd+(u) ≥ 2 : ceux de la figure 2.27 (nous avons

généré ces tournois à l’aide du programme écrit par Brendan McKay [McK06]). Par conséquent, si

χo(Jn) = 6, alorsJn estT-sommet coloriable pourT ∈ {T1
6 ,T2

6 ,T3
6 ,T4

6 ,T5
6 }.

Soit Gn le graphe planaire extérieur de la figure 2.29 construit de la manière suivante. Nous

prenons le grapheJn, 2n+ 2 copies deH ′n et identifions le sommetw0 de chaque copie deH ′n aux

sommetsu0,v0,u1,v1, . . . ,un,vn de Jn. Sachant que les six couleurs sont présentes sur les sommets

u0,v0,u1,v1, . . . ,un,vn, d’après le lemme 2.47 aucun des tournois de la figure 2.27 nepermet de colo-

rier Gn. Nous avons doncχo(Gn) = 7. 2

Ce résultat permet donc de montrer que la borne du théorème 2.22 est optimale.

2.4.6 Preuve du th́eorème 2.24

Dans cette section, nous prouvons que tout graphe planaire orienté sans cycles de longueurs 4 ou

6 admet un homomorphisme vers le graphe de CayleyQR19.

Nous définissons dans un premier temps l’ordre partiel≺ comme suit. Soitn3(G) le nombre de
≥3-sommets dansG. SoientG1 et G2 des graphes donnés. Nous avonsG1≺ G2 si et seulement si au

moins une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) G1 est un sous-graphe propre deG2 ;

(ii) n3(G1) < n3(G2).

Nous pouvons noter que cet ordre est bien défini, puisque siG1 est un sous-graphe propre deG2, alors

n3(G1)≤ n3(G2). Donc≺ est une extension linéaire partielle de l’ordre partiel des sous-graphes.

SoitH un contre-exemple du théorème 2.24 minimal suivant l’ordre≺.

Nous procédons de façon similaire à la preuve précédente : nous montrons dans un premier temps

que le contre-exempleH ne contient pas un certain ensemble de configurations, puis nous aboutissons

à une contradiction grâce à une procédure de déchargement.

2.4.6.1 Propríetés structurelles deH

Lemme 2.48. Le graphe H ne contient pas de 1-sommet.

Preuve. Trivial. 2

Lemme 2.49. Le graphe H ne contient pas de 2-sommet incidentà une 3-face.
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FIG. 2.30 – Configurations interdites du théorème 2.24.

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.30(a). TouteQR19-sommet-colorationγ deH \{x}
satisfaitγ(u1) 6= γ(u2), et peut être étendue àH grâce à la propriétéP2,4, ce qui est une contradiction.

2

Lemme 2.50. Le graphe H ne contient pas de 2-sommet adjacentà un≤3-sommet.

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.30(b). TouteQR19-sommet-colorationγ de

H \ {x} peut être modifiée de telle sorte queγ(v) 6= γ(w) grâce à la propriétéP2,4. Cette sommet-

coloration orientée modifiée peut alors être étendue àH grâce à la propriétéP2,4, ce qui est un contra-

diction. 2

Lemme 2.51. Le graphe H ne contient pas de 3-sommet.

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.30(c). Notons que u1, u2, et u3 sont des≥3-

sommets puisque la configuration de la figure 2.30(b) est interdite. Si x est un source ou un puits,

alors nous pouvons étendre touteQR19-sommet-coloration deH \ {x} à H grâce à la propriétéP3,1.

Maintenant, il reste deux cas équivalents à traiter :

(1) d−(x) = 1 etd+(x) = 2

(2) d−(x) = 2 etd+(x) = 1.
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Nous ne traiterons que le cas (1). SoitΓ−(x) = {u1} etΓ+(x) = {u2,u3}. Nous considérons maintenant

le grapheH ′ obtenu à partir deH \{x} en ajoutant un 2-chemin joignant respectivementu1 etu2, etu1

et u3. Notons que siH est un graphe planaire sans cycles de longueurs 4 ou 6, alorsH ′ est un graphe

planaire sans cycles de longueurs 4 ou 6. De plus, nous avonsH ′ ≺ H puisquen3(H ′) = n3(H)−1.

TouteQR19-sommet-colorationγ de H ′ induit une coloration deH \ {x} telle queγ(u1) 6= γ(u2) et

γ(u1) 6= γ(u3), qui peut alors être étendue àH grâce à la propriétéP3,1, ce qui est un contradiction.2

Lemme 2.52. Le graphe H ne contient pas de 4-sommet (resp. 5-sommet) adjacent à deux (resp.

trois) 2-sommets.

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.30(d). TouteQR19-sommet-colorationγ deH \
{u1, . . . ,uk−2} peut être modifiée de telle sorte queγ(x) /∈ {γ(v1), . . . ,γ(vk−2)} grâce à la propriété

P2,4. Cette sommet-coloration orientée modifiée peut alors être étendue àH grâce à la propriétéP2,4,

ce qui est une contradiction. 2

Lemme 2.53. Le graphe H ne contient pas de k-sommet adjacentà (k−1) 2-sommets pour6≤ k≤ 9.

Preuve. Considérons la configuration de la figure 2.30(e). TouteQR19-sommet-colorationγ de H \
{u1, . . . ,uk−1} peut être modifiée de telle sorte queγ(x) /∈ {γ(v1), . . . ,γ(vk−1)} grâce à la propriété

P1,9. Cette sommet-coloration orientée modifiée peut être étendue àH grâce à la propriétéP2,4, ce qui

est une contradiction. 2

2.4.6.2 Proćedure de d́echargement

Lemme 2.54. Soit H un graphe planaire connexeà n sommets, m arêtes et f faces. Alors, l’égalit́e

suivante est v́erifiée :

∑
v∈V(H)

(3d(v)−10)+ ∑
f∈F(H)

(2r( f )−10) =−20 (2.3)

Preuve. À partir de la formule d’Eulern−m+ f = 2, nous obtenons facilement(6m−10n)+(4m−
10f ) =−20. Cette égalité et la relation∑v∈V d(v) = ∑ f∈F r( f ) = 2mpermettent de conclure la preuve.

2

Nous dirons qu’un 4-sommet estfaible s’il est incident à une unique 3-face et possède un unique

2-voisin (voir la figure 2.31). L’arête incidente à un 4-sommet faible qui n’est pas présente sur la

frontière de la 3-face et qui n’est pas incidente au 2-sommet est ditesṕeciale. Une arête spéciale peut

être incidente à deux 4-sommets faibles. Soientm3(v) le nombre de 3-faces incidentes àv etm7(v) le

nombre de≥7-faces incidentes àv.
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3-sommet faible

arête spéciale

FIG. 2.31 – Un 4-sommet faible.

Nous définissons la fonction de poidsω parω(v) = 3d(v)−10 siv∈V(H) et ω( f ) = 2r( f )−10

si f ∈ F(H). Nous utilisons maintenant les règles de déchargement suivantes :

(R1) Chaque≥7-face donne47 à chaque arête de sa frontière.

(R2) Chaque≥4-sommet donne16
21 à chacune de ces 3-faces incidentes.

(R3) Chaque arête spéciale donne2
7 à chaque 4-sommet faible incident.

(R4) Chaque arête présente sur la frontière d’un 3-facef donne4
7 à f .

(R5) Soitv un 2-sommet.

(R5.1) Sim7(v) = 2, alors les sommets adjacents àv donnent chacun67 àv.

(R5.2) Sim7(v) = 1, alors les sommets adjacents àv donnent chacun10
7 àv.

(R5.3) Sim7(v) = 0, alors les sommets adjacents àv donnent chacun 2 àv.

(R6) Chaque arête incidente à un 2-sommetv donne le total de sa charge obtenue par la règle (R1)

àv.

Une fois la procédure de déchargement terminée, une nouvelle chargeω∗ est obtenue sur les som-

mets et les arcs deH.

Soitv un k-sommet. Notons quek 6= 1 etk 6= 3 d’après les lemmes 2.48 et 2.51.

• Si k = 2, alorsω(v) =−4. H ne contient pas deux 2-sommets adjacents par le lemme 2.50.

– Sim7(v) = 2, alorsv reçoit 4× 4
7 de ces arêtes incidentes par la règle (R6) et 2× 6

7 de ces sommets

adjacents par la règle (R5.1). Ainsi,ω∗(v) =−4+4× 4
7 +2× 6

7 = 0.

– Si m7(v) = 1, alorsv reçoit 2× 4
7 de ces arêtes incidentes par la règle (R6) et 2× 10

7 de ces

sommets adjacents par la règle (R5.2). Ainsi,ω∗(v) =−4+2× 4
7 +2× 10

7 = 0.

– Finalement, sim7(v) = 0, alors,v ne reçoit rien de ces arêtes adjacentes, mais reçoit 2×2 de ces

sommets adjacents par la règle (R5.3). Ainsi,ω∗(v) =−4+2×2= 0.

• Si k = 4, alorsω(v) = 2. D’après le lemme 2.52,v est adjacent à au plus un 2-sommet.

– Premièrement, supposons quev n’est pas faible.
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– Si m3(v) = 2, alorsv n’est pas adjacent à un 2-sommet carH ne contient pas de 4-cycle et

qu’une 3-face n’est pas incidente à un 2-sommet (d’après le lemme 2.49). Le sommetv donne

donc 2× 16
21 par la règle (R2) etω∗(v) > 0.

– Siv est adjacent à un 2-sommet, il donne au plus 2 par la règle (R5).

– Finalement, supposons quev est faible. Observons que puisque une 3-face est adjacente `a des≥7-

faces, alors le 2-sommet adjacent àv est incident à au moins une≥7-face. Donc,v donne au plus
10
7 au 2-sommet adjacent par la règle (R5) et16

21 à la 3-face par la règle (R2). Maintenant,v reçoit
2
7 de son arête spéciale incidente par la règle (R3). Finalement,ω∗(v) = 2− 10

7 − 16
21 + 2

7 = 2
21 > 0.

• Si k = 5, ω(v) = 5. D’après le lemme 2.52,v est adjacent à au plus deux 2-sommets et donc

ω∗(v)≥ 5−2×2− 16
21 > 0 par les règles (R2) et (R5).

• Si k = 6, ω(v) = 8. D’après le lemme 2.4.6.1,v est adjacent à au plus quatre 2-sommets.

– Si v est adjacent à au plus trois 2-sommets, alorsω∗(v) ≥ 8−3×2− 16
21 > 0 par les règles (R2)

et (R5).

– Maintenant supposons quev est adjacent à quatre 2-sommets.

– Siv n’est pas incident à une 3-face alorsω∗(v)≥ 8−4×2 = 0 par la règle (R5).

– Siv est incident à une 3-face, alors deux des 2-sommets sont incidents à au moins une≥7-face.

Ainsi, ω∗(v)≥ 8−2×2−2× 10
7 − 16

21 > 0 par les règles (R2) et (R5).

• Si 7≤ k≤ 9, ω(v) = 3k−10. D’après le lemme 2.4.6.1,v est adjacent à au plus(k−2) 2-sommets.

Ainsi, ω∗(v)≥ 3k−10−2(k−2)− 16
21 = k−6− 16

21 > 0.

• Si k≥ 10,ω(v) = 3k−10. Ainsi,ω∗(v)≥ 3k−10−2k≥ 0.

Soit f unel -face. Notons quel 6= 4 et l 6= 6 par hypothèse.

• Si l = 3,ω( f ) =−4. Puisque le grapheH ne contient aucun 2-sommet incident à une 3-face d’après

le lemme 2.49 et aucun 3-sommet d’après le lemme 2.50,f est incidente à trois≥4-sommets et

reçoit de chacun16
21 par la règle (R2). De plus, chaque arête de la frontière donne 4

7 à f par la règle

(R1). Ainsi,ω∗( f ) =−4+3× 16
21 +3× 4

7 = 0.

• Si l = 5, ω( f ) = ω∗( f ) = 0.

• Si l ≥ 7, ω( f ) = 2l−10. Par la règle (R1),f donne4
7 à chaque arête de sa frontière. Ainsi,ω∗( f ) =

2l −10− 4
7 l = 10

7 l −10≥ 0.

La somme totale des charges est conservée durant la procédure de déchargement et nous pouvons

remarquer queω∗(x) ≥ 0 pour toutx ∈ V(H)∪F(H). Nous obtenons alors d’après l’égalité 2.3 la

contradiction suivante :

0≤ ∑
x∈V(H)∪F(H)

ω∗(x) ≤ ∑
x∈V(H)∪F(H)

ω(x) =−20< 0

Un tel contre-exempleH du théorème 2.24 n’existe pas, ce qui conclut la preuve.
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2.4.7 Discussion des ŕesultats

Nous venons d’étudier dans cette partie le nombre chromatique orienté fort des graphes planaires

sans cycles de longueurs 4 à 6, ainsi que celui des graphes planaires sans cycles de longueurs 4 à

12. À travers cette étude, nous voulions étudier l’impact destriangles pour une sommet-coloration

orientée forte en mettant en relation nos nouveaux résultats avec les résultats précédemment obtenus

(cf. théorème 2.16) sur le nombre chromatique orienté fort des graphes planaires de maille donnée.

Dans ce qui suit, nous faisons un premier point sur les techniques de preuves que nous avons

utilisées. Puis, nous comparons nos résultats à ceux déjà connus pour les graphes planaires de maille

donnée.

L’une des principales techniques de preuves utilisées pour obtenir des bornes sur le nombre chro-

matique orienté fort des graphes planaires de maille donn´ee (cf. théorème 2.16) s’appuie sur le degré

moyen maximum. Une première partie de la preuve consiste àmontrer qu’un graphe planaire de maille

g possède un degré moyen maximum d’au plusm. Il suffit ensuite de montrer dans une deuxième par-

tie que tout graphe de degré moyen maximum au plusma un nombre chromatique orienté fort au plus

k en utilisant une procédure de déchargement de type« sommets-sommets».

Dans notre cas, le fait d’autoriser les triangles dans les graphes que nous considérons entraı̂ne une

augmentation relativement importante du degré moyen maximum ; en effet, le degré moyen maximum

des graphes planaires de maille donnée tend vers 2 lorsque la maille augmente (cf. observation 1.3)

alors que celui des graphes planaires sans cycles de longueurs 4 ài tend vers 3 lorsquei augmente

(cf. lemme 2.19(2)). Ainsi, le degré moyen maximum ne semble pas être un paramètre pertinent pour

l’étude de la sommet-coloration orientée forte des graphes planaires sans cycles de longueurs 4 ài.

Pour obtenir nos résultats, nous avons donc utilisé une technique de preuve s’appuyant sur une

procédure de déchargement de type« sommets-faces» qui a permis de répartir au mieux la charge

présente sur le graphe entre les triangles ayant peu de charge et les faces de plus haut rang.

L’un des buts de notre étude était de déterminer, dans la mesure du possible, l’impact des triangles

pour une sommet-coloration orientée forte.

Nous avons dans un premier temps montré que le nombre chromatique orienté fort de la classe des

graphes planaires sans cycles de longueurs 4 ài, pour touti ≥ 12, est égal à 7 ; nous savons d’autre

part que le nombre chromatique orienté fort de la classe desgraphes planaires de maille au moins 14

est égal à 5. Ainsi, nous pouvons remarquer que le fait d’ajouter des triangles aux graphes de maille

au moins 14 implique une augmentation du nombre chromatiqueorienté fort qui est relativement peu

importante.

En revanche, nous ne pouvons pas conclure pour les autres cas. En effet, le nombre chromatique

orienté fort de la classe des graphes planaires de maille 13est compris entre 5 et 7. Il est donc possible

que le nombre chromatique orienté fort des graphes planaires sans cycles de longueurs 3 à 12 (i.e.

maille 13) soit égal au nombre chromatique orienté fort des graphes planaires sans cycles de longueurs

4 à 12. Nous ne pouvons pas nous prononcer sur l’impact des triangles dans ce cas.
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De même, nous avons prouvé que le nombre chromatique orienté fort de la classe des graphes

planaires sans cycles de longueurs 4 à 6 est compris entre 7 et 19 ; nous savons d’autre part que le

nombre chromatique orienté fort de la classe des graphes planaires de maille 7 est compris entre 5 et

7. Ici également, nous ne pouvons pas nous prononcer sur l’impact des triangles.

Par conséquent, pour obtenir des informations précises sur l’impact des triangles pour la sommet-

coloration orientée des graphes planaires, nous devons poursuivre l’étude de cette classe de graphes.

Nous obtiendrions également des réponses si nous améliorions les bornes du nombre chromatique

orienté fort des graphes planaires de maille donnée.

2.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous venons d’étudier successivement lenombre chromatique orienté des graphes

planaires extérieurs, des 2-arbres partiels et des graphes planaires. Nous avons également étudié le

nombre chromatique orienté fort des graphes planaires sans cycles de longueurs données.

Graphes planaires ext́erieurs. Certaines questions étaient ouvertes concernant le nombre chroma-

tique orienté des graphes planaires extérieurs. Nous avons répondu à ces questions et connaissons à

présent la valeur exacte du nombre chromatique orienté decette classe de graphes pour toute maille

g≥ 3.

2-arbres partiels. Le nombre chromatique orienté des 2-arbres partiels n’esten revanche pas connu

de façon exacte pour toutes les mailles. En effet, nous ne savons toujours pas si le nombre chromatique

orienté des 2-arbres partiels de maille 7≤ g≤ 13 est égal à 5 ou 6.

Un des moyens de répondre à cette question serait de déterminer la longueur des chaı̂nes consti-

tuées de 2-sommets contenues dans les 2-arbres partiels dedegré minimum 2 en fonction de la maille.

Rappelons que les graphes planaires (resp. planaires extérieurs) G de mailleg tels queδ(G) ≥ 2

contiennent obligatoirement une(
⌈g

5

⌉

)-chaı̂ne (resp.(g−1)-chaı̂ne) constituée de 2-sommets. Alors,

qu’en est-il pour les 2-arbres partiels ?

Question 2.55.Soit G un 2-arbre partiel de maille g tel queδ(G) ≥ 2. Le graphe G contient-il une

(g
2)-châıne constitúee de 2-sommets ?

Si la réponse est positive, alors grâce à la propriété du tournoiT6 (voir la proposition 2.4), nous

pourrons montrer queχo(T
2
g) = 5 pourg≥ 7.

Graphes planaires de grande maille. Le nombre chromatique orienté des graphes planaires de

grande maille a été étudié par de nombreux auteurs commenous avons pu le voir dans ce chapitre

(voir le théorème 2.12). Nous avons contribué à l’étude de ce problème et l’avons amélioré pour

certaines mailles. En effet, nous avions 5≤ χo(Pg) ≤ 7 pour 11≤ g≤ 13. Nous avons amélioré ce

résultat en montrant que 5≤ χo(Pg)≤ 6 pour 11≤ g≤ 13.
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Cependant, il reste encore de nombreuses questions ouvertes. En effet, nous ne connaissons pas la

valeur exacte du nombre chromatique orienté des graphes planaires de mailleg≤ 13. Nous n’avons

pour l’instant que des bornes inférieures et supérieures, qui sont pour certaines mailles très éloignées.

Nous avons par exemple vu que 17≤ χo(P) ≤ 80. De nombreux auteurs ont tenté de réduire l’écart

qui existe entre ces deux bornes inférieures et supérieures, mais peu de résultats ont été obtenus.

Concernant les bornes supérieures, il semble que les méthodes utilisées jusqu’à présent montrent

leurs limites et ne permettront pas d’obtenir de meilleurs résultats.

Graphes planaires sans cycles de longueurs données. Nous avons considéré le nombre chroma-

tique orienté fort des graphes planaires sans cycles de longueurs données. Nous savons queχs(P14) =

5 où P14 est la classe des graphes planaires de maille au moins 14,i.e. des graphes planaires sans

cycles de longueurs 3 à 13. Nous avons prouvé que pour tout graphe planaireG sans cycles de lon-

gueurs 4 à 12,χs(G)≤ 7 ; de plus, nous avons construit, pour touti ≥ 4, un graphe planaire extérieur

Gi sans cycles de longueurs 4 ài tel queχs(Gi)≥ 7, ce qui montre que la borne supérieure précédente

est optimale. Nous pouvons donc nous rendre compte que dans le cas où les triangles sont autorisés,

deux couleurs supplémentaires sont nécessaires, quelleque soit la longueurs des cycles interdits. Nous

avons également montré que le nombre chromatique orient´e fort des graphes planaires sans cycles de

longueurs 4 à 6 est d’au plus 19. Nous n’avons cependant pas ´etudié l’optimalité de cette dernière

borne.

Question 2.56.Existe-t-il des graphes planaires sans cycles de longueurs4 à 6 n’admettant pas de

7-sommet-coloration orientée ?

D’autres questions ouvertes. En règle générale, de nombreuses questions sont ouvertes concernant

le nombre chromatique orienté de certaines classes de graphes.

Par exemple, le nombre chromatique orienté des graphes de degré au plus trois n’est actuellement

pas connu. Sopena et Vignal [SV96] ont montré que tout graphe de degré au plus trois admet une

QR11-sommet-coloration. Dans [Sop97], Sopena a de plus conjecturé que les graphes connexes de

degré au plus trois admettaient une 7-sommet-coloration orientée. Cependant, le grapheQR7 n’est pas

un graphe cible “universel” pour la classe des graphes de degré au plus trois (i.e. un tournoiT tel que

pour tout grapheG de la classe,G→ T). En effet, considérons le graphe de la figure 2.32. Supposons

que le sommetu soit colorié avec la couleura ; les sommetsv1, v2 et v3 doivent avoir des couleurs

différentes et sont par conséquent coloriés avec les trois successeurs de la couleursa. Cependant, dans

QR7, les trois successeurs d’une couleurs forment un circuit, ce qui n’est pas le cas ici : la couleur

dev2 est prédécesseur des couleurs dev1 et v3. Donc, tout graphe de degré au plus trois contenant le

graphe de la figure 2.32 en tant que sous-graphe n’admet pas d’homomorphisme versQR7.

Avec Édita Máčajová (de l’université Commenius de Bratislava), nous nous sommes intéressés

à ce problème. Une vérification par ordinateur a permis d’exhiber un tournoiT7 à sept sommets tel

que tout graphe cubique d’au plus dix-huit sommets admet un homomorphisme versT7 (voir la fi-

gure 2.33).
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FIG. 2.32 – GrapheG de degré au plus trois tel

queG 6→QR7.
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FIG. 2.33 – Le tournoiT7 à 7 sommets.

Question 2.57.Soit G un graphe cubique. Avons nous G→ T7 ?

De même, Fertin, Raspaud et Roychowdhury [FRR03] ont montré que les grilles à deux di-

mensions admettent une 11-sommet-coloration orientée etont conjecturé que toute grille admet une

7-sommet-coloration orientée et plus exactement uneQR7-sommet-coloration. Szepietowski et Tar-

gan [ST04] ont prouvé que la conjecture de Fertin, Raspaud et Roychowdhury était en partie fausse

en exhibant une grille construite par ordinateur n’admettant pas deQR7-sommet-coloration (voir la

figure 2.34). Toutefois, la question reste posée : les grilles à deux dimensions admettent-elles une

7-sommet-coloration orientée ? Un test par ordinateur nous a permis de vérifier que la grille de la fi-

gure 2.34 (qui n’est pasQR7-sommet-coloriable) admet uneT7-sommet-coloration (oùT7 est le tournoi

de la figure 2.33). Nous pouvons alors nous poser la question suivante : les grilles à deux dimensions

sont-ellesT7-sommet-coloriables ?

Des tournois cibles non circulants ? Comme nous l’avons vu au cours de ce chapitre, de nom-

breux résultats ont été obtenus pour le nombre chromatique orienté durant les dix dernières années.

Ces derniers sont pour la plupart obtenus en montrant qu’il existe un homomorphisme des graphes

de la classe considérée vers un certain tournoi. Les tournois cibles utilisés sont généralement des cir-

culants, sommet-transitifs et arc-transitifs pour la majorité d’entre eux. Nous avons par exemple ren-

contré au cours de ce chapitre les tournoisQRq construits à partir des résidus quadratiques non nuls

deq. Les symétries présentes dans ces tournois permettent d’obtenir assez facilement des propriétés

structurelles intéressantes telles que les propriétésP1,3 ou P2,1 du tournoiQR7 par exemple (voir la

proposition 2.27). Ces propriétés sont ensuite utilisées pour montrer l’existence d’homomorphismes

de certaines classes de graphes vers ces tournois.

Cependant, nous avons construit et utilisé dans ce chapitre un tournoi cible qui n’était pas un

graphe circulant : le tournoiT6 de la figure 2.6(b). Nous avons exhibé une propriété de ce tournoi (voir
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FIG. 2.34 – Une grille orientéeG à deux dimensions telle queG 6→QR7 maisG→ T7.
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la proposition 2.4) qui nous a permis d’obtenir des bornes pour le nombre chromatique orienté des

graphes planaires extérieurs, des 2-arbres partiels, et des graphes planaires.

De même, le tournoiT7 de la figure 2.33 est un graphe cible valide pour tous les graphes cubiques

dont le nombre de sommets est au plus dix-huit. Ce tournoi n’est pas un circulant lui non plus.

Nous voyons donc que certains problèmes de colorations orientées trouvent des solutions grâce

à des tournois qui ne semblent pas être à première vue de “bons candidats”. Cette voie paraı̂t donc

intéressante à suivre : construire des tournois non circulants ayant des propriétés structurelles nous

permettant de prouver que les graphes de certaines classes admettent un homomorphisme vers de tels

tournois. Néanmoins, l’une des principales difficultés consistera à trouver des propriétés structurelles

pertinentes dans un graphe où les degrés entrants et les degrés sortants ne sont pas réguliers. Par

exemple, nous ne connaissons pour l’instant aucune propri´eté intéressante deT7 (le tournoi de la

figure 2.33). De plus, il paraı̂t évident, dans le cas où lestournois ne sont pas circulants, que les

couleurs ne joueront pas toutes le même rôle. Par exemple,en ce qui concerne le tournoiT7, le sommet

étiqueté 0 possède un degré sortant 5 ; ceci implique quecette couleur ne pourra pas être utilisée

dans certaines configurations bien précises qu’il faudra déterminer. En plus de trouver des propriétés

pertinentes de ces tournois cibles non circulants, il faudra donc identifier dans le graphe que nous

voulons colorier les configurations pour lesquelles certaines couleurs sont obligatoires et d’autres

pour lesquelles certaines couleurs sont interdites.
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Chapitre 3

Arc-coloration orient ée

Divers types de colorations d’arcs ont été étudiés dansla littérature. Nous en avons donné certains

dans le chapitre 1, § 1.3.2. Dans ce chapitre, nous introduisons une nouvelle notion d’arc-coloration :

l’ arc-coloration orient́ee.

Dans le cas non orienté, une arête-coloration propre d’ungraphe non orientéG est une sommet-

coloration deL(G), son graphe représentatif des arêtes ; par conséquent,χ′(G) = χ(L(G)) pour tout

graphe non orientéG. Dans le cas orienté, nous pouvons de la même manière définir unearc-coloration

orient́eed’un graphe orientéG comme une sommet-coloration orientée deLD(G), son graphe repré-

sentatif des arcs (la notion de sommet-coloration orientée a été étudiée dans le chapitre précédent).

Considérons le grapheG de la figure 3.1(a). Le graphe représentatif des arcsLD(G) deG est le

graphe de la figure 3.1(b) ; une sommet-coloration orienté de LD(G) est donnée sur cette figure. Il

suffit alors de reporter les couleurs des sommets deLD(G) sur les arcs correspondants deG pour

obtenir une arc-coloration orientée de ce dernier.

Une arc-coloration orientée d’un graphe orientéG peut alors être définie comme une application

f : A(G)→C (oùC est un ensemble de couleurs) satisfaisant les deux conditions suivantes :

(i) pour tousu,v,w∈V(G) tels que−→uv,−→vw∈ A(G), f (−→uv) 6= f (−→vw),

5

2

3

2

3

4

1

(a) Le grapheG.

1

54

3
2

2

3

(b) Le grapheLD(G).

FIG. 3.1 – Exemple d’arc-coloration orientée et de sommet-coloration orientée.
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(ii) pour tousu,v,w,x,y,z∈V(G) tels que−→uv,−→vw,−→xy,−→yz∈ A(G) et f (−→uv) = f (−→yz), f (−→vw) 6= f (−→xy).

Si |C|= k, alors nous dirons quef est unek-arc-coloration orientée deG. L’ indice chromatique orienté

deG, notéχ′o(G), est alors défini comme le plus petit entierk tel queG admet unek-arc-coloration

orientée. De plus, siF est une classe de graphes, alorsχ′o(F) est défini comme le maximum des indices

chromatiques orientés pris sur tous les graphes de la classe F.

D’après la définition ci-dessus, nous avons doncχ′o(G) = χo(LD(G)) pour tout graphe orientéG.

Nous pouvons tout de suite remarquer que les deux conditionsci-dessus impliquent qu’un 3-

chemin nécessite obligatoirement trois couleurs différentes pour toute arc-coloration orientée. Notons

d’autre part que deux arcs partageant la même extrémité initiale ou la même extrémité terminale

(i.e. deux arcs adjacents mais non consécutifs) peuvent prendrela même couleur. Ceci découle de

la définition du graphe représentatif des arcs : sia et b sont deux arcs non consécutifs d’un graphe

orientéG, alors les deux sommets correspondants dansLD(G) ne seront pas adjacents.

En termes d’homomorphisme, unek-arc-coloration orientée d’un graphe orientéG est un homo-

morphisme deLD(G) vers un graphe orientéH àk sommets. SiLD(G)→H, alors nous dirons queG

admet uneH-arc-coloration. L’indice chromatique orienté deG peut alors être défini comme le plus

petit ordrek d’un graphe orientéH tel queLD(G)→ H.

Soit G un graphe orienté. Pour une arc-coloration orientéef deG, éventuellement partielle (i.e.

uniquement définie sur un sous-ensemble d’arcs deA(G)) et un sommetu deG, nous notonsC+
f (u)

(resp.C−f (u)) l’ ensemble des couleurs sortantes de u(resp. l’ensemble des couleurs entrantes de u),

c’est à dire l’ensemble des couleurs présentes sur les arcs sortants (resp. entrants) du sommetu. Enfin,

Cf (u) = C−f (u)∪C+
f (u).

Ce chapitre est organisé comme suit. Nous donnons dans un premier temps un résultat de com-

plexité pour cette coloration. Nous exhibons ensuite des bornes de l’indice chromatique orienté en

fonction de paramètres déjà étudiés, tels que le nombre chromatique orienté ou encore le nombre

chromatique acyclique. Nous considérons enfin l’indice chromatique orienté de certaines classes de

graphes, telles que les graphes planaires extérieurs, lesgraphes planaires ou encore les graphes de

degré maximum borné.

Certains résultats de ce chapitre font partie d’un rapportde recherche actuellement soumis [OPS06]

(à savoir, le résultat de complexité, les bornes de l’indice chromatique orienté en fonction du nombre

chromatique orienté et du nombre chromatique acyclique, l’indice chromatique orienté des graphes

planaires et des graphes de degré maximum borné). D’autres résultats sont actuellement publiés dans

des revues : les bornes de l’indice chromatique orienté desgraphes planaires extérieurs dansInforma-

tion Processing Letters[PS06b] et la borne de l’indice chromatique orienté des graphes de degré au

plus trois dansThe Electronic Journal of Combinatorics[Pin06].



3.1. Complexit́e 89

x y

(a) Une arêtexy

du grapheG.

x′ y′

(b) Le 10-circuitCx,y de G′ associé à

l’arêtexy deG.

FIG. 3.2 – Principe de construction du graphe orientéG′ à partir du graphe non orientéG.

3.1 Complexit́e

Dans cette première partie, nous étudions la complexitédu problème qui consiste à décider si un

graphe orienté admet unek-arc-coloration orientée.

Des résultats de complexité pour le nombre chromatique orienté ont été établis récemment. Klos-

termeyer et MacGillivray [KM04] ont montré que pour un grapheG donné, décider siχo(G)≤ k est

un problème polynomial sik≤ 3 et est un problèmeNP-complet sik≥ 4. Culus et Demange [CD06]

ont étendu ce précédent résultat au cas des graphes bipartis et des graphes orientés sans circuit.

Le problèmeARC-COL peut s’énoncer de la façon suivante :

ARC-COL

Instance: Un graphe orientéG et un entier positifk.

Question: G admet-il unek-arc-coloration orientée ?

Puisque l’indice chromatique orienté d’un graphe orient´e G est le nombre chromatique orienté de

son graphe représentatif des arcsLD(G), le résultat que nous exhibons ici est en fait une extensiondu

résultat de Klostermeyer et MacGillivray au cas des graphes représentatifs des arcs.

Théorème 3.1.Le probl̀emeARC-COL est polynomial pour k≤ 3 et estNP-complet pour k≥ 4.

Preuve. Le cask ≤ 3 découle directement du résultat de Klostermeyer et MacGillivray puisque

χ′o(G) = χo(LD(G)) et que le graphe représentatif des arcsLD(G) deG peut être construit à partir de

G en temps polynomial.

Nous montrons que le problèmeARC-COL estNP-complet pourk≥ 4 en utilisant une réduction

de 3-COLORABILITÉ. Il est connu que le problèmek-COLORABILITÉ estNP-complet pourk≥ 3.

Nous construisons un graphe orientéG′ à partir d’un graphe non orientéG comme suit.À tout

sommetv deG, nous associons un arcv′ dansG′. Pour une arêtexydansG, nous ajoutons un 4-chemin

constitué de 2-sommets joignant l’extrémité terminalede x′ et l’extrémité initiale dey′, ainsi qu’un

autre 4-chemin constitué de 2-sommets joignant l’extrémité terminale dey′ et l’extrémité initiale de

x′ (voir la figure 3.2). Par conséquent,G′ contient des 10-circuits induit par les arêtes deG : un tel

10-circuit induit par l’arêtexy est notéCx,y. Ainsi, toute arc-coloration orientée deG′ nécessite au

moins quatre couleurs puisque 106≡ 0(mod3). Nous avons doncχ′o(G′)≤ 4 si et seulement siLD(G′)

admet un homomorphisme vers le tournoiT4 dessiné sur la figure 3.7(a) (T4 est le seul tournoi à 4
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sommets contenant un 4-circuit). Nous pouvons noter que, pour une arêtexy de G, les arcsx′ et y′

sont opposés sur le circuitCx,y. Nous vérifions simplement, par une étude cas par cas deT4, que pour

toute paire de sommetsu et v deT4, il existe un 5-chemin deu à v, à l’exception des cas oùu = v, ou

u = 2 etv = 3. TouteT4-arc-colorationh deCx,y est donc telle queh(x′) 6= h(y′) et chaque couple de

couleurs distinctes peut être obtenu pour(h(x′),h(y′)) à l’exception de(2,3) et (3,2). Si c est une 3-

sommet-coloration propre deG, alorsG′ admet uneT4-arc-colorationh telle queh(v′) = 1 sic(v) = 1,

h(v′) = 2 si c(v) = 2, eth(v′) = 4 si c(v) = 3. Inversement, siG′ admet uneT4-arc-colorationh, alors

la colorationc deG telle quec(v) = 1 si h(v′) = 1, c(v) = 2 si h(v′) = 2 ouh(v′) = 3, etc(v) = 3 si

h(v′) = 4, est une 3-sommet-coloration propre.

Nous considérons maintenant le cask≥ 4, k pair. Nous considérons le problème de décision de

χ′o(H) ≤ k restreint aux graphes orientésH ne contenant ni sources, ni puits. Ce cas est traité par

induction surk. Nous pouvons noter que les graphes orientés que nous avonsconsidérés dans le cas

k = 4 ne contiennent ni sources, ni puits ; le cask = 4 est notre cas de base. Nous construisons un

graphe orientéH ′ sans source, ni puits, à partir d’un graphe orientéH sans source ni puits tel que

χ′o(H ′) = χ′o(H)+ 2. Le grapheH ′ est obtenu à partir deH en ajoutant trois sommetsv1, v2, v3, les

arcs−−→v1v2, −−→v2v3, et les arcs−→vv1, −→v3v, pour tout sommetv de H. Toutek-arc-coloration orientéef de

H peut être étendue à une(k+ 2)-arc-coloration orientée deH ′ comme suit. Les arcs−→vv1 (resp.−→v3v)

prennent une couleur parmi celles présentes dansC+
f (v) (resp.C−f (v)) puisqueC+

f (v) 6= /0 etC−f (v) 6= /0.

Les arcs−−→v1v2 et−−→v2v3 obtiennent deux couleurs supplémentaires. Inversement,toutek-arc-coloration

orientée deH ′ induit une(k−2)-arc-coloration orientée deH. Pour voir ceci, notons que tout arc−→xy

de H appartient à un 5-circuit−→xy,−→yv1,
−−→v1v2,

−−→v2v3,
−→v3x, ce qui implique que la couleur de−→xy doit être

différente de celles des arcs−−→v1v2 et−−→v2v3.

Nous considérons finalement le cask ≥ 4, k impair. Nous construisons un graphe orientéH ′ à

partir d’un graphe orientéH sans source, ni puits, tel queχ′o(H ′) = χ′o(H) + 1. Le grapheH ′ est

obtenu à partir deH en ajoutant deux sommetsv1, v2, l’arc −−→v1v2, et les arcs−→vv1, pour tout sommetv

de H. Comme précédemment, toutek-arc-coloration orientée deH peut être étendue à une(k+ 1)-

coloration orientée deH ′, et que toutek-arc-coloration orientée deH ′ induit une(k−1)-arc-coloration

orientée deH. 2

3.2 Relation entre nombre chromatique orient́e et indice chromatique

orienté

Dans cette partie, nous allons montrer qu’il est possible deborner l’indice chromatique orienté

d’un graphe orienté en fonction de son nombre chromatique orienté, et inversement, qu’il est également

possible de borner le nombre chromatique orienté en fonction de l’indice chromatique orienté, ce qui

implique que les classes de graphes ayant un nombre chromatique orienté borné sont les mêmes que

celles ayant un indice chromatique orienté borné.

La relation suivante s’obtient facilement :
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Théorème 3.2.Soit G un graphe orienté. Alorsχ′o(G)≤ χo(G).

Preuve. Soit f une sommet-coloration orientée deG. Soitg une arc-coloration orientée deG définie

par g(−→uv) = f (u) pour tout arc−→uv ∈ A(G). Il est facile de vérifier que si deux arcs−→uv et −→vw sont

consécutifs, alorsg(−→uv) = f (u) 6= f (v) = g(−→vw) puisquef est une sommet-coloration orientée deG.

Par conséquent, sig n’est pas une arc-coloration orientée deG, il existe quatre arcs−→uv,−→vw,−→xy,−→yz∈
A(G) tels queg(−→uv) = g(−→yz) et g(−→vw) = g(−→xy). Dans ce cas, nous avonsf (u) = f (y) et f (v) = f (x),

ce qui est une contradiction puisquef est une sommet-coloration orientée deG. 2

Les bornes supérieures actuellement connues pour le nombre chromatique orienté sont donc

également valides pour l’indice chromatique orienté. Nous nous appuierons sur ces dernières dans

la suite de ce chapitre et essayerons de les améliorer pour l’indice chromatique orienté.

Nous devons également noter que la borne du théorème 3.2 est optimale. En effet, pour toutn, nous

pouvons construire un grapheG avecχ′o(G) = n = χo(G). Soit TTn le tournoi transitif àn sommets

avecV(TTn) = {v0,v1, . . . ,vn−1} et−→viv j ∈A(TTn) si i ≤ j. Alors, considérons le tournoiTn àn sommet

obtenu à partir deTTn en inversant l’arc−−−→v0vn−1 (par conséquent−−−→vn−1v0 ∈ A(Tn)). Alors, toute paire

d’arcs de l’ensembleS= {−−−→vivi+1 ∈ Tn, i ∈ [0,n− 1]} (les indices sont pris modulon) appartient à

un 3-chemin et donc tous les arcs deS doivent obtenir des couleurs différentes. Nous avons donc

χ′o(Tn) = |S|= n = χo(Tn).

Pour borner le nombre chromatique orienté en fonction de l’indice chromatique orienté, nous avons

dans un premier temps besoin de quelques nouvelles définitions ainsi que des deux lemmes suivants.

SoitG un graphe orienté et soitP(G) l’ensemble des parties deV(G). Nous définissons l’applica-

tion µG comme suit :
µG : P(G) → P(G)

s 7→ s∪
[

v∈s

Γ+
G(v)

Nous notons alorsQ(G) l’ensembleQ(G) = {µG(s),s∈ P(G)} (Q(G) est par conséquent l’image

deµG). Clairement,Q(G) ⊆ P(G). Pour un éléments∈ Q(G), nous notonss= {v∈ s;Γ+
G(v) ⊆ s} et

s= {v∈ s;Γ+
G(v) 6⊆ s} ; nous avons doncs= s⊎s (union disjointe).

Exemple. Considérons le tournoiT4 dessiné sur la figure 3.3(d). Nous avonsQ(T4) = { /0, {1,4},
{3,4}, {1,2,3}, {1,3,4}, {2,3,4}, {1,2,3,4}}. De plus, si nous considérons l’éléments= {1,2,3}
deQ(T4), alorss= {1} ets= {2,3}.

Lemme 3.3. Soit G un graphe orienté avecχ′o(G) = k et soit Tk un graphe orient́e à k sommets tel

que G admet une Tk-arc-coloration (i.e. LD(G)→ Tk). Alors,χo(G)≤ |Q(Tk)|.

Preuve. Sans perte de généralité, nous considérons queTk est un tournoi (sinon, nous le complétons).
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(a) T1
4 . (b) T2

4 . (c) T3
4 . (d) T4

4 = T4.

FIG. 3.3 – Les quatre tournois non isomorphes à quatre sommets.

Soit f un homomorphisme deLD(G) dansTk ; nous définissons l’applicationg comme suit :

g : V(G) → Q(Tk)

w 7→ µTk(C
+
f (w))

Nous affirmons queg est une sommet-coloration orientée deG. Soit −→uv ∈ A(G) avec f (−→uv) = a.

Puisquea∈C+
f (u), nous avonsa∈ g(u) eta /∈C+

f (v) ; de plus, par définition def , pour toute couleur

c∈C+
f (v),−→ca /∈A(Tk), c’est à dire−→ac∈A(Tk). Par conséquenta /∈ g(v) etg est une sommet-coloration

propre deG.

Maintenant, sig n’est pas une sommet-coloration orientée deG, alors il existe deux arcs−→uv et−→xy

deG avecg(u) = g(y) et g(v) = g(x). Soit f (−→uv) = a et f (−→xy) = b. Nous montrons tout d’abord que

nous avons nécessairementb∈ g(y). Si a 6= b, puisqueTk est un tournoi, nous pouvons supposer sans

perte de généralité que
−→
ab∈A(Tk). Alors, nous avonsb∈ g(u) et par conséquentb∈ g(y). Maintenant,

si a = b, nous avonsb∈ g(u) et par conséquentb∈ g(y). Donc, dans les deux cas,b∈ g(y). Puisque

f est une arc-coloration orientée deG, b /∈C+
f (y). Ainsi, il existe une couleurc ∈ C+

f (y) telle que
−→
cb∈ A(Tk). Puisquef (−→xy) = b, nous avons aussi

−→
bc∈ Tk, ce qui est une contradiction puisqueTk est

un tournoi, qui est par définition antisymétrique. 2

En particulier, tout graphe orientéG qui admet uneT4-arc-coloration a un nombre chromatique

orienté d’au plus 7 puisque|Q(T4)|= 7 comme nous l’avons observé plus haut.

Nous montrons maintenant que la borne donné par le théorème 3.3 est optimale :

Lemme 3.4. Pour tout tournoi Tk à k sommets, il existe un graphe orienté G tel queχ′o(G) ≤ k,

LD(G)→ Tk et χo(G) = |Q(Tk)|.

Preuve. SoitG un digraphe défini parV(G) = Q(Tk) et−→xy∈A(G) si et seulement s’il existev∈V(Tk)

tel quev∈ x et v /∈ y.

Nous vérifions dans un premier temps queG est un graphe orienté (i.e. sans arcs opposés ni

boucle). Supposons au contraire quex,y ∈ V(G) sont deux sommets tels qu’il existev1 et v2 avec

v1 ∈ x, v1 /∈ y, v2 ∈ y et v2 /∈ x. Sans perte de généralité, nous supposons que−−→v1v2 ∈ A(Tk) : nous

obtenons une contradiction puisquev2 doit appartenir àx. Le grapheG est bien un graphe orienté.

Nous montrons maintenant que toute sommet-coloration orientée deG nécessite|Q(Tk)| couleurs

(c’est à dire une couleur différente pour chaque sommet deG). Puisque toute sommet-coloration
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{1,2,3,4}

{1,2,3}

{2,3,4}

/0

{1,4}

{1,3,4}

{3,4}

FIG. 3.4 – Un graphe orienté ayant indice chromatique orienté4 et un nombre chromatique orienté 7.

orientée est une sommet-coloration propre, nous devons seulement vérifier que les paires de sommets

non adjacents deG nécessitent des couleurs différentes. Pour ce faire, nous montrons que toute paire

de sommets non adjacents appartient à un 2-chemin. Soitx,y ∈V(G) deux sommets non adjacents ;

par construction deGnous avonsx⊆ yety⊆ x. De plus,x 6= y, et sans perte de généralité ceci implique

qu’il existeu∈V(Tk) tel queu∈ x etu /∈ y. D’autre part, il existev∈ x tel que−→vu∈A(Tk). Considérons

le sommetz= µTk({u}) deG. Nous avonsu∈ z etv /∈ z. Par construction deG,−→xz,−→zy∈ A(G). Donc,

χo(G) = |Q(Tk)|.
Finalement, nous construisons uneTk-arc-colorationf deG. Soit−→xy∈ A(G). Il existe doncu tel

queu∈ x et u /∈ y. Ceci implique que toutvi ∈ y est un successeur deu dansTk (sinon, nous aurions

u∈ y). Soit f : A(G)→{1, . . . ,k} l’application telle quef (−→xy) = u pouru∈ x etu /∈ y : tout arc sortant

de y sera colorié par un successeur deu dansTk. Par conséquent,f est homomorphisme deLD(G)

versTk et doncχ′o(G)≤ k. 2

Notons que le graphe construit dans le précédent théorème est le plus petit graphe possible puis-

qu’il a |Q(Tk)| sommets et qu’il nécessite|Q(Tk)| couleurs pour toute sommet-coloration orientée.

Exemple. En utilisant la construction de la précédente preuve, à partir du tournoiT4 de la figure 3.3(d)

nous obtenons le grapheG de la figure 3.4 : il est facile de vérifier queG admet uneT4-arc-coloration

et a un nombre chromatique orienté|Q(T4)|= 7.

Nous venons donc de voir que pour tout tournoiTk àk sommets, il existe un graphe orientéTk-arc-

coloriable qui nécessite|Q(Tk)| couleurs pour toute sommet-coloration orientée. Ce qui nous intéresse

à présent est de connaı̂tre, pour tout entierk, la plus grande valeurp telle qu’il existe un graphe

orientéG dont l’indice chromatique orienté est au plusk et dont le nombre chromatique est au moins
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z
G1 G2

FIG. 3.5 – Le grapheH du lemme 3.7.

p. Pour cela, nous devons déterminer la plus grande valeur que peut prendre|G(Tk)|. Nous posons

alorsφ(k) = max{|Q(Tk)|,Tk est un tournoi àk sommets}. À partir des deux précédents lemmes, nous

obtenons la borne supérieure suivante :

Théorème 3.5.Soit G un graphe orienté avecχ′o(G) = k. Alors,χo(G)≤ φ(k). De plus, cette borne

est optimale.

Preuve. Puisqueχ′o(G) = k, il existe un tournoiTk àk sommets tel queG admet uneTk-arc-coloration.

D’après le lemme 3.3, nous avonsχo(G)≤ |Q(Tk)|, et donc,χo(G)≤ φ(k).

Maintenant, soitTmax
k un tournoi àk sommets tel queφ(k) = |Q(Tmax

k )|. D’après le lemme 3.4, il

existe un graphe orientéG tel queχo(G) = |Q(Tmax
k )|= φ(k). La borne est donc optimale. 2

Exemple. Nous pouvons vérifier pour les quatre tournois à quatre sommets de la figure 3.3 que nous

avons|Q(T1
4 )| = 5, |Q(T2

4 )| = 6, |Q(T3
4 )| = 6 et |Q(T4)| = 7. Nous avons doncφ(4) = max{|Q(T1

4 )|,
|Q(T2

4 )|, |Q(T3
4 )|, |Q(T4

4 )|} = 7 et par conséquent tout graphe orienté ayant un indice chromatique

orienté d’au plus 4 a un nombre chromatique orienté d’au plus 7. Comme nous l’avons remarqué

ci-dessus, l’indice chromatique orienté du graphe de la figure 3.4 est 4 et son nombre chromatique

orienté estφ(4) = 7.

Nous venons donc de voir queχo(G)≤ φ(χ′o(G)) pour tout graphe orientéG. Nous allons mainte-

nant exprimerφ(χ′o(G)) en fonction deχ′o(G) pour avoir une borne supérieure deχo(G) en fonction

deχ′o(G).

Le théorème suivant nous donne les valeurs exactes deφ(k) pour k ≤ 9 et une estimation pour

k≥ 10 :

Théorème 3.6.
• φ(0) = 1, φ(1) = 2, φ(2) = 3, φ(3) = 5, φ(4) = 7, φ(5) = 12, φ(6) = 15,

φ(7) = 25, φ(8) = 31, φ(9) = 51;

• α ·2k
2 −1≤ φ(k)≤

(⌊

k
2

⌋

+2
)

2⌊ k−1
2 ⌋ pour k≥ 10, où α = 2 si k est pair etα = 13

4
√

2
sinon.

Pour prouver le théorème 3.6, nous avons besoin du lemme etdes deux propriétés qui suivent.

Lemme 3.7. Soit G un graphe orienté tel queχ′o(G) = p et χo(G) = q. Alors, il existe un graphe

orient́e H tel queχ′o(H) = p+2 et χo(H) = 2q+1.
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Preuve. SoitH le graphe orienté obtenu en prenant deux copies disjointesdeG (notéesG1 etG2), un

nouveau sommetz et en ajoutant tous les arcs des sommets deG1 versz ainsi que tous les arcs dez

vers les sommets deG2 (voir la figure 3.5).

Puisque toute paireu,v de sommets deH tels queu ∈ V(G1) et v ∈ V(G2) appartient à un 2-

chemin, nous obtenonsχo(H) = χo(G1)+ χo(G2)+1= 2q+1.

Maintenant, soientA1 = A(G1), A2 = A(G2), A−= {−→uz∈A(H),u∈V(G1)}, A+ = {−→zu∈A(H),u∈
V(G2)} ; nous avons doncA(H) = A1⊎A2⊎A−⊎A+. Pour toute arc-coloration orientée deH, nous

avons besoin d’au moinsp couleurs distinctes pour colorierA1 ; de plus, nous avons besoin d’au

moins deux couleurs supplémentaires (différentes de celle utilisées pour colorierA1) pour colorierA−

et A+. Nous avons donc besoin d’au moinsp+ 2 couleurs pour toute arc-coloration orientée deH.

Soit g : A(G)→ {1, . . . , p} une p-arc-coloration orientée deG. Nous définissons alors l’application

h : A(H)→ {1, . . . , p+2} comme suit :

h(−→uv) =











g(−→uv) si−→uv∈ A1∪A2

p+1 si−→uv∈ A−

p+2 si−→uv∈ A+

L’applicationh est une(p+2)-arc-coloration orientée deH et doncχ′o(H) = p+2. 2

Rappelons que le graphe inverse deG est notéG−1 (voir chapitre 1, § 1.1). PuisqueG−1→ H−1

si G→ H, nous avons clairement :

Observation 3.8.

1. Siχo(G) = k avec G→ Tk, alorsχo(G−1) = k avec G−1→ T−1
k ;

2. Siχ′o(G) = k avec LD(G)→ Tk, alorsχ′o(G−1) = k avec LD(G−1)→ T−1
k .

Preuve du théorème 3.6.Nous avons déterminé par programme les valeurs deφ(k) pourk≤ 9.

Pourk≥ 10, d’après le lemme 3.7,φ(k+2)≥ 2φ(k)+1, ce qui implique les bornes inférieures de

φ(k).

Maintenant, nous prouvons queφ(k)≤
(⌊

k
2

⌋

+2
)

2⌊ k−1
2 ⌋ pourk≥ 10. D’après le théorème 3.5,pour

toutk≥ 10, il existe un graphe orientéGk avecχ′o(Gk) = k etχo(Gk) = φ(k) ; par conséquent, il est suf-

fisant de montrer queχo(Gk)≤
(⌊

k
2

⌋

+2
)

2⌊ k−1
2 ⌋. SoitTk un tournoi àk sommets tel queLD(Gk)→Tk.

Nous ordonnons les sommetsv1,v2, . . . ,vk deTk de telle sorte qued+(vi) ≤ d+(v j) pour i < j. Nous

supposons premièrement qued+(vi) ≥
⌈

k−1
2

⌉

pour tout
⌈

k+1
2

⌉

≤ i ≤ k. Pour uni donné, on pose

Pi = {s⊆ {v1,v2, . . . ,vi} contenantvi} et Qi = {µTk(s),s∈ Pi}. Il est clair queQi ⊆ Pi. Nous avons

alorsP(Tk) = { /0}∪Sn
i=1Pi et par conséquentQ(Tk)⊆{ /0}∪Sn

i=1Qi . D’une part, puisque|Pi |= 2i−1,

nous avons|Qi | ≤ 2i−1. D’autre part, puisque chaque élément deQi contientvi ainsi que ses succes-

seurs dansTk, Qi ne contient que des ensembles dont le cardinal est d’au moins1+d+(vi) ; nous avons
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|Qi | ≤ 2k−d+(vi )−1. Donc,

|Q(Tk)| ≤ 1+
k

∑
i=1

|Qi |

≤ 1+
k

∑
i=1

min{2i−1,2k−d+(vi)−1}

≤ 1+
⌊ k

2⌋
∑
i=1

2i−1 +
k

∑
i=⌈ k+1

2 ⌉
2k−d+(vi )−1

≤ 1+
⌊ k

2⌋
∑
i=1

2i−1 +
k

∑
i=⌈ k+1

2 ⌉
2k−⌈ k−1

2 ⌉−1

≤ 1+2⌊ k
2⌋−1+

⌈

k
2

⌉

2k−⌈ k−1
2 ⌉−1

≤ 2⌊ k
2⌋+

⌈

k
2

⌉

2⌊ k−1
2 ⌋

≤ (
⌊

k
2

⌋

+2)2⌊ k−1
2 ⌋

Par conséquent,χo(Gk)≤ (
⌊

k
2

⌋

+2)2⌊ k−1
2 ⌋.

Supposons maintenant qued+(vi) <
⌈

k−1
2

⌉

pour i ≥
⌈

k
2

⌉

. Dans ce cas, nous considérons le graphe

T−1
k et nous avons doncd+(vi)≥

⌈

k−1
2

⌉

pour tout 1≤ i ≤
⌈

k
2

⌉

. En utilisant les arguments précédents,

nous obtenons que|Q(T−1
k )| ≤ (

⌊

k
2

⌋

+2)2⌊ k−1
2 ⌋. D’après l’observation 3.8(2), nous avonsχ′o(G

−1
k ) =

k et LD(G−1
k )→ T−1

k . Par conséquent,χo(G
−1
k ) ≤ (

⌊

k
2

⌋

+ 2)2⌊ k−1
2 ⌋ et d’après l’observation 3.8(1)

χo(Gk)≤ (
⌊

k
2

⌋

+2)2⌊ k−1
2 ⌋.

Nous avons doncφ(k)≤ (
⌊

k
2

⌋

+2)2⌊ k−1
2 ⌋ pour toutk≥ 10. 2

Si Ck désigne la classe des graphes ayant un indice chromatique orienték, alors nous connaissons

les valeurs exactes deχo(Ck) pour 0≤ k≤ 9 et nous avonsα ·2k
2 − 1≤ χo(Ck) ≤

(⌊

k
2

⌋

+2
)

2⌊ k−1
2 ⌋

pour k≥ 10, oùα = 2 si k est pair etα = 13
4
√

2
si k est impair. La valeur exacte deχo(Ck) est donc

de l’ordre de 2
k
2 et l’écart qui existe actuellement entre la borne inférieure et la borne supérieure est

réduit. Cependant, nous n’avons pas pour l’instant de méthodes nous permettant d’avoir une meilleure

approximation et le problème reste donc pour l’instant ouvert.

3.3 Indice chromatique orient́e et nombre chromatique acyclique

Nous nous intéressons dans cette partie à la relation qui existe entre l’indice chromatique orienté

d’un graphe et son nombre chromatique acyclique.

Rappelons qu’une sommet-coloration acyclique d’un graphenon orientéGest une sommet-colora-

tion propre deG telle que deux classes de couleurs induisent une forêt (en d’autres termes, le graphe

ne contient pas de cycle bicolore). Le nombre chromatique acyclique deG, notéχa(G), est le plus

petit entierk tel queG admet unek-sommet-coloration acyclique.
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Raspaud et Sopena [RS94] ont montré que tout graphe orient´eG dont le graphe sous-jacent admet

unek-sommet-coloration acyclique est tel queχo(G) ≤ k · 2k−1 (voir le théorème 2.10). D’après le

théorème 3.2, nous avons doncχ′o(G)≤ k ·2k−1. Nous améliorons cette borne.

Théorème 3.9.Tout graphe orient́e G dont le graphe sous-jacent admet une k-sommet-coloration

acyclique est tel queχ′o(G)≤ 2k(k−1)−
⌊

k
2

⌋

.

Pour prouver ce théorème, nous avons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 3.10. Soit F une for̂et orient́ee. Alors F admet une C3-arc-coloration orient́ee òu C3 est le

circuit à trois sommets.

Preuve. Sachant que le graphe représentatif des arcs d’une forêt est une forêt, le résultat découle

directement du fait que toute forêt orientée admet uneC3-sommet-coloration. 2

Lemme 3.11. Soient F une for̂et, c une2-sommet-coloration propre de F utilisant les couleurs i et

j (i < j) et
−→
F une orientation de F. Alors,

−→
F admet une4-arc-coloration orient́ee f : A(

−→
F )→

{i, j}×{0,1} telle que pour tout sommet u∈−→F , c(u) et la premìere composante de f(u) sontégales.

Preuve. La coloration f peut facilement être obtenue à partir dec en utilisant les règles suivantes :

si−→uv et−→vw sont deux arcs consécutifs de
−→
F , nous fixons alorsf (−→uv) = (c(u),α) et f (−→vw) = (c(v),β)

avecα = β si et seulement sic(u) < c(v). 2

Preuve du théorème 3.9.SoientG un graphe orienté etV1,V2, . . . ,Vk les k classes de couleurs de

V(G) induites par unek-sommet-coloration acyclique deG. Par définition,Fi, j = G[Vi ,Vj ] est une

forêt pour i, j ∈ [1,k], i < j et il existe k(k−1)
2 telles forêts. De plus, considérons lesl =

⌊

k
2

⌋

forêts

F1,2,F3,4, . . . ,F2l−1,2l : cesl forêts n’ont aucun sommet en commun. Nous dirons dans la suite que ces

l forêts sont detype 1, alors que lesk(k−2)
2 forêts restantes seront de typetype 2. Nous définissons

alors une arc-coloration orientéefi, j pour chaque forêtFi, j comme suit. SiFi, j est de type 1,fi, j sera

n’importe quelle 3-arc-coloration orientée donnée par le lemme 3.10 ; siFi, j est de type 2,fi, j sera

n’importe quelle 4-arc-coloration orientée donnée par le lemme 3.11.

Rappelons que tout arc−→uv ∈ A(G) appartient à une unique forêtFi, j (si nous considérons que

Fi, j = Fj,i pour i, j ∈ [1,k], i 6= j). Nous définissons alors, à partir desk(k−1)
2 arc-colorations orientées

définies ci-dessus, la colorationf suivante deA(G) :

∀ −→uv∈ Fi, j , f (−→uv) = (x, i, j) oùx = fi, j (
−→uv).

Nous allons prouver quef est une arc-coloration orientée deG. Nous commençons par vérifier que

deux arcs consécutifs−→uv et−→vw ont des couleurs différentes. Si−→uv et−→vw appartiennent à deux forêts

différentes, disons−→uv∈Fi, j et−→vw∈Fj,k, alors f (−→uv) = (x, i, j) 6= (y, j,k) = f (−→vw) pour toutx,y puisque

i 6= k. Maintenant, si−→uv,−→vw∈ Fi, j , alors f (−→uv) = ( fi, j(
−→uv), i, j) 6= ( fi, j(

−→vw), i, j) = f (−→vw) puisquefi, j
est une arc-coloration orientée deFi, j . Par conséquent, sif n’est pas une arc-coloration orientée de
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G, il existe quatre arcs−→uv,−→vw,−→xy,−→yz de G avec f (−→uv) = f (−→yz) et f (−→vw) = f (−→xy). Puisque chaque

application fi, j est une arc-coloration orientée, les arcs−→uv,−→vw,−→xy,−→yz n’appartiennent pas à la même

forêt et donc sans perte de généralité−→uv,−→yz∈ Fi, j et−→vw,−→xy∈ Fj,k, i 6= k. Puisque deux forêts de type 1

n’ont aucun sommet en commun, nous pouvons supposer sans perte de généralité queFi, j est de type 2.

Supposons quef (−→uv) = f (−→yz) = ((i, p), i, j) pour p∈ {0,1}. Il en découle queu,y ∈Vi et v,z∈ Vj .

Alors, puisquef (−→vw) = f (−→xy) = (r, j,k) pour unr donné, le sommety appartient soit àVj , soit àVk.

Nous obtenons une contradiction puisquei 6= j 6= k 6= i. Dans le cas oùf (−→uv) = f (−→yz) = (( j, p), i, j)

pour p∈ {0,1}, nous obtenons de la même manière une contradiction. Il est facile de voir que cette

coloration utilise au plus 2k(k−1)−
⌊

k
2

⌋

couleurs. Ceci conclut la preuve. 2

De façon à nous assurer de la pertinence de cette borne sup´erieure, nous construisons dans la suite

des graphes orientés ayant un nombre chromatique acyclique borné et un indice chromatique orienté

grand. Pour ce faire, nous considérons la classe desk-arbres partiels, notésTk.

Nous rappelons tout d’abord queχa(T
k) = k + 1. En effet, une(k + 1)-clique est unk-arbre

et nécessitek+ 1 couleurs pour toute sommet-coloration propre et donck+ 1 couleurs pour toute

sommet-coloration acyclique.

Nous montrons la borne suivante :

Théorème 3.12.χ′o(Tk) = Ω
(

k2

logk

)

.

Sachant queχa(T
k) = k+1, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.13. Il existe des graphes orientés de nombre chromatique acyclique k dont l’indice chro-

matique orient́e estΩ
(

k2

logk

)

.

Preuve du théorème 3.12.Soit h(k) = χ′o(Tk).

Dans la première partie de cette preuve, nous montrons que tout grapheG∈ Tk admet uneh(k)-

arc-coloration orientéef telle que∀ v∈ V(G), |C+
f (v)| ≤ h(k)− h(k− 1). Supposons le contraire :

soit G ∈ Tk tel que pour touteh(k)-arc-coloration orientée deG, il existe un sommetv∗ ∈ V(G) tel

que|C+
f (v∗)| > h(k)−h(k−1). Soit H ∈ Tk−1 tel queχ′o(H) = h(k−1). Nous construisons alors le

grapheG∗ de la figure 3.6 de la manière suivante : à tout sommetv deG, nous associons deux copies

du grapheH, notéesH+
v et H−v , et nous relions tous les sommets deH+

v au sommetv et le sommetv

à tous les sommets deH−v . Le grapheG∗ est unk-arbre partiel et admet donc uneh(k)-arc-coloration

orientée f . Soit v∗ ∈ V(G) le sommet tel que|C+
f (v∗)| = i > h(k)−h(k−1). Lesh(k−1) couleurs

utilisées pour colorier les arcs deH+
v∗ doivent nécessairement être différentes desi couleurs présentes

sur les arcs sortants dev∗, ce qui implique queχ′o(G∗) > h(k) : nous obtenons une contradiction.

Nous montrons maintenant queh(k) = Ω
(

k2

lg k

)

. Notons tout d’abord que Sopena a montré que

χo(Tk)≥ 2k+1−1 [Sop97]. SoitG unk-arbre partiel tel queχo(G)≥ 2k+1−1 et f une arc-coloration

orientée deG telle que∀ v∈V(G), |C+
f (v)| ≤ h(k)−h(k−1). Il est facile de vérifier que la sommet-

colorationg : V(G)→C (où C est un ensemble de couleurs) définie parg(v) = C+
f (v),∀ v ∈ V(G)
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H ∈ Tk−1

v∗

G∈ Tk

H ∈ Tk−1

FIG. 3.6 – Le grapheG∗ de la preuve du théorème 3.12.

est une sommet-coloration orientée deG. De plus, sachant que|C+
f (v)| ≤ h(k)− h(k− 1),∀ v ∈

V(G), nous avons|C| ≤ ∑h(k)−h(k−1)
i=0

(h(k)
i

)

. Nous obtenons alors l’inégalité suivante qui nous permet

de conclure :

h(k)−h(k−1)

∑
i=0

(

h(k)
i

)

≥ χo(G)≥ 2k+1−1

h(k)h(k)−h(k−1) ≥ 2k+1−1

(h(k)−h(k−1)) log h(k)≥ k

h(k) = Ω
(

k2

log k

)

2

Nous ne savons pas pour l’instant si le borne supérieure du théorème 3.9 est atteinte, mais nous

pouvons cependant voir que la borne optimale est de l’ordre de k2 (où k est le nombre chromatique

acyclique).

3.4 Les graphes planaires extérieurs

Dans cette partie, nous nous intéressons à l’indice chromatique orienté des graphes planaires

extérieurs et nous en donnons une caractérisation compl`ete en fonction de la maille.

Rappelons queO désigne la classe des graphes planaires extérieurs et queOg désigne la classe des

graphes planaires extérieurs de maille au moinsg.

Rappelons que dans le chapitre précédent, § 2.1, nous avons étudié le nombre chromatique orienté

des graphes planaires extérieurs de maille donnée. Ces r´esultats nous permettent d’obtenir des bornes
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supérieures pour l’indice chromatique orienté grâce authéorème 3.2. En revanche, nous n’avons au-

cune information nous permettant d’obtenir des bornes inf´erieures. Nous avons regroupé les résultats

connus dans le tableau 3.1.

Maille Borne inférieure Borne supérieure

3 ? χ′o(O)≤ 7

4 ? χ′o(O4)≤ 6

g≥ 5 ? χ′o(Og)≤ 5

TAB . 3.1 – Résultats connus pour l’indice chromatique orient´e des graphes planaires extérieurs de

maille donnée.

Nous améliorons ces bornes en donnant, pour toute maille, la valeur exacte de l’indice chroma-

tique orienté :

Théorème 3.14.

1. χ′o(O3) = 7,

2. χ′o(O4) = 6,

3. χ′o(Og) = 5 pour 5≤ g≤ 9,

4. χ′o(Og) = 4 pour g≥ 10.

Pour prouver les trois premiers points du théorème 3.14 (cas des graphes planaires extérieurs de

maille g = 3, g = 4 et 5≤ g≤ 9), il nous suffit de montrer la borne inférieure, la borne supérieure

étant obtenue à partir des précédents résultats sur lenombre chromatique orienté (voir le tableau 3.1).

En revanche, dans le cas des graphes planaires extérieurs de mailleg≥ 10, nous aurons besoin de

prouver la borne inférieure ainsi que la borne supérieure.

3.4.1 Ŕesultats pŕeliminaires

Pour prouver le théorème 3.14, nous avons besoin de quelques nouvelles définitions et résultats

préliminaires.

Rappelons que les tournoisT4, T5 et T6, que nous avons déjà eu l’occasion de rencontrer, sont

les tournois dessinés sur la figure 3.7. Nous utiliserons ànouveau ces trois tournois pour prouver le

théorème 3.14 dans la section suivante.

La borne supérieure du théorème 3.14.4 va être obtenue en prouvant qu’un contre-exemple à

ce théorème n’existe pas. Pour ce faire, nous montrons quecertaines configurations ne peuvent être

présentes dans l’éventuel contre-exemple, et notammentles sommets de degré un. Pour nous permettre

d’interdire les sommets de degrés un, nous introduisons lanotion debonne T4-arc-coloration. UneT4-

arc-colorationf d’un graphe orientéG estbonnesi :



3.4. Les graphes planaires extérieurs 101

3

1 2

4

(a) Le tournoiT4.

5

1

2

34

(b) Le tournoiT5.

6

2

3

4

1

5

(c) Le tournoiT6.

FIG. 3.7 – Trois tournois cibles.

3−→

s1

4−→

s2

1−→

s3

2−→

s4

34−→

s5

14−→

s6

123−→

s7

234−→

s8

134−→

s9

1234−−→

s10

2←−
s11

1←−
s12

4←−
s13

3←−
s14

12←−
s15

14←−
s16

234←−
s17

123←−
s18

124←−
s19

1234←−−
s20

FIG. 3.8 – AutomateA de la proposition 3.16.

(i) ∀ u∈V(G), C+
f (u) ∈ {{1}, {2}, {3}, {4}, {2,3}, {3,4}},

(ii) ∀ u∈V(G), C−f (u) ∈ {{1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, {2,3}}.

Ainsi, nous obtenons facilement le lemme suivant :

Lemme 3.15. Soient G un graphe orienté, u un sommet de G, et f une bonne T4-arc-coloration de

G. Le graphe H obtenùa partir de G en ajoutant un nouveau sommet v relié au sommet u admet une

bonneT4-arc-coloration.

Preuve. L’arc-coloration f est unebonne T4-arc-coloration partielle deH. Supposons que−→uv∈ A(G)

(resp.−→vu∈ A(G)). PuisqueC−f (u) ∈ {{1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, {2,3}} (resp.C+
f (u) ∈ {{1}, {2},

{3}, {4}, {2,3}, {3,4}}), il existe un successeur (resp. prédécesseur) dansT4 qui peut être utilisé pour

étendref à une bonneT4-arc-coloration deH. 2

Nous montrons maintenant le résultat suivant :

Proposition 3.16. Soit P= (v0,v1, . . . ,v9,v10) une 10-châıne telle que d(vi) = 2 pour1≤ i ≤ 9. Alors,

toute bonne T4-arc-coloration de P′= P\{v2, . . . ,v8} peutêtreétenduèa une bonne T4-arc-coloration

de P.

Preuve. Soit f ′ une bonneT4-arc-coloration deP′. Soit f ′(v9v10) = c. Nous décoloronsf ′(v9v10) et

prouvons dans la suite qu’il existe une bonneT4-arc-colorationf deP étendantf ′ telle quef (v9v10) =
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c. Nous étendronsf ′ à P de v1v2 versv9v10 et nous raisonnerons en terme de couleurs accessibles.

(i.e. pour touti, nous considérerons l’ensemble des couleurs que nous sommes capable d’obtenir sur

vivi+1). Par exemple, si l’ensemble des couleurs accessibles devivi+1 estS= {c1, . . . ,cn}, cela signifie

qu’il existe n bonnesT4-arc-coloration f1, . . . , fn de P\ {vi+1vi+2, . . . ,v9v10} étendantf ′ telles que

f j(vivi+1) = c j pour 1≤ j ≤ n. Par conséquent, montrer que l’ensemble des couleurs accessibles de

v9v10 est{1,2,3,4} signifie qu’il existe une bonneT4-arc-colorationf deP avec f (v9v10) = c, ce qui

conclura la preuve.

Nous associons à tout arc deP un état, qui est défini par son orientation (de gauche à droite

si −−−→vivi+1 ∈ A(G) et de droite à gauche sinon) et son ensemble de couleurs accessibles. Une étude

cas par cas deT4 nous a permis de déterminer vingt états possibles pour un arc deP. Considérons

l’automate de la figure 3.8. Ses vingt états sont les vingt états possibles d’un arc deP. La première

ligne correspond aux arcs orientés de gauche à droite alors que la deuxième ligne correspond aux arcs

orientés de la droite vers la gauche. Chaque état de la première ligne (resp. de la deuxième ligne)

sera appelé un1-état (resp. un2-état). Deux transitions partent de chaque état, une vers un 1-état

et une vers un 2-état. Ces transitions sont respectivementappelées1-transition et 2-transition. Les

quatre premiers états de chaque ligne (i.e. les étatss1,s2,s3,s4,s11,s12,s13,s14) correspondent aux huit

états possibles dev0v1 (i.e. une couleur et une orientation). Alors, connaissant l’état d’un arcvivi+1

et l’orientation de l’arc suivantvi+1vi+2, nous sommes capable de déterminer l’état devi+1vi+2 en

suivant soit la 1-transition si−−−−−→vi+1vi+2 ∈ A(P), soit la 2-transition si−−−−−→vi+2vi+1 ∈ A(P). Clairement, l’état

de l’arcv9v10 sera soit l’états10 soit l’états20, ce qui conclut la preuve. 2

Nous obtenons également, grâce à une vérification faitepar ordinateur, un résultat similaire :

Proposition 3.17. Soit P= (v0,v1, . . . ,v9) une 9-châıne constitúee de 2-sommets (d(vi) = 2 pour1≤
i ≤ 8). Alors, toute bonne T4-arc-coloration f de P′ = P\{v2, . . . ,v7} telle que C−f (v0)∩C+

f (v9) 6= /0
ou C+

f (v0)∩C−f (v9) 6= /0 peutêtreétenduèa une bonne T4-arc-coloration de P.

3.4.2 Preuve du th́eorème 3.14

Dans cette section, nous prouvons les quatre points du théorème 3.14.

Preuve du théorème 3.14(1).Dans [Sop97], Sopena a montré queχo(O3) ≤ 7, ce qui implique

d’après le théorème 3.2 queχ′o(O3)≤ 7.

Nous allons maintenant montrer queχ′o(O3) ≥ 7 en prouvant que le graphe planaire extérieurG

de la figure 3.9 est tel queχ′o(G) = 7. Supposons au contraire qu’il existe une arc-coloration orientée

f deG utilisant au plus six couleurs (disons 1,2,3,4,5,6). Nécessairement, les couleurs des arcs−−→u1u2,
−−→u2u3,−−→u3u4,−−→u4u5,−−→u5u6 et−−→u6u1 doivent être différentes puisque toute paire de ces arcs appartient à un 2-

ou 3-chemin dansG. Nous pouvons supposer sans perte de généralité quef (−−→uiu j) = i (comme marqué

sur la figure 3.9). Les couleurs présentes sur ces six arcs interdisent pour chacun des arcs non encore

coloriés trois ou quatre couleurs. Les ensembles de couleurs disponiblespour chacun de ces arcs sont

donnés sur la figure 3.9.
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2

34

5

6 1

u3
u4

u5

u9u10

1,
5

2,4

1,3

1,2,4

1,2,5 2,
3

3,5

2,6

3,4,6 1,3,4

1,6

2,
5,

6

3,
5,

6

4,
6

4,5

u12 u1 u7

u8u11 u6 u2

FIG. 3.9 – Un graphe planaire extérieur avec un indice chromatique orienté 7.

Supposons premièrement que nous avonsf (−−→u6u2) = 6 et f (−−→u2u4) = 3. Ceci implique que

f (−−−→u11u6) = 5 et f (−−−→u4u10) = 4 et doncf (−−−→u10u5) = 1 et f (−−−→u5u11) = 2 puisque nous avons déjà 1→ 2

avec les arcs−−→u1u2 et−−→u2u3. Par conséquent, puisque nous avons 2→ 5 avec les arcs−−−→u5u11 et−−−→u11u6 (resp.

4→ 1 avec les arcs−−−→u4u10 et−−−→u10u5), nous avons nécessairementf (−−→u7u2) = 1 (resp.f (−−→u2u8) = 2). Fina-

lement, ceci implique quef (−−→u1u7) = 4 et f (−−→u8u3) = 5 et il ne reste plus aucune couleur de disponible

pour colorier l’arc−−→u4u6.

Supposons maintenant que nous avonsf (−−→u6u2) = 1 et f (−−→u4u6) = 4. Ceci implique quef (−−→u2u8) = 2

et f (−−→u9u4) = 3 et doncf (−−→u8u3) = 5 et f (−−→u3u9) = 6 puisque nous avons déjà 5→ 6 avec les arcs−−→u5u6

et−−→u6u1. Par conséquent, puisque nous avons 6→ 3 avec les arcs−−→u3u9 et−−→u9u4 (resp. 2→ 5 avec les

arcs−−→u2u8 et−−→u8u3), nous avons nécessairementf (−−−→u4u10) = 4 (resp. f (−−−→u6u12) = 6). Finalement, ceci

implique que f (−−−→u10u5) = 2 et f (−−−→u12u1) = 3 et il ne reste plus aucune couleur de disponible pour

colorier l’arc−−→u2u4.

Finalement, supposons que nous avonsf (−−→u2u4) = 2 et f (−−→u4u6) = 5. Ceci implique quef (−−→u7u2) = 1

et f (−−−→u6u12) = 6 et doncf (−−−→u12u1) = 3 et f (−−→u1u7) = 4 puisque nous avons déjà 3→ 4 avec les arcs−−→u3u4

et −−→u4u5. Par conséquent, puisque nous avons 6→ 3 avec les arcs−−−→u6u12 et −−−→u12u1 (resp. 4→ 1 avec

les arcs−−→u1u7 et−−→u7u2), nous avons nécessairementf (−−−→u11u6) = 5 (resp.f (−−→u9u4) = 3). Finalement, ceci

implique quef (−−−→u5u11) = 1 et f (−−→u3u9) = 6 et il ne reste plus aucune couleur disponible pour−−→u6u2.

Les couleurs des arcs−−→u2u4,−−→u4u6 et−−→u6u2 sont donc respectivement soit 3,5,1, soit 2,4,6.

Supposons premièrement que nous avonsf (−−→u2u4) = 3, f (−−→u4u6) = 5 et f (−−→u6u2) = 1. Ceci implique

f (−−→u9u4) = 3 et f (−−−→u11u6) = 5. Alors, nous avons nécessairementf (−−→u3u9) = 6 et f (−−−→u5u11) = 2. Finale-

ment, ceci implique quef (−−−→u4u10) = 4, et il ne reste plus aucune couleur disponible pour l’arc−−−→u10u5.

Maintenant, supposons que nous avonsf (−−→u2u4) = 2, f (−−→u4u6) = 4 et f (−−→u6u2) = 6. Ceci implique

que f (−−−→u4u10) = 4 et f (−−→u2u8) = 2. Alors, nous avons nécessairementf (−−−→u10u5) = 1 et f (−−→u8u3) = 5.

Finalement, ceci implique quef (−−→u9u4) = 3, et il ne reste plus aucune couleur de disponible pour l’arc
−−→u3u9.
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FIG. 3.10 – Un graphe planaire extérieur de maille 4 et d’indicechromatique orienté 6.

Ainsi, il n’existe pas de tournoiT à six sommets tels queG estT-arc-coloriable, ce qui conclut la

preuve. 2

Preuve du théorème 3.14(2).D’après le théorème 2.1(1),χo(O4) ≤ 6, ce qui implique d’après le

théorème 3.2 queχ′o(O4) ≤ 6. Il nous suffit donc de montrer queχ′o(O4) ≥ 6, et pour ce faire, nous

montrons que le graphe planaire extérieurG de la figure 3.10(a) est tel queχ′o(G) = 6.

Supposons au contraire qu’il existe une arc-coloration orientée f utilisant au plus cinq couleurs

(disons 1,2,3,4,5). Nécessairement, les couleurs des arcs−→uv,−→vw,−→wx,−→xy et−→yudoivent être différentes.

Supposons sans perte de généralité que nous avonsf (−→uv) = 1, f (−→vw) = 2, f (−→wx) = 3, f (−→xy) = 4 et

f (−→yu) = 5.

Nous montrons dans un premier temps que sif existe, alorsf est obligatoirement uneT5-arc-

coloration (T5 est le tournoi de la figure 3.7(b)). Supposons au contraire que f est uneT ′5-arc-coloration

de G, avecT ′5 6∼= T5. Nous pouvons alors supposer sans perte de généralité que Γ+
T ′5

(1) = {2}, ce
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z′

y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 y9 y10

z

FIG. 3.11 – La configurationH de la preuve du théorème 3.14(3).

qui implique queΓ−T ′5(1) = {3,4,5}. Ceci implique successivement quef (−→vv2) = 2, f (−−→w1w) = 5,

f (−−→ww2) = 3, f (−→x1x) = 2, f (−→xx2) = 4, f (−→y1y) = 2, f (−→v1v) = 1 et f (−→uu2) = 3. Alors, la seule couleur

disponible pour−→u1u et−→yy2 est la couleur 5, ce qui est une contradiction.

La colorationf est donc uneT5-arc-coloration deG. (Notons que puisque le tournoiT5 est sommet-

transitif, nous pouvons encore supposer sans perte de gén´eralité quef (−→uv) = 1, f (−→vw) = 2, f (−→wx) = 3,

f (−→xy) = 4 et f (−→yu) = 5.)

Observons maintenant que nous pouvons poser soitf (−→uu2) = 1, soit f (−→uu2) = 2. Dans chacun des

cas, la couleur def (−→uu2) oblige les couleurs de tous les arcs deG à l’exception de cinq arcs (voir la

figure 3.10(b) pour le casf (−→uu2) = 1 et la figure 3.10(c) pour le casf (−→uu2) = 2).

Pour compléter laT5-arc-colorationf , nous avons donc besoin d’un 3-chemin dansT5 reliant le

sommet 1 au sommet 3 (sif (−→uu2) = 1) ou reliant le sommet 3 au sommet 5 (sif (−→uu2) = 2). De tels

3-chemins n’existent pas dansT5, ce qui nous conduit à une contradiction. 2

Preuve du théorème 3.14(3).D’après le théorème 2.1(2),χo(Og) ≤ 5 pourg≥ 5, ce qui implique

d’après le théorème 3.2 queχ′o(Og)≤ 5 pour 5≤ g≤ 9.

Nous allons maintenant montrer queχo(Og)≥ 5 pour 5≤ g≤ 9 en construisant un graphe planaire

extérieurG de maille 9 tel queχ′o(G) = 5.

Considérons tout d’abord la configurationH faite d’une 9-chaı̂ne alternée et de quatre 9-circuits

arrangés comme sur la figure 3.11. Notons tout d’abord que letournoiT4 (figure 3.7(a)) contient seule-

ment deux 3-circuits, à savoir[1,2,4,1] et [1,3,4,1]. Ainsi, touteT4-arc-coloration d’un 9-circuit est

de la forme[1,x,4,1,x,4,1,x,4,1] avecx∈ {2,3}. Soith uneT4-arc-coloration deH avech(−−→y1y2) = 1.

Nous avons alors nécessairementh(−→y2z) ∈ {2,3} et, par l’observation précédente,h(
−→
z′y3) = 4, ce qui

impliqueh(−−→y3y2) = h(−−→y3y4) = 1. En répétant cet argument pour les quatre 9-circuits deH, nous obte-

nons queh(−−→y9y10) = 1.

Considérons maintenant le graphe orientéG obtenu à partir du 10-circuitC10 = [x0,x1, . . . ,x9,x0]

en associant à tout arc deC10 une copie deH de telle sorte que le sommety1 est identifié avec le

sommetxi et le sommety10 est identifié avec le sommetxi−1 (les indices sont pris modulo 10) pour

0≤ i ≤ 9. Le grapheG ainsi obtenu est clairement un graphe planaire extérieur de maille 9. SiT

est un tournoi à quatre sommets tel queG admet uneT-arc-coloration, alorsT doit contenir un 4-

circuit puisqueG contient un 10-circuit (i.e.un circuit dont la longeur n’est pas multiple de trois). Par
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conséquent,T ∼= T4.

Soit f une T4-arc-coloration deG. La couleur 4 est clairement utilisée sur un des arcs du 10-

circuit C10, disons f (−−→x0x1) = 4. Considérons alors la copie deH collée à l’arc−−→x0x1 : nous avons

nécessairementf (−−→x1y2) = 1 et doncf (−−→y9x0) = 1 par la remarque précédente. Nous aboutissons à une

contradiction.

Ainsi, le grapheG n’admet pas deT4-arc-coloration et nous avons doncχ′o(G) = 5. 2

Preuve du théorème 3.14(4).Nous montrons dans un premier temps queχ′o(Og) ≤ 4 pour tout

g≥ 10. Notons qu’il est suffisant que considérer le casg = 10. Plus précisément, nous prouvons que

tout graphe planaire extérieur de maille au moins 10 admet unebonne T4-arc-coloration (oùT4 est le

tournoi de la figure 3.7(a)).

Soit H un contre-exemple minimal (en terme d’inclusion comme sous-graphe) planaire extérieur

de maille 10 n’admettant pas de bonneT4-arc-coloration. D’après le lemme 3.15, par minimalité de

H, ce dernier ne contient pas de 1-sommet. Nous montrons queH ne contient pas de face de taille

l ≥ 10 avecl −2 2-sommets consécutifs.

Supposons maintenant queH contienne une faceF de taillel ≥ 10 avecl−2 2-sommets consécutifs.

Nous considérons deux cas :

1. l = 10.

Soit F = (u,v1,v2, . . . ,v8,w,u). Par minimalité deH, le grapheH ′ = H \ {v2, . . . ,v7} admet

une bonneT4-arc-coloration f . De plus, puisque−→uw∈ A(H) ou −→wu∈ A(H), nous avons soit

C−f (u)∩C+
f (w) 6= /0, soitC+

f (u)∩C−f (w) 6= /0. D’après la proposition 3.17,f peut-être étendue

àH.

2. l > 10.

La faceF contient un chaı̂ne(u1,u2, . . . ,u9) de 2-sommets. Par minimalité deH, le graphe

H ′ = H \{u2, . . . ,u8} admet une bonneT4-arc-colorationf . Par la proposition 3.16,f peut être

étendue àH.

Nous obtenons donc une contradiction grâce à la proposition 2.5.

Nous prouvons finalement que pour toute mailleg≥ 3, il existe des graphes planaires extérieurs

de mailleg ayant un indice chromatique orienté au moins 4. Observons premièrement que toute arc-

coloration orientée d’unp-circuit avecp 6≡ 0 (mod 3) doit utiliser au moins quatre couleurs. Ainsi,

le grapheGg obtenu à partir de deux circuits partageant un arc, le premier de tailleg, l’autre de taille

p, p≡ 1 ou 2 (mod 3), p≥ g, possède la propriété désirée.

Ceci conclut la preuve. 2

Nous venons de caractériser, pour tout entierg ≥ 3, l’indice chromatique orienté des graphes

planaires extérieurs de mailleg. De la même manière que nous nous sommes posé la question pour le

nombre chromatique orienté (voir chapitre 2, § 2.2), il serait maintenant intéressant de se demander

quel est le comportement de l’indice chromatique orienté des 2-arbres partiels (rappelons que la classe
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des graphes planaires extérieurs est une sous-classe des 2-arbres partiels). Pour l’instant, la question

reste ouverte.

3.5 Les graphes planaires

Dans la partie précédente, nous nous sommes intéressé `a l’indice chromatique orienté des graphes

planaires extérieurs de maille donnée. Dans cette partie, nous considérons les graphes planaires. En

particulier, nous donnons une borne supérieure ainsi qu’une borne inférieure de l’indice chromatique

orienté dans le cas général. Dans le cas particulier des graphes planaires de maille au moins 46, nous

donnons la valeur exacte de l’indice chromatique orienté.

Rappelons queP désigne la classe des graphes planaires et quePg désigne la classe des graphes

planaires de maille au moinsg.

3.5.1 Ŕesultats ǵenéraux

Rappelons que Raspaud et Sopena [RS94] ont montré queχo(P)≤ 80 (voir corollaire 2.11). Cette

borne supérieure est également valide pour l’indice chromatique orienté d’après le théorème 3.2 :

χ′o(P)≤ 80. Concernant la borne inférieure, Marshall [Mar06] a montré queχo(P)≥ 17.

Le théorème 3.9, ainsi que le théorème 1.7 de Borodin montrant que tout graphe planaire admet

une 5-sommet-coloration acyclique, nous permettent d’obtenir une borne supérieure pour l’indice

chromatique orienté des graphes planaires :

Théorème 3.18.χ′o(P)≤ 38.

Nous nous sommes également intéressé à la borne inférieure de l’indice chromatique orienté. Nous

obtenons la valeur suivante :

Théorème 3.19.χ′o(P)≥ 10.

Nous avons tout d’abord besoin de quelques résultats préliminaires pour prouver ce théorème.

Rappelons que nous avons prouvé que le graphe planaire ext´erieurO de la figure 3.9 a un indice

chromatique orienté 7 (voir la preuve du théorème 3.14(1)).

Soit H le graphe planaire obtenu à partir de deux copies du grapheO, à savoirO1 et O2, un

nouveau sommetx et en ajoutant tous les arcs reliant les sommets deO1 au sommetx et tous les arcs

reliant le sommetx aux sommets deO2 (voir la figure 3.12). Dans la suite, le sommetx sera appelé

le sommet śeparant de H. Nous notonsA−(H) (resp.A+(H)) l’ensemble des arcs entrants (resp. des

arcs sortants) du sommet séparant deH.

Lemme 3.20. Toute9-arc-coloration orient́ee de H utilise sept couleurs pour colorier les arcs de

A(O1), les sept m̂emes couleurs pour colorier les arcs de A(O2), une huitìeme couleur pour colorier

les arcs de A−(H) et une neuvìeme couleur pour colorier les arcs de A+(H).
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x
O1 O2

FIG. 3.12 – Le graphe planaireH du

lemme 3.20.

O′2

O”1 O”2

O′1

x′

x”

FIG. 3.13 – Le graphe planaireH∗ du

théorème 3.19.

Preuve. Supposons que nous utilisons plus de sept couleurs pour colorier les arcs deA(O1) ; alors, il

ne reste plus aucune couleur disponible pour colorier les arcs deA+(H). Nous devons par conséquent

utiliser seulement sept couleurs, disons sans perte de généralité 1,2, . . . ,7, pour colorier les arcs de

A(O1). La seule manière de colorier les arcs restants deH est alors de colorier les arcs deA−(H) avec

la couleur 8, les arcs deA+(H) avec la couleur 9, et les arcs deA(O2) avec les sept couleurs 1,2, . . . ,7.

2

Preuve du théorème 3.19.Soit H∗ le graphe obtenu en prenant deux copies du grapheH, à savoir

H ′ et H ′′, et en ajoutant un arc reliant le sommet séparant deH ′ au sommet séparant deH ′′ (voir la

figure 3.13). Le sommet séparantH ′ (resp.H ′′) est notéx′ (resp.x′′).

Nous montrons queχ′o(H∗) ≥ 10. Nous supposons queH∗ admet une 9-arc-coloration orientée.

D’après le lemme 3.20, nous pouvons supposer sans perte de généralité queA(O′1) et A(O′2) utilisent

les couleurs 1,2, . . . ,7, A−(H ′) utilise la couleur 8 etA+(H ′) utilise la couleur 9. La seule couleur dis-

ponible pour l’arc
−−→
x′x′′ est la couleur 9. Maintenant, les couleurs 8 et 9 sont clairement interdites pour

A+(H ′′) et, d’après le lemme 3.20, nous pouvons supposer sans pertede généralité que tous les arcs

deA+(H ′′) sont coloriés avec la couleur 1 ; doncA(O′′2) utilise les sept couleurs 2,3, . . . ,8. Notons que

le grapheO ne contient ni source, ni puits. Par conséquent, il existe une couleurc∈ {2,3, . . . ,6} telle

que deux arcs consécutifs dansO′1 sont respectivement coloriés avecc et 1. Maintenant, la couleurc

est clairement utilisée par un des arcs deA(O′′2), ce qui implique queH∗ contient deux arcs consécutifs

respectivement coloriés 1 etc : nous obtenons une contradiction. Par conséquent,χ′o(H∗)≥ 10 et donc

χ′o(P)≥ 10.

Notons que nous ne pouvons pas obtenir une meilleure borne inférieure puisqueχ′o(H∗) = 10. En

effet, nous pouvons colorierA(O′1), A(O′2), A(O′′2) et A(O′′2) avec les couleurs 1,2, . . . , 7, A−(H ′) et

A−(H ′′) avec la couleur 8,A+(H ′) etA+(H ′′) avec la couleur 9, et
−−→
x′x′′ avec la couleur 10. 2

De même que pour le nombre chromatique orienté, l’écart qui existe actuellement entre la borne

supérieure et la borne inférieure de l’indice chromatique orienté des graphes planaires est relative-

ment grand. Si nous voulons réduire cet écart, il semble qu’il soit plus simple “d’attaquer” la borne

inférieure (i.e. construire un graphe planaireG tel queχ′o(G) > 10).
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3.5.2 Les graphes planaires de grande maille

Rappelons que Nešetřil, Raspaud et Sopena [NRS97] ont montré que pour tout entierg ≥ 3,

χo(Pg)≥ 5.

Nous montrons que dans le cas de l’indice chromatique orienté, cette borne peut être ramenée à 4

à partir d’une maille donnée.

Rappelons également queT4 est le tournoi de la figure 3.7(a) et qu’unebonne T4-arc-colorationf

(définie dans § 3.4.1) d’un graphe orientéG est telle que :

(i) ∀ u∈V(G), C+
f (u) ∈ {{1}, {2}, {3}, {4}, {2,3}, {3,4}},

(ii) ∀ u∈V(G), C−f (u) ∈ {{1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, {2,3}}.

Théorème 3.21.χ′o(Pg) = 4 pour tout g≥ 46.

Preuve. Nous allons montrer que tout graphe planaire de mailleg≥ 46 admet unebonne T4-arc-

coloration. Considérons un contre-exemple minimalH (en terme de nombre de sommets et nombre

d’arcs, i.e. |V(G)|+ |A(G)|) à ce résultat. D’après le lemme 3.15, par minimalité deH, ce dernier

ne contient pas de 1-sommet. Nous montrons queH ne contient pas de 10-chaı̂ne constituée de 2-

sommets.

Supposons maintenant queH contienne une 10-chaı̂ne[u,v1,v2, . . . ,v9,w] constituée de 2-sommets

(d(vi) = 2 pour touti ∈ [1,9]) et soitH ′ = H \ {v2,v3, . . . ,v8}. Par minimalité deH, H ′ admet une

bonneT4-arc-coloration f . La proposition 3.16 assure quef peut être étendue à une bonneT4-arc-

coloration deH.

Dans [NRS97], les auteurs ont montré que tout graphe planaire G de mailleg≥ 5d+ 1 contient

soit un 1-sommet, soit une(d+ 1)-chaı̂ne de 2-sommets. Nous obtenons donc une contradiction, ce

qui permet de conclure la preuve. 2

Nous pouvons construire, pour toute mailleg≥ 3, des graphes planaires nécessitant quatre couleurs

pour toute arc-coloration orientée (voir le théorème 3.14(4)). Nous avons alors tenter de déterminer la

valeur de la maille à partir de laquelle tout graphe planaire admet une 4-arc-coloration orientée : nous

avons montré que tout graphe planaire de maille au moins 46 admet une 4-arc-coloration orientée.

Cependant, cette valeur n’est certainement pas optimale etil serait donc intéressant de la réduire.

3.6 Les graphes de degŕe borné

Dans cette partie, nous exhibons une borne supérieure de l’indice chromatique orienté d’un graphe

orientéG en fonction de son degré maximum∆(G). Dans un premier temps, nous donnons une borne

de l’indice chromatique orienté dans le cas général, avant de nous intéresser au cas particulier des

graphes de degré au plus trois.

Rappelons queDk désigne la classe des graphes de degré au plusk.
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3.6.1 Bornes ǵenérales

Kostochka, Sopena et Zhu [KSZ97] ont prouvé que tout grapheorientéG ayant un degré maxi-

mum∆ a un nombre chromatique orienté d’au plus 2∆22∆ en utilisant des arguments probabilistes. Par

conséquent, pour un tel grapheG, nous avonsχ′o(G)≤ 2∆22∆ d’après le théorème 3.2. Dans [AMR91],

Alon, McDiarmid et Reed ont prouvé que tout graphe ayant un degré maximum∆ a un nombre chro-

matique acyclique d’au plusO(∆4/3). En utilisant le théorème 3.9, nous obtenons donc la meilleure

borne supérieure deO(∆8/3) pour l’indice chromatique orienté des graphes orientés de degré maxi-

mum∆.

Nous améliorons cette dernière borne et montrons le résultat suivant :

Théorème 3.22.χ′o(D∆)≤ 2
(⌊

∆2

2

⌋

+ ∆
)

.

Preuve. SoientG un graphe orienté etG∗ le graphe non orienté défini parV(G∗) = V(G) et uv∈
E(G∗) si et seulement si−→uv ∈ A(G), ou si−→vu ∈ A(G), ou encore si il existe un sommett tel que
−→ut ,−→tv ∈ A(G). Dans [GSR05], Gonçalves, Shalu et Raspaud ont prouvé qu’un tel grapheG∗ est
(⌊

∆2

2

⌋

+ ∆
)

-dégénéré. Soith une sommet-coloration propre utilisant au plus
⌊

∆2

2

⌋

+ ∆ + 1 couleurs

de
{

0, . . . ,
⌊

∆2

2

⌋

+ ∆
}

d’après le théorème de Halin.

Maintenant, soitf : A(G)→
{

1, . . . ,
⌊

∆2

2

⌋

+ ∆
}

×{0,1} définie parf (−→uv) = (h(v),0) si h(u) <

h(v) et f (−→uv) = (h(u),1) si h(u) > h(v). Nous montrons quef est une arc-coloration orientée deG.

Supposons premièrement que−→uv et−→vw sont deux arcs consécutifs deG tels quef (−→uv) = f (−→vw) =

(α, i). Si i = 0 (resp.i = 1) alorsh(v) = h(w) (resp.h(u) = h(v)), ce qui nous conduit à une contra-

diction puisquevw∈ E(G∗) (resp.uv∈ E(G∗)).

Supposons maintenant qu’il existe quatre arcs−→uv,−→vw,−→xy, et−→yz de G tels que f (−→uv) = f (−→yz) =

(α, i) et f (−→vw) = f (−→xy) = (β, j). Si i = j = 0, nous obtenonsα = h(v) = h(z) et h(v) < h(w) d’une

part,β = h(y) = h(w) et h(w) = h(y) < h(z) = h(v) d’autre part, ce qui est une contradiction. Le cas

i = j = 1 nous conduit de façon similaire à une contradiction. Supposons maintenant quei 6= j et sans

perte de généralité quei = 0 et j = 1. Alors nous avonsα = h(v) = h(z) d’une part etβ = h(v) = h(x)

d’autre part. Donc,h(x) = h(z), ce qui est une contradiction puisquexz∈ E(G∗).

Par conséquent,f est une arc-coloration orientée deG qui utilise au plus 2
(⌊

∆2

2

⌋

+ ∆
)

couleurs.

2

Concernant la borne inférieure, nous pouvons construire une famille infinie de graphes orientés

avec un degré maximum∆ et un indice chromatique orienté 2∆−1.

Théorème 3.23.χ′o(D∆)≥ 2∆−1.

Preuve. Soitn= 2∆−1 et considérons le graphe orienté bipartiBn,n défini parV(Bn,n)= {x0, . . . ,xn−1,

y0, . . . ,yn−1}, −→xiyi ∈ A(Bn,n) pour tout 0≤ i < n et−→yixk ∈ A(Bn,n) pour tout 0≤ i < n, 1≤ j < ∆ et
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s′1

sn

s3

s′2

s′n

s1

t1

s′4

s4

s′3

s2

(a) Un cycle spécial contenant un seul

sommet transitif.

s3

s′3

sn

s′2s′1

s′n

s1

s2

t1

t2

s4

(b) Un cycle spécial contenant deux

sommets transitifs.

FIG. 3.14 – Exemples de cycles spéciaux.

k = i + j (modn). Le grapheBn,n est∆-régulier et toute paire d’arcs de{−→xiyi ,0≤ i < n} appartient à

un 3-chemin : les arcs de{−→xiyi,0≤ i < n} nécessitent donc des couleurs distinctes. 2

L’écart qui existe actuellement entre la borne inférieure et la borne supérieure est relativement

grand et semble difficile à réduire.

3.6.2 Les graphes de degré au plus trois

Dans [SV96], Sopena et Vignal ont montré que tout graphe de degré au plus trois admet une 11-

sommet-coloration orientée et donc, d’après le théorème 3.2, une 11-arc-coloration orientée. Nous

pouvons également obtenir la même borne grâce au théor`eme 3.22. Nous améliorons cette borne.

Théorème 3.24.χ′o(D3)≤ 7.

Nous pouvons également noter que Sopena [Sop97] a conjecturé que tout graphe connexe de degré

au plus trois admet une 7-sommet coloration orientée.

Pour prouver le théorème 3.24, nous avons besoin de nouvelles définitions, et de quelques résultats

préliminaires.

SoitG un graphe orienté de degré au plus trois et soitC un cycle deG (C est un sous-graphe deG).

Un sommetu deC est unsommet transitif de Csi d+
C (u) = d−C (u) = 1 (par conséquent 2≤ dG(u)≤ 3) ;

en d’autres termes, un sommetu deC est un sommet transitif deC si les deux arcs deC incidents àu

sont consécutifs.

Un cycleC deG est ditsṕecial si et seulement si :

(i) chaque sommet non transitifs deC est un 2-source ou un 2-puits dansG ;

(ii) C contient exactement un sommet transitif, ou exactement deux sommets transitifs, et dans ce

dernier cas, les deux sommets transitifs possèdent la même orientation sur le cercleC.
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s3

s1

s′1

s′3

s′n

s4

s′4

sn

t1

s2

s′2

sn
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s′1

s2

s3
t2

s′2s4

s′3

t1
s′n s′1

s1

t2

s4
s′3
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s′2
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s′n
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FIG. 3.15 – Exemples de graphes possédant un cycle spécial.

La figure 3.14 nous donne deux exemples de cycles spéciaux ; le premier possède exactement

un sommet transitif, tandis que le deuxième possède deux sommets transitifs. Dans le deuxième,

comme nous l’avons précisé ci-dessus, les deux sommets transitifs ont la même orientation autour du

cycle. Les sommetssi , s′j et tk représentent respectivement les sommets puits, les sommets sources,

et les sommets transitifs des deux cycles spéciaux. Notonségalement que les sommets transitifs sont

de degré deux ou trois, et par conséquent un arc en pointillés sur la figure 3.14 représente un arc

possiblement présent.

Remarque.Chaque 2-source (resp. 2-puits) d’un cycle spécialC est nécessairement adjacent à un 2-

puits (resp. 2-source). Ceci découle directement du fait queC ne contient pas deux sommets transitifs

orientés dans des directions opposées.

Dans la suite de cette partie, nous noteronsSPG(C) l’ensemble des 2-sources et 2-puits du cycleC

dansG.

Remarque 3.25.Nous pouvons noter qu’un cycle spécial ne peut être connecté au reste du graphe

que via ses sommets transitifs (voir la figure 3.15 pour un exemple).

La remarque suivante sera utilisée fréquemment dans la suite :

Remarque 3.26.Soit G un graphe orienté sans cycles spéciaux. SoitA⊆ A(G). Si le grapheG′ =

G\A contient un cycle spécialC, alors au moins un des sommets incidents àA est un 2-source ou un

2-puits dansG′ et appartient àV(C), puisque dans le cas contraireC aurait été un cycle spécial dans

G.

Soit QR7 le tournoi de la figure 3.16 que nous avons déjà rencontré dans le chapitre précédent,

§ 2.4.3. UneQR7-arc-colorationf d’un graphe orienté de degré au plus troisG estbonnesi :
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6

0

1

2

34

5

FIG. 3.16 – La grapheQR7.

(i) pour tout 2-sourceu, |C+
f (u)|= 1 ;

(ii) pour tout 2-puitsv, |C−f (v)|= 1.

Il est alors clair qu’une bonneQR7-arc-colorationf d’un graphe orienté de degré au plus troisG

sera telle que pour tout 2-sommetv deG, |C+
f (v)| ≤ 1 et |C−f (v)| ≤ 1.

Nous utiliserons fréquemment la proposition suivante :

Proposition 3.27. Soit G un graphe orienté admettant une bonne QR7-arc-coloration. Alors G−1 (le

graphe inverse de G) admet une bonne QR7-arc-coloration.

Preuve. Soit f une bonneQR7-arc-coloration deG. Considérons la colorationf ′ : V(QR7)→A(G−1)

définie parf ′(−→uv) = 6− f (−→vu).

Il est facile de voir que pour tout arc−→uv∈ A(QR7), nous avons−→xy ∈ A(QR7) pour x = 6− v et

y = 6−u. De plus, les deux arcs incidents à un 2-source (ou un 2-puits) prendront la même couleur

par f ′ puisqu’ils prennent la même parf . 2

Nous prouvons dans un premier temps le théorème suivant :

Théorème 3.28.Tout graphe orient́e de degŕe au plus trois ne contenant pas de cycle spécial admet

une bonne QR7-arc-coloration.

Nous définissons un ordre partiel≺ sur l’ensemble des graphes. Soitn2(G) le nombre de≥2-

sommets deG. Pour toute paire de graphesG1 et G2, G1 ≺ G2 si et seulement si au moins une des

conditions suivantes est vérifiée :

(i) G1 est un sous-graphe propre deG2 ;

(ii) n2(G1) < n2(G2).

Nous pouvons noter que cet ordre partiel est bien défini, carsi G1 est un sous-graphe propre de

G2, alorsn2(G1) ≤ n2(G2). Cet ordre partiel≺ est donc une extension linéaire partielle de l’ordre

défini par le relation “être sous sous-graphe”.
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Dans le chapitre précédent, § 2.4.3, nous avons défini lespropriétésPn,k ; nous redonnons ici leurs

définitions.

Un vecteur d’orientationde taillen est unn-upletα = (α1,α2, . . . ,αn) ∈ {0,1}n.

SoitGun graphe orienté et soitU = (u1,u2, . . . ,un) une séquence de sommets deux à deux distincts

deG. Pour un vecteur d’orientationα, un sommetv deG est appeléα-successeurdeU si pour touti,

1≤ i ≤ n,−→vui est un arc deG si αi = 0,−→uiv est un arc deG sinon.

Nous disons qu’un graphe orientéG satisfait la propriétéPn,k si pour toute séquenceU àn sommets

deux à deux distincts deG et tout vecteur d’orientationα de taillen, il existe au moinsk sommets

dansG étant desα-successeurs deU .

D’après [BKN+99], le tournoiQR7 possède les propriétésP1,3 et P2,1. Ces deux propriétés vont

être fréquemment utilisées dans les preuves qui suivent.

3.6.2.1 Preuve du th́eorème 3.28

Jusqu’à la fin de cette sous-section, nous considérons un contre-exemple du théorème 3.28, noté

H, qui est minimal suivant l’ordre≺ précédemment défini.

Nous allons montrer grâce aux lemmes qui suivent que le contre-exemple minimalH ne contient

pas certaines configurations. Dans toutes les preuves qui suivent, nous procédons de manière similaire.

Nous supposons queH contient une configuration donnée, puis nous considéronsune réductionH ′

de H ne contenant pas de cycle spécial telle queH ′ ≺ H. Par minimalité deH, il existe une bonne

QR7-arc-colorationf deH ′. Cette colorationf est une bonneQR7-arc-coloration partielle deH (i.e.

une arc-coloration d’un sous-ensembleS d’arcs deA(H)) ; nous montrons alors de quelle manière

il est possible d’étendref à une bonneQR7-arc-coloration deH. Ceci permet de montrer queH ne

contient pas la configuration considérée.

Notons que grâce à la proposition 3.27, lorsque nous considérerons une bonneQR7-arc-coloration

d’un graphe orientéG, nous pourrons supposer que l’orientation d’un arc est fixée.

Lemme 3.29. Le graphe H est connexe.

Preuve. Supposons queH = H1⊎H2 (union disjointe). Nous avonsH1≺ H et H2≺ H. Les graphes

H1 et H2 ne contiennent pas de cycle spécial et donc, par minimalit´e deH, H1 et H2 admettent res-

pectivement une bonneQR7-arc-colorationf1 et f2 qui peuvent facilement être étendues à une bonne

QR7-arc-colorationf = f1∪ f2 deH. 2

Lemme 3.30. Le graphe H ne contient pas de 3-source, ni de 3-puits.

Preuve. Par la proposition 3.27, il nous suffit de considérer le cas du 3-source. Soientu un 3-source

de H et H ′ le graphe obtenu à partir deH en éclatantu en trois 1-sommetsu1,u2,u3. Nous avons

H ′ ≺H puisquen2(H ′) = n2(H)−1. Toute bonneQR7-arc-coloration deH ′ est clairement une bonne

QR7-arc-coloration deH. 2
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Lemme 3.31. Le graphe H ne contient pas de 1-sommet.

Preuve. Soit u1 un 1-sommet deH, v son voisin etΓH(v) = {ui ,1 ≤ i ≤ dH(v)}. Par la proposi-

tion 3.27, nous pouvons supposer que−→u1v∈ A(H). Nous devons alors considérer trois sous-cas.

1. dH(v) = 1.

Par le lemme 3.29,H =−→u1v et évidemment,H admet une bonneQR7-arc-coloration.

2. dH(v) = 2.

Soit H ′ = H \ u1 ; nous avonsH ′ ≺ H et H ′ ne contient pas de cycle spécial d’après la re-

marque 3.26. Par minimalité deH, H ′ admet une bonneQR7-arc-colorationf qui peut aisément

s’étendre àH : si v est un 2-puits, nous fixonsf (−→u1v) = f (−→u2v) ; sinon, nous avons trois couleurs

disponibles pourf (−→u1v) d’après la propriétéP1,3.

3. dH(v) = 3.

Soit H ′ = H \u1 ; nous avonsH ′ ≺ H.

Si H ′ ne contient pas de cycle spécial alors, par minimalité deH, H ′ admet une bonneQR7-

arc-colorationf , et donc|C+
f (v)| ≤ 1. La colorationf peut alors être étendue àH puisque nous

avons trois couleurs disponibles pour colorier−→u1v d’après la propriétéP1,3.

Si H ′ contient un cycle spécialC, v ∈C et v est un 2-source deH ′ d’après la remarque 3.26

et le lemme 3.30. Nous pouvons supposer sans perte de généralité queu2 est un 2-puits par

la remarque 3.6.2. SoitΓH(u2) = {v,x} et H ′′ = H \{−→vu2,
−→u1v}. Nous avonsH ′′ ≺ H et H ′′ ne

contient pas de cycle spécial d’après la remarque 3.26. Par minimalité deH, H ′′ admet une

bonneQR7-arc-coloration f qui peut être étendue àH comme suit : nous posonsf (−→vu2) =

f (−→xu2), et nous avons au moins une couleur disponible pourf (−→u1v) d’après la propriétéP2,1.

2

Rappelons qu’unisthmedans un grapheG est une arête dont la suppression augmente le nombre

de composantes connexes deG.

Lemme 3.32. Le graphe H ne contient pas d’isthme.

Preuve. Supposons queH contienne un isthmeuv. SoitH \uv= H1⊎H2. Pouri = 1,2, considérons

H ′i = Hi + uv. D’après le lemme 3.31,uv n’est pas un arc pendant dansH. De plus,H ′i ≺ H pour

i = 1,2. Clairement, les graphesH ′1 et H ′2 ne contiennent pas de cycle spécial, et par minimalité de

H, admettent une bonneQR7-arc-coloration f1 et f2, respectivement. Par permutation cyclique des

couleurs def2 si nécessaire, nous pouvons supposer quef1(uv) = f2(uv). L’application f = f1∪ f2
est alors une bonneQR7-arc-coloration deH. 2

Lemme 3.33. Le graphe H ne contient pas de 2-puits adjacentà un 2-source.
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FIG. 3.17 – Configurations du lemme 3.35.

Preuve. Supposons queH contienne un 2-puitsv adjacent à un 2-sourcew. Soit Γ(v) = {u,w} et

Γ(w) = {v,x}. PuisqueH ne contient pas de cycle spécial,u et x sont deux sommets distincts et
−→xu /∈ A(H).

SoitH ′ le graphe obtenu à partir deH \{v,w} en ajoutant l’arc−→ux (s’il n’est pas déjà présent dans

H). Nous avonsH ′ ≺ H carn2(H ′)≤ n2(H)−2. Puisque les sommetsu etx ne sont ni des 3-sources,

ni des 3-puits dansH d’après le lemme 3.30, ils ne sont ni des 2-sources, ni des 2-puits H ′ et par

conséquent, d’après la remarque 3.26,H ′ ne contient de pas de cycle spécial.

Alors, par minimalité deH, H ′ admets une bonneQR7-arc-colorationf ′ qui peut être étendue àH

en posantf (−→uv) = f (−→wv) = f (−→wx) = f (−→ux). 2

Lemme 3.34. Chaque 2-source (resp. 2-puits) de H est adjacentà un sommet v tel que d+(v) = 2

(resp. d−(v) = 2).

Preuve. Supposons queH contienne un 2-sourceu adjacent à deux sommetsv etw tels qued+(v) 6=
2 et d+(w) 6= 2 (d’après la proposition 3.27, il est suffisant de considérer ce cas). SoitH ′ = H \
u ; par hypothèse et d’après les lemmes 3.30 et 3.33, les sommets v et w sont tels qued+

H′(v) =

d−H′(v) = d+
H′(w) = d−H′(w) = 1. Par conséquent, le grapheH ′ ne contient pas de cycle spécial d’après

la remarque 3.26. Par minimalité deH, H ′ admet une bonneQR7-arc-colorationf qui peut être étendue

àH de telle sorte quef (−→uu1) = f (−→uu2) grâce à la propriétéP2,1. 2

Rappelons que l’on noteSPG(C) l’ensemble des 2-sources et des 2-puits du cycleC deG.

Lemme 3.35. Soit u un sommet de H et H′ = H \u. Alors, H′ ne contient pas de cycle spécial C avec

|ΓH(u)∩SPH′(C)|= 1.

Preuve. Soitv1 ∈ Γ(u) et sans perte de généralité, nous pouvons supposer queH ′ = H \u contient un

cycle spécialC tel queΓH(u)∩SPH′(C) = {v1} ; d’après la remarque 3.26,v1 est un 2-source ou un

2-puits dansH ′ et d’après la proposition 3.27 nous pouvons supposer sans perte de généralité quev1

est un 2-source.
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D’après la remarque 3.6.2,v1 est adjacent à un 2-puitsv2. D’après le lemme 3.33, la seule paire

de 2-source et 2-puits adjacents dansH ′ est v1,v2. Par conséquent, nous avons 3≤ |C| ≤ 4. Soit

V(C) = {v1,v2,v3,v4} et v3 = v4 si |C| = 3. De plus,v3 et v4 sont nécessairement deux sommets

transitifs deC. Enfin, nous avons−→yv3 ∈ A(H) d’après le lemme 3.34 et−→uv1 ∈ A(H) par le lemme 3.30.

Alors, seulement deux configurations sont possibles, et elles sont dessinées sur la figure 3.17.

– Si |C|= 3 (voir la figure 3.17(a)), considéronsH ′1 = H \−−→v1v2. Ce graphe ne contient pas de cycle

spécial d’après la remarque 3.26 et nous avonsH ′1 ≺ H. Par minimalité deH, H ′1 admet une

bonneQR7-arc-colorationf qui peut être étendue àH : nous effaçons tout d’abord la couleur

de l’arc−−→v1v3 ; nous pouvons alors poserf (−−→v1v2) = f (−−→v3v2) grâce à la propriétéP2,1 et donc nous

avons une couleur disponible pourf (−−→v1v3) d’après le propriétéP2,1 puisquef (−→uv1) 6= f (−−→v3v2).

– Si |C|= 4 (voir la figure 3.17(b)), considérons le grapheH ′2 = H \v2. Nous avonsH ′2≺ H.

– Si H ′2 ne contient pas de cycle spécial, par minimalité deH, H ′2 admet une bonneQR7-

arc-coloration f qui peut être étendue àH de telle sorte quef (−−→v3v2) = f (−−→v1v2) grâce à la

propriétéP2,1 puisquef (−−→v4v3) = f (−→yv3).

– Supposons maintenant queH ′2 contienne un cycle spécialC′. D’après la remarque 3.26,v3

appartient àC′ et d’après la remarque 3.6.2,y est un 2-puits. D’après la remarque 3.33,

la seule paire de 2-source et 2-puits adjacents dansH ′ est v3,y, et par conséquentC′ est

un cycle spécial de longueur 3 ou 4. Supposons premièrement que{u,v1,v4,v3,y} ⊆V(C′) ;

nous avons alorsu= y, ce qui est une contradiction puisque par hypothèseΓH(u)∩SPH′(C) =

{v1} 6= {v1,v3}.
Par conséquent,V(C′) = {y,v3,v4,z}, et donc−→zv4 ∈ A(H). Si |C′| = 3, nous avonsy = z et

dans ce cas, le grapheH contient un isthme−→uv1, ce qui est interdit d’après le lemme 3.32. Par

conséquent, nous avons|C′|= 4 etz est un sommet transitif deC′.

Considérons dans ce cas le grapheH ′3 = H \v4. Ce graphe ne contient pas de cycle spécial

puisque les sommetsv1 et v3 sont deux 2-sommets transitifs orientés dans des directions

opposées. Nous avonsH ′3 ≺ H et par conséquent, par minimalité deH, il existe une bonne

QR7-arc-coloration f de H ′3 telle queC−f (v1) = {c1},C−f (v2) = {c2} et C+
f (y) = C−f (z) =

{c3}. L’application f peut alors être étendue àH comme suit : nous posonsf (−−→v4v3) = c4 /∈
{c1,c3} grâce à la propriétéP1,3. Alors, d’après la propriétéP2,1, nous avons une couleur

disponible pourf (−−→v1v4) puisquec1 6= c4 et une couleur disponible pourf (−→zv4) puisc3 6= c4.

2

Lemme 3.36. Le graphe H ne contient pas deux 2-sommets adjacents.

Preuve. Supposons queH contienne deux 2-sommets adjacentsv et w. Soit Γ(v) = {u,w}, Γ(w) =

{v,x} et H ′ = H \v. D’après la remarque 3.26 et le lemme 3.35,H ne contient pas de cycle spécial.

Nous avonsH ′ ≺ H et par minimalité deH, H ′ admet une bonneQR7-arc-colorationf .

Nous allons considérer deux cas suivant l’orientation desarcs incidents àv etw (d’après la propo-

sition 3.27, nous pouvons supposer que−→uv∈ A(H)).
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FIG. 3.18 – Configurations du lemme 3.37.

1. v est un 2-puits etw est un sommet transitif.

D’après le lemme 3.33,u n’est pas un 2-source deH. Nous avons|C−f (u)| ≤ 1 et donc, nous

pouvons poserf (−→uv) = f (−→wv) grâce à la propriétéP2,1.

2. v et w sont deux sommets transitifs.

Grâce à ce que nous venons de prouver dans le précédent cas, le sommetu n’est pas un 2-

source. Nous avons|C−f (u)| ≤ 1. Grâce à la propriétéP1,3, nous pouvons poserf (−→uv) 6= f (−→wx)

et finalement, nous avons une couleur disponible pourf (−→vw) d’après la propriétéP2,1 puisque

f (−→uv) 6= f (−→wx).

2

Lemme 3.37. Le graphe H ne contient pas de 2-sommet.

Preuve. Supposons queH contienne un 2-sommetuet soitΓ(u) = {u1,u2}. Les sommetsu1 etu2 sont

tous deux des 3-sommets d’après le lemme 3.36. D’après la proposition 3.27, nous pouvons supposer

sans perte de généralité que−→uu1 ∈ A(H). SoitH ′1 = H \u ; nous avonsH ′1≺ H.

Si H ′1 ne contient pas de cycle spécial, alors par minimalité deH, H ′1 admet une bonneQR7-

arc-coloration f qui peut être étendue àH comme suit. Siu est un 2-source, nous pouvons poser

f (−→uu1) = f (−→uu2) grâce à la propriétéP2,1 puisque|C+
f (u1)| ≤ 1 et |C+

f (u2)| ≤ 1. Si u est un sommet

transitif, nous pouvons poserf (−→uu1) /∈C−f (u2) grâce à la propriétéP1,3 et nous avons alors une couleur

disponible pourf (−→u2u) d’après la propriétéP2,1.

Supposons maintenant queH ′1 contienne un cycle spécialC. D’après le lemme 3.35,u1 et u2

appartiennent àC et au moins l’un d’eux est un 2-source ou un 2-puits.

Supposons dans un premier temps queu1 est un 2-sommet deH ′1 et u2 n’est ni un 2-source, ni

un 2-puits deH ′1. Alors, puisqueH ne contient pas deux 2-sommets adjacents d’après le lemme 3.36,
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FIG. 3.19 – Configurations de la preuve du du théorème 3.28.

nous avons seulement trois configurations possibles, qui sont dessinées sur les figures 3.18(a), 3.18(b)

et 3.18(c). Nous utilisons les conventions de dessins suivantes : un sommet noir est un sommet dont

tous les voisins sont présents sur le dessin, alors qu’un sommet blanc est un sommet dont les voisins

ne sont pas nécessairement présents sur le dessin.

Clairement, la configuration de la figure 3.18(a) admet une bonneQR7-arc-coloration. Le sommet

blanc de la configuration de la figure 3.18(b) est un 3-sommet d’après le lemme 3.36, mais dans ce

cas, le grapheH contient un isthme, ce qui est interdit d’après le lemme 3.32. Le sommet blanc de la

configuration de la figure 3.18(c) est un 2-sommet d’après lelemme 3.32 et cette configuration admet

clairement une bonneQR7-arc-coloration.

Par conséquent,u1 et u2 sont soit deux 2-sources, soit deux 2-puits deH ′1. Dans ce cas, puisque

H ne contient pas deux 2-sommets adjacents, d’après le lemme3.36, nous avons alors seulement trois

configurations possibles, qui sont dessinées sur les figures 3.18(d), 3.18(e) et 3.18(f).

– Figure 3.18(d) : d’après le lemme 3.30, nous avons−→u2u,−→uu1 ∈ A(H). Considérons le graphe

H ′2 = H \−−→u1u2 ; H ′2 ne contient pas de cycle spécial. PuisqueH ′2 ≺ H, par minimalité deH,

H ′2 admet une bonneQR7-arc-colorationf qui peut être étendue àH grâce à la propriétéP2,1

puisquef (−→u2u) 6= f (−→uu1).

– Figure 3.18(e) : d’après le lemme 3.30, nous avons−→u2u,−→uu1 ∈ A(H). D’après le lemme 3.36,

u4 est un 3-sommet. Sid−(u4) = 2, cette configuration est interdite d’après le lemme 3.34.Si

d+(u4) = 2, cette configuration est également interdite d’après lelemme 3.34.

– Figure 3.18(f) : d’après le lemme 3.30, nous avons−→uu1,
−→uu2 ∈ A(H). Par conséquent, d’après

le lemme 3.34,d−(u4) = 2. ConsidéronsH ′4 = H \ −−→u1u3 ; clairement,H ′4 ne contient pas de

cycle spécial. Par minimalité deH, H ′4 admet uneQR7-arc-coloration qui peut être étendue à

H comme suit. Nous décolorions premièrementf (−−→u2u4) et f (−−→u4u3) ; ensuite, grâce à la pro-

priété P2,1, nous pouvons poserf (−−→u1u3) = f (−−→u4u3). Finalement, puisquef (−→uu2) 6= f (u4u3),

nous pouvons étendref à une bonneQR7-arc-coloration deH grâce à la propriétéP2,1.

2

Preuve du théorème 3.28.D’après les lemmes 3.31 et 3.37,H est un graphe 3-régulier.

Soientu un sommet deH et Γ(u) = {u1,u2,u3} . D’après le lemme 3.30,u n’est ni un 3-source,

ni un 3-puits, et par conséquent, d’après la proposition 3.27, nous pouvons supposer sans perte de
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généralité qued+(u)≥ d−(u). Soit−→u1u,−→uu2,
−→uu3 ∈ A(H).

SiH ′1 = H \une contient pas de cycle spécial, alors par minimalité deH, H ′1 admet une bonneQR7-

arc-colorationf qui peut être étendue àH comme suit. Nous pouvons poserf (−→u1u) /∈C+
f (u2)∪C+

f (u3)

grâce à la propriétéP1,3. Puis, grâce à la propriétéP2,1, nous pouvons étendref à une bonneQR7-arc-

coloration deH.

Supposons maintenant queH ′1 contienne un cycle spécialC. Le grapheH ′1 contient alors trois

2-sommets. Puisqu’un cycle spécial est constitué dek paires de 2-sources et 2-puits,C contient uni-

quement une seule paire de 2-source et 2-puits adjacents (sans perte de généralité, disonsu1 et u2

respectivement). Par conséquent, nous avons seulement quatre configurations possibles, dessinées sur

la figure 3.19.

Clairement, la configuration de la figure 3.19(a) admet une bonneQR7-arc-coloration. Le sommet

blanc de la configuration de la figure 3.19(c) est un 2-sommet d’après le lemme 3.32 et il est alors

facile de vérifier qu’il existe une bonneQR7-arc-coloration de ce graphe. Considérons maintenant les

configurations des figures 3.19(b) et 3.19(d), et soitH ′2 = H \−−→u1u2. Nous avonsH ′2≺H et clairement,

H ′2 ne contient pas de cycle spécial. Par conséquent, par minimalité deH, H ′2 admet une bonneQR7-

arc-colorationf qui peut être étendue àH grâce à la propriétéP2,1 puisque pour toute orientation de

H, C−f (u1)∩C+
f (u2) = /0.

Dans chacun des cas, le grapheH admet une bonneQR7-arc-coloration, ce qui permet de conclure.

2

3.6.2.2 Preuve du th́eorème 3.24

Dans cette dernière sous-section, nous donnons la preuve du théorème 3.24 et discutons de l’opti-

malité de ce résultat.

Nous dirons dans la suite qu’uneQR7-arc-colorationf d’un graphe orienté de degré au plus troisG

estquasi-bonnesi pour tout 2-sommetu, nous avons|C+
f (u)| = 1. Une bonneQR7-arc-coloration est

donc une quasi-bonneQR7-arc-coloration.

Nous pouvons alors remarquer que si un graphe de degré au plus trois admet une quasi-bonne

QR7-arc-colorationf , nous avons|C+
f (v)| ≤ 1 pour tout≤2-sommetv deG.

Preuve du théorème 3.24.Nous prouvons le théorème 3.24 en montrant que tout graphede degré au

plus trois admet une quasi-bonneQR7-arc-coloration, qui est uneQR7-arc-coloration.

SoitH un contre-exemple d’ordre minimal du théorème 3.24.

Si H ne contient pas de cycle spécial, d’après le théorème 3.28, H admet une bonneQR7-arc-

coloration, qui est également une quasi-bonneQR7-arc-coloration.

Supposons maintenant queH contienne au moins un cycle spécial. Par définition, un cycle spécial

contient au moins un 2-source. Nous allons définir inductivement une séquence de graphesH0,H1, . . . ,

Hn pourn≥ 0, et une séquence de sommetsu0,u1, . . . ,un−1 tels que :
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FIG. 3.20 – Un graphe cubiqueG avecχ′o(G) = 6.

– H0 = H ;

– Hi contient un cycle spécial et donc un 2-sourceui pour 0≤ i < n ;

– Hi+1 = Hi \ui pour 0≤ i < n ;

– Hn ne contient pas de cycle spécial.

D’après le théorème 3.28,Hn admet une bonneQR7-arc-coloration, et par conséquent une quasi-

bonneQR7-arc-coloration. Supposons queHi+1 admette une quasi-bonneQR7-arc-coloration fi+1

pour 1≤ i < n ; nous affirmons que nous pouvons étendrefi+1 à une quasi-bonneQR7-arc-coloration

fi de Hi comme suit. Soitvi et wi les deux sommets voisins deui qui sont des≤2-sommets dans

Hi+1. Nous avons|C+
fi+1

(vi)| ≤ 1 et |C+
fi+1

(wi)| ≤ 1, et grâce à la propriétéP2,1, nous pouvons poser

fi(
−→uivi) = fi(

−−→uiwi).

Par conséquent, toute quasi-bonneQR7-arc-coloration deHn peut être étendue àH0 = H, ce qui

est une contradiction. Un contre-exemple minimal au théorème 3.24 n’existe pas, ce qui conclut la

preuve. 2

Actuellement, nous ne connaissons pas de graphes de degré au plus trois dont le indice chroma-

tique orienté est 7. Cependant, l’indice chromatique orienté du graphe cubiqueG de la figure 3.20 est

6.

Supposons que nous voulons colorier le grapheG avec cinq couleurs, disons 1,2,3,4,5. Néces-

sairement, les couleurs de−→vw, −→xy et−→zu sont deux à deux distinctes et nous pouvons par conséquent

supposer quef (−→vw) = 1, f (−→xy) = 2 et f (−→zu) = 3. Clairement, chacune des couleurs 4 et 5 apparaı̂tra

au plus une fois sur−→uv,−→wxet−→yz. Sans perte de généralité, nous pouvons donc supposer que f (−→yz) = 1,

ce qui implique quef (−→ux) = 4 ou f (−→ux) = 5. Si f (−→ux) = 4 (resp. 5), nous devons poserf (−→yv) = 5

(resp. 4), et nous n’avons alors plus aucune couleur disponible pour colorier−→wz.

Grâce à ce que nous venons de montrer dans cette partie, nous avons 6≤ χ′o(D3) ≤ 7. Ainsi,

connaı̂tre la valeur exacte de l’indice chromatique orienté des graphes de degré au plus trois reste

pour l’instant un problème ouvert.



122 Chapitre 3. Arc-coloration orientée

3.7 Conclusion et perspectives

Nous venons d’étudier dans ce chapitre une nouvelle notionde coloration orientée, l’arc-coloration

orient́ee, et son paramètre associé l’indice chromatique orienté.

Comparaison avec des param̀etres connus. Nous avons comparé ce nouveau paramètre à des pa-

ramètres déjà étudiés dans la littérature tels que lenombre chromatique orienté ou le nombre chroma-

tique acyclique. Dans chaque cas, nous obtenons des bornes qui ne sont pas pour l’instant optimales,

mais qui permettent malgré tout d’avoir une idée du comportement de l’indice chromatique orienté en

fonction de ces paramètres.

De même que Raspaud et Sopena [RS94] ont borné le nombre chromatique orienté en fonction du

nombre chromatique acyclique, Kostochka, Sopena et Zhu [KSZ97] ont borné le nombre chromatique

acyclique en fonction du nombre chromatique orienté. Dansle cas de l’indice chromatique orienté,

nous ne nous sommes intéressé qu’à borner ce dernier en fonction du nombre chromatique acyclique.

Il reste maintenant à considérer le problème inverse : borner le nombre chromatique acyclique en

fonction de l’indice chromatique orienté. Nous pouvons d´ejà noter que le théorème 3.6 nous donne

une première borne du nombre chromatique acyclique en fonction de l’indice chromatique orienté.

En effet, sachant que siχ′o(G) ≤ k, alorsχo(G) ≤ φ(k) pour tout graphe orientéG, nous obtenons

χa(G)≤ φ(k)2 + φ(k)3+⌈log logφ(k)⌉ (voir le théorème 3.6 pour une valeurφ(k) en fonction dek).

Indice chromatique orienté des 2-arbres partiels. Nous avons caractérisé, pour tout entierg≥
3, l’indice chromatique orienté des graphes planaires extérieurs de mailleg. De la même manière

que nous nous sommes posé la question pour le nombre chromatique orienté, il serait intéressant de

considérer l’indice chromatique orienté des 2-arbres partiels de maille donnée. Les seuls résultats que

nous connaissons actuellement grâce aux théorèmes 2.6,3.14 et 3.2 sont résumés dans le tableau 3.2.

Maille Borne inférieure Borne supérieure

3 χ′o(T2)≥ 7 χ′o(T2)≤ 7

4 χ′o(T2
4)≥ 6 χ′o(T2

4)≤ 7

5≤ g≤ 9 χ′o(T2
g)≥ 5 χ′o(T2

g)≤ 6

g≥ 10 χ′o(T2
g)≥ 4 χ′o(T2

g)≤ 6

TAB . 3.2 – Résultats connus pour l’indice chromatique orient´e des 2-arbres partiels de maille donnée.

Nous pouvons cependant améliorer légèrement ces résultats pour les 2-arbres partiels de maille

10≤ g≤ 13 :

Théorème 3.38.χ′o(T2
g)≥ 5 pour tout g,10≤ g≤ 13.

Preuve. Il nous suffit de construire un 2-arbre partiel de maille 13 ayant un indice chromatique d’au

moins 5 pour prouver ce théorème.
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FIG. 3.21 – ConfigurationH de la preuve du théorème 3.38.
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Considérons dans un premier temps un 6-cheminP6 = [r1, r2, . . . , r7] et soit f uneT4-arc-coloration

deP6 telle que f (−−→r1r2) = 4 (rappelons queT4 est le tournoi de la figure 3.7(a)). Il est alors facile de

vérifier que soitf (−−→r5r6) = 1, soit f (−−→r6r7) = 1.

Maintenant, soitG le 2-arbre partiel obtenu de la manière suivante. Nous prenons le 13-circuit

C13 = [s1,s2, . . . ,s13,s1] et treize copiesH1,H2, . . . ,H13 du grapheH de la figure 3.21 ; nous identi-

fions alors les treizeu-sommets de chaque copie deH à chacun des sommetssi du 13-circuit. Nous

montrons maintenant que le grapheG ainsi obtenu n’admet pas de 4-arc-coloration orientée. Suppo-

sons le contraire. Alors il existe un tournoiT à 4 sommets tel queG admet uneT-arc-colorationf ;

sachant que le circuitC13 est de taille non multiple de 3, nous avons nécessairementT ∼= T4 (oùT4 est

le tournoi de la figure 3.7(a)). De plus, la couleur 3 apparaı̂t nécessairement sur un des arcs deC13 :

sans perte de généralité, disons quef (−−→s1s2) = 3. SoitH2 la copie deH associée au sommets2. Les

quatre arcs−−→uw1, −→ux1, −→ux1 et−→uz1 de H2 reçoivent alors obligatoirement la couleur 4. Par la remarque

ci-dessus, la couleur 1 sera présente sur le dernier ou l’avant dernier arc de chacun des 6-chemins

[u, . . . ,w6], [u, . . . ,x6], [u, . . . ,y6] et [u, . . . ,z6]. Ainsi, la couleur 1 ne peut être présente sur aucun des

arcs du 4-chemin[w6,x6,y6,z6,v], ce qui est une contradiction puisque touteT4-arc-coloration d’un

4-chemin utilise nécessairement la couleur 1 sur un des arcs. 2

Indice chromatique orienté des graphes planaires. Nous avons obtenu la valeur exacte de l’in-

dice chromatique orienté des graphes planaire de maille aumoins 46. Cependant, dans les autres cas

(mailles 3≤ g≤ 45), nous ne connaissons pas les valeurs exactes de l’indicechromatique orienté.

Actuellement, grâce aux résultats présents dans la littérature sur le nombre chromatique orienté, aux

résultats que nous avons obtenu pour l’indice chromatiqueorienté des 2-arbres partiels – sous-classe

des graphes planaires (voir le tableau 3.2 et le théorème 3.38) – ainsi qu’aux théorèmes 2.12, 2.14, 3.21

et 3.2, nous obtenons les bornes qui sont résumées dans le tableau 3.3.

Maille Borne inférieure Borne supérieure

3 χ′o(P)≥ 10 χ′o(P)≤ 38

4 χ′o(P4)≥ 6 χ′o(P4)≤ 38

5 χ′o(P5)≥ 5 χ′o(P5)≤ 19

6 χ′o(P6)≥ 5 χ′o(P6)≤ 11

7≤ g≤ 10 χ′o(Pg)≥ 5 χ′o(Pg)≤ 7

11≤ g≤ 13 χ′o(Pg)≥ 5 χ′o(Pg)≤ 6

14≤ g≤ 45 χ′o(Pg)≥ 4 χ′o(Pg)≤ 5

g≥ 46 χ′o(Pg)≥ 4 χ′o(Pg)≤ 4

TAB . 3.3 – Résultats connus pour l’indice chromatique orient´e des graphes planaires de maille donnée.

Nous avons donc ici de nombreuses questions ouvertes qu’il serait intéressant de considérer.
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D’autres classes de graphes. De nombreuses classes de graphes restent à considérer, etnotam-

ment celles dont une borne est connue pour le nombre chromatique orienté. En effet, d’après le

théorème 3.2, cela nous permet d’obtenir une première borne supérieure que nous pouvons ensuite

tenter de réduire. En particulier, Fertin, Raspaud et Roychowdhury [FRR03] ont montré que les

grilles à deux dimensions admettent une 11-sommet-coloration. Plus récemment, Hosseini et So-

pena [HDS06] ont montré que le nombre chromatique orientédes graphes de Halin est d’au plus

9. Esperet et Ochem se sont également intéressés aux graphes planaires 2-extérieurs [EO07] et ont

montré qu’il admettent une 67-sommet-coloration orient´ee. Il serait donc intéressant de considérer

l’indice chromatique orienté de ces familles de graphes ettenter d’améliorer les premières valeurs que

nous avons.

Indice chromatique orienté des graphes non orient́es. Le nombre chromatique orienté d’un graphe

non orientéG est défini comme lemaximumdes nombres chromatiques orientés pris sur toutes

les orientations deG. En effet, le minimum des nombres chromatiques orientés pris sur toutes les

orientations d’un graphe non orientéG correspond au nombre chromatique deG. D’une part, il est

évident queχ(G) ≤ χo(G) ; d’autre part, il est facile de construire une orientation
−→
G deG telle que

χo(
−→
G) = χ(G) (à partir d’une coloration propre deG, il suffit d’orienter les arcs deG de i vers j si

i < j).

En revanche, dans le cas de l’indice chromatique orienté, le minimumdes indice chromatiques

orientés pris sur toutes les orientations d’un graphe non orientéG ne correspond à aucun paramètre

connu. Dans ce chapitre, nous avons fait le choix de considérer l’indice chromatique orienté d’une

classe de graphes orientés comme étant lemaximumdes indices chromatiques orientés pris sur tous

les graphes de cette classe, et donc sur toutes les orientations de chaque graphe de la classe.

Nous pourrions à présent étudier le comportement de l’indice chromatique orientéminimumdu

graphe non orientéG, notéχ′
o
(G), défini comme leminimumdes indices chromatiques orientés pris

sur toutes les orientations deG. Une première étude [Pin03] de ce paramètre nous a permisde montrer

queχ′
o
(Kn) ≤

⌈

2n−1
3

⌉

pour toutn≥ 1. Grâce à ce résultat, nous pouvons alors obtenir une borne en

fonction du nombre chromatique :

Théorème 3.39.Si G est un graphe non orienté, alorsχ′
o
(G)≤

⌈

2χ(G)−1
3

⌉

.

Preuve. Soit n = χ(G). Le grapheG admet donc un homomorphismef vers le graphe completKn

àn sommets. Sachant queχ′
o
(Kn)≤

⌈

2n−1
3

⌉

pour toutn≥ 1 [Pin03], il existe une orientationTn deKn

telle queχ′o(Tn) =
⌈

2n−1
3

⌉

. Soitg une(
⌈

2n−1
3

⌉

)-arc-coloration orienté deTn. Maintenant, considérons

le graphe orientéD qui est une orientation deG obtenue comme suit : pour toute paire de sommetsu

et v deG,−→uv∈ A(D) si
−−−−−→
f (u) f (v) ∈ A(Tn) et−→vu∈ A(D) sinon. Nous définissons alors l’arc-coloration

orientéeh deD comme suit :h(−→uv) = g(
−−−−−→
f (u) f (v)). Puisqueg est une arc-coloration orientée deTn, f

est une(
⌈

2n−1
3

⌉

)-arc-coloration orientée deD. Par conséquent, nous avonsχ′
o
(G)≤

⌈

2n−1
3

⌉

. 2

Si nous notonsCk la famille de graphes dont le nombre chromatique estk, alors nous avons :
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Corollaire 3.40. χ′
o
(Ck)≤

⌈

2k−1
3

⌉

.

La question qui se pose maintenant est la suivante : pour quelles valeurs dek la borne ci-dessus

est-elle optimale ? Dans le cask= 1 (C1 est la classe des graphes sans arête), il est clair queχ′
o
(C1) = 0

et par conséquent, le borne donnée par le corollaire précédent n’est pas optimale. En revanche, pour

les cask= 2,3 ou 4, cette borne est optimale. En effet,C2 est la classe des couplages et par conséquent

nous avonsχ′
o
(C2) = 1. D’autre part, il n’est pas difficile de vérifier que toute orientation d’un triangle

contient un 2-chemin : nous avons doncχ′
o
(C3) = 2. Enfin, nous pouvons également vérifier que toute

orientation deK4 contient un 3-chemin et par conséquentχ′
o
(C4) = 3. Qu’en est-il pour les autres

valeurs dek?



Chapitre 4

Étoile coloration orientée acircuitique

La notion d’́etoile arboricit́ea été introduite par Akiyama et Kano dans [AK85] et est définie, pour

un graphe non orientéG, comme le nombre minimum de forêts d’étoiles arête-disjointes nécessaires

pour couvrirE(G). Ils ont notamment prouvé que les graphes complets àn sommets peuvent être

décomposés en
⌈

n
2

⌉

+ 1 forêts d’étoiles. Cette notion a depuis été étudiéepar différents auteurs pour

quelques familles de graphes telles que les graphesd-réguliers, les graphes complets multipartis

réguliers ou encore les graphes planaires (voire.g.[AA89, AMR92, Aok90]).

Concernant les graphes planaires, Algor et Alon ont montrédans [AA89] que tout graphe planaire

peut être décomposé en 6 forêts d’étoiles. Hakimiet al. [HME96] ont prouvé par la suite que tout

graphe planaire peut être décomposé en 5 forêts d’étoiles et que cette borne est optimale.

Dans [AA89], Algor et Alon ont introduit la notion d’étoilearboricitédirigée(directed star arbori-

city en anglais) d’un digrapheG, notée dst(G), définie comme le nombre minimum de forêts d’étoiles

sources arc-disjointes nécessaires pour couvrirA(G) (une étoile sourceest une étoile dont les arcs

sont orientés du centre vers les feuilles). Dans [Gui97], Guiduli a montré que tout digraphe ayant un

degré entrant maximum et un degré sortant maximum au plusD possède une étoile arboricité dirigée

d’au plusD+20logD+84.

Cette notion d’arboricité peut être définie en terme d’arc-coloration, ou encore en termes de

partition d’arcs. Plus précisément, uneétoile k-coloration diriǵee (ou plus simplement unek-dst-

coloration) d’un graphe orientéG est une partition deA(G) enk forêts d’étoiles sourcesF1,F2, . . . ,Fk.

De façon équivalente, unek-dst-coloration deG est unek coloration f deA(G) telle que

(i) pour tousu,v,w∈V(G) tels que−→uv,−→vw∈ A(G), f (−→uv) 6= f (−→vw),

(ii) pour tousu,v,w∈V(G) tels que−→uv,−→wv∈ A(G), f (−→uv) 6= f (−→wv).

L’ étoile arboricit́e dirigéede G peut alors être définie comme le plus petit entierk tel queG admet

unek-dst-coloration.

Récemment, Amini, Havet, Huc et Thomassé [AHHT06] ont montré que certains problèmes de

routage multicast peuvent être modélisés comme une coloration des arcs d’un digraphe telle que les

arcs incidents à un même sommet reçoivent des couleurs différentes, à l’exception éventuelle des arcs

127
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sortants qui peuvent avoir la même couleur, puisqu’il transporte le même message. Le but est donc de

minimiser le nombre de couleurs,i.e. déterminer l’étoile arboricité dirigée d’un tel graphe.

Dans le même esprit, nous introduisons ici une extension naturelle de cette notion, l’étoile arboricité

orientéeacircuitique d’un graphe orientéG, notée adst(G), définie comme le nombre minimum de

forêts d’étoiles sources arc-disjointes nécessaires pour couvrirA(G) de telle sorte que l’union de deux

telles forêts est acircuitique (un graphe orienté estacircuitiques’il ne contient aucun circuit). Nous

dirons qu’un graphe orientéG admet unek-étoile coloration orientée acircuitique, ou plus simplement

unek-adst-coloration, si adst(G)≤ k.

Une étoile k-coloration orient́e acircuitique(ou simplementune k-adst-coloration) d’un graphe

G est une partition deA(G) enk forêts d’étoiles sourcesF1,F2, . . . ,Fk telles que pour touti, j ∈ [1,k],

Fi ∪Fj est acircuitique. De façon équivalente, unek-adst-coloration deG est unek coloration deA(G)

telle que

(i) pour tousu,v,w∈V(G) tels que−→uv,−→vw∈ A(G), f (−→uv) 6= f (−→vw),

(ii) pour tousu,v,w∈V(G) tels que−→uv,−→wv∈ A(G), f (−→uv) 6= f (−→wv).

(iii ) G ne contient pas de circuit bicolore.

L’ étoile arboricit́e orient́ee acircuitiquedeG peut alors être définie comme le plus petit entierk tel

queG admet unek-adst-coloration.

Notons que contrairement à l’étoile arboricité dirigée qui est définie pour les digraphes, l’étoile

arboricité orientée acircuitique n’est définie que pourles graphes orientés (i.e. les digraphes sans

boucle ni arcs opposés). Effet, un digraphe contenant deuxarcs opposés ou une boucle n’admet pas

d’étoile coloration orienté acircuitique puisqu’il contiendra un circuit bicolore (formé par la paire

d’arcs opposés ou la boucle).

Soit f une adst-coloration d’un graphe orientéG.

Pour un sommetu deG, nous notonsC+
f (u) (resp.C−f (u)) l’ ensemble des couleurs sortantes de u

(resp. l’ensemble des couleurs entrantes de u), c’est à dire l’ensemble des couleurs présentes sur les

arcs sortants (resp. entrants) du sommetu. Enfin,Cf (u) = C−f (u)∪C+
f (u).

À présent, soitf une adst-coloration partielle d’un graphe orientéG (i.e. une adst-coloration d’une

sous-ensemble d’arcs deG).

Pour un arc non colorié−→uv deG, une couleurc est ditedisponible pour−→uv si cette couleur satisfait

les contraintes d’unedst-coloration pour l’arc−→uv; nous notonsF f (−→uv) = C−f (u)∪Cf (v) l’ensemble

descouleurs interdites pour−→uv par la colorationf ; nous pouvons voir facilement que toute couleur

c /∈ F f (−→uv) est une couleur disponible pour−→uv. Une couleurc est diteacceptable pour−→uv si affecter

la couleurc à l’arc−→uv donne une adst-coloration partielle deG. Il est clair qu’une couleur acceptable

est également une couleur disponible. En revanche, le contraire est faux.
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Nous pouvons alors noter que pour une adst-coloration partielle f deH et un arc non colorié−→uv,

si C−f (u)∩C+
f (v) = /0, alors toute couleur disponible pour−→uv est également acceptable pour−→uv (en

effet, tout circuit contenant−→uv ne sera pas bicolore quelle que soit le couleur affectée à cet arc).

Nous considérons dans la suite trois classes de graphes : les graphes de degré au plus trois, les

graphes planaires de grande maille, et les 2-arbres partiels.

Le résultat obtenu pour la classe des graphes de degré au plus trois est publié dansDiscrete Mathe-

matics[PS06a] ; cependant, la preuve que nous présentons ici est plus courte. Enfin, les résultats ob-

tenus pour les graphes planaires de grande maille sont sous la forme d’un rapport de recherche [PS05]

actuellement soumis.

4.1 Motivation initiale : lien avec l’arc-coloration orien tée

La notion d’étoile arboricité orientée acircuitique provient de l’étude de l’arc-coloration orientée

de graphes orientés (cf. chapitre 3).

Rappelons qu’une arc-coloration orientée d’un graphe orientéG est une coloration des arcs deG

telle que

(i) deux arcs consécutifs ont des couleurs différentes,

(ii) si deux arcs consécutifs sont respectivement coloriésa et b, alors le grapheG ne contient pas

d’arcs consécutifs respectivement coloriésb eta.

Raspaud et Sopena ont montré dans [RS94] que toute orientation d’un graphe non orienté admet-

tant unek-coloration acyclique admet une(k·2k−1)-coloration orientée. Il est alors possible d’obtenir

le corollaire suivant :

Corollaire 4.1. Toute orientation d’un graphe non orienté G admettant une k-arête-coloration acy-

clique admet une(k ·2k+1)-arc-coloration orient́ee.

Comme nous l’avons déjà dit (cf. chapitre 1, § 1.3.1), la meilleure borne connue pour l’indice

chromatique acyclique des graphes de degré maximum∆ est 16∆ [AMR91]. Par conséquent, dans le

cas général, la borne supérieure que nous obtenons pour l’indice chromatique orienté en fonction de

l’indice chromatique acyclique semble très supérieure `a sa valeur exacte.

Chaque classe de couleurs d’une arête-coloration acyclique d’un graphe non orientéG est un cou-

plage parfait, et donc une forêt d’étoiles. Le graphe induit par deux tels couplages parfaits est une

forêt, et est donc acircuitique. Pour toute orientation
−→
G deG, nous avons donc adst(

−→
G)≤ χ′a(G).

De plus, les contraintes de coloration imposées par une arˆete-coloration acyclique ne sont pas

toutes nécessaires pour obtenir le corollaire 4.1. En revanche, nous pouvons voir que les contraintes

d’une étoile coloration orientée acircuitique sont suffisantes. Nous avons en effet :
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Théorème 4.2.Toute orientation d’un graphe non orienté G ayant unéetoile arboricit́e orient́e acir-

cuitique au plus k admet une(k ·2k+1)-arc-coloration orient́ee.

Preuve. Soit f unek-étoile coloration orientée acircuitique deG. SoientLD(G) le graphe représentatif

des arcs deG et G′ le graphe sous-jacent àLD(G) (G′ est donc un graphe non orienté). Soitg une

k-sommet coloration deG′ telle queg(suv) = f (−→uv), où suv est le sommet deG′ associé à l’arcuv de

G.

Nous montrons que cette colorationg est une coloration propre et acyclique deG′. Sachant que

deux sommets adjacents deG′ correspondent à deux arcs consécutifs deG, toute paire de sommets

adjacents deG′ recevra deux couleurs distinctes. Nous devons maintenant vérifier que tout cycle est

colorié avec un minimum de trois couleurs. Tout cycle deG′ correspond à un cycle (orienté) ou à un

circuit dansLD(G). SoitC = (u0,u1, . . . ,un−1,u0) un cycle deG′. SiC est un circuit dansLD(G), alors

{u0,u1, . . . ,un−1} ⊆ A(G), les arcsui et ui+1 sont consécutifs dansG (les indices sont pris modulon)

et forment par conséquent un circuit dansG. Sachant quef est une coloration acircuitique, le cycleC

obtiendra au moins trois couleurs parg. Maintenant, siC est un cycle deLD(G), il existe 0≤ i ≤ n−1

tel que−−−→uiui+1,
−−−−−→ui+2ui+1 ∈A(LD(G)). Ceci signifie qu’il existe quatre sommetsu,v,w etx deG tels que

ui = −→uv, ui+1 = −→vx et ui+2 = −→wv. Sachant quef est unek-étoile coloration orientée, les arcsui , ui+1

et ui+2 recevront trois couleurs distinctes, ce qui implique que lecycleC de G′ obtiendra au moins

trois couleurs parg. La colorationg est donc unek-sommet-coloration acyclique deG′. En utilisant

le résultat de Raspaud et Sopena cité précédemment, le graphe orientéLD(G) admet une(k ·2k−1)-

sommet-coloration orientée et par conséquent,G admet une(k ·2k−1)-arc-coloration orientée. 2

Les bornes que nous obtiendrons pour l’indice chromatique orienté en fonction de l’étoile arbo-

ricité orientée acircuitique sont donc potentiellementplus intéressantes que celle que nous pouvons

obtenir à partir de l’indice chromatique acyclique. Cependant, les résultats que nous avons obtenus

à ce jour n’ont pas permis d’améliorer les bornes que nous connaissons pour l’indice chromatique

orienté.

4.2 Les graphes de degŕe au plus trois

Rappelons queDk désigne la classe des graphes de degré au plusk.

Dans [ASZ01], Alon, Sudakov et Zaks ont montré que tout grapheG de degré au plus trois possède

un indice chromatique acyclique d’au plus 5, ce qui impliqueque G possède une étoile arboricité

orientée acircuitique d’au plus 5. Par conséquent, d’après le théorème 4.2,χ′o(D3) ≤ 80. Nous mon-

trons dans la suite que la borne de l’étoile arboricité orientée acircuitique des graphes de degré au plus

trois peut être améliorée (et permet ainsi d’obtenir unemeilleure borne pour l’indice chromatique

orienté de cette classe) :

Théorème 4.3.adst(D3)≤ 4.
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Supposons que le théorème 4.3 est faux. Nous pouvons alorsconsidérer un contre-exempleH

minimal (en terme de nombre d’arêtes). Nous allons prouverdans la suite une série de lemmes. Dans

chacun d’eux, nous réduisonsH à un grapheH ′ plus petit (c’est à dire|A(H)| > |A(H ′)|) qui admet

par conséquent une 4-adst-colorationf . Cette colorationf est également une adst-coloration partielle

deH, c’est à dire une coloration d’un certain sous-ensemble des arcs deH. Nous montrons qu’il est

alors possible d’étendre une telle coloration partielle `a une adst-coloration deH, c’est à dire colorier

les arcs non encore coloriés deH en recoloriant éventuellement certains arcs déjà coloriés. L’existence

d’une telle adst-colorationf prouve queH ne contient pas certaines configurations spécifiques. Cet

ensemble de configurations nous conduira finalement à une contradiction, ce qui impliquera qu’un tel

contre-exempleH au théorème 4.3 n’existe pas.

Considérons un circuitC et soientu,v ∈ V(C). Nous notonsPC(u,v) le chemin[u,w1, . . . ,wn,v]

tel quewi ∈V(C) pour touti ∈ [1,n].

L’observation suivante sera utilisée plusieurs fois dansla suite :

Observation 4.4. Soit C un circuit, f une adst-coloration de C, et C′ le circuit obtenuà partir de C

en remplaçant PC(u,v) par un chemin PC′(u,v). Si f′ est une dst-coloration de C′ telle que f′(a) =

f (a) pour tout a/∈ PC′(u,v) et { f (a); a∈ PC(u,v)} ⊆ { f ′(a′); a′ ∈ PC′(u,v)} alors f′ est une adst-

coloration de C′.

Ceci découle directement du fait quef (C)⊆ f ′(C′) et donc| f ′(C′)| ≥ 3.

Lemme 4.5. Le graphe H est cubique.

Preuve. Soitv∈V(H) avecd(v)≤ 2. Nous considérons deux cas suivant qued(v) = 1 oud(v) = 2 :

Cas 1: d(v) = 1.

SoitΓ(v) = {u}. Considérons l’arête pendanteuvdeH et soit f une 4-adst-coloration du graphe

H ′ = H \{v}. Puisque|Cf (u)| ≤ 2, il est alors possible de choisirf (uv) /∈Cf (u) car nous avons

au moins deux couleurs acceptables.

Cas 2: d(v) = 2.

Soit Γ(v) = {u,w}. Considérons les deux arcsuvetwvdansH.

– Supposons queuw∈ A(G). Par minimalité deH, le grapheH ′ = H \ v admet une 4-adst-

coloration f . Si le triangleuvw deH est transitif, alors sans perte de généralité nous avons

soit−→uv,−→uw∈ A(G), soit−→vu,−→wu∈ A(G). Nous posons alorsf (−→uv) = f (−→uw) ou f (−→vu) = f (−→wu)

suivant le cas, et il est clair qu’il reste encore deux couleurs acceptables pour l’arcvw.

– Supposons maintenant queuw /∈ A(G). Par minimalité deH, le grapheH ′ obtenu à partir de

H en contractantuven un unique sommet admet une 4-adst-colorationf . Nous pouvons alors

étendre cette coloration partielle deH ′ à H en posantf (uv) /∈Cf (u)∪Cf (v) = Cf (u)∪{a}.
Par l’observation 4.4, aucun circuit deH ne peut être bicolore, etf est par conséquent une

4-adst-coloration deH.

Dans les deux cas, nous obtenons donc une 4-adst-colorationf deH, ce qui est une contradiction.2
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FIG. 4.1 – Configuration du lemme 4.7

Lemme 4.6. Le graphe H ne contient pas de sommet source.

Preuve. Supposons queH contienne un sommet sourcev ∈ V(H). Par le lemme 4.5, nous savons

qued+(v) = 3. Soientu1, u2 et u3 les trois voisins dev et f une 4-adst-coloration du grapheH ′ =

H \v. Chacun des arcs−→vu1, −→vu2 et−→vu3 a au moins deux couleurs acceptables. Sachant que deux arcs

sortants d’un même sommetv peuvent prendre la même couleur, nous pouvons étendref à une 4-

adst-coloration deH, ce qui est une contradiction. 2

Dans la suite, un sommetv deH tel qued−(v) = 1 etd+(v) = 2 (resp.d−(v) = 2 etd+(v) = 1)

sera appelé un(1,2)-sommet(resp.(2,1)-sommet).

Lemme 4.7. Le graphe H ne contient pas de(1,2)-sommet.

Preuve. Supposons queH contienne un(1,2)-sommetv (voir la figure 4.1(a)). SoitΓ(v) = {u,w,x}
tels que−→uv,−→vw,−→vx ∈ A(H) et soientΓ(u) = {v,u1,u2},Γ(w) = {v,w1,w2} et Γ(x) = {v,x1,x2}. Les

sommetsu1 etu2 (resp.w1 et w2, x1 etx2) ne sont pas nécessairement distincts.

Supposons dans un premier temps quew est un puits deH. Dans ce cas, par minimalité deH, le

grapheH ′ = H \−→vw admet une 4-adst-colorationf . L’arc−→vw n’appartient à aucun circuit. Nous avons

donc au moins une couleur acceptable pour−→vw : nous choisissonsf (−→vw) /∈ { f (−→uv), f (−−→w1w), f (−−→w2w)}.
Ceci signifie que les sommetsw etx ne sont pas des sommets puits.
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x

2
1 4

3 1

2
v

u

w
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Supposons maintenant que le sommetw est un(1,2)-sommet. Dans ce cas, par minimalité de

H, le grapheH ′ = H \−−→ww1 admet une 4-adst-colorationf . Nous étendons alors cette coloration à

une 4-adst-coloration deH de la façon suivante. Sif (−→vw) /∈C+
f (w1), nous pouvons choisirf (−−→ww1) /∈

S= { f (−→vw)}∪C+
f (w1) (|S| ≤ 3) sans risque de créer de circuits bicolores. En revanche,si f (−→vw) ∈

C+
f (w1), nous pouvons alors choisirf (−−→ww1) /∈ T = { f (−→uv)}∪C+

f (w1) (|T| ≤ 3) sans risque de créer

de circuits bicolores puisque nous auronsf (−−→ww1) 6= f (−→uv). Ceci signifie que les sommetsw et x sont

par conséquent des(2,1)-sommets.

Sans perte de généralité, nous supposons que−−→w1w,−−→ww2,
−→x1x,−→xx2 ∈ A(H).

– Supposons que nous avonsu1 = w etu2 = x (voir la figure 4.1(c)). Dans ce cas, par minimalité

de H, le grapheH ′ = H \−→vw admet une 4-adst-colorationf que nous pouvons étendre à une

4-adst-coloration deH en choisissantf (−→vw) /∈ { f (−→wu), f (−−→ww2), f (−→uv)}. Par conséquent, sans

perte de généralité, nous avonsu1 6= w.

– Soit H ′ le graphe dessiné sur le figure 4.1(b). Nous avons|A(H ′)| < |A(H)| et donc il existe

une 4-adst-colorationf deH ′. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer quef (−→uw) = 1,

f (−−→w1w) = 2 et f (−−→ww2) = 3. Nous étendons alorsf à une 4-adst-coloration deH comme suit.

– Si f (−→xx2) 6= 1, nous posonsf (−→uv) = 1 : par l’observation 4.4, quelle que soit la couleur de
−→vw, tout circuit contenant cet arc ne sera pas bicolore ; sachant que f (−→uv) 6= f (−→xx2), quelle

que soit la couleur de−→vx, tout circuit contenant cet arc ne sera pas bicolore. Il existe ensuite

pour chacun des arcs−→vw et−→vx au moins une couleur acceptable.

– Si f (−→xx2) = 1, nous posonsf (−→vw) = 1 ; par la remarque 4.4, quelle que soit la couleur de−→vw,

tout circuit contenant cet arc n’est pas bicolore. De plus, il existe au moins une couleura 6= 1

disponible pour−→uv : nous posonsf (−→uv) = a. Puisquef (−→uv) 6= f (−→xx2), toute couleur dispo-

nible pour−→vx, est également acceptable. Nous choisissons alorsf (−→vx) /∈{ f (−→uv), f (−→x1x), f (−→xx2)}.
Dans chacun des différents cas, la colorationf est donc une 4-adst-coloration deH, ce qui est une

contradiction. 2

Preuve du théorème 4.3.Par les lemmes 4.5, 4.6 et 4.7, le grapheH est cubique et ne contient que des

sommets ayant plus d’arcs entrants que d’arcs sortants : en effet, H ne contient que des(2,1)-sommets

et des sommets puits. Sachant que∑v∈V(H) d+(v) = ∑v∈V(H) d−(v), nous obtenons une contradiction,

nous permettant de conclure qu’il n’existe pas de contre-exemple au théorème 4.3. 2

La borne donnée par le théorème 4.3 est optimale. En effet, nous pouvons considérer l’orientation
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−→
K4 du graphe completK4 donnée sur la figure 4.2. Si nous voulons colorier ce graphe avec 3 couleurs,

la seule manière de colorier les arcs−→uw,−→xu,−→wx,−→vwet−→xv est clairement celle donnée sur la figure 4.2.

Mais, dans ce cas, nous avons besoin d’une couleur supplémentaire pour l’arc−→uv et par conséquent,

adst(
−→
K4) = 4.

Nous devons cependant remarquer que nous ne connaissons pasd’autres graphes de degré au plus

trois ayant une étoile arboricité orientée acircuitique égale à quatre.

Question 4.8. Soit G un graphe cubique non isomorpheà K4. Avons-nousadst(G)≤ 3?

4.3 Les graphes de faible densité

Dans cette partie, nous allons nous intéresser à l’étoile arboricité orientée acircuitique des graphes

de faible densité, et plus exactement des graphes dont le degré moyen maximum est borné. Rappelons

que le degré moyen maximum d’un grapheG, noté mad(G), est mad(G) = max
{

2|E(H)|
|V(H)| ,H ⊆G

}

. En

utilisant la relation entre degré moyen maximum et maille d’un graphe planaire (voir l’observation

1.3), les résultats que nous obtenons nous donnerons des corollaires pour certaines classes de graphes

planaires de grande maille.

Nous considérons deux classes de graphes :

– les graphesG tels que mad(G) < 7
3 ;

– les graphesG tels que mad(G) < 133
41 .

Comme nous l’avons précisé dans l’introduction de ce chapitre, adst(G)≤ χ′a(G) pour tout grapheG.

Pour obtenir une borne sur l’étoile arboricité orientéeacircuitique des graphesG tels que mad(G) < 7
3,

nous étudierons leur indice chromatique acyclique. En revanche, nous étudierons directement l’étoile

arboricité orientée acircuitique des graphesG tels que mad(G) < 133
41 .

Récemment, Muthu, Narayanan et Subramanian [MNS05] ont étudié l’indice chromatique acy-

clique les graphes planaires de grande maille : en particulier, ils montrent que tout grapheG de maille

g≥ 9, χ′a(G)≤ 6∆(G), et par conséquent adst(G)≤ 6∆(G). Nous améliorons cette borne dans le cas

des graphes planaires de maille au moins 14 :

Théorème 4.9.Soit G un graphe non orienté avecmad(G) < 7
3.

– χ′a(G) = ∆(G)+1 si G est un cycle ;

– χ′a(G) = ∆(G) sinon.

Corollaire 4.10. Soit G un graphe planaire non orienté de maille g≥ 14.

– χ′a(G) = ∆(G)+1 si G est un cycle ;

– χ′a(G) = ∆(G) sinon.

Il est évident que cette borne est optimale puisque tout grapheG nécessite au moins∆(G) couleurs

pour toute arête-coloration acyclique.

Nous avons alors :

Corollaire 4.11. Soit G un graphe planaire orienté de maille g≥ 14.
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FIG. 4.3 – Configurations interdites du théorème 4.9.

– adst(G)≤ ∆(G)+1 si G est un cycle ;

– adst(G)≤ ∆(G) sinon.

Si G est un cycle, alors il existe une orientation nécessitant∆(G)+ 1 pour toute adst-coloration : il

suffit d’orienterG de telle sorte qu’il forme un circuit. De même, nous pouvonsremarquer que tout

grapheG admet une orientation nécessitant au moins∆(G) couleurs pour toutedst-coloration : il suffit

de considérer les orientations deG dont les arcs incidents à un sommet de degré maximum sont tous

orientés vers ce sommet. Par conséquent, tout grapheG admet une orientation nécessitant au moins

∆(G) couleurs pour touteadst-coloration.

Pour des graphes de plus grand degré moyen maximum, nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 4.12.Soit G un graphe orienté avecmad(G) < 133
41 . Alorsadst(G)≤ ∆(G)+1.

Corollaire 4.13. Soit G un graphe planaire orienté de maille g≥ 6. Alorsadst(G)≤ ∆(G)+1.

4.3.1 Preuve du th́eorème 4.9

Dans le reste de cette partie, le graphe (non orienté)H est un contre-exemple minimal (au sens de

l’inclusion en tant que sous-graphe) du théorème 4.9 avec∆ = ∆(H). Nous montrerons dans un pre-

mier temps queH ne contient pas un certain ensemble de configurations, que nous appelonsensemble

de configurations interdites.

Dans toutes les preuves qui suivent, nous allons procéder de façon similaire. Nous supposerons

queH contient certaines configurations, et pour chacune d’entreelles, nous considérons une réduction

H ′ de H obtenue à partir deH en supprimant certains sommets et/ou certains arcs. Sachant queH ′

sera alors un sous-graphe deH, nous aurons mad(H ′) ≤ mad(H). Donc, par minimalité deH, il

existe une∆(H ′)-arête-coloration acycliquef de H ′. De plus, il est clair que nous avons∆(H ′) ≤
∆ et par conséquentf est une∆-arête-coloration acyclique deH ′. La coloration f est une∆-arête-

coloration acyclique partielle deH, c’est à dire une arête-coloration acyclique d’un certain sous-

ensemble d’arcs deA(H). Nous montrons alors comment étendre cette coloration partielle deH à une

∆-arête-coloration acyclique deH. L’existence d’une telle colorationf deH montre queH ne contient

aucune des configurations considérées.

Lemme 4.14. Le graphe H n’est pas un cycle.
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FIG. 4.4 – Configuration du lemme 4.16 : arête-coloration acyclique deH ′ étendue àH.

Preuve. Il est évident que tout cycle admet une 3-arête-coloration acyclique. 2

Lemme 4.15. Le graphe H ne contient pas de 1-sommet.

Preuve. Supposons queH contienne une arête pendanteuvet soitH ′= H \uv. Nous pouvons étendre

f puisqueuv est adjacent à au plus∆−1 arcs, et donc à au plus∆−1 couleurs. 2

Remarque. Sachant queH n’est pas un cycle et ne contient pas de 1-sommet, nous avons∆ ≥ 3 et

par conséquent, nous avons au moins trois couleurs à disposition.

Lemme 4.16. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.3(a).

Preuve. SoitH ′= H\v. Nous pouvons choisirf (uv) /∈ { f (u1u), f (ww1)} puisque|{ f (u1u), f (ww1)}|≤
2. Nous pouvons finalement choisirf (vw) /∈ { f (u1u), f (ww1)} sachant que nous avons au moins une

couleur disponible (f est acyclique puisqueCf (v) ∩Cf (w) = /0). 2

Lemme 4.17. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.3(b).

Preuve. SoitH ′ = H \{x,v2,w2}. Considérons les trois graphes de la figure 4.4. Les couleurs en gras

sont les couleurs de la∆-arête-coloration acyclique partiellef de H, et la notationa/b signifie que

nous considérons deux configurations possibles (couleura ou couleurb) sur la même figure.

Nous considérons quatre configurations distinctes dépendants des couleurs deuu1, vv1 et ww1 :

(1,1,1), (1,1,2), (1,2,2) et (1,2,3). La figure 4.4 montre les quatre cas possibles et donne une pos-

sible extension de l’arête-coloration acyclique requise. 2

Nous montrons maintenant que le grapheH est tel que mad(H)≥ 7
3. Pour cela, nous utilisons une

procédure de déchargement. Nous affectons à chaque sommetv deH une charge initialeω(v) = d(v),

et nous utilisons les règles de déchargement suivantes :

Règle1. Chaque 3-sommet donne1
3 à chacun de ses 3-voisins ayant un 2-voisin.

Règle2. Chaque 3-sommet donne1
6 à chacun de ses 2-voisins.
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Nous notonsω∗(v) la nouvelle charge du sommetv après la procédure de déchargement. Soitv

un k-sommet ; nous allons prouver que la nouvelle charge de chaque sommetv est au moins73. Nous

considérons les cas suivants (rappelons queH ne contient pas de 1-sommet) :

– si k = 2, alorsω(v) = 2 et ω∗(v) ≥ 2+ min{1
3;2 · 1

6} = 7
3, puisque d’après le lemme 4.16, un

2-sommet a au moins un≥3-voisin ;

– sik = 3, alorsω(v) = 3 etω∗(v)≥ 3−max{2· 1
3; 1

3 +2· 1
6;3· 1

6}= 7
3 ;

– sik≥ 4, alorsω(v) = k et ω∗(v)≥ k−k · 1
3 > 7

3.

Nous pouvons observer que

∑
v∈V(H)

ω(v) = ∑
v∈V(H)

ω∗(v) = ∑
v∈V(H)

d(v),

et

mad(H)≥ 2|A(H)|
|V(H)| =

∑
v∈V(H)

d(v)

|V(H)| =

∑
v∈V(H)

ω∗(v)

|V(H)| ≥
7
3|V(H)|
|V(H)| =

7
3
.

La contradiction avec l’hypothèse mad(H) < 7
3 conclut la preuve du théorème 4.9.

4.3.2 Preuve du th́eorème 4.12

Pour prouver ce théorème, nous utilisons la même technique que celle utilisée dans la section

précédente.

SoitH un contre-exemple minimal (au sens de l’inclusion en tant que sous-graphe) du théorème 4.12

et ∆ = ∆(H). Dans presque tous les cas, nous considérerons une adst-coloration partiellef que nous

étendrons comme suit : pour un arc non encore colorié−→uv, nous déterminerons initialement ses cou-

leurs disponibles, puis nous nous assurerons, en recoloriant certains arcs si nécessaire, que ces cou-

leurs soient également acceptables pour−→uv.

Nous montrerons dans les lemmes suivants queH ne contient aucune des configurations de la

figure 4.5. Rappelons que nous utilisons les conventions de dessin suivantes pour les configurations :

un sommetnoir est un sommet totalement défini,i.e. tous ses voisins apparaissent sur le dessin,

alors qu’un sommetblancest un sommet partiellement défini,i.e. tous ses voisins n’apparaissent pas

obligatoirement sur le dessin.

Remarque. D’après le théorème 4.3, tout graphe de degré au plus trois admet une 4-adst-coloration.

Nous pouvons par conséquent supposer que∆≥ 4 dans les arguments qui vont suivre.

Lemme 4.18. Le graphe H ne contient pas les configurations des figures 4.5(a) et 4.5(b).

Preuve. SoitH ′ = H \uu1. Nous pouvons choisirf (uu1) /∈ F f (uu1) puisque toute couleur disponible

pour uu1 est également acceptable (aucun circuit deH ne contientuu1) et |F f (uu1)| = |Cf (u1)| ≤
∆−1. 2

Lemme 4.19. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(c).
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FIG. 4.5 – Configurations interdites du théorème 4.12.
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FIG. 4.5 – Configurations interdites du théorème 4.12 (suite).

Preuve. SoitH ′ = H \−→u1u. Nous pouvons choisirf (−→u1u) /∈ F f (−→u1u) puisque toute couleur disponible

pour−→u1u est également acceptable (aucun circuit deH ne contient−→u1u) et |F f (−→u1u)| = |C−f (u1)∪
Cf (u)| ≤ ∆−1+1= ∆. 2

Remarque. D’après les deux lemmes précédents, nous savons que siu est un 2-sommet deH, alors

u aura exactement un arc entrant et exactement un arc sortant (d−(u) = d+(u) = 1).

Lemme 4.20. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(d).

Preuve. Soit H ′ = H \−→vu. Nous pouvons choisirf (−→vu) /∈ F f (−→vu) puisque toute couleur disponible

pour−→vu est également acceptable (aucun circuit deH ne contient−→vu) et |F f (−→vu)|= |C−f (v)∪Cf (u)| ≤
1+ ∆−1= ∆. 2

Lemme 4.21. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(e).

Preuve. Soit H ′ = H \−→vw. Supposons tout d’abord quef (−→uv) /∈C+
f (w) ; nous avons doncC−f (v)∩

C+
f (w) = /0 et par conséquent toute couleur disponible pour−→vw est également acceptable : nous pou-

vons choisirf (−→vw) /∈ F f (−→vw) puisque|F f (−→vw)|= |C−f (v)∪Cf (w)| ≤ 1+ ∆−1= ∆.

Supposons maintenant quef (−→uv)∈C+
f (w). Sans perte de généralité, soitf (−→uv) = f (−−→ww1) = . . . =

f (−−→wwn) pour toutn, 1≤ n≤ k. Sachant que|F f (−−→wwi)| ≤ ∆−1 pour touti, 1≤ i ≤ n, nous pouvons

choisir f (−−→wwi) /∈ F f (−−→wwi)∪ f (−→uv), ce qui nous conduit directement au cas précédent. 2

Remarque. D’après les lemmes que nous venons de prouver, si[u,v,w] est un 2-chemin deH, alors

l’un des deux sommetsv etw doit avoir au moins deux arcs entrants (d−(v) ·d−(w)≥ 2).

Lemme 4.22. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(f).

Preuve. Soit H ′ = H \ uv. Supposons tout d’abord quef (uu1) 6= f (vv1) ; nous pouvons choisir

f (uv) /∈F f (uv) puisque toute couleur disponible pour−→uvest également acceptable (nous avonsCf (u)∩
Cf (v) = /0) et |F f (uv)|= 2 < ∆ +1.
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Supposons maintenantf (uu1)= f (vv1). Soitc /∈F f (uv)∪Cf (v1)=Cf (v1) ; nous avons|Cf (v1)| ≤
∆, et par conséquent une couleur existe et est disponible pour uv; de plus, puisquec /∈Cf (v1), c est

aussi une couleur acceptable pouruvet donc nous posonsf (uv) = c. 2

Lemme 4.23. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(g).

Preuve. SoitH ′= H \uv. Soientf (uu1) = a, f (uu2) = b et f (vv1) = c. D’après les lemmes 4.18, 4.19

et 4.21, il existei ∈ {1,2} tel que−→uiu∈ A(H) ; sans perte de généralité, supposons que−→u1u∈ A(H) ;

ceci impliquea 6= b. Nous avons deux cas à considérer :

1. |{a,b,c}| = 3.

Nous avonsCf (u)∩Cf (v) = /0 et donc toute couleur disponible pour−→uv est acceptable pour−→uv

(quelle que soit la couleur de−→uv, les circuits contenant cet arc ne seront pas bicolores). Nous

pouvons donc choisirf (uv) /∈ F f (uv) puisque|F f (uv)| ≤ 3 < ∆.

2. |{a,b,c}| = 2.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer quea = c. Supposons que[u,v,v1] est un

chemin ; d’après le lemme 4.21, nous avonsd−(v1) ≥ 2. Soitd /∈ S= F f (−→uv)∪C+
f (v1) ; une

telle couleur existe puisque|S| ≤ 2+ ∆− 2 = ∆, et est disponible pouruv; de plus, puisque

d /∈C+
f (v1), d est également acceptable pouruv et par conséquent nous posonsf (uv) = d.

Supposons maintenant que[v1,v,u] est un chemin ; nous avonsd−(u) = 2 d’après le

lemme 4.20. PuisqueC−f (v)∩C+
f (u) = /0, toute couleur disponible pour−→vu est acceptable pour

−→vu (quelle que soit la couleur de−→uv, les circuits contenant cet arc ne seront pas bicolores). Nous

choisissonsf (−→vu) /∈ F f (−→vu) puisque|F f (−→vu)|= 2 < ∆.

2

Lemme 4.24. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(h).

Preuve. SoitH ′ = H \−→uv. D’après le lemme 4.18, nous avons−→u2u∈ A(H), et d’après le lemme 4.21,

d−(v)≥ 2 (sans perte de généralité, nous pouvons supposer que−→v1v∈ A(H)).

Supposons que soit−→v2v∈A(H), soit f (−→u2u) 6= f (−→vv2) ; nous avons alorsC−f (u)∩C+
f (v) = /0 et donc

toute couleur disponible pour−→uvest également acceptable ; nous pouvons donc choisirf (−→uv) /∈F f (−→uv)

puisque|F f (−→uv)| ≤ 3 < ∆.

Supposons maintenant quef (−→u2u) = f (−→vv2). Considérons l’ensemble de couleursS= F f (−→uv)∪
(C−f (u2)∩C+

f (v2)). Clairement, toute couleurc /∈ Sest acceptable pour−→uv. Si |S| ≤ ∆, nous pouvons

choisir f (−→uv) /∈ S. Si |S| = ∆ + 1, ceci implique queC−f (u2) = C+
f (v2), d−(u2) = d+(v2) = ∆−1 et

f (−→v1v) /∈C+
f (v2). Dans ce cas, nous décolorions−→vv2 et choisissons un arc sortant dev2, noté

−−→
v2v′2.

Soit f (
−−→
v2v′2) = d ; puisque|F f (

−−→
v2v′2)| = |C+

f (v2)| ≤ ∆− 1, nous pouvons recolorier
−−→
v2v′2 et choisir

f (
−−→
v2v′2) /∈ F f (

−−→
v2v′2)∪{d}. Donc, la couleurd est acceptable−→vv2 ; en effet, f (−→v1v) /∈ { f (−→v2w) | w ∈

N+(v2) \ v′2)} et d /∈C+
f (v′2). Nous posons ensuitef (−→vv2) = d, ce qui nous mène au précédent cas

( f (−→u2u) 6= f (−→vv2)). 2
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Lemme 4.25. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(i).

Preuve. Soit H ′ = H \ u. D’après le lemme 4.24,u possède deux arcs entrants et un arc sortant

(sans perte de généralité, supposons que−→vu,−→wu,−→ux∈ A(H)). Nous choisissons tout d’abordf (−→vu) /∈
S= F f (−→vu)∪{ f (xx1), f (xx2)} puisque|S| ≤ 2+ 2≤ ∆. Soit T = F f (−→wu)∪{ f (xx1), f (xx2)}. Nous

considérons deux cas :

1. Si |T| ≤ ∆, nous pouvons choisirf (−→wu) /∈ T. Par conséquent, nous avonsC−f (u)∩C+
f (x) = /0,

et donc tout couleur disponible pour−→ux est acceptable et nous pouvons définirf (−→ux) /∈ F f (−→ux)

puisque|F f (−→ux)| ≤ 4≤ ∆.

2. Si |T| = ∆ + 1, ceci implique que∆ = 4. Supposons sans perte de généralité queC−f (v) =

C−f (w) = {1,2} etC+
f (x) = {3,4}. Nous pouvons recolorier−→vu en posantf (−→vu) = 3, et poser

f (−→wu) = 4 ; finalement, la couleur 5 est clairement acceptable pour−→ux : nous posonsf (−→ux) = 5.

2

Lemme 4.26. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(j).

Preuve. D’après les lemmes 4.18 et 4.24, nous avonsd+(u) ≤ 1. Nous allons alors considérer trois

cas :

1. Supposons tout d’abord queu est un sommet puits et soitH ′ = H \−→wu. Sachant queC−f (w)∩
C+

f (u) = /0, toute couleur disponible pour−→wu est acceptable pour−→wu et donc nous pouvons

choisir f (−→wu) /∈ F f (−→wu) puisque|F f (−→wu)| ≤ 4≤ ∆.

2. Supposons maintenant qu’un des arcs−→uv ou −→uw appartient àA(H) (sans perte de généralité,

nous pouvons supposer que−→uv∈ A(H) et donc−→wu∈ A(H)) et soitH ′ = H \−→wu. D’après le

lemme 4.24, nous avons−−→w1w,−−→w2w∈ A(H).

SiC−f (w)∩C+
f (u) = /0, toute couleur disponible pour−→wuest aussi acceptable, et par conséquent,

nous pouvons choisirf (−→wu) /∈ F f ( f (−→wu)) puisque|F f (−→wu)| ≤ 4≤ ∆.

Sinon, f (−→uv) ∈C−f (w) (sans perte de généralité, nous pouvons supposer quef (−→uv) = f (−−→w1w)).

Soit S= F f (−→wu)∪C+
f (v). Toute couleurc /∈ S est acceptable pour−→wu puisquec /∈C+

f (v) et

donc, si|S| ≤∆, nous pouvons choisirf (−→wu) /∈S. Sinon, nous avons|S|= ∆+1, ce qui implique

que∆ = 4 etd+(v) = 2 ; par conséquent, nous pouvons supposer sans perte de généralité que

f (−−→w1w) = f (−→uv) = 1, f (−−→w2w) = 2, f (−→u1u) = 3, f (−→vv1) = 4 et f (−→vx) = 5. Alors, nous effaçons les

couleurs de−→uv et de−→vv1, et nous posonsf (−→uv) = 4 ; maintenant, toute couleurc /∈ F f (−→vv1) est

acceptable puisqueC−f (v)∩C+
f (v1) = /0, et nous pouvons poserf (−→vv1) = c puisque|F f (−→vv1)| ≤

∆. Ceci nous conduit au cas précédemment traité (f (−→uv) /∈ { f (−−→w1w), f (−−→w2w)}).
3. Supposons finalement que−→uu1 ∈ A(H) ; d’après les lemmes 4.18 et 4.24, nous avons−→v1v, −→xv,
−−→w1w, −−→w2w ∈ A(H). Sachant quek ≤ ∆− 2, nous avonsd(x) ≤ ∆− 1. Soit H ′ = H \ v. Nous

choisissons dans un premier tempsf (−→v1v) /∈ S= F f (−→v1v)∪ f (−→uu1) puisque|S| ≤ ∆−1+1 = ∆
et f (−→xv) /∈ T = F f (xv)∪ f (−→uu1) = C−f (x)∪{ f (−→v1v), f (−→uu1)} puisque|T| ≤ ∆−2+2 = ∆. Par
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conséquent, tout couleur disponible pour−→vuest également acceptable puisqueC−f (v)∩C+
f (u) =

/0 ; nous pouvons donc choisir à présentf (−→vu) /∈ F f (−→vu).

2

Lemme 4.27. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(k).

Preuve. Soit H ′ = H \ v. D’après le lemme 4.18, nous avons−→v1v ∈ A(H) et d’après le lemme 4.20

nous avonsd+(u) > 0 (sans perte de généralité, supposons que−→uu1 ∈ A(H)). Nous considérons trois

cas dépendant du cardinal de l’ensemble de couleursC+
f (u).

1. |C+
f (u)| = 1.

Nous choisissonsf (−→v1v) /∈S= F f (−→v1v)∪C+
f (u) puisque|S| ≤ ∆−1+1= ∆. Alors, nous avons

C−f (v)∩C+
f (u) = /0 et donc toute couleur disponible pour−→vu est également acceptable. Nous

choisissons alorsf (−→vu) /∈ F f (−→vu) puisque|F f (−→vu)|= 2 < ∆.

2. |C+
f (u)| = 2.

Sans perte de généralité, supposons quef (−→uu1) = 1 et f (−→uu2) = 2. SoitS= F f (−→v1v)∪C+
f (u) =

C−f (v1) ∪Cf (v) ∪C+
f (u) = C−f (v1) ∪C+

f (u). Clairement, si|S| ≤ ∆, nous pouvons procéder

comme dans le cas précédent.

Si |S| = ∆ + 1, alorsC−f (v1) = {3,4, . . . ,∆ + 1}. Supposons premièrement que−→uu3 ∈ A(H) et

sans perte de généralité supposons quef (−→uu3) = 2. Nous pouvons recolorier−→uu1 et choisir

f (−→uu1) /∈F f (−→uu1)∪{1} puisque|F f (−→uu1)| ≤∆−1. Ceci implique que|S| ≤∆ et par conséquent,

nous pouvons procéder comme dans le cas précédent.

Supposons maintenant que−→u3u ∈ A(H) et sans perte de généralité quef (−→u3u) = 3. Soit T =

{4,5, . . . ,∆ +1}.
• S’il existe un entieri ∈ {1,2} tel que T 6⊆ C+

f (ui), nous avons|T \C+
f (ui)| 6= /0 et par

conséquent, nous pouvons choisir une couleurc∈T \C+
f (ui) et poserf (−→v1v)= i et f (−→vu) = c :

la couleurc est acceptable pour−→vu puisquef (−−−→uu3−i) 6= f (−→v1v) et c /∈C+
f (ui)).

• Si pour touti ∈ {1,2},T ⊆C+
f (ui), alors nous décolorons l’arc−→uu1 et nous considérons quatre

sous-cas distincts :

– C+
f (u1) = T et 2 /∈C−f (u1).

Nous pouvons poserf (−→uu1) = 2 (la couleur 2 est acceptable pour−→uu1 puisque 3/∈C+
f (u1))

et f (−→v1v) = 1. Nous avons doncC−f (v)∩C+
f (u) = /0 ce qui implique que toute couleur dis-

ponible pour−→vu est aussi acceptable ; nous pouvons alors choisirf (−→vu) /∈ F f (−→vu) puisque

|F f (−→vu)|= 3 < ∆.

Notons que si nous considéronsC+
f (u2) = T et 1 /∈ C−f (u2), de la même manière, nous

étendons la colorationf àH.

– C+
f (u1) = T ∪{2}.

Soit−−→u1w l’arc sortant du sommetu1 tel que f (−−→u1w) = 2. Nous commençons par effacer

la couleur de l’arc−→uu1 et nous posonsf (−−→u1w) /∈U = F f (−−→u1w)∪{2} (nous avons|U | ≤
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∆−1+1 = ∆) ; alors, la couleur 2 est acceptable pour−→uu1 puisquef (−→u3u) /∈ { f (−→u1x) | x∈
N+(u1)\w)} et 2/∈C+

f (w) : nous posonsf (−→uu1) = 2. Nous pouvons alors poserf (−→v1v)= 1,

ce qui implique queC−f (v)∩C+
f (u) = /0. Par conséquent, toute couleur disponible pour−→vu

est également acceptable et nous pouvons choisirf (−→vu) /∈ F f (−→vu) puisque|F f (−→vu)|= 3<

∆.

Notons que si nous considéronsC+
f (u2) = T∪{1}., de la même manière, nous étendons la

coloration f àH.

– C+
f (u1) = T ∪{3}.

Soit−−→u1w l’arc sortant du sommetu1 tel que f (−−→u1w) = 3. Nous pouvons choisirf (−−→u1w) /∈
U = F f (−−→u1w)∪{3} (nous avons|U | ≤ ∆−1+ 1). À ce point, nous avonsC+

f (u1) = T et

2 /∈C−f (u1), ouC+
f (u1) = T ∪{2} : ces deux sous-cas ont déjà été traités précédemment.

Notons que si nous considéronsC+
f (u2) = T∪{3}., de la même manière, nous aboutissons

à deux sous-cas déjà traités.

– C+
f (u1) = T, C−f (u1) = {2}, C+

f (v2) = T etC−f (v2) = {1}
Nous décolorions les arcs−→uu1, −→uu2 et−→u3u. Nous posonsf (−→uu1) = 3 et f (−→uu2) = 3. Nous

avons à présentC−f (u3)∩C+
f (u) = /0 : tout couleur disponible pour−→u3u est également ac-

ceptable. Nous choisissons doncf (−→u3u) /∈ F f (u3u) (nous avons|F f (−→u3u)| ≤ ∆− 1+ 1).

Finalement, nous posonsf (−→v1v) = 1, ce qui implique queC−f (v)∩C+
f (u) = /0 : nous pou-

vons choisirf (−→vu) /∈ F f (−→vu) puisque|F f (−→vu)| ≤ 3 < ∆.

3. |C+
f (u)| = 3.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que nousavons f (−→uu1) = 1,- f (−→uu2) = 2,

f (−→uu3) = 3. SoitS= F f (−→v1v)∪C+
f (u). Si |S| ≤ ∆, nous pouvons choisirf (−→v1v) /∈ Set f (−→vu) /∈

F f (−→vu) puisque toute couleur disponible pour−→vuest également acceptable (nous avonsC−f (v)∩
C+

f (u) = /0) etF f (−→vu)= 4≤∆. Si |S|= ∆+1, ceci implique que{4,5, . . . ,∆+1}⊆C−f (v1) et par

conséquent au moins deux couleurs de l’ensembleC+
f (u) n’appartiennent pas àC−f (v1). Suppo-

sons sans perte de généralité que 1/∈C−f (v1). Nous choisissons alorsf (−→uu1) /∈ T = F f (−→uu1)∪
{1} puisque|T| ≤ ∆− 1+ 1 = ∆. Nous pouvons alors poserf (−→v1v) = 1, ce qui implique que

C−f (v)∩C+
f (u) = /0. Nous choisissons finalementf (−→vu) /∈ F f (−→vu) puisque|F f (−→vu)| ≤ 4≤ ∆.

2

Lemme 4.28. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(l).

Preuve. Soit H ′ = H \v. D’après le lemme 4.27, nous avons−→uv∈ A(H), ce qui implique d’après le

lemme 4.19 que−→vv1 ∈ A(H). D’après le lemme 4.27, nous avonsd(v1) ≥ 5 (par conséquent,∆ ≥ 5),

et d’après le lemme 4.21 nous avonsd−(v1)≥ 2. SoitS= F f (−→uv)∪C+
f (v1). Si |S| ≤ ∆, nous pouvons

choisir f (−→uv) /∈ S, ce qui implique queC−f (v)∩C+
f (v1) = /0 : toute couleur disponible pour−→vv1 est

également acceptable et donc nous pouvons choisirf (−→vv1) /∈ F f (−→vv1) puisque|F f (−→vv1)| ≤ ∆. Si |S|=
∆ + 1, ceci signifie sans perte de généralité quef (−→u1u) = 1, f (−→u2u) = 2, f (−→wu) = 3 et C+

f (v1) =

{4,5, . . . ,∆ + 1}. Dans ce cas, nous décolorions l’arc−→wu, ce qui implique que|S| ≤ 2+ ∆− 2 =
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∆ et nous posonsf (−→uv) = 3. Alors, nous choisissonsf (−→wu) /∈ F f (−→wu) puisque|F f (−→wu)| ≤ 5≤ ∆.

Finalement, puisque 3/∈C+
f (v1), toute couleur disponible pour−→vv1 est également acceptable : nous

pouvons choisirf (−→vv1) /∈ F f (−→vv1) puisque|F f (−→vv1)| ≤ ∆. 2

Remarque. D’après les lemmes 4.18 et 4.19, pour les configurations desquatre

figures 4.5(m), 4.5(n), 4.5(o) et 4.5(p), soit[u,vi ,v′i ] est un 2-chemin deH, soit [v′i ,vi ,u] est un 2-

chemin deH pour touti ∈ [1,k].

Lemme 4.29. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(m).

Preuve. Soit H ′ = H \v1. Nous considérons deux cas distincts :

1. Supposons tout d’abord qu’il existe un entieri ∈ [1,k] tel que [u,vi ,v′i ] est un chemin deH

(sans perte de généralité nous pouvons supposer que nousavons[u,v1,v′1]). Nous pouvons poser

f (
−−→
v1v′1) = c pourc /∈ F f (

−−→
v1v′1) puisque|F f (

−−→
v1v′1)| ≤ ∆−1. Toute couleurd /∈ S= { f (

−−→
v1v′1)} ∪

C−f (u) ∪ { f (
−−→
v′j v j) | f (−→v ju) = c} est acceptable pour−→uv1 ; il facile de vérifier que|S| ≤ ∆ et par

conséquent au moins une couleur est acceptable pour−→uv1 : nous posonsf (−→uv1) = d.

2. Supposons maintenant que[v′i ,vi ,u] est un 2-chemin deH pour tout entieri ∈ [1,k]. D’après

le lemme 4.20, nous avons−→uu1 ∈ A(H). Nous pouvons alors choisirf (
−−→
v′1v1) /∈ S= F f (

−−→
v′1v1)∪

{ f (−→uu1)} puisque|S| ≤ ∆−1+1 = ∆. Alors, nous avonsC−f (v1)∩C+
f (u) = /0 ce qui implique

que toute couleur disponible pour−→v1uest également acceptable ; nous choisissons alorsf (−→v1u) /∈
F f (−→v1u) puisque|F f (−→v1v)| ≤ ∆.

2

Lemme 4.30. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(n).

Preuve. Supposons premièrement que−→uvi ∈ A(H) pour tout entieri ∈ [1,k]. D’après le lemme 4.21,

nous avonsd−(v′i) ≥ 2 pour touti ∈ [1,k]. Soit H ′ = H \ v1. Nous pouvons choisirf (−→uv1) /∈ S=

F f (−→uv1)∪C+
f (v′1) puisque|S| ≤ 2+∆−2= ∆. Alors, nous avonsC−f (v1)∩C+

f (v′1)= /0 et par conséquent

toute couleur disponible pour
−−→
v1v′1 est aussi acceptable : nous pouvonsf (

−−→
v1v′1) /∈ F f (

−−→
v1v′1) puisque

|F f (
−−→
v1v′1)| ≤ ∆.

Supposons maintenant qu’il existe un entieri ∈ [1,k] tel que−→viu∈ A(H) (sans perte de généralité,

nous pouvons supposer que−→v2u∈ A(H)). Nous allons considérer deux cas dépendant de l’orientation

des arcsuu1 etuu2 :

– −→uu1,
−→uu2 ∈ A(H).

Soit H ′ = H \ v1. Nous pouvons poserf (
−−→
v1v′1) = c pour c /∈ F f (

−−→
v1v′1) puisque|F f (

−−→
v1v′1)| ≤

∆−1. Toute couleurd /∈S= { f (
−−→
v1v′1)} ∪C−f (u) ∪ { f (

−−→
v′j v j) | f (−→v ju) = c} acceptable pour−→uv1 ;

par conséquent au moins une couleur est acceptable pour−→uv1 puisque|S| ≤ ∆ : nous posons

f (−→uv1) = d.
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– −→u1u∈ A(H).

Soit H ′ = H \v2. Nous pouvons poserf (
−−→
v′2v2) = c pourc /∈ S= F f (

−−→
v′2v2)∪{ f (uu2)} puisque

|S| ≤ ∆− 1+ 1 = ∆. Toute couleurd /∈ T = { f (
−−→
v′2v2)} ∪ C−f (u) ∪ { f (

−−→
v j v′j) | f (−→uvj ) = c}

acceptable pour−→v2u ; par conséquent au moins une couleur est acceptable pour−→v2u puisque

|T| ≤ ∆ : nous posonsf (−→v2u) = d.

2

Lemme 4.31. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(o).

Preuve. Soit H ′ = H \v1. D’après le lemme 4.30, nous avons−→viu∈ A(H) pour tout entieri ∈ [1,k].

Nous pouvons choisirf (
−−→
v1v′1) /∈S= F f (

−−→
v1v′1)∪{ f (uu2)} puisque|S| ≤∆−1+1= ∆. Par conséquent,

C−f (v1)∩C+
f (u) = /0 et toute couleur disponible pour−→v1u est également acceptable ; nous choisissons

donc f (−→v1u) /∈ F f (−→v1u). 2

Lemme 4.32. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.5(p).

Preuve. SoitH ′= H \uw. D’après les lemmes 4.30 et 4.31, nous avons−→viu∈A(H) pour tout entieri ∈
[1,k−2], et−→uu1,

−→uw∈A(H). Toute couleurc /∈S= F f (−→uu2)∪ { f (
−−→
v′j v j) | f (−→v ju)∈ { f (ww1), f (ww2)}}

est acceptable pour−→uw; par conséquent au moins une couleur est acceptable pour−→uw : nous posons

f (−→uw) = c. 2

Nous allons maintenant montrer que mad(H)≥ 133
41 .

Dans la suite, unk-sommet fortdésignera unk-sommet qui possèdek−3 2-voisins ; d’autre part,

un k-sommet faibledésignera unk-sommet ayantk− 2 2-voisins. Nous dirons qu’un 3-sommet est

fort s’il possède au plus un 3-voisin, alors que nous dirons qu’il est faible s’il possède deux 3-voisins.

D’après le lemme 4.30, siH contient unk-sommet faibleu, alors nous avons−→viu ∈ A(H) ∀ i ∈
[1,k−2], où les sommetsvi sont les 2-voisins deu. Par conséquent, sachant queH ne contient pas de

sommet source (d’après le lemme 4.18), un 2-sommet ne peut ˆetre adjacent à deuxk-sommets faibles.

Nous affectons à chaque sommetv une charge initialeω(v) = d(v), puis nous utilisons les règles

de déchargement suivantes :

Règle1. Chaque 3-sommet fort donne241 à chacun de ses 3-voisins.

Règle2. Chaque 4-sommet donne27
41 à chacun de ses 2-voisins et6

41 à chacun de ses 3-voisins.

Règle3. Chaque≥5-sommet donne6
41 à chacun de ses 3-voisins.

Règle4. Chaque≥5-sommet faible donne24
41 à chacun des ses 2-voisins.

Règle5. Chaque≥5-sommet fort donne27
41 à chacun de ses 2-voisins.

Nous notonsω∗(v) la nouvelle charge du sommetv après déchargement.

Soit v un k-sommet deH ; nous allons prouver que la nouvelle chargeω∗(v) de chaque sommet

v est au moins133
41 . Nous considérons les différents cas suivants (rappelons queH ne contient pas de

1-sommet) :
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– Si k = 2, alorsω(v) = 2 et ω∗(v) ≥ 2+ 24
41 + 27

41 = 133
41 , puisque d’après le lemme 4.30 un 2-

sommet n’est pas adjacent à deux≥5-sommets faibles.

– Sik = 3 etv est un 3-sommet fort, alorsω(v) = 3 etω∗(v)≥ 3+2· 6
41− 2

41 = 133
41 .

– Si k = 3 etv est un 3-sommet faible, alorsω(v) = 3 etω∗(v) = 3+ 2 · 2
41 + 6

41 = 133
41 , puisque

d’après le lemme 4.26 un 3-sommet faible est adjacent à deux 3-sommets fort.

– Sik= 4 etvest adjacent à un 2-sommet, alorsω(v) = 4 etω∗(v)≥ 4− 27
41 = 137

41 , puisque d’après

le lemme 4.27, un 4-sommet est relié à un 2-sommet par un arcsortant et par conséquent,

d’après les lemmes 4.30 et 4.31, un 4-sommet ne peut avoir qu’un seul 2-voisin ; de plus, d’après

le lemme 4.28, un 4-sommet ne peut avoir à la fois un 3-voisinet un 2-voisin.

– Sik = 4 etv n’est pas adjacent à un 2-sommet, alorsω(v) = 4 etω∗(v)≥ 4−4· 6
41 = 140

41 .

– Sik≥ 5 etv est unk-sommet fort, alorsω(v) = k et ω∗(v)≥ k−3· 6
41− (k−3) · 27

41 ≥ 133
41 ;

– Si k≥ 5 etv est unk-sommet faible, alorsω(v) = k et ω∗(v) ≥ k− (k−2) · 24
41 ≥ 133

41 , puisque

d’après le lemme 4.32 les deux autres voisins d’unk-sommet faible sont des≥4-sommets.

Comme dans la preuve du théorème 4.9, nous obtenons que mad(H) ≥ 133
41 . Cette contradiction

permet de conclure la preuve du théorème 4.12.

4.4 Les2-arbres partiels

Dans cette dernière partie sur l’étoile arboricité orientée acircuitique, nous nous intéressons à la

classe des 2-arbres partiels, classe de graphes équivalente à la classe des graphes sans mineurK4 ou

encore à la classe des graphes séries-paralèlles.

Rappelons que le degré entrant maximum d’un graphe orient´e G, noté∆−(G), est le maximum

des degrés entrants de chaque sommet deG.

Nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 4.33.Tout 2-arbre partiel G qui n’est pas un circuit, de degré maximum∆(G), admet une

k-adst-coloration, òu k= min{∆(G),∆−(G)+2}.

Pour prouver le théorème 4.33, nous allons nous appuyer sur un lemme structurel dû à Lih, Wang

et Zhu [LWZ03] que nous avons déjà utilisé lorsque nous avons étudié le nombre chromatique orienté

des 2-arbres partiels (voir le chapitre 2, § 2.2.2).

Pour un grapheG et un sommetv∈V(G), nous notons :

DG(v) = |{u∈V(G) tel que[dG(u)≥ 3 etuv∈ A(G)]

ou [∃w∈V(G), dG(w) = 2, uw,wv∈ A(G)]}|.

Lemme 4.34. [LWZ03] Soit G un 2-arbre partiel. Alors, au moins une des affirmations suivantes est

satisfaite :

1. δ(G)≤ 1 ;

2. il existe deux 2-sommets adjacents ;

3. il existe un≥3-sommet v tel que DG(v) ≤ 2.
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Une (k, l)-adst-colorationd’un grapheG est unek-adst-colorationf de G telle que pour chaque

sommetv∈V(G), |C+
f (v)| ≤ l .

Nous montrons en réalité un résultat plus fort que celui du théorème 4.33 :

Théorème 4.35.Tout 2-arbre partiel G (qui n’est pas un circuit) de degré maximum∆(G) admet une

(k,2)-adst-coloration, òu k= min{∆(G),∆−(G)+2}.

Dans la suite de cette partie, le grapheH est un contre-exemple minimal (en terme de nombre de

sommets et d’arcs,i.e. |V(H)|+ |A(H)|) du théorème 4.35 (H n’est par conséquent pas un circuit).

Soient∆ = ∆(H) et ∆− = ∆−(H). Dans toutes les preuves qui suivent, nous allons procéderde façon

similaire. Nous supposons successivement queH contient les configurations énoncées dans le lemme

structurel 4.34, et pour chacune d’entre elles, nous considérons une réductionH ′ deH obtenue à partir

deH en supprimant certains sommets et/ou certains arcs, ou en contractant certains arcs. Nous avons

alors clairement∆(H ′) ≤ ∆. Par minimalité deH, il existe une(min{∆(H ′),∆−(H ′) + 2},2)-adst-

coloration f de H ′, qui est également une(min{∆,∆−+ 2},2)-adst-coloration deH ′. La coloration

f est donc une(min{∆,∆−+ 2},2)-adst-coloration partielle deH. Nous montrons alors comment

étendre cette coloration partielle deH à une(min{∆,∆−+ 2},2)-adst-coloration deH. L’existence

d’une telle colorationf deH prouve queH ne contient aucune des configurations considérées.

Lemme 4.36. Le graphe H est connexe.

Preuve. Supposons queH = H1⊎H2 (union disjointe) oùH1 etH2 ne sont pas des graphes vides. Par

minimalité deH, les graphesH1 et H2 admettent donc respectivement une(min{∆,∆−+2},2)-adst-

coloration f1 et f2 qui peuvent facilement être étendues à une(min{∆,∆−+ 2},2)-adst-coloration

f = f1∪ f2 deH. 2

Lemme 4.37. Le graphe H ne contient pas de 1-sommet.

Preuve. Supposons queH contienne un 1-sommetu. Soientv son unique voisin etH ′ = H \u.

Cas 1: −→vu∈ A(H)

Si d+(v) 6= 0, nous choisissonsf (−→uv) ∈C+
f (v) et par conséquent nous n’augmentons pas le car-

dinal de l’ensembleC+
f (v). Sinon, puisqued−(v)≤∆−1 etd−(v)≤∆−, nous avons|F f (−→vu)|=

|C−f (v)| = d−(v) ≤ min{∆− 1,∆−} ; de plus, il est clair que toute couleur disponible pour−→vu

est acceptable pour−→vu. Nous pouvons donc choisirf (−→vu) /∈ F f (−→vu) et nous aurons|C+
f (−→vu)|=

1≤ 2.

Cas 2: −→uv∈ A(H)

Puisque|F f (−→uv)| = |Cf (v)| ≤ ∆−1, |C−f (v)| = d−(v)−1≤ ∆−−1 (l’arc −→uv est non colorié)

et |C+
f (v)| ≤ 2 (par hypothèse), nous obtenons|F f (−→uv)| ≤min{∆−1,∆−+ 1} ; de plus, il est

clair que toute couleur disponible pour−→uv est acceptable pour−→uv. Nous pouvons donc choisir

f (−→uv) /∈ F f (−→uv) ; de plus,C+
f (v) reste inchangé et donc|C+

f (v)| ≤ 2.
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wu xv

(a) Le grapheH où u 6= x.

v

u

w

(b) Le grapheH où u = x.

v′ xu

(c) Le grapheH ′1.

v

u

w

(d) Le grapheH ′2.

FIG. 4.6 – Configurations interdites du lemme 4.39 et leurs réductions.

2

Lemme 4.38. Le graphe H ne contient pas de 2-source.

Preuve. Supposons queH contienne un 2-sourceu et soitΓ(u) = {v1,v2}. Soit H ′ = H \−→uv1. Nous

avonsF f (−→uv1) = C−f (u)∪Cf (v1) = Cf (v1) : en utilisant les mêmes arguments que dans le cas 2 du

lemme 4.37, nous montrons qu’il existe au moins une couleur acceptable pour−→uv1. 2

Remarque. Par hypothèse, le grapheH n’est pas un circuit. D’après les lemmes 4.36, 4.37 et 4.38,

nous savons à présent queH n’est ni un chemin, ni un cycle. Nous pouvons donc considérer dans la

suite que∆≥ 3.

Lemme 4.39. Le graphe H ne contient pas deux 2-sommets adjacents.

Preuve. Supposons que le grapheH contienne deux 2-sommets adjacentsvetw (voir les figures 4.6(a)

et 4.6(b)). Nous considérons deux cas suivant que les sommets u et x sont confondus ou non.

Cas 1: u 6= x (voir la figure 4.6(a))

Soit H ′1 le graphe obtenu à partir deH en contractant l’arcvw (voir la figure 4.6(c)). D’après

le lemme 4.38, nous avonsf (uv′) 6= f (v′x). Nous posons alorsf (uv) = f (uv′), f (wx) = f (v′x)

et d’après l’observation 4.4, toute couleur disponible pour vw est également acceptable pour

vw. Nous avons|F f (vw)| = 2 < min{∆,∆−+ 2} puisque∆ ≥ 3. Nous pouvons donc choisir

f (vw) /∈ F f (vw).

Cas 2: u = x (voir la figure 4.6(b))

L’arc vwn’appartient à aucun circuit élémentaire de longueur paire. Par conséquent, toute cou-

leur disponible pourvw est également acceptable. Nous avons|F f (vw)| = { f (uv), f (uw)} ≤
2≤min{∆−1,∆−+1}. Nous pouvons donc choisirf (−→vw) /∈ F f (−→vw).
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v′

u w

v

(a) Le grapheH

v′

u w

(b) Le grapheH ′1

v′

u w

(c) Le grapheH ′2

v′

u w

v

(d) Le grapheH ′3

FIG. 4.7 – Configuration interdite du lemme 4.40 et ses réductions.

2

Lemme 4.40. Le graphe H ne contient pas la configuration de la figure 4.7(a).

Preuve. Supposons que le grapheH contienne trois sommetsu, v et w tels que−→uv,−→uw∈ A(H) et

d(v) = 2 (voir la figure 4.7(a)). Les sommetsv′ etw ne sont pas nécessairement distincts.

Nous commençons par colorier l’arcvv′. Si
−→
vv′ ∈ A(H), nous considérons le grapheH ′1 obtenu à

partir deH en contractant l’arc−→uv (voir la figure 4.7(b)) siv′ 6= w. Nous pouvons alors poserf (
−→
vv′) =

f (
−→
uv′). En revanche, siv′ = w, alors nous considérons le grapheH ′2 = H \ v (voir la figure 4.7(c)).

Nous pouvons alors poserf (
−→
vv′) = f (−→uw). Si au contraire

−→
v′v ∈ A(H), nous considérons le graphe

H ′3 = H \−→uv (voir la figure 4.7(d)) et dans ce cas,
−→
vv′ est déjà colorié.

Dans tous les cas, d’après l’observation 4.4, toute couleur disponible pour−→uv est également ac-

ceptable pour−→uv. Si f (−→uw) 6= f (vv′), nous posonsf (−→uv) = f (−→uw) ; puisque f (−→uw) ∈ C+
f (u), nous

n’augmentons pas le cardinal de cet ensemble de couleurs. Supposons à présent quef (−→uw) = f (vv′).

Si |C+
f (u)|= 2, nous choisissonsf (−→uv) ∈C+

f (u)\{ f (−→uw)}, et ainsi, le cardinal de l’ensembleC+
f (u)

n’augmente pas. SiC+
f (u) = { f (−→uw)}, nous avons|F f (−→uv)|= |C−f (u)∪Cf (v)|= |C−f (u)∪{ f (−→uw)}|=

d−(u)+1≤∆−1 etd−(u)≤∆− ; par conséquent|F f (−→uv)| ≤min{∆−1,∆−+1}. Nous pouvons donc

choisir f (−→uv) /∈ F f (−→uv), et nous aurons|C+
f (u)|= 2. 2

Remarque 4.41.D’après le lemme 4.40, si le graphe H contient un sommet u adjacentà un 2-sommet

v tel que−→uv∈ A(H), alors d−(u) = d(u)−1 (i.e. tous les arcs incidents au sommet u,à l’exception de

l’arc −→uv, sont des arcs entrants).

Lemme 4.42. Le graphe H ne contient pas les configurations des figures 4.8(a) et 4.8(b).
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a
u

v′

wv

(a) Le grapheH.

a
u w

w′

v

v′

(b) Le grapheH.

v

u

v′

w′

a

(c) Le grapheH ′.

FIG. 4.8 – Configurations interdites du lemme 4.42 et leur réduction.

Preuve. Supposons queH contienne la configuration de la figure 4.8(a) (resp. de la figure 4.8(b)).

Soit H ′ le graphe obtenu à partir deH en contractant le triangle(v,v′,w,v) (resp. en contractant le

carré(v,v′,w,w′,v)). L’arc uv du grapheH ′ est orienté dans la même direction que dans le grapheH.

Le grapheH ′ admet par conséquent une(min{∆,∆−+2},2)-adst-colorationf , qui est une coloration

partielle deH. Soit f (uv) = a.

(i) Configuration de la figure 4.8(a)

D’après l’observation 4.4, les couleurs disponibles pourchacun des arcs non encore coloriés de

H sont également acceptables pour ces arcs.

– Supposons que
−→
vv′ ∈ A(H). D’après la remarque 4.41,−→uv, −→wv,

−→
v′w ∈ A(H). Nous pouvons

poser f (
−→
v′w) = a puisquea /∈ Cf (w). Si |C+

f (w)| > 0, nous choisissonsf (−→wv) ∈ C+
f (w).

Si |C+
f (w)| = 0, nous avons|F f (−→wv)| = |C−f (w)∪Cf (v)| = |C−f (w)| = d(w)− 1≤ ∆− 1 et

d−(w) ≤ ∆−, ce qui implique|F f (−→wv)| ≤ min{∆− 1,∆−}. Nous choisissons doncf (−→wv) /∈
F f (−→wv) et nous aurons ainsi|C+

f (w)| = 1. Finalement, il aisé de vérifier qu’il reste au moins

une couleur pour colorier l’arc
−→
vv′.

– Supposons que
−→
v′v ∈ A(H). D’après le lemme 4.38, nous avons

−→
wv′ ∈ A(H) ; alors, d’après

le lemme 4.40, tous les arcs incidents au sommetw, à l’exception de l’arc−→wv′, sont des arcs

entrants du sommetw ; en particulier,−→vw∈ A(H). Nous pouvons poserf (
−→
wv′) = a puisque

a /∈Cf (w). Nous avons|F f (−→vw)|= |C−f (w)∪Cf (v)|= |C−f (w)|= d(w)−1≤∆−1 etd−(w)≤
∆−, ce qui implique|F f (−→vw)| ≤ min{∆− 1,∆−}. Nous choisissons doncf (−→vw) /∈ F f (−→vw).

Finalement, il est aisé de vérifier qu’il reste au moins unecouleur pour colorier l’arc
−→
v′v.

(ii) Configuration(b) (voir la figure 4.8(b))

Sans perte de généralité, d’après le lemme 4.38, nous avons
−−→
ww′ ∈ A(H) ; alors, d’après le

lemme 4.40, tous les arcs incidents au sommetw, à l’exception de l’arc
−−→
ww′, sont des arcs
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FIG. 4.9 – Configurations interdites du lemme 4.43 (les arcs en pointillés représentent des arcs possi-

blement présents dansH).

entrants du sommetw ; en particulier,
−→
v′w ∈ A(H). De plus, nous avons

−→
w′v,
−→
vv′, −→uv∈ A(H).

D’après l’observation 4.4, le seul circuit deH pouvant être bicolore est le circuit[v,v′,w,w′,v].

Nous pouvons poserf (
−→
v′w)= apuisquea /∈Cf (w). Nous avons|F f (

−−→
ww′)|= |C−f (w)∪Cf (w′)|=

|C−f (w)|= d(w)−1≤ ∆(H)−1 etd−(w)≤ ∆− ; par conséquent|F f (
−−→
ww′)| ≤min{∆−1,∆−}.

Nous choisissons alorsf (
−−→
ww′) /∈ F f (

−−→
ww′) et nous posonsf (

−→
vv′) = f (

−−→
ww′). Finalement, il est

facile de vérifier qu’il reste au moins une couleur pour choisir f (
−→
w′v) /∈ F f (

−→
w′v) (notons que le

circuit [v,v′,w,w′,v] est alors colorié avec trois couleurs).

2

Lemme 4.43. Le graphe H ne contient pas de≥3-sommet v tel que DH(v) ≤ 2 (i.e. une des configu-

rations de la figure 4.9).

Preuve. Supposons que le grapheH contienne un≥3-sommetv tel queDH(v)≤ 2. Nous considérons

deux cas suivant la valeur deDH(v).
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Cas 1: DH(v) = 1 (Configuration de la figure 4.9(a))

Soit y1,y2, . . . ,yr les r 2-voisins dev et duk-sommetw. Sachant quev est un≥3-sommet, nous

avons nécessairementr ≥ 2. D’après le lemme 4.38, aucun des sommetsyi (i ∈ [1, r]) est un

sommet source. Supposons qu’au moins un desyi est un sommet puits, disonsy1. Dans ce

cas, d’après le lemme 4.40, les sommetsy2,y3, . . . ,yr sont des 2-sources, ce qui est interdit

par le lemme 4.38. Par conséquent, pour touti ∈ [1, r], nous avons soit−→vyi ,
−→yiw ∈ A(H), soit

−→wyi ,
−→yiv∈ A(H). D’après le lemme 4.40, on ne peut avoir deux entiersi, j ∈ [1, r], i 6= j, tels que

soit−→vyi ,
−→yiw,−→vyj ,

−→y jw∈A(H), soit−→wyi,
−→yiv,
−→wyj ,
−→y jv∈A(H) (i.e. les deux 2-chemins sont orientés

dans la même direction). Ainsi,r = 2, le graphe contient nécessairement l’arcvw puisquev

est un≥3-sommet, et sans perte de généralité, nous pouvons supposer que[w,y1,v,y2,w] est

un circuit deH. Cependant, quelle que soit l’orientation de l’arcvw, le grapheH contient la

configuration interdite d’après le lemme 4.40.

Cas 2: DH(v) = 2 (Configurations des figures 4.9(b), 4.9(c), 4.9(d) et 4.9(e))

– Configurations des figures 4.9(b) et 4.9(c) :

La configuration de la figure 4.8(a), qui est interdite d’apr`es le lemme 4.42, est un sous-graphe

des configurations des figures 4.9(b) et 4.9(c).

– Configurations des figures 4.9(d) et 4.9(e) :

La configuration de la figure 4.8(b), qui est interdite d’apr`es le lemme 4.42, est un sous-

graphe des configurations des figures 4.9(d) et 4.9(e) (notons que puisquev est un≥3-

sommet, nous avonsr ≥ 2 ous≥ 2 sur la figure 4.9(d)).

2

Preuve du théorème 4.35.D’après les lemmes 4.37, 4.39 et 4.43, le grapheH ne contient pas de 1-

sommet, ni deux 2-sommets adjacents, ni de≥3-sommetv tel queDH(v)≤ 2. Par conséquent, d’après

le lemme 4.34, le grapheH n’est pas un 2-arbre partiel, ce qui est une contradiction. 2

4.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié une nouvelle notion decoloration : l’étoile coloration orientée

acircuitique. Cette notion est une extension naturelle de la notion d’étoile coloration dirigée.

Nous avons introduit cette notion dans l’optique d’obtenirdes bornes pour l’indice chromatique

orienté (étudié dans le chapitre 3). Cependant, les bornes que nous avons obtenues pour l’étoile arbo-

ricité orientée acircuitique ne nous ont pas permis d’am´eliorer les bornes que nous connaissions déjà

pour l’indice chromatique orienté.

Graphes de degŕe au plus trois. Dans [Bur79], Burnstein a montré que tout graphe de degré maxi-

mum 4 admet une 5-sommet-coloration acyclique. Sachant quele graphe représentatif des arêtes d’un

graphe de degré au plus 3 est un graphe de degré au plus 4, nous obtenons que tout graphe de degré
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au plus trois admet une 5-arête-coloration acyclique, et par conséquent une 5-adst-coloration. Notre

résultat a donc montré que cette borne pouvait être ramenée à 4 lorsque que nous considérons direc-

tement l’étoile coloration orientée acircuitique de graphes orientés.

Nous avons également exhibé un graphe cubique (une orientation deK4) dont l’étoile arbori-

cité orientée acircuitique est 4. Notre résultat est donc optimal. Cependant, nous ne connaissons pas

d’autres graphes cubiques n’admettant pas de 3-adst-coloration. Nous pouvons alors nous poser la

question suivante :

Question 4.44.Avons nousadst(G) ≤ 3 pour tout graphe G connexe de degré au plus trois non

isomorphèa K4 ?

Graphes de faible densit́e. Nous avons également considéré les graphes de faible densité dans le

but d’obtenir des bornes pour certaines classes de graphes planaires de maille donnée.

Pour ce faire, nous avons étudié les graphes de degré moyen maximum borné et avons tenté

de déterminer, pour un grapheG, le plus petit entierk tel que si mad(G) < k, alorsG admet une

∆(G)-adst-coloration ou une(∆(G) + 1)-adst-coloration. Nous avons montré que tout grapheG tel

que mad(G) < 7
3 admet une∆(G)-arête-coloration acyclique et donc une∆(G)-adst-coloration ; de

plus, cette borne est clairement optimale. Nous avons également montré que tout grapheG tel que

mad(G)< 133
41 admet une(∆(G)+1)-adst-coloration. En revanche, nous ne savons pas si cette dernière

borne est optimale : en effet, nous ne connaissons pas de telsgraphes n’admettant pas de∆-adst-

colorations.

Ces résultats nous ont ensuite permis d’obtenir en corollaire des bornes pour l’étoile arboricité

orientée acircuitique de certaines classes de graphes planaires de maille donnée. En effet, tout graphe

planaireG de maille 14 (resp. 6) admet une∆(G)-adst-coloration (resp.(∆(G)+1)-adst-coloration).

Nous pouvons remarquer que montrer qu’un grapheG tel que mad(G) < 10
3 admet une∆(G)-adst-

coloration permet d’obtenir en corollaire que tout graphe planaireG de maille 5 admet une∆(G)-adst-

coloration. Actuellement, nous avons seulement réussi àmontrer que tout grapheG tel que mad(G) <
133
41 admet une∆(G)-adst-coloration. Pour améliorer notre corollaire, l’écart qui reste à combler est très

faible ( 11
123). Il serait donc intéressant d’essayer d’améliorer l’ensemble des configurations interdites

considérées pour obtenir un meilleur résultat.

2-arbres partiels. Nous avons aussi étudié l’étoile arboricité orientéeacircuitique de la classe des

2-arbres partiels. Nous avons montré que tout 2-arbre partiel G possède une étoile arboricité orientée

acircuitique d’au plus min{∆(G),∆−(G)+2}. Sachant que seuls les arcs entrants d’un même sommet

doivent avoir des couleurs différentes, exprimer l’étoile arboricité orientée acircuitique en fonction du

degré entrant maximum du graphe permet d’obtenir de meilleures bornes. C’est d’ailleurs ce que font

Amini, Havet, Huc et Thomassé [AHHT06] lorsqu’ils étudient l’étoile arboricité dirigée : il ont en

particulier montré que, pour un digrapheG donné, dst(G)≤ 2∆−(G)+1.
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Une borne ǵenérale en fonction de∆ ? Rappelons premièrement que, pour un graphe orientéG,

toute arête-coloration acyclique du graphe sous-jaent deG impose que toutes les arêtes incidentes

à un même sommet doivent obtenir des couleurs différentes ; en revanche, dans le cas d’une étoile

coloration orientée acircuitique deG, seuls les arcs entrants d’un même sommet doivent avoir des

couleurs différentes. D’ailleurs, nous avons vu que adst(G)≤ χ′a(G).

Alon, Sudakov et Zaks [ASZ01] ont conjecturé queχ′a(G)≤ ∆(G)+2 pour tout grapheG.

Dans ce chapitre, pour chacune des classes de graphes que nous avons étudiées, l’étoile colora-

tion orientée acircuitique est au plus∆ + 1. De plus, nos multiples tentatives ne nous ont pas per-

mis de construire de graphes n’admettant pas de(∆ + 1)-adst-coloration. Aux vues des remarques

précédentes, nous pouvons alors nous poser naturellement la question suivante :

Question 4.45.Avons nousadst(G)≤ ∆(G)+1 pour tout graphe orient́e G ?
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Dans cette thèse, nous nous sommes intéressé à trois types de colorations de graphes orientés : la

sommet-coloration orientée, l’arc-coloration orient́eeet l’étoile-coloration orient́ee acircuitique.

Dans chaque chapitre, nous avons fait un bilan des résultats obtenus et avons suggéré un certain

nombre de problèmes ou de questions en relation directe avec nos travaux.

Dans cette conclusion générale, nous rappelons certainsde ces résultats ou questions, puis présen-

tons des axes de recherche plus larges.

* * *

Le nombre chromatique orienté de nombreuses classes de graphes a été considéré dans la littérature

durant les dix dernières années. Pour un certain nombre declasses, des résultats optimaux ont été

prouvés ; pour d’autres, seuls des encadrements ont été obtenus.

Dans le second chapitre, nous avons étudié ce paramètre.Nous avons répondu à certaines ques-

tions posées et avons également obtenu des résultats pour quelques classes de graphes qui n’avaient

pas été considérées auparavant.

En particulier, nous avons entièrement résolu le cas des graphes planaires extérieurs de maille

donnée.

D’autre part, nous avons amélioré la borne supérieure dunombre chromatique orienté des graphes

planaires de maille au moins 11 en prouvant que ces derniers admettent une 6-sommet-coloration

orientée. Cependant, nous ne savons pas si cette borne est optimale :

Question. Le nombre chromatique orienté des graphes planaires de maille au moins 11 est-il 5 ou 6 ?

Rappelons que le nombre chromatique orienté de la classe des graphes planaires (de maille 3) est

d’au moins 17 et d’au plus 80. La borne supérieure semble éloignée de la borne optimale. Cependant,

malgré de nombreuses tentatives, personne n’est parvenu `a l’améliorer. D’autre part, l’obtention de la

borne inférieure est complexe. L’amélioration de l’une de ces deux bornes constitue donc aujourd’hui

un véritable challenge.
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Nous rappelons ici deux conjectures :

Conjecture. [Sop97] Le nombre chromatique orienté de la classe des graphes connexes de degré au

plus trois est 7.

Conjecture. [FRR03] Le nombre chromatique orienté des grilles̀a deux dimensions est 7.

Bien que le tournoiQR7 (le tournoi construit à partir des résidus quadratiques non nuls de 7) soit à

première vue un “bon candidat” pour tenter de prouver les deux précédentes conjectures, nous avons

pu voir qu’il existe des graphes connexes de degré au plus trois n’admettant pas d’homomorphisme

versQR7 (voir chapitre 2, § 2.5, figure 2.32), ainsi qu’une grilleG5,33 à deux dimensions (à 5 colonnes

et 33 lignes, voir chapitre 2, § 2.5, figure 2.34) n’admettantpas d’homomorphisme versQR7.

Alors, existe-t-il un graphe cible universel à 7 sommets pour la classe des graphes connexes de

degré au plus trois ? Existe-t-il un graphe cible universelà 7 sommets pour la classe des grilles à deux

dimensions ?

En collaboration avećEdita Máčajová de l’Université Commenius de Bratislava, nous avons cons-

truit le tournoi T7 à 7 sommets (voir chapitre 2, § 2.5, figure 2.33) qui permet decolorier tous les

graphes cubiques ayant au plus 18 sommets. Ce tournoi permetégalement de colorier la grilleG5,33 ;

de plus, nous n’avons pas réussi à construire de grille n’admettant pas d’homomorphisme versT7.

Nous pouvons alors poser les deux questions suivantes :

Question. Tout graphe connexe de degré au plus trois admet-il un homomorphisme versT7 ?

Question. Toute grille à deux dimensions admet-elle un homomorphisme versT7 ?

* * *

Dans le troisième chapitre, nous avons introduit la nouvelle notion d’arc-coloration orient́ee.

Nous avons proposé une étude générale de cette notion enabordant plusieurs questions : étude de

complexité, obtention de bornes en fonction de paramètres déjà étudiés dans la littérature ou encore

étude de l’indice chromatique orienté d’un certain nombre de classes de graphes.

Nous avons notamment montré que tout graphe orienté d’indice chromatique orienték a un

nombre chromatique orienté d’au plus(
⌊

k
2

⌋

+ 2)2⌊ k−1
2 ⌋ ; de plus, nous avons construit, pour tout

k≥ 1, un graphe orienté d’indice chromatique orienték et de nombre chromatique orienté au moins

α ·2⌊ k
2⌋−1 oùα = 2 sik est pair etα = 13

4
√

2
sinon. La borne optimale du nombre chromatique orienté

d’un graphe orientéG en fonction de l’indice chromatique orienté deG est donc de l’ordre de 2
χ′o(G)

2 .

Nous avons par ailleurs déterminé de façon exacte l’indice chromatique orienté des graphes pla-

naires extérieurs de maille donnée.

Nous avons montré que l’indice chromatique orienté de la classe des graphes planaires est d’au

moins 10 et d’au plus 38. Cependant, l’écart entre la borne inférieure et la borne supérieure est relati-

vement important, et pour l’instant nous ne connaissons pasde méthode nous permettant d’obtenir un

encadrement plus fin.
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Nous avons d’autre part montré que l’indice chromatique orienté de la classe des graphes de degré

au plus trois est d’au moins 6 et d’au plus 7.

Il serait intéressant d’étudier à présent l’indice chromatique orienté de classes de graphes que

nous n’avons pas encore considérées. Dans un premier temps, nous pourrions nous restreindre aux

classes de graphes pour lesquelles une borne supérieure est déjà connue pour le nombre chromatique

orienté. Sachant que l’indice chromatique orienté de tout graphe orientéG est d’au plus le nombre

chromatique orienté deG, nous pourrions alors avoir un point de départ et ainsi une première borne à

essayer d’améliorer.

La notion de sommet-coloration orientée est maintenant étudiée depuis quelques années. Plusieurs

auteurs ont proposé des extensions de cette notion et nous pouvons notamment citer la “J-sommet-

coloration orient́ee” (oriented game vertex-coloringen anglais) ou encore lasommet-coloration orien-

tée par liste. Ces deux extensions peuvent bien évidemment être considérées dans le cas de l’arc-

coloration orientée.

Le nombre J-chromatique orienté a été introduit et étudié par Nešetřil et Sopena [NS01] en 2001.

Ils ont notamment montré qu’il est d’au plus 7 pour les chaı̂nes (cette borne est optimale), et d’au plus

19 pour les arbres.

Cette notion s’étend naturellement à la coloration d’arcs. LaJ-arc-coloration orient́eed’un graphe

orientéG peut se définir comme suit. SoitH un graphe cible orientéfixé dont les sommets vont être

utilisés en tant que couleurs. Nous considérons un jeu à deux joueurs (Alice et Bob) qui jouent de

façon alternée, Alice jouant la première. Le but d’Aliceest d’obtenir uneH-arc-coloration deG, alors

que le but de Bob est d’empêcher Alice d’arriver à ses fins. Un coupconsiste à choisir un arc non

colorié−→uv et à lui assigner une couleurα ∈V(H) de telle sorte que :

1. si w est un sommet deG tel que−→vw (resp.−→wu) est un arc deG colorié avecβ, alors
−→
αβ (resp.−→

βα) est un arc deH,

2. si−→wxest un arc deG colorié avecβ tel que−→xu∈ A(G) (resp.−→vw∈ A(G)), alorsα 6= β.

Si après|A(G)| coups, le graphe est colorié, alors Alice a gagné, sinon Bob a gagné. En d’autres

termes, Bob gagne s’il mène Alice dans une impasse,i.e. plus aucun arc non colorié ne peut l’être

sans contredire les deux contraintes ci-dessus. L’indice J-chromatique orienté deG est alors le plus

petit ordre d’un graphe orientéH tel qu’Alice ait une stratégie gagnante.

Nous avons vu que l’indice chromatique orienté de tout graphe orientéG est d’au plus le nombre

chromatique orienté deG. En revanche, la preuve nous permettant d’obtenir cette relation précédente

ne s’adapte pas à la version “jeu”. Il est donc, dans ce cas, beaucoup moins évident que cette relation

reste vraie. Il serait par conséquent intéressant de considérer cette version du problème, en vérifiant

notamment si une borne supérieure de l’indice J-chromatique orienté de tout graphe orientéG peut

être obtenue en fonction du nombre J-chromatique orientédeG.
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La notion de sommet-coloration orientée par liste a été introduite par Sali et

Simonyi [SS99] en 1999. En 2001, Tuza et Voigt [TV01] ont considéré la classe des couplages et

ont montré que tout couplage de taille au plus 11 a un nombre chromatique orienté par liste égal à

2. Il ont également montré que tout couplage de taille au moins 12 a un nombre chromatique orienté

par liste d’au moins 3.̀A travers cette étude, nous pouvons nous rendre compte que ce problème est

beaucoup plus complexe que dans la version classique (sans liste).

Cette notion s’étend naturellement à la coloration d’arcs. Un graphe orientéG est L-liste arc-

coloriables’il est possible de trouver, pour tout arc−→uv∈ A(G), une couleurf (−→uv) ∈ L(u) telle que :

1. pour toutw∈ Γ−(u) (resp.w∈ Γ+(v)), on a f (wu) 6= f (uv) (resp. f (uv) 6= f (vw)),

2. pour toutw ∈ Γ−(u) (resp.w ∈ Γ+(v)) et pour tousx,y,z∈ V(G) tels que f (−→wu) = β (resp.

f (−→vw) = α), et−→xy et−→yz sont deux arcs deG avec f (−→xy) = α et f (−→yz) = β, on a f (−→uv) 6= α (resp.

f (−→vw) 6= β).

Nous dirons alors queG estk-liste arc-coloriablesi G estL-liste arc-coloriable pour toute assignation

de listesL telle que|L(v)| ≥ k pour tout sommetv∈V(G).

L’ indice chromatique orienté par listed’un graphenon orient́e G est défini comme le plus petit

entierk pour lequel il existe une orientation deG qui soitk-liste arc-coloriable.

Dans le cas non orienté, nous pouvons citer la célèbreconjecture de coloration par liste:

Conjecture. Pour tout graphe non orienté G, l’indice chromatique de G estégal à l’indice chroma-

tique par liste de G.

Il serait alors intéressant de se poser la question dans le cas orienté :

Question. Quelle relation avons nous entre l’indice chromatique orienté et l’indice chromatique

orienté par liste d’un grapheG?

* * *

Nous avons enfin introduit la notion d’étoile-coloration orientée acircuitique dans le quatrième et

dernier chapitre.

L’étude de cette notion provient de l’étude de l’arc-coloration orientée. En effet, nous avons

borné l’indice chromatique orienté en fonction de l’étoile arboricité orientée acircuitique. Cepen-

dant, les résultats que nous avons obtenus sur l’étoile arboricité orientée acircuitique n’ont pas permis

d’améliorer les bornes obtenues sur l’indice chromatiqueorienté.

Nous avons notamment montré que l’étoile arboricité orientée acircuitique des graphes de degré

au plus trois est 4. Cependant, seul un graphe nous permet d’obtenir l’optimalité du résultat : une

orientation du graphe complet à quatre sommets. Nous pouvons alors nous poser la question suivante :
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Question. L’étoile arboricité orientée acircuitique de tout graphe connexe de degré au plus trois non

isomorphe àK4 est-elle égale à 3 ?

Nous avons également étudié l’étoile arboricité orientée acircuitique des graphes de faible densité.

Les résultats obtenus nous ont permis de montrer que tout graphe planaire de maille 14 (resp. 6) admet

une∆-étoile-coloration orientée acircuitique (resp.(∆+1)-étoile-coloration orientée acircuitique). De

plus, la borne obtenue pour la maille 14 est optimale.

En règle générale, peu de résultats sont connus pour l’´etoile arboricité dirigée, et a fortiori pour

l’étoile arboricité orientée acircuitique. Il serait donc intéressant d’étudier ces deux paramètres pour

certaines classes de graphes qui n’ont pas encore été considérées.
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[EP07] L. Esperet and A. Pinlou. Acyclic improper choosability of graphs. InSixth Czech-Slovak

International Symposium on Combinatorics, Graph Theory, Algorithms and Applications,

Elect. Notes in Discrete Math., to appear, 2007.



Bibliographie 163

[Fri70] E. Fried. On homogeneous tournaments.Combinatorial Theory and its Applications,

2 :467–476, 1970.

[FRR03] G. Fertin, A. Raspaud, and A. Roychowdhury. On the oriented chromatic number of grids.

Inform. Process. Lett., 85(5) :261–266, 2003.
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[NR99] J. Nešetřil and A. Raspaud. Antisymmetric flows andstrong colourings of oriented

graphs.Annales de l’Institut Fourier, 49 :1037–1056, 1999.
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étoile-coloration dirigée . . . . . . . . . . . . . . . . .127

sommet-coloration acyclique . . . . . . . . . . . . . 35

sommet-coloration orientée . . . . . . . . 36, 39–41

sommet-coloration orientée forte . . . . . . . . . . 55

sommet-coloration propre . . . . . . . . . . . . . . . . 34

connexe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .26

k-arête-connexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

k-arc-connexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

k-connexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

composante connexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

composante fortement connexe . . . . . . . . . . . 27

fortement connexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

contraction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

corde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

couleur acceptable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

couleur disponible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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degré sortant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

digraphe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

digraphe de Cayley . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

169



170 Index

distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

E
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étoile source . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37, 127
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sommet isolé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .25

sommet puits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

sommet source . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

source . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

sous-graphe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

sous-graphe induit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

sous-graphe propre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

sous-graphe partiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

stable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

successeur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24



Index 171

T

taille . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .24

tournoi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .29

arc-transitif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

tournoi de Paley . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

tournoi transitif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

V

voisin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .24
≥k-voisin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
≤k-voisin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

k-voisin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25



172 Index



Annexes

173





Annexe A

Coloration impropre acyclique par listes

des graphes planaires ext́erieurs

Résuḿe : Nous considérons les colorationsimpropres(parfois appelées colorationsgéńeraliséesou

colorationsrelaxées) de graphes telles que chaque classe de couleurs possède undegré borné.

Nous étudions une extension naturelle de la notion de coloration impropre, à savoirla coloration

impropre acyclique par listes. En utilisant un algorithme en temps linéaire, nous montrons que les

graphes planaires extérieurs sont acycliquement(2,5)∗-liste coloriables (i.e. ils sont acycliquement 2-

liste coloriables avec des classes de couleurs induisant des graphes de degré au plus cinq). Ce résultat

est optimal. Nous prouvons également que la coloration acyclique par liste et la coloration impropre

acyclique par liste des graphes planaires sont deux notionséquivalentes.

Cet article est actuellement soumis pour publication [EP06].
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Acyclic improper choosability
of outerplanar graphs∗

Louis Esperet†, Alexandre Pinlou‡

LaBRI UMR CNRS 5800, Université Bordeaux I,
351 Cours de la Libération,

33405 Talence Cedex
France

June 28, 2006

Abstract

We considerimpropercolorings (sometimes calledgeneralized, defectiveor relaxedcolor-
ings) of graphs in which every color class has a bounded degree.

We study a natural extension of improper colorings:acyclic improper choosability. Using a
linear time algorithm, we prove that outerplanar graphs areacyclically(2,5)∗-choosable (i.e. they
are acyclically 2-choosable with color classes of maximum degree five). This result is optimal.
We also prove that acyclic choosability and acyclic improper choosability of planar graphs are
equivalent notions.

Keywords: Improper coloring, acyclic coloring, choosability, outerplanar graphs.
AMS Subject Classification:05C15

1 Introduction

All graphs considered in this paper are finite, simple and undirected. LetG be a graph and letV(G)
andE(G) be its vertex set and its edge set, respectively.

Many variations and extensions of graph colorings have beenconsidered. In particular,improper
colorings (sometimes calledgeneralized, defectiveor relaxedcolorings) have been extensively studied
(see [15] for a survey). At-improper k-coloringof G, or simply a(k, t)∗-coloring, is a partition of
V(G) into k color classesV1,V2, . . . ,Vk such that eachVi induces a graph with maximum degreet; in
other words, each vertex has at mostt neighbors of the same color as itself. Thet-improper chromatic
numberof G is therefore defined as the smallest integerk such thatG is (k, t)∗-colorable. Notice that
0-improper coloring corresponds to the usual notion of proper coloring: a(k,0)∗-coloring ofG is a
properk-coloring ofG, and the 0-improper chromatic number ofG is the chromatic number ofG.

t-improper colorings were introduced by Cowelet al. [8]. They proved that every planar graph
is (3,2)∗-colorable and every outerplanar graph is(2,2)∗-colorable. They also showed, without using

∗Part of this work has been supported by the European trainingnetwork COMBSTRU (Combinatorial Structure of
Intractable Problems), grant HPRN CT 2002 00278.

†esperet@labri.fr
‡pinlou@labri.fr
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the Four-Color Theorem, that every planar graph is(4,1)∗-colorable. In the last past years, several
authors studied this coloring and the problem of bounding the t-improper chromatic number has been
investigated for various classes of graph (see e.g. [9, 16, 17]).

A graphG is L-colorableif for a given list-assignmentL = {L(v) : v∈V(G)}, there exists a proper
coloring f of G such thatf (v) ∈ L(v) for everyv∈V(G). If G is L-colorable for any list-assignment
L with |L(v)| ≥ l for everyv, then we say thatG is l-choosable. The list chromatic numberis then
defined as the smallest integerl such thatG is l -choosable. Notice that a graph which isl -choosable is
obviously l -colorable. Thomassen [13] proved that every planar graph is 5-choosable and Voigt [14]
showed the tightness of this bound.

Eaton and Hull [10] generalized the notion of choosability to improperchoosability: a graphG is
t-improper l-choosable, or simply (l , t)∗-choosable, if for any list-assignmentL such that|L(v)| ≥ l
for everyv, there exists at-improper coloringf of G such thatf (v) ∈ L(v) for everyv. For planar
graphs, Eaton and Hull [10], and independently Škrekovski [12], proved that every planar graph is
(3,2)∗-choosable, which improves the above-mentioned Cowelet al.’s result. This result is sharp in
a certain way since there exist planar graphs which are not(3,1)∗-colorable and planar graphs which
are not(2, t)∗-colorable for everyt. Moreover, Eaton and Hull, and Škrekovski, both conjectured that
every planar graph is(4,1)∗-choosable.

Recall that anacyclic coloringof G is a coloring f of G such that for any two distinct colorsi
and j, the edgesuv such thatf (u) = i and f (v) = j induce a forest. A cycle is saidalternating if it is
properly colored with two colors. Notice that a coloring ofG is acyclic if and onlyG does not contain
any alternating cycle. We can also note that improper bicolored cycles are not necessarily alternating
cycles.

Acyclic choosabilitywas recently introduced by Borodinet al. in [6]. A graph is acyclically
l -choosable if for any list-assignmentL such that|L(v)| ≥ l for everyv, there exists an acyclic col-
oring f of G such thatf (v) ∈ L(v). Borodinet al. [6] proved that every planar graph is acyclically
7-choosable. They also conjectured that every planar graphis acyclically 5-choosable.

Boiron et al. [3] extended in a natural way the notion of acyclic coloring to the notion of acyclic
improper coloring as follows. Anacyclic t-improper k-coloring, or simply an acyclic(k, t)∗-coloring,
of G is a(k, t)∗-coloring which is acyclic, that isG contains no alternating cycle. The main motivation
in the study of acyclic improper coloring is the link with oriented coloring (see [3] for more details).
Boiron et al. [2] proved that every outerplanar graph is acyclically(2,5)∗-colorable and constructed
outerplanar graphs which are not acyclically(2,4)∗-colorable. They also proved that for everyk≥ 0,
there exist planar graphs which are not acyclically(4,k)∗-colorable.

In a natural way, one can defineacyclic improper choosabilityof graphs: a graphG is acyclically
t-improper L-colorableif for a given list-assignmentL = {L(v) : v ∈ V(G)}, there exists an acyclic
t-improper coloringf such thatf (v) ∈ L(v) for everyv. If G is acyclically t-improperL-colorable
for any list-assignmentL with |L(v)| ≥ l for everyv, then we say thatG is acyclically t-improper
l-choosable, or simplyacyclically (l , t)∗-choosable. Theacyclic t-improper list chromatic numberof
G is therefore defined as the smallest integerl such thatG is acyclically(l , t)∗-choosable.

Our main result concerns outerplanar graphs:

Theorem 1 Every outerplanar graph is acyclically(2,5)∗-choosable.

2
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Notice that this theorem extends the above-mentioned result of Boiron et al. [3].

In a companion paper [11], we investigate improper acyclic choosability of graphs with bounded
maximum degree. We prove that the asymptotic lower bound given in [1] for the acyclic chromatic
number is still valid for the acyclict-improper chromatic number ift = O(( n

logn)3/4).
We also prove the following result:

Theorem 2 [11] Every subcubic graph is acyclically(3,1)∗-choosable.

This paper is organised as follows. In Section 2, we give somenotation that will be used later,
and in Section 3 we prove Theorem 1. In Section 4, we make some final remarks about the acyclic
improper choosability of planar graphs.

2 Notation and convention

In the rest of the paper, we will use the following notation. The degree of a vertexv is denoted by
d(v). A k-vertex(resp. a≤k-vertex) is a vertex of degreek (resp. degree at mostk). A k-cycle (resp. a
≥k-cycle) is a cycle containingk vertices (resp. at leastk vertices).

For a graphG and a vertexv∈V(G), we denote byG\{v} the graph obtained fromG by removing
v together with the set of its incident edges; for an edgeuv∈E(G), G\{uv} denotes the graph obtained
from G by only removing the edgeuv. These notions are extended to sets of vertices and edges in a
standard way.

Let G be a graph andf be a coloring ofG. For a given vertexv of G, we denote byimf (v), or
simply im(v) when the coloring is clear from the context, theimproprietyof the vertexv, which is the
number of neighbors ofv having the same color as itself.

In all the figures depicting configurations, we shall use the following drawing convention: a vertex
whose neighbors are totally specified will be white, whereasa vertex whose neighbors are partially
specified will be black.

3 Acyclic (2,5)∗-choosability of outerplanar graphs

3.1 Decomposition of outerplanar graphs

An outerplanar graphis a graph having a planar representation such that all the vertices are on the
outer face. If there is a planar representation such that every face (except possibly the outer face) is a
triangle, then the graph is said to benear-triangulated.

Let T be a rooted tree and letv1,v2, . . . ,vn be its vertices ordered according to some depth-first
search walk inT. Let φ:V(T)→V(T) be the function defined as follows:

φ:vi 7→
{

φ(vi−1), if vi−1 is vi ’s father,
v j a brother ofvi with j the maximum index smaller thani, otherwise.

Observe that the functionφ is not defined for the verticesv1,v2, . . . ,vk−1, wherek is the smallest
integer such thatvk−1 is notvk’s father: we denote this set of vertices byW.

In [4], Bonichonet al. proved that for any outerplanar graphG, we can find an orderv1, . . . ,vn on
the vertices ofG and a rooted spanning treeTG of G such that

• the orderv1, . . . ,vn is a depth-first search order inTG,

3
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orderv1, . . . ,vn

The original
outerplanar graphG

The outerplanar graphH

v1 v1

vn vn

v2 v2

v3

vn−1 vn−1

v3

The spanning treeTG

and the depth-first search

Figure 1: The Bonichonet al.’s outerplanar graph decomposition

• let φ be defined as above by the rooted treeTG and the orderv1, . . . ,vn. The graphH obtained
from TG by adding the set oftransversal edges M= {vφ(v),v ∈V(TG)} is a near-triangulated
outerplanar graph such thatV(G) = V(H) andG⊆H.

Figure 1 shows an example of decomposition ofG. The transversal edges are dashed for more
clarity. Observe that in this example,W = {v1,v2,v3}.

Notice that this decomposition is very close from the ordered breadth first search described by
Calamoneri and Petreschi in [7].

Observe that for everyi, there is at most one integerj < i such thatviv j is a transversal edge. This
means that in any greedy coloring algorithm according to theorderv1, . . . ,vn, at each stepi, the vertex
vi will be adjacent to at most two already colored vertices: itsfather and possiblyφ(vi).

Let pk be the function defined aspk(v) = v if k= 0, andpk(v) equals topk−1(v)’s father otherwise.
In other words,pk(v) is the ancestor ofv at distancek in TG. Again, pk is not defined for every vertex
of V and everyk.

Let vi be a vertex ofG with at leastk children inTG. For k ≥ 1, thek-th child of vi , denoted
by sk(vi), is vi+1 if k = 1 and isv j otherwise withj being the smallest integer such thatφ(v j) is vi ’s
(k−1)-th child (see Figure 2 for an example).

w

v

u

Figure 2: In this tree,w = s3(v), u = p2(v) = p3(w) andv = p1(w).

3.2 Proof of Theorem 1

Let G be an outerplanar graph. LetL be a list-assignment for the vertices ofG such that|L(v)| ≥ 2 for
everyv. We decomposeG as described above: we obtain an orderv1, . . . ,vn, a rooted spanning tree

4
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TG, a set of transversal edgesM = {vφ(v),v ∈V(G)} and as a result a near-triangulated outerplanar
graphH. Recall thatW denotes the set of vertices for which the functionφ is not defined.

Let H1,H2, . . . ,Hn be the sequence of graphs defined asHi = H \{vi+1,vi+2, . . . ,vn} for 1≤ i ≤ n.
We color H greedily following the orderv1,v2, . . . ,vn. At Step 1, we color the graphH1 by

assigning any color fromL(v1) to its unique vertexv1. At Step 2≤ i ≤ n, let f be the coloring of
Hi−1, which is also a partial coloring ofHi. We use the following coloring rules to extendf to Hi

(" f (vi) ∈ X" means that we choose any colorc∈ X and setf (vi) = c).

Coloring rules:

R0 - If vi ∈W: f (vi) ∈ L(vi).

R1 - If vi is the first child ofp1(vi) (in other words, ifp1(vi) = vi−1):

(a) if f (φ(vi)) 6= f (p1(vi)): f (vi) ∈ L(vi)\{ f (φ(vi))};
(b) if f (φ(vi)) = f (p1(vi)) = a:

i. if f (p2(vi)) = a:

A. if p2(vi) andp1(φ(vi)) are the same vertex:

α. if φ(vi) is a leaf inTG and belongs toW: f (vi) ∈ L(vi);

β. if φ(vi) is a leaf inTG or f (φ2(vi)) 6= f (p1(vi)): f (vi) ∈ L(vi)\{ f (φ2(vi))};
γ. otherwise:f (vi) ∈ L(vi)\{ f (s1(φ(vi)))};

B. if p2(vi) andp1(φ(vi)) are distinct vertices:f (vi) ∈ L(vi)\{ f (p3(vi))};
ii. if f (p2(vi)) 6= a: f (vi) ∈ L(vi)\{ f (p2(vi))}.

R2 - If vi is the second child ofp1(vi):

(a) if p1(vi) ∈W or f (φ(vi)) 6= f (p1(vi)): f (vi) ∈ L(vi)\{ f (p1(vi))};
(b) if f (φ(vi)) = f (p1(vi)):

i. if φ(vi) is a leaf inTG or f (φ2(vi)) 6= f (p1(vi)) or f (p2(vi)) 6= f (p1(vi)): f (vi) ∈
L(vi)\{ f (φ(p1(vi)))};

ii. otherwise: f (vi) ∈ L(vi)\{ f (s1(φ(vi)))}.

R3 - If vi is thek-th child of p1(vi) with k≥ 3: f (vi) ∈ L(vi)\{ f (p1(vi))}.

These rules ensure that the following claim is satisfied.

Claim 3 Let1≤ i ≤ n and let{v j ,v j+1, . . . ,v j+m−1}= φ−1(vi) (the m vertices of H such thatφ(v j) =
φ(v j+1) = . . . = φ(v j+m−1) = vi). Then, f satisfies the following properties:

1. vi has at most two children in TG (the first and the second one) colored with f(vi).

2. If f(s1(vi)) 6= f (vi), then f(s2(vi)) 6= f (vi).

3. If f(vi) = f (p1(vi)) = f (v j) = f (v j+1) = a, then f(v j+2) 6= a.

4. If one of the vertices ofφ−1(vi), say vk, is such that f(vk) 6= f (vi), then, for every vk′ ∈ φ−1(vi)
with k′ > k, f(vk′) 6= f (vi).

5. At most three vertices ofφ−1(vi) (v j ,v j+1 and vj+2) are colored with f(vi).

5
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vj+m−1

φ(vi)

vj

vj+1
vi+1

vi−1

vi

(a)

s2(vi)

vj

vj+1

vj+m−1

φ(vi)
vi

p1(vi)

vi+1

(b)

Figure 3: Configurations of Claim 3

6. Let us consider the configuration of Figure 3(a) where s1(vi−1) = vi and s1(vi) = vi+1. If f (vi) =
f (φ(vi)) = f (vi−1) = f (vi+1) = a , then f(v j+1) 6= a.

7. Let us consider the configuration of Figure 3(b) where vi is the k-th child of p1(vi) for k≥ 2. If
f (vi) = f (φ(vi)) = a and f(p1(vi)) 6= a, then f(s2(vi)) 6= a.

Proof.

1. Obvious by Rule R3.

2. Obvious by Rule R2(a).

3. Obvious by Rule R1(b)i.B.

4. If vk = v j+m−1, thenvk is a leaf inTG and there is nothing to prove. Otherwise, observe that
vk+1 ∈ φ−1(vi) andvk+1 = s1(vk). By Rule R1(a),f (vk+1) 6= f (φ(vk+1)) = f (vi).

5. Using Claim 3(4), we only have to prove that ifv j , v j+1 andv j+2 are colored withf (vi), then
f (v j+3) 6= f (vi). Rule R1(b)i.B ensures that this the case.

6. If f (v j) 6= f (vi), then it is clear by Claim 3(4) thatf (vk′) 6= f (vi) for everyvk′ ∈ φ−1(vi) such
that k′ > j. Suppose thatf (vi) = f (φ(vi)) = f (vi−1) = f (vi+1) = f (v j). By Rule R1(b)i.A.γ,
f (v j+1) 6= f (s1(φ(v j+1))) = f (vi+1) = f (vi).

7. If f (vi+1) 6= f (vi), then by Claim 3(2), we havef (s2(vi)) 6= f (vi). Suppose thatf (vi) =
f (φ(vi)) = f (vi+1) = a and f (p1(vi)) 6= a. Then by Rule R2(b)i,f (s2(vi)) 6= f (φ(vi)) = f (vi).

2

The previous claim allows us to state Lemmas 4 and 6.

Lemma 4 The coloring f is a 5-improper L-coloring of H.

Proof. Let 1≤ i ≤ n and let{v j ,v j+1, . . . ,v j+m−1}= φ−1(vi).

• Suppose thatvi is a leaf inTG.

Then,vi has at most two neighbors inH that do not belong toφ−1(vi). By Claim 3(5), at most
three vertices ofφ−1(vi) have the same color asvi . Henceim(vi)≤ 5.

6
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s2(vi)

vj

vj+1

vj+2

φ(vi)

s1(vi) = vi+1

vi

p1(vi ) = vi−1

Figure 4: Configuration of Lemma 4 (Casep1(vi) = vi−1)

• Suppose thatvi is the first child ofp1(vi) = vi−1 (see Figure 4).

Notice that in this case, if they exist,φ(vi−1) andφ(vi) are the same vertex.

By Claim 3(1),vi has at most two children colored withf (vi): s1(vi) = vi+1 ands2(vi). By
Claim 3(5), at most three vertices ofφ−1(vi) are colored withf (vi), namelyv j , v j+1 andv j+2.
Therefore,vi has at most seven neighbors colored withf (vi): p1(vi), φ(vi), s1(vi), s2(vi), v j ,
v j+1 andv j+2. We show that actually at most five of them are colored withf (vi).

Suppose thatf (p1(vi)) = f (φ(vi)) = f (vi) = a. If f (s1(vi)) = a, then by Claims 3(6) and 3(4)
the colors ofv j+1 andv j+2 are distinct fromf (vi). Otherwise (f (s1(vi)) 6= a), by Claim 3(2),
f (s2(vi)) 6= a. In both cases,im(vi)≤ 5.

Notice that according to Rule R1(a), iff (p1(vi)) 6= f (φ(vi)), then f (vi) 6= f (φ(vi)). Hence, the
only remaining case isf (p1(vi)) = f (s1(vi)) = f (s2(vi)) = f (vi) and f (φ(vi)) 6= f (vi). In this
case, ifv j or v j+1 have a color distinct fromf (vi), thenim(vi) ≤ 4. Otherwise, by Claim 3(3),
v j+2 has a color distinct fromf (vi) and thenim(vi)≤ 5.

• Suppose thatvi is the second child ofp1(vi).

As in the previous case,vi has at most seven neighbors colored withf (vi): p1(vi), φ(vi), s1(vi),
s2(vi), v j , v j+1 andv j+2. We show that actually, at most five of them are colored withf (vi).

Suppose thatf (p1(vi)) = f (vi); then by Rule R3,f (v j) 6= f (p1(v j)) = f (vi), and thus by Claim
3(4),v j+1 andv j+2 are distinct fromf (vi). Hence,im(vi)≤ 4.

Now suppose thatf (p1(vi)) 6= f (vi). If φ(vi) or s1(vi) have colors distinct fromf (vi), then
clearly im(vi)≤ 5. Otherwise,f (φ(vi)) = f (s1(vi)) = f (vi) and then by Claim 3(7),f (s2(vi)) 6=
f (vi) and henceim(vi)≤ 5.

• Suppose thatvi is thek-th child of p1(vi) with k≥ 3.

This case is equivalent to a subcase of the previous case where f (p1(vi)) 6= f (vi). Hence,
im(vi)≤ 5.

2

In order to prove Lemma 6, we use the following claim concerning the structure of cycles inH.

Claim 5

1. If a≥4-cycle C in Hi−1 contains the edge p1(vi)φ(vi), then it also contains the vertexφ2(vi).

2. If for some vertex v∈ H, a cycle C contains the vertexφ(v) and the edge vsk(v), for some k,
then C also contains all the vertices sk′(v), 1≤ k′ < k.

7
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v j

a

b

b

a

b

Figure 5: A dangerous quasi-alternating cycle inHi, for somei < j

Proof.

1. If C does not contain the edgeφ(vi)φ2(vi), then it must contain some vertices among the descen-
dants ofφ(vi) in TG. The graphHi−1 is outerplanar, soφ(vi)’s descendants are only connected
to the rest of the graphHi−1 by φ(vi) andφ2(vi). Hence, the cycleC necessarily contains the
vertexφ2(vi).

2. We prove by induction thatC contains (in this order but not necessarily consecutively)the ver-
ticessk(v),sk−1(v), . . . ,s1(v). The cycleC does not contain the edgesk(v)x for all x∈ φ−1(sk(v))
since otherwiseC would remain in the subgraph ofH induced by the descendants ofv in TG,
which is impossible sinceφ(v) ∈C. If the edgesk(v)sk−1(v) does not belong toC, thenC con-
tains a child ofsk(v). Since the subgraph ofH induced by the descendants ofsk(v) in TG is only
connected to the rest of the graph bysk(v) andsk−1(v), the cycleC necessarily containssk−1(v).

Now suppose thatC contains (in this order) the verticessk(v),sk−1(v), . . . ,sk−i+1(v). Sincev and
sk−i+1(v) are inC, the cycleC contains either the edgesk−i+1(v)sk−i(v), or the edgesk−i+1(v)x
wherex is some child ofsk−i+1(v). As in the previous case,C necessarily containssk−i(v).

2

Lemma 6 The graph H does not contain any alternating cycle.

Proof. An edgeuv is monochromatic(resp. bicolored) if f (u) = f (v) (resp. f (u) 6= f (v)). We
define thecolor of a monochromatic edge as the color of its endpoints. We say that a cycle is aquasi-
alternating cycleif it is a bicolored cycle with exactly one monochromatic edge. A monochromatic
edgeuv in Hi is dangerousif there exists a vertexv j with j > i (i.e. at Stepi, v j is still uncolored)
such thatv j is adjacent to bothu and v in H. A quasi-alternating cycle isdangerousin Hi if its
monochromatic edge is dangerous (see Figure 5).

Observation 7 If we create an alternating≥6-cycle at Step j, then Hj−1 necessarily contains a dan-
gerous quasi-alternating≥5-cycle.

We claim that after each stepi:

1. Hi does not contain any alternating cycle.

2. Hi does not contain any dangerous quasi-alternating≥5-cycle.

8
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These two properties are clearly satisfied at Step 1. We now inductively prove them at Step
2≤ i ≤ n:

1. By induction,Hi−1 does not contain any dangerous quasi-alternating≥5-cycle. So, by Obser-
vation 7,Hi does not contain any alternating≥6-cycle.

We now prove thatHi does not contain any alternating 4-cycle. By induction, an alternating
4-cycle inHi necessarily containsvi . There exist only four possible cases such thatvi belongs
to a 4-cycle inHi, the four depicted in Figure 6.

p2(vi )

φ(vi)

vi

p1(vi ) = vi−1

(a)

φ(vi) p2(vi) = vi−2

vi

p1(vi) = vi−1

(b)

φ2(vi)

vi

p1(vi)

φ(vi)

(c)

φ2(vi) viφ(vi)

p1(vi)

(d)

Figure 6: The four possible 4-cycles inHi containingvi .

Let us consider the case of Figure 6(a). Iff (φ(vi)) = f (p1(vi)), then by Rule R1(b)ii, we color
vi such thatf (vi) 6= f (p2(vi)): this 4-cycle is not alternating.

Let us consider the case of Figure 6(b). To create an alternating cycle by coloringvi , we clearly
need f (φ(vi)) 6= f (p2(vi)). In this case, by Rule R1(a), we havef (p1(vi)) 6= f (φ(vi)). Hence,
this 4-cycle is not alternating.

Let us consider the case of Figure 6(c). Iff (φ(vi)) = f (p1(vi)) and f (p1(vi)) 6= f (φ2(vi)), then
by Rule R2(b)i, we colorvi such thatf (vi) 6= f (φ2(vi)), and this 4-cycle is not alternating.

Let us consider the case of Figure 6(d). To create an alternating cycle by coloringvi , we clearly
need f (φ2(vi)) 6= f (p1(vi)). In this case, by Rule R2(a), we havef (p1(vi)) 6= f (φ(vi)). Hence,
this 4-cycle cannot be alternating.

Hence, the graphH does not contain any alternating cycle.

2. By induction, for everyj < i, H j contains no alternating cycle and no dangerous quasi-alternating
≥5-cycle. So, any dangerous quasi-alternating≥5-cycle ofHi necessarily containsvi . Hence,
to create a dangerous quasi-alternating≥5-cycle inHi, Hi−1 must contain a bicolored≥4-cycle
with exactly two monochromatic edges, both being dangerous: p1(vi)φ(vi) and some edgeuv.
In the following, we assume thatHi−1 contains such a cycle of minimum length, calledC, and
we prove that the coloring ofvi ensures that no dangerous quasi-alternating≥5-cycle is created
in Hi.

Notice thatH necessarily contains a vertexv j with j > i (i.e. at Stepi, v j is still uncolored)
adjacent to both endpoints of the dangerous monochromatic edgeuv of C; thus, we haveu =
pk(vi) andv = pk+1(vi) for somek≥ 1.

We now prove that no dangerous quasi-alternating≥5-cycle is created inHi.

• Suppose thatvi is the first child of p1(vi) = vi−1. We consider two cases depending
whetherφ(p1(vi)) andφ(p2(vi)) are the same vertex (see Figure 7).

9
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vi

p1(vi)

p2(vi)

p3(vi)

φ(vi)p2(vi )

vi

p3(vi)φ(vi)

p1(vi)

(a) φ(p1(vi)) = φ(p2(vi))

p1(vi)

s1(φ(vi))

φ(vi)

vi

p2(vi )φ2(vi)

(b) φ(p1(vi)) 6= φ(p2(vi))

Figure 7: The vertexvi is the first child ofp1(vi).

By hypothesis, we havef (p1(vi)) = f (φ(vi)) = a.

Let us consider the configurations of Figure 7(a) whereφ(p1(vi)) = φ(p2(vi)). By Claim
3(4), we necessarily havef (p2(vi)) = a and therefore the two dangerous monochromatic
edges ofC arep2(vi)p1(vi) and p1(vi)φ(vi). The cycleC necessarily containsp3(vi). By
Rule R1(b)i.B, we havef (vi) 6= f (p3(vi)). This implies thatHi does not contain any
dangerous quasi-alternating cycle.

Let us consider the configuration of Figure 7(b) whereφ(p1(vi)) 6= φ(p2(vi)). Notice that
C necessarily containsp2(vi).

Suppose thatf (p2(vi)) = b with b 6= a. Then, by Rule R1(b)ii, we havef (vi) 6= f (p2(vi)).
This implies thatHi does not contain any dangerous quasi-alternating cycle. Hence, we
may assume thatf (p2(vi)) = a, which means that the two dangerous monochromatic
edges ofC are the edgesp2(vi)p1(vi) and p1(vi)φ(vi). Thus f (p2(vi)) = f (p1(vi)) =
f (φ(vi)), and therefore, by Rule R3,φ(vi) andp1(vi) are the first and the second children
of p2(vi), respectively.

By Claim 5(1), any≥4-cycle inHi−1 containingp1(vi) andφ(vi) also contains the vertex
φ2(vi). If f (φ2(vi)) = b 6= a, then by Rule R1(b)i.A.β, we havef (vi) 6= b, which implies
thatHi does not contain any dangerous quasi-alternating cycle.

Now, suppose thatf (φ2(vi)) = a. In this case,C is necessarily a≥6-cycle, since otherwise
C would contain three monochromatic edges. The cycleC′ obtained fromC \ {p1(v1)}
by adding the edgep2(vi)φ(vi) is therefore a dangerous quasi-alternating cycle inHi−2,
which contradicts the induction hypothesis.

• Suppose thatvi is the second child ofp1(vi) (see Figure 8). We handle at the same time
the caseφ(p1(vi)) = φ(p2(vi)) (see Figure 8(a)) and the caseφ(p1(vi)) 6= φ(p2(vi)) (see
Figure 8(b)).

By hypothesis, we havef (p1(vi)) = f (φ(vi)) = a. By Claim 5(1), the cycleC contains the
vertexφ2(vi). If f (φ2(vi)) = b 6= a, then by Rule R2(b)i, we havef (vi) 6= b. This implies
thatHi does not contain any dangerous quasi-alternating cycle.

We may therefore assume thatf (φ2(vi)) = a. Suppose thatf (p2(vi)) = b 6= a. Recall
that the cycleC contains two dangerous monochromatic edges, namelyp1(vi)φ(vi) and
pk(vi)pk+1(vi) for somek≥ 1. Thus,C is clearly a≥5-cycle andp2(vi)φ2(vi) is a bicolored
chord ofC, which contradicts the minimality ofC.

We can therefore assume thatf (p2(vi)) = a. It means that the two dangerous monochro-
matic edges ofC are the edgesp2(vi)p1(vi) and p1(vi)φ(vi). Since the edgeφ(vi)φ2(vi)
is monochromatic,C necessarily contains a child ofφ(vi). By Claim5(2),C also contains

10
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s1(φ(vi))

φ2(vi)

p1(vi)

vi

φ(vi)

p2(vi )

(a) φ(p1(vi)) = φ(p2(vi))

s1(φ(vi))

φ2(vi)
p1(vi)

vi

φ(vi)

p2(vi)

(b) φ(p1(vi)) 6= φ(p2(vi))

Figure 8: The vertexvi is the second child ofp1(vi).

s1(φ(vi)). By Claim 3(3) (case of Figure 8(a)) and by Claim 3(5) (case ofFigure 8(b)),
f (s1(φ(vi))) = b 6= a, and thus by Rule R2(b)ii,f (vi) 6= b. This implies thatHi does not
contain any dangerous quasi-alternating cycle.

• Suppose thatvi is the third child ofp1(vi) (see Figure 9). We handle at the same time
the caseφ(p1(vi)) = φ(p2(vi)) (see Figure 9(a)) and the caseφ(p1(vi)) 6= φ(p2(vi)) (see
Figure 9(b)).

s1(φ2(vi))

p1(vi)

φ3(vi) p2(vi)

viφ(vi)φ2(vi)

(a) φ(p1(vi)) = φ(p2(vi))

s1(φ2(vi))

φ2(vi)

p1(vi)

p2(vi)

φ3(vi )

viφ(vi)

(b) φ(p1(vi)) 6= φ(p2(vi))

Figure 9: The vertexvi is the third child ofp1(vi).

By hypothesis, we havef (p1(vi)) = f (φ(vi)) = a, and by Claim 3(2),f (φ2(vi)) = a.

By Claim 5(1), the cycleC containsφ2(vi). Moreover, the subgraphH ′ of Hi−1 induced
by p1(vi) and all its descendants inTG is only connected to the graphHi−1\V(H ′) by the
verticesp2(vi) andφ3(vi). Since the cycleC contains an edgepk(vi)pk+1(vi) (k≥ 1), it is
not entirely contained inH ′ and therefore contains the verticesp2(vi) andφ3(vi). So, the
cycleC has length at least five.

By minimality of C, we havef (φ3(vi)) = a, since otherwise the edgep1(vi)φ3(vi) would
be a bicolored chord ofC.

Suppose now thatf (p2(vi)) = b 6= a. In this case, the dangerous monochromatic edge
pk(vi)pk+1(vi) of C is such thatk ≥ 2, and thenp2(vi)φ3(vi) is a bicolored chord ofC,
which contradicts the minimality ofC.

Therefore, we may assume thatf (p2(vi)) = a, which implies that the two dangerous
monochromatic edges ofC are the edgesp2(vi)p1(vi) andp1(vi)φ(vi).

By Rule R3, we havef (vi) = b 6= a. Let x0 = φ2(vi), y0 = φ(vi), z0 = vi andu0 = s1(x0).
For every j ≥ 1, we define the verticesx j , y j andzj ass1(y j−1), s2(y j−1) ands3(y j−1),

11
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y0

φ3(vi)

vi = z0

p1(vi)

uj−1

p2(vi)

x0

z1

zj−1

y1

xj−1

x1

yj−1

u1

u0

(a) φ(p1(vi)) = φ(p2(vi))

vi = z0

u0

y0

p1(vi)

uj−1

φ3(vi)

p2(vi)

x0

z1

zj−1

y1

xj−1

x1

yj−1

u1

(b) φ(p1(vi)) 6= φ(p2(vi))

Figure 10: The thick edges belong to the cycleC.

respectively, and the vertexu j ass1(x j). We prove by induction that for allj ≥ 0, the
verticesx j , y j , zj andu j are well defined and

C = (y0z1y1z2y2 · · ·zj−1y j−1zjy j · · ·x ju jx j−1u j−1 · · ·x2u2x1u1x0u0 · · ·y0).

The edgeφ2(vi)φ3(vi) is monochromatic and therefore does not belong to the cycleC.
Thus, the cycleC contains one child ofφ2(vi). Hence, the vertexu0 = s1(φ2(vi)) exists
and by Claim 5(2)u0 belongs to the cycleC. By Claim 3(5) (case of Figure 10(a)) or by
Rule R1(b)i.B (case of Figure 10(b)), we havef (u0) 6= a. Sinceu0 belongs toC, f (u0) = b.
The cycleC is minimal, so the edgex0u0 belongs toC. Therefore,C = (y0 · · ·x0u0 · · ·y0).

Let j ≥ 1. We assume thatx j−1, y j−1, zj−1 andu j−1 are defined andC = (y0z1y1z2y2 · · ·
zj−1y j−1 · · ·x j−1u j−1 · · ·x2u2x1u1x0u0 · · ·y0). Since f (x0) = f (y0) = a, we havef (xk) =
f (yk) = a and f (zk) = f (uk) = b for all k < j. Since the edgex j−1y j−1 is monochromatic,
C contains a child ofy j−1 and by Claim 5(2),s1(y j−1) = x j exists and belongs toC. By
Rule R1(b)i.A.γ, we have f (x j) 6= f (u j−1) = b and then f (x j) = a. Thus, the vertex
s2(y j−1) = y j exists and belongs toC by Claim 5(2).

The edgex j−1u j−1 belongs toC, and the edgesx j−1x j−2, x j−1y j−2, x j−1y j−1 andx j−1x j

are monochromatic (ifj = 1, we considerp1(vi) instead ofy j−2); so the cycleC contains
the edgex j−1t with t ∈ φ−1(x j−1)\{x j ,y j−1} and therefore, the vertexu j = s1(x j) exists.
If two vertices ofφ−1(x j), says and t, are such thatsxj andx j t belong toC, thenC is
entirely contained in the subgraph ofH induced byx j and the descendants ofy j in TG.
This is impossible sincex j−1 ∈ C. Hence,C contains a child ofx j and by Claim 5(2),
we haveu j ∈ C. By Rule R1(b)i.B, we havef (u j) 6= y j−2 = a, so f (u j ) = b, and by
minimality of C, the edgesx ju j andu jx j−1 belong toC.

Sincex j is not a leaf inTG, by Rule R2(b)ii f (y j) 6= f (u j) = b, so f (y j) = a and the vertex
s3(y j−1) = zj exists and belongs toC by Claim 5(2). By Rule R3,f (zj) 6= f (y j−1) = a,
so f (zj) = b and by minimality ofC, the edgesy j−1zj and zjy j belong toC. Hence,
C = (y0z1y1z2y2 · · ·zj−1y j−1zjy j · · ·x ju jx j−1u j−1 · · ·x2u2x1u1x0u0 · · ·y0).

As a consequence, in this configuration, such a cycleC contains an infinite number of
vertices, which is a contradiction sinceH is finite.

12
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• Suppose thatvi is thek-th child of p1(vi) for k≥ 4. By hypothesis, we havef (p1(vi)) =
f (φ(vi)). Sinceφ(vi) is the(k−1)-th child of p1(vi), this contradicts Rule R3.

2

Lemmas 4 and 6 imply that the coloring algorithm gives an acyclic 5-improperL-coloring ofH,
which is also an acyclic 5-improperL-coloring ofG. That completes the proof of Theorem 1. Since
the Bonichonet al. decomposition can be computed in linear time [4], this proofprovides a linear
time algorithm for finding a 2-improper coloring of any outerplanar graph given lists of size at least
five.

The result of Theorem 1 is optimal. Indeed, it is clear that outerplanar graphs are not(1, t)∗-
choosable for everyt ≥ 0 and therefore are not acyclically(1, t)∗-choosable. Moreover, Boironet
al. [3] constructed outerplanar graphs which are not acyclically (2,4)∗-colorable and therefore not
acyclically(2,4)∗-choosable.

4 Concluding remarks

As noted in Introduction, Borodinet al. [6] conjectured that every planar graph is acyclically 5-
choosable. This result would imply Borodin’s result on acyclic 5-coloring of planar graphs [5] and
Thomassen’s result on 5-choosability of planar graphs [13]. In the following, we prove that acyclic
choosability and acyclic improper choosability of planar graphs are equivalent.

Proposition 8 If for some t≥ 0, every planar graph is acyclically(l , t)∗-choosable, then every planar
graph is acyclically l-choosable.

Proof. Assume that for somet ≥ 0, every planar graph is acyclically(l , t)∗-choosable. LetG be a
planar graph andL a list-assignment such that|L(v)| ≥ l for everyv∈V(G). Assume that for allv,
L(v)∈ {1,2, . . . ,M}. LetG′ be the planar graph obtained fromG by addingl +1 2-paths between each
pair of adjacent vertices inG, and letL′ be the list-assignment ofG′ defined as follows: ifv∈V(G),
thenL′(v) = L(v); otherwise,L′(v) = {M + 1,M + 2, . . . ,M + l}. Let f be an acyclict-improperL′-
coloring of G′. Let u andv be to adjacent vertices inG andu1, . . . ,ul+1 be thel + 1 vertices from
V(G′)\V(G) adjacent to bothu andv. Clearly, two of them receive the same color in anyt-improper
L′-coloring ofG′. Thus, f (u) 6= f (v), since otherwiseG′ would contain an alternating 4-cycle. Hence,
the restriction off to G is an acyclic 0-improperL-coloring ofG, i.e. an acyclicL-coloring ofG. 2

As a consequence, proving that for somet ≥ 0, every planar graph is acyclically(5, t)∗-choosable
is equivalent to proving Borodinet al.’s conjecture.

Since there exist planar graphs which are not acyclically 4-choosable [14], Proposition 8 also
implies that planar graphs are not acyclically(4, t)∗-choosable for allt ≥ 0 (which also follows from
the results of Boironet al. [3]).
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Annexe B

Coloration impropre acyclique par listes

des graphes de degŕe borné

Résuḿe : Nous considérons les colorationsimpropres(parfois appelées colorationsgéńeraliséesou

colorationsrelaxées) de graphes telles que chaque classe de couleurs possède undegré borné.

Nous étudions une extension naturelle de la notion de coloration impropre, à savoirla coloration

impropre acyclique par listes. Nous prouvons que les graphes de degré au plus trois sont acyclique-

ment(3,1)∗-liste coloriable (i.e. ils sont acycliquement 3-liste coloriable avec des classesde couleurs

induisant des graphes de degré au plus un) et nous proposonsune borne inférieure asymptotique du

nombre chromatique acycliquet-impropre des graphes de degré maximumd.
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Abstract

We considerimpropercolorings (sometimes calledgeneralized, defectiveor relaxedcolor-
ings) in which every color class has a bounded maximum degree.

We propose a natural extension of improper colorings:acyclic improper choosability. We
prove that subcubic graphs are acyclically(3,1)-choosable (i.e. they are acyclically 3-choosable
with color classes of maximum degree one) and investigate asymptotic lower bounds of acyclic
t-improper chromatic number of graphs with maximum degreed.

Keywords: Improper coloring, acyclic coloring, choosability, cubicgraphs.
AMS Subject Classification:05C15

1 Introduction

All graphs considered in this paper are finite, simple and undirected. LetG be a graph and letV(G)
andE(G) be its vertex set and its edge set, respectively.

Many variations and extensions of graph colorings have beenconsidered. In particular,improper
colorings (sometimes calledgeneralized, defectiveor relaxedcolorings) have been extensively studied
(see [12] for a survey). At-improper k-coloringof G, or simply a(k, t)-coloring, is a partition ofV(G)
into k color classesV1,V2, . . . ,Vk such that eachVi induces a graph with maximum degreet; in other
words, each vertex has at mostt neighbors of the same color as itself. Thet-improper chromatic
numberof G is therefore defined as the smallest integerk such thatG is (k, t)-colorable. Notice that
0-improper coloring corresponds to the usual notion of proper coloring: a(k,0)-coloring of G is a
properk-coloring ofG, and the 0-improper chromatic number ofG is the chromatic number ofG.

Improper colorings were introduced by Cowelet al. [5]. In the last past years, several authors
studied this coloring and the problem of bounding thet-improper chromatic number has been investi-
gated for various classes of graph.

1Part of this work has been supported by the European trainingnetwork COMBSTRU
∗esperet@labri.fr
†cmcd@stats.ox.ac.uk
‡pinlou@labri.fr
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A graphG is L-colorableif for a given list-assignmentL = {L(v) : v∈V(G)}, there exists a proper
coloring f of G such thatf (v) ∈ L(v) for everyv∈V(G). If G is L-colorable for any list-assignment
L with |L(v)| ≥ l for everyv, then we say thatG is l-choosable. The list chromatic numberis then
defined as the smallest integerl such thatG is l -choosable. Notice that a graph which isl -choosable is
obviously l -colorable. Thomassen [10] proved that every planar graph is 5-choosable and Voigt [11]
showed the thigtness of this bound.

Eaton and Hull [6] generalized the notion of choosability toimproperchoosability: a graphG is
t-improper l-choosable, or simply (l , t)-choosable, if for any list-assignmentL such that|L(v)| ≥ l
for every v, there exists at-improper coloring f of G such thatf (v) ∈ L(v) for every v. For pla-
nar graphs, Eaton and Hull [6], and independently Škrekovski [9], proved that every planar graph is
(3,2)-choosable. Moreover, Eaton and Hull, and Škrekovski, bothconjectured that every planar graph
is (4,1)-choosable.

Recall that anacyclic coloringof G is a coloring f of G such that for any two distinct colorsi
and j, the edgesuv such thatf (u) = i and f (v) = j induce a forest. A cycle is saidalternating if it
is properly colored with two colors. Notice that a coloring of G is acyclic if and only ifG does not
contain any alternating cycle. We can also note that improper bicolored cycles are not necessarily
alternating cycles.

Acyclic choosabilitywas recently introduced by Borodinet al. in [4]. A graph is acyclically
l -choosable if for any list-assignmentL such that|L(v)| ≥ l for everyv, there exists an acyclic col-
oring f of G such thatf (v) ∈ L(v). Borodinet al. [4] proved that every planar graph is acyclically
7-choosable. They also conjectured that every planar graphis acyclically 5-choosable. Acyclic choos-
ability of graph with bounded degree was also investigated,and Gonçalves and Montassier [8] showed
that every subcubic graphs (graphs with maximum degree three) is acyclically 4-choosable.

Boiron et al. [3] extended in a natural way the notion ofacycliccoloring to the notion of acyclic
improper coloring as follows. Anacyclic t-improper k-coloring, or simply an acyclic(k, t)-coloring,
of G is a(k, t)-coloring which is acyclic, that isG contains no alternating cycle. The main motivation
in the study of acyclic improper coloring is the link with oriented coloring (see [3] for more details).
Boiron et al. [2] proved that every subcubic graph is acyclically(3,1)-colorable and conjectured
that every subcubic graph is acyclically(2,2)-colorable. Moreover, they constructed subcubic graphs
which are not acyclically(2,1)-colorable.

In a natural way, one can defineacyclic improper choosabilityof graphs: a graphG is acyclically
t-improper L-colorableif for a given list-assignmentL = {L(v) : v ∈ V(G)}, there exists an acyclic
t-improper coloringf such thatf (v) ∈ L(v) for everyv. If G is acyclically t-improperL-colorable
for any list-assignmentL with |L(v)| ≥ l for everyv, then we say thatG is acyclically t-improper
l-choosable, or simplyacyclically (l , t)-choosable. Theacyclic t-improper list chromatic numberof
G is therefore defined as the smallest integerl such thatG is acyclically(l , t)-choosable.

Our main result concerns subcubic graphs. Observe that somegraphs with maximum degree∆
are not acyclically(∆−1, t)-choosable, for anyt ≥ 0:

Observation 1 For every∆, there exists a graph G∆ with maximum degree∆ such that for every t≥ 0,
G∆ is not acyclically(∆−1, t)-choosable.

To see that, let∆≥ 2 and consider the complete bipartite graphK∆,∆ of degree∆. We give the following
list-assignment to the vertices ofK∆,∆: we assign the list{1,2, . . . ,∆−1} to every vertex of the first

2
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stable set and{∆,∆+1, . . . ,2∆−2} to every vertex of the second stable set. It is clear that two vertices
of each stable set will get the same color, which creates an alternating cycle of length four.

Therefore, for anyt ≥ 0, the acyclict-improper list chromatic number of the class of graphs with
maximum degree∆ is at least∆, and thus the above-mentioned conjecture of Boironet al. [2] on
acyclic improper coloring of subcubic graphs does not hold for choosability. We prove the following
theorem:

Theorem 2 Every subcubic graph is acyclically(3,1)-choosable.

Notice that this theorem extends the above-mentioned result of Boiron et al. [2].

In a separate paper [7], we investigate acyclic improper choosability of outerplanar graphs and
prove the following result:

Theorem 3 [7] Every outerplanar graphs is acyclically(2,5)-choosable.

This paper is organized as follows. In Section 2, we give somenotation that will be used later and
we prove Theorem 2 in Section 3. Finally, in Section 4, we investigate general bounds for graphs with
maximum degreed.

2 Notation and convention

In the rest of the paper, we will use the following notation. The degree of a given vertexv is denoted
by d(v). A k-vertex(resp. a≤k-vertex) is a vertex of degreek (resp. degree at mostk). We denote by
N(v) the set of the neighbors ofv. A k-cycle (resp. a≥k-cycle) is a cycle containingk vertices (resp.
at leastk vertices).

For a graphG and a vertexv∈V(G), we denote byG\{v} the graph obtained fromG by removing
v together with the set of its incident edges; for an edgeuv of E(G), G\ {uv} denotes the graph
obtained fromG by only removing the edgeuv. These notions are extended to sets of vertices and
edges in a standard way.

Let G be a graph andf be a coloring ofG. For a given vertexv of G, we denote byimf (v), or
simply im(v) when the coloring is clear from the context, theimpropertyof the vertexv, which is the
number of neighbors ofv having the same color as itself.

In all the figures depicting configurations, we shall use the following drawing convention: a vertex
whose neighbors are totally specified will be white, whereasa vertex whose neighbors are partially
specified will be black.

3 Acyclic (3,1)-choosability of subcubic graphs

In this section, we prove Theorem 2. We consider a minimal counter-example to this theorem and
show that it is a 2-connected cubic graph (Subsection 3.1). Then, in Subsection 3.2, we provide,
for any 2-connected cubic graphG and any list-assignmentL such that|L(v)| ≥ 3 for everyv and
L(u) 6= L(v) for some adjacent verticesu andv, a greedy algorithm giving an acyclic 1-improperL-
coloring ofG. This leads us to a contradiction, that will conclude the proof of Theorem 2. Notice that
this proof technique was already used in [8].

Let H be a counter-example to Theorem 2 with minimum order, andL be a list-assignment, with
|L(v)| ≥ 3 for everyv∈V(H), such thatH is not acyclically 1-improperL-colorable.

3
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3.1 H is a 2-connected cubic graph

Claim 4 The graph H contains no 1-vertex.

Proof. Let v be a 1-vertex, havingu as a neighbor. By minimality ofH, there exists an acyclic
1-improperL-coloring f of H ′ = H \{v}. The coloringf can be extended toH by picking a color in
L(v)\{ f (u)} to color the vertexv. 2

u

w1

w2u2

u1

v w

Figure 1: Configuration of Claim 5

Claim 5 The graph H contains no 2-vertex.

Proof. Let v be a 2-vertex ofH and letu andw be the two neighbors ofv. We assume thatd(u) =
d(w) = 3, which is the worst case, and thus letu1 andu2 (resp.w1 andw2) be the neighbors ofu (resp.
w) distinct fromv (see Figure 1). Iff (u) 6= f (w), we can then extendf to H by picking any colorf (v)
in L(v) \ { f (u), f (w)}. We now suppose thatf (u) = f (w) = a. It is clear that if we cannot extend
f , it means w.l.o.g. thatf (u1) = f (w1) = b (with b 6= a) and f (u2) = f (w2) = c (with c 6= a and
c 6= b), the colora appears twice inN(u1),N(u2),N(w1) andN(w2), andL(v) = {a,b,c}. We first try
recoloru with a suitable color chosen inL(u)\{a}. If it is possible, we obtain an acyclic 1-improper
L-coloring of H. Otherwise, it means thatL(u) = {a,b,c} and im(u1) = im(u2) = 1. Hence, it is
possible to recoloru1 with a color picked inL(u1) \ {a,b} and now we haveim(u1) = 0. Since we
possibly created an alternating cycle containingu, we also recoloru with the colorb; clearly, this new
partial coloring is acyclically 1-improper andf (u) 6= f (w): so we can extend it toH. 2

Claim 6 The graph H is 2-connected.

Proof. The graphH is obviously connected. Suppose thatH contains a cut-vertexu. Using the
Claims 4 and 5,H is cubic. Thus, there is a vertexv such thatuv is a bridge. LetH ′ = H \ {uv},
and letH ′1 andH ′2 be the two connected components ofH ′ with u ∈ H ′1 andv ∈ H ′2. By minimality
of H, the graphsH ′1 andH ′2 are acyclically(3,1)-choosable. Hence, there exist acyclic 1-improper
L-colorings f1 and f2 of H ′1 andH ′2, respectively. If we havef1(u) 6= f2(v), or if we havef1(u) = f2(v)
with imf1(u) = imf2(v) = 0, the coloringf = f1∪ f2 is an acyclic 1-improperL-coloring ofH. Now,
supposef1(u) = f2(v) with imf1(u) = 1 and letu1 andu2 be the two neighbors ofu in H ′1. Clearly,
f1(u1) 6= f1(u2), and then we can recoloru with a color fromL(u)\{ f1(u1), f1(u2)} without creating
any alternating cycle inH ′1. We therefore havef1(u) 6= f2(v), and, as previously, the coloringf =
f1∪ f2 is now an acyclic 1-improperL-coloring ofH. 2
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3.2 The greedy algorithm

Recall that Boironet al. [3] proved that every subcubic graph is acyclically(3,1)-colorable. So,
if the list-assignmentL is such thatL(v) = {a,b,c} for every vertexv, H is clearly acyclically 1-
improperL-colorable. We can therefore assume thatH contains two adjacent verticesu∗ andv∗ such
thatL(u∗) 6= L(v∗).

Claim 7 There exists an order x1,x2, . . . ,xn of the vertices of H such that x1 = u∗, xn = v∗ and for
every1≤ i < n, the vertex xi is adjacent to some vertex xj with j > i.

Proof. The graphH ′ = H \u∗ is clearly connected sinceH is 2-connected. Consider a spanning tree
T of H ′ rooted inv∗. Let x1 = u∗ and order the other vertices fromx2 to xn according to a post order
walk onT. We obviously havexn = v∗ and each vertexxi is adjacent to its fatherx j ( j > i) in T. 2

Let H1,H2, . . . ,Hn be the sequence of graphs defined asHi = H \{xi+1,xi+2, . . . ,xn} for 1≤ i ≤ n.
Observe thatH1 is the single vertexx1 andHn is equal to the graphH.

w2

yw xi

y1

y2

w1 = x1

(a) Configuration of Claim 8 (2a)

y1

z1

y2

z2

z

y

xn x1

(b) Configuration of Claim 9

Figure 2: Configurations of Claims 8 and 9

Claim 8 Let i be an integer such that2≤ i ≤ n−1, and let f be an acyclic 1-improper L-coloring of
Hi−1. Then f can be extended to Hi such that the color of x1 remains unchanged.

Proof. All the vertices ofHi but xi are colored byf . So we only need to find a suitable color forxi

in L(xi). Notice thatxi is a≤2-vertex inHi by definition of the orderx1, . . . ,xn. The vertexx1 is also
a ≤2-vertex inHi since it is adjacent toxn in H. In the following, we assume thatx1 andxi are two
2-vertices, which is the worst case. We consider different cases depending on the adjacency ofxi and
x1.

1. Suppose thatxi andx1 are adjacent. Letw (resp.y) be the other neighbor ofxi (resp.x1) in Hi.
If f (w) 6= f (x1), it is easy to extendf to H by coloringxi with a color distinct fromf (w) and
f (x1). Otherwise,f (w) = f (x1) and we can extendf by coloringxi with a color distinct from
f (x1) and f (y), which forbids any alternating cycle containingxi .

2. Now suppose thatxi andx1 are not adjacent. Letw andy be the two neighbors ofxi . We assume
thatd(w) = d(y) = 3, which is the worst case, and thus letw1 andw2 (resp.y1 andy2) be the
other neighbors ofw (resp.y). We consider here two cases depending whetherx1 is at distance
two from xi .

5
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(a) Suppose first thatx1 = w1 (see Figure 2(a)). As in the previous cases, the casef (w) 6= f (y)
is straightforward. Assume thatf (w) = f (y) = a. It is clear that if we cannot extendf , it
means that w.l.o.g.f (x1) = f (y1) = b (with a 6= b) and f (w2) = f (y2) = c (with c 6= a and
c 6= b), the colora appears twice inN(x1),N(w2),N(y1) andN(w2), andL(xi) = {a,b,c}.
Sincex1 is a 2-vertex, we clearly haveim(x1) = 0; thus we can recolorw with a color from
L(w)\{a,c}. Hence, we haveim(x1)≤ 1 and f (w) 6= f (y): we can extendf to H.

(b) Suppose thatx1 is at distance at least three fromxi . The proof of this subcase it clearly the
same as the one of Claim 5.

2

Claim 9 Let f be an acyclic 1-improper L-coloring of Hn−1 such that f(x1) /∈ L(xn). Then f can be
extended to H.

Proof. Let y andz be the neighbors ofxn distinct fromx1 and lety1 andy2 (resp.z1 andz2) be the
neighbors ofy (resp. z) distinct fromxn (see Figure 2(b)). Leta = f (x1). We consider some cases
depending on the colors appearing in the neighborhood ofxn.

1. If y, zandx1 have pairwise distinct colors,f can easily be extended toH sincea /∈ L(xn)

2. Now, suppose that exactly one color distinct froma, sayb, appears inxn’s neighborhood. We
consider two cases depending on the colors ofy andz.

(a) Suppose thatf (y) = f (z) = b. Clearly, if we cannot choose a color inL(xn) for xn without
creating an alternating cycle or havingim(v) > 1 for somev, we may assume w.l.o.g. that
f (y1) = f (z1) = c, f (y2) = f (z2) = d, the color b appears twice inN(y1),N(y2),N(z1) and
N(z2), andL(xn) = {b,c,d}. We first try to recolory with a color distinct fromb (notice
that we cannot create any alternating cycle sincef (y1) 6= f (y2)). If it is possible, we then
set f (xn) = b. Otherwise, this means thatL(y) = {b,c,d} andim(y1) = im(y2) = 1. Thus,
we can recolory1 with a color fromL(y1)\{b,c}. Since we possibly created an alternating
cycle containingy, we also recolory with the colorc; now y, z andx1 have three distinct
colors: this is the situation of Case 1.

(b) Now suppose thatf (y) = a and f (z) = b. Clearly, if we cannot choose a color from
L(xn) for xn without creating an alternating cycle or havingim(v) > 1 for somev, we may
assume w.l.o.g. thatim(z) = 1, f (y1) = c, f (y2) = d, L(xn) = {b,c,d} and the colora
appears twice inN(y1) andN(y2). We first try to recolory with a color distinct froma
(notice that we cannot create any alternating cycle sincef (y1) 6= f (y2)). If it is possible,
we are in the situation of Cases 1 or 2a. Otherwise, this meansthatL(y) = {a,c,d} and
im(y1) = im(y2) = 1. Thus, we can recolory1 with a color fromL(y1) \{a,c}. Since we
possibly created an alternating cycle containingy, we also recolory with the colorc; we
now havef (y) 6= f (z) 6= f (x1) 6= f (y): this is the situation of Case 1.

3. Finally, suppose thatf (y) = f (z) = f (x1) = a. We assume thatL(xn) = {b,c,d}. If no color
from L(xn) can be used to colorxn, this means that each of them creates an alternating cycle
containingxn: thus, w.l.o.g. we assume thatf (y1) = b, f (y2) = c and the colora appears
twice in N(y1) andN(y2). We first try to recolory with a color distinct froma (notice that we
cannot create any alternating cycle sincef (y1) 6= f (y2)). If it is possible, the case is equivalent

6
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to a previous one (a color appears twice in the neighborhood of xn). Otherwise, this means
that L(y) = {a,b,c} and im(y1) = im(y2) = 1. Thus, we can recolory1 by picking a color in
L(y1) \ {a,b}. Since we possibly created an alternating cycle containingy, we also recolory
with the colorb; we now have two distinct colors in the neighborhood ofxn: this is the situation
of Case 2.

2

Proof of Theorem 2. We now define a greedy algorithm which colorsH. At Step 1, we setf (x1) = c
for somec ∈ L(x1) \ L(xn) (since we assumed thatL(u∗) 6= L(v∗), x1 = u∗ and xn = v∗, we have
L(x1) \L(xn) 6= /0). Then, at Step 2≤ i ≤ n−1, we colorxi thanks to Claim 8 without changing the
color ofx1. At Stepn, we colorxn thanks to Claim 9. The graphH is therefore acyclically 1-improper
L-colorable, which is a contradiction. 2

Figure 3: A subcubic graph which is not acyclically 3-colorable.

The result of Theorem 2 is optimal since, by Observation 1, there exist graphs which are not
acyclically (2,k)-choosable for anyk≥ 0. Moreover, the graph depicted on Figure 3 is clearly not
acyclically 3-colorable and therefore not acyclically(3,0)-choosable.

4 Graphs with maximum degreed

Let χa(G) denote the acyclic chromatic number ofG andχt
a(G) denote the acyclict-improper chro-

matic number ofG. Defineχa(d) (resp. χt
a(d)) as the maximum acyclic chromatic number (resp.

acyclic t-improper chromatic number) over all graphs with maximum degreed. In [1], Alon, McDi-
armid and Reed proved thatχa(d) = O(d4/3). They also showed thatχa(d) = Ω(d4/3/(logd)1/3).

For any graphG and anyt, an acyclic coloring ofG is also an acyclict-improper coloring of
G. Conversely, observe that given an acyclict-improper coloring ofG, we can acyclically color the
subgraphs induced by each color class with at mostt2 + 1 new colors, and the coloring obtained is
acyclic. Thus, we have

χa(G)

t2 +1
≤ χt

a(G)≤ χa(G)

As a consequence,χt
a(d) = O(d4/3) andχt

a(d) = Ω
(

d4/3

(t2+1)(logd)1/3

)

.

We now prove that ift is not too large, the above-mentionned lower bound ofΩ(d4/3/(logd)1/3)
still holds for acyclict-improper coloring.

7
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Theorem 10 There exists a constantη > 0 such that if t≤ η
(

n
logn

)3/4
, then

χt
a(d) = Ω

(

d4/3

(logd)1/3

)

.

Proof. Let V = {1, . . . ,n} be a set of labelled vertices. Letp = c(logn/n)1/4, with c = 3, and let
G = Gn,p = (V,E) be a random graph defined onV by choosing each pair of distinct elements ofV
independently to be an edge with probabilityp. Let d be the maximum degree ofG.

It is known thatd = BIN(n,p) and E(d) = np = cn3/4(logn)1/4. By studying the distribution

of d, we obtainPr
(

n≥ 1
2c4/3

(

3
4

)1/3 d4/3

(logd)1/3

)

→ 1 asn→ ∞. To complete the proof, we show that

Pr
(

χt
a(G) > n

2

)

→ 1 asn→ ∞. Takingζ = 1
4c4/3 (

3
4)1/3, this will imply that a.a.s.χt

a(G) > ζ d4/3

(logd)1/3 .

Let α(G) (resp. αt(G)) be the maximum size of an independent set of vertices inG (resp. an
induced subgraph ofG with maximum degreet). We first show thatαt(G)≤ n

4 a.a.s. ift is sufficiently
small.

Let k =
⌊

2
cn1/4(logn)3/4

⌋

.

Pr (α(G)≥ k) ≤
(

n
k

)

(1− p)(
k
2)

≤
(ne

k
(1− p)

k−1
2

)k

≤ exp

(

k

(

log
(ne

k

)

+
1
2
(k−1) log(1− p)

))

Sincep = o(1), log(1− p) ∼ −p. Hence1
2(k−1) log(1− p) ∼ − logn. Also log

(

ne
k

)

∼ 3
4 logn,

so Pr(α(G) ≥ k) ≤ exp
(

− k
4(1+o(1)) logn

)

= o(1). But αt(G) ≤ (t + 1)α(G), so a.a.s.αt(G) ≤
(t +1)k.

So if t ≤ η
(

n
logn

)3/4
then a.a.sαt(G)≤ 2η

c n. Thus we may takeη = c/8.

Now consider a fixed partitionV1, . . . ,Vr of V into r ≤ n
2 color classes, each of size at mosts≤ n

4.
Remove one vertex in each class of odd cardinality : there remainn′ ≥ n

2 vertices, and the size of each
class is now even. By partitioning each of these parts into disjoint parts of size 2, we obtainl ≥ n

4
pairwise disjoint subsetsU1, . . . ,Ul of V, each of cardinality 2, and each a subset of some color class
in the original partition.

The number of pairs of pairs from within the same class is at most the value when there are as many
large classes as possible, so it is at mostn′

s

(s/2
2

)

≤ n′s
8 . Hence, the number of "cross" pairs of pairs (pairs

of pairs of distinct colors) is at least
(n′/2

2

)

− n′s
8 ∼ n′

8 (n′−s)≥ n2

64. For each of these cross pairs of pairs
{{xi ,x′i},{x j ,x′j}}, the probability that the alternating 4-cyclexi ,x j ,x′i ,x

′
j is not inG is equal to 1− p4.

So the probability that there is no alternating 4-cycle inG is at most(1− p4)n2/64≤ exp
(

−n2p4

64

)

.

Hence the probability that there is an acyclict-improper coloring with at mostn2 colors is at most:

8
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nn exp

(

−n2p4

64

)

= exp

(

nlogn−n2c4 logn
64n

)

= exp

((

1− c4

64

)

nlogn

)

= o(1) if c = 3

As a consequence,χt
a(G) > n

2 a.a.s., which completes the proof. 2
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