Math en Jeans 2004-2005 Eric Sopena

Math en Jeans
Année 2004-2005

Probleme 1. Nombres géométriques
On s'’intéresse ici a des suites de nombres engendrées par des suites de figures géométriques (d’'ou la notion de
nombres géomeétriques...).

Les figures sont obtenues en placant des jetons sur des intersections de «réseaux » (ou « quadrillages »
particuliers) du plan (infini). Considérons un premier exemple qui va nous aider a mieux comprendre :

Chaque intersection de ce réseau possede 6 voisins que I'on peut naturellement qualifier de Nord, Est, Sud-Est,
Sud, Ouest et Nord-Ouest (ou, plus simplement, N, E, SE, S, O et NO). Ce réseau est un réseau triangulaire car
les cellules de base sont toutes des triangles...

La reégle de construction, dite régle S-E-SE, est la suivante : on démarre avec un seul jeton et, a chaque étape, une
intersection ayant une intersection voisine S, E ou SE occupée par un jeton récupere un jeton... La suite de
nombres correspondante est obtenue en comptant les jetons : 1, 4, 9, etc. |l est assez facile de se convaincre que
le n-iéme nombre de cette suite est n’ (on comprend pourquoi ces nombres sont appelés des carrés...).

Au niveau géométrique, une telle suite est caractérisée par trois informations :
e la structure du « réseau » (carrés, triangles, hexagones, ...),
» lafigure initiale (un point, un segment, un « L », un rectangle, ...),
« laregle d’évolution des jetons.

Pour une telle suite, le probléme consiste alors a trouver une formule générale donnant la valeur du n-ieme
nombre de la suite. Cela peut étre simple, comme dans notre exemple, ou plus compliqué...

Pour commencer, on pourra se limiter a un réseau de type quadrillage (en supprimant les diagonales dans notre
exemple), et considérer les questions suivantes :

< en utilisant la regle N-O, qu'obtient-on a partir d’'un point ? d’'un segment de longueur p ? a partir d'un
rectangle p x q ? et ainsi de suite selon votre imagination...

* que se passe-t-il si I'on modifie la regle d’évolution ? Par exemple, avec la regle N-E-S-O ?

On pourra ensuite considérer le réseau triangulaire vu précédemment (dans notre exemple initial) ou le réseau
triangulaire obtenu en rajoutant les diagonales SO-NE.

Pour chaque probléme, la technique a utiliser est généralement :
e construire graphiquement les premiers nombres,
« essayer de « deviner » la formule,
e démontrer que la formule est correcte !

Remarquons pour finir que rien ne nous interdit de considérer ensuite des « grilles de dimension 3 », voire des
grilles de dimensions supérieures pour les plus courageux (I'étape qui consiste a « dessiner » les premiers
nombres est alors beaucoup plus délicate...). De méme, il est possible de définir des régles ou certains jetons
disparaissent...

Probleme 2. Découpages patissiers

La question de base est la suivante : combien de parts de gateau est-il possible d’obtenir en un nombre donné n
de coups de couteau (ou « découpes ») ? On suppose que le gateau a la forme d’'un disque sans épaisseur (on ne
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peut pas le couper en deux dans le sens de I'épaisseur) et que la lame du couteau a une longueur supérieure au
diamétre du gateau ; par ailleurs, on ne cherche pas a faire des parts égales...

Nous avons ainsi :

n=20 n=1 n=2 n=3
1 part 2 parts 4 parts 7 parts
Combien de parts peut-on alors obtenir avec 4 découpes ? 5 découpes ? n découpes (il faut trouver une formule

générale donnant le nombre de parts en fonction du nombre de découpes) ?

Il s’agit Ia d'un probléme classique, mais qui peut nous inspirer... En effet, nous pouvons considérer par exemple
les questions suivantes :

¢ Que se passe-t-il si 'on remplace le gateau par un beignet (voir ci-dessous) ?

¢ Que se passe-t-il si 'on considére une rangée de p gateaux (voir ci-dessous), ou de beignets, et un couteau
dont la lame permet d’'atteindre 'ensemble des gateaux ?

* Que se passe-t-il si la longueur de la lame est égale au rayon du disque et non plus au diameétre ?

 Que se passe-t-il si 'on prend en compte I'épaisseur du gateau et si l'on s'autorise les coupes
« horizontales » ? (cette fois, on peut par exemple obtenir 8 parts avec 3 découpes...)

OO

un beignet une rangée de 3 gateaux (p=3)

Dans chaque cas, le probléme consiste a trouver une formule générale donnant le nombre de parts en fonction du
nombre de découpes...

Comme pour le probléeme n°1, la technique a utilise r est généralement :
e construire graphiquement les premiers nombres,
« essayer de « deviner » la formule,
e démontrer que la formule est correcte !

Probleme 3. L’aiguille de Buffon

Georges Louis Leclerc, comte de Buffon (1707-1788) est essentiellement connu pour son oeuvre de naturaliste,
mais il fut aussi philosophe et mathématicien. Il a notamment écrit en 1777 un mémoire sur le « Jeu de franc
carreau » qui est a l'origine de ce probléme.

Le jeu de franc carreau se joue sur un sol carrelé de carreaux carrés (sic) de coté C. On jette en l'air une piece
ronde, de diamétre D, qui ne retombe jamais sur la tranche... Le joueur A parie que la piéce retombera a franc
carreau (c'est-a-dire qu’elle sera entierement contenue dans un carreau) et le joueur B parie le contraire (c’est-a-
dire qu’elle chevauchera au moins un joint). On suppose pour simplifier que les joints sont « sans épaisseur » et
que le sol est « infini »...

La question est alors :

Quelle doit étre la valeur du c6té des carreaux C (en fonction du diameétre de la piece D) pour que ce jeu soit
équitable, c’est-a-dire pour que chaque joueur ait une chance sur deux exactement de I'emporter ?

Pour résoudre ce probléme, il suffit de remarquer que si le centre de la piéce tombe a une distance inférieure ou
égale a C-D du centre d'un carreau, elle ne chevauchera aucun joint. Dans le cas contraire, elle chevauchera
nécessairement au moins un joint... Ainsi, on peut partager le plan en deux zones : la zone A (qui signifie que le
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joueur A gagne si le centre de la piece tombe dans cette zone) et la zone B (qui fait gagner le joueur B). Pour que
le jeu soit équitable, il faut donc que ces deux zones aient la méme surface...

/ 1
» Saurez-vous montrer que pour que le jeu soit équitable il faut avoir C = | 1 — E xD ?

Plusieurs variantes de ce jeu peuvent étre considérées, par exemple :
* Que se passe-t-il si les carreaux sont des triangles équilatéraux ? des hexagones ?
* Que se passe-t-il si la piece est en forme de carré ? de triangle ? de « L » ?
Le principe de résolution reste le méme, mais les formules obtenues sont naturellement différentes...

Une autre variante, connue sous le nom de « l'aiguille de Buffon » est la suivante : le jeu se joue sur un parquet
cette fois (un ensemble de lignes paralléles espacées d’'une distance d) et I'on jette une aiguille de longueur ...

» Saurez-vous trouver la solution de ce probleme ? (C'est-a-dire calculer la probabilité de gain de chacun des
joueurs en fonction de la distance d et de la longueur I).

On peut alors considérer, au gré de notre imagination, de nombreuses variantes (par exemple reprendre nos
carrelages précédents et y jeter I'aiguille...), chacune donnant lieu a un intéressant probléeme de géomeétrie...

Une autre possibilité consiste a considérer trois joueurs A, B et C, a jeter une « piéce trouée » (méme forme que le
beignet du probléme précédent), et a déclarer que A est gagnant si la piéce est entierement contenue dans un
carreau, que B est gagnant si la piéce chevauche un joint qui n’apparait pas dans le « trou » de la piéce et que C
est gagnant si un joint apparait dans le « trou » de la piéce...

Probleme 4. La stratégie des allumettes

Il existe de nombreux jeux d'allumettes et celui qui nous intéresse est le suivant :
Deux joueurs disposent d’un tas de 50 allumettes et retirent a tour de réle un certain nombre d’'allumettes.
Le premier joueur peut retirer 1 ou 2 allumettes du tas.
Lorsqu’un joueur a retiré n allumettes, le joueur suivant peut en retirer au maximum 2n.
Le joueur qui retire la derniére allumette est déclaré perdant.
Le probleme qui nous intéresse est le suivant :
« existe-t-il une stratégie gagnante pour le premier joueur ? pour le deuxiéme joueur ? et si oui laquelle !

La technique a mettre en oeuvre est une technique classique en théorie des jeux, qui consiste a déterminer les
« positions gagnantes »... Une « position » est une information qui permet de décrire la situation du jeu au moment
ou I'un des joueurs doit jouer. Dans notre exemple, une position peut étre représentée par un couple (a,b), ou a
représente le nombre d’allumettes restant dans le tas et b le nombre d’allumettes retirées par le joueur précédent
(on sait ainsi que I'on pourra retirer entre 1 et 2b allumettes).

Il est facile de se convaincre par exemple que (1,b) est toujours une position perdante (il reste une allumette, on a
donc perdu) alors que (2,b) est toujours une position gagnante (en enlevant une allumette, on conduit 'adversaire
a une position perdante...).

Ainsi, une position perdante est une position qui ne permet jamais de gagner (on suppose que l'adversaire ne
commet jamais de faute) et une position gagnante est une position qui envoie I'adversaire dans une position
perdante... simple, non ?

Notre probléeme consiste alors a répondre a la question suivante :

« Quelles sont les positions gagnantes ? et, en particulier, (50,1) est-elle une position gagnante ?
Remarquons que (50,1) modélise bien la position initiale car le premier joueur peut retirer 1 ou 2 allumettes...
La méthode a suivre peut étre la suivante :

« Considérer dans un premier temps un nombre plus faible d’allumettes (avec 1 ou 2 cela doit étre trivial !).

« Essayer de deviner comment se déterminent les positions gagnantes (et perdantes !).

On pourra également considérer différentes variantes de ce jeu, selon I'inspiration :

e on peut par exemple supposer qu'il y a au départ 2 tas de 25 allumettes et qu’'a chaque étape les allumettes
retirées par un joueur doivent appartenir a un méme tas...
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