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Abstraction par Prédicats — Exercices Corrigés
Grégoire Sutre

http://www.labri.fr/"sutre/Teaching/INF555/

Exercice 1 On considére le programme ci-dessous d’ensemble de variables X = {x,y}, de
localité initiale q;p, = q et de localité d’erreur queq = ¢'.

. X =x+y ‘

Donner l'abstraction par prédicats booléenne du programme pour les deux prédicats :
pv1 x>0 w2 1 y=20

Corrigé. L’abstraction par prédicats booléenne du programme est la structure de Kripke
étiquetée M® = (S*, In®, Bad®, X, —*) définie par :

S = {q,q'} x ({e1, 92} — {0,1})

In® = {gin} x ({1,902} — {0,1})
Y = {x:=x+y}

Bad® {a@baat x ({1,902} — {0,1})

et de relation de transition étiquetée —¢ représentée graphiquement en figure 1. Sur cette
figure, les étiquettes des transitions sont omises pour ne pas encombrer le dessin, et un
couple (b1, b2) de booléens représente la fonction qui & ; associe b;.

]

¢,(0,0) 7,(0,0)

¢,(0,1) ¢,(0,1)

q’(l’O) \ql’(l’())

q,(1,1) q,(1,1)

FIGURE 1 — Relation de transition abstraite —¢ de l’exercice 1

Pour illustrer comment la relation —¢ est obtenue, considérons quelques exemples :

—_
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— le triplet ((¢, (1,1)),x:=x+y,(¢,(1,1))) est dans —® si et seulement si la formule
1) ci-dessous est satisfaisable :

v o= (piAee) N\ (e Ae)lx+y)/x)
= (x>0Ay>0) A\ (x+y>0)Ay>0)
Or cette formule est clairement satisfaisable (prendre x = 0, y = 0).

— le triplet ((¢, (1,1)),x:=x+7y,(¢,(1,0))) est dans — si et seulement si la formule
1) ci-dessous est satisfaisable :

o= (erAp2) N\ (o1 A=2)[(x +y)/x])
= x>0Ay>0) A (x+y=0)A-(y>0))
Or cette formule est clairement insatisfaisable.

— le triplet ((¢, (1,1)),x:=x+y,(¢,(0,1))) est dans —® si et seulement si la formule
1) ci-dessous est satisfaisable :

o= (praee) \ ((her Aga)l(x+y)/x])
= (x>0Ay>0) A\ (-(x+y=>0)Ay>0)
Or cette formule est clairement insatisfaisable.

— le triplet ((¢,(1,0)),x :==x+7y,(¢,(0,1))) est dans — si et seulement si la formule
1 ci-dessous est satisfaisable :

o= (p1A-gs) [\ ((mer Apa)(x+y)/x])
= (x>0A~(y>0) A\ (-x+y>0)Ay>0)
Or cette formule est clairement insatisfaisable.

— le triplet ((¢, (1,0)),x:=x+7y, (¢, (1,0))) est dans — si et seulement si la formule
1 ci-dessous est satisfaisable :

o= (piA-we) N\ (1 A=) [(x+y)/x])
= x>0A=(y>0) A\ (E+y=0r-(y>0))

Or cette formule est clairement satisfaisable (prendre x = 2, y = —1).

— le triplet ((¢, (1,0)),x :=x+y,(¢,(0,0))) est dans —® si et seulement si la formule
1 ci-dessous est satisfaisable :

Y o= (p1Agp2) /\ (1 A —p2)[(x +y)/%])
= x20A(y=0) A\ (x+y=0)A-(y>0)

Or cette formule est clairement satisfaisable (prendre x =1, y = —2). [ ]
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Exercice 2 Donner labstraction par prédicats cartésienne du programme de [’exercice 1
et pour les mémes prédicats.

Corrigé. L’abstraction par prédicats cartésienne du programme est la structure de Kripke
étiquetée M* = (S, In®, Bad*, ¥, —*) définie par :

S* = {g.d'} x ({e1, 02} = {0,1,%})
In* = {(gin,Ap.%)}
Y = {x:=x+y}
Bad® = {qpaa} x ({1,902} —{0,1,%})
et de relation de transition étiquetée —¢ représentée graphiquement en figure 2. Sur cette

figure, les étiquettes des transitions sont omises pour ne pas encombrer le dessin, et un
couple (by,be) d’éléments de {0, 1, } représente la fonction qui a ¢; associe b;.
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FI1GURE 2 — Relation de transition abstraite —¢ de exercice 2

Pour illustrer comment la relation —@ est obtenue, considérons quelques exemples :
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— Pour calculer 'unique successeur potentiel de ’état abstrait (¢, (1,1)), on détermine
la validité des formules suivantes :

’ \ valide ‘
(1 A p2) = (mp1l(x +y)/x]) | non
(p1 A p2) = prl(x+y)/x]) | oui
(o1 Ap2) = (mpo[(x +y)/x]) | non
(1 Ap2) = po[(x+y)/x]) | oui

On en déduit que (¢/, (1,1)) est I'unique successeur de (g, (1,1)).

— Pour calculer 'unique successeur potentiel de ’état abstrait (g, (1,0)), on détermine
la validité des formules suivantes :

’ ‘ valide ‘

(1 A 2p2) = (mp1[(x +y)/x]) | non
(1 A =p2) = p1[(x+y)/x]) | non

(1 A —p2) = (mpol(x +y)/x]) | oui
(1 A =p2) = o[(x+y)/x]) | non

On en déduit que (¢, (*,0)) est I'unique successeur de (g, (1,0)). ]

Exercice 3 On considére le programme ci-dessous d’ensemble de variables X = {x,y}, de
localité initiale q;, = q et de localité d’erreur qpeqg = q'.

O——@

Donner l'abstraction par prédicats booléenne du programme pour les deux prédicats :
p1r x>0 w2 1 y=20

Corrigé. L’abstraction par prédicats booléenne du programme est la structure de Kripke
étiquetée M* = (S*, In®, Bad®, X, —*) définie par :

S5 = {q, ¢} x ({1,902} — {0,1})

In* = {Qm} X ({8017902} - {07 1})
¥ = {x=y}
Bad® = {qpaa} x ({#1,92} — {0,1})

et de relation de transition étiquetée —¢ représentée graphiquement en figure 3. Sur cette
figure, les étiquettes des transitions sont omises pour ne pas encombrer le dessin, et un
couple (b1, b2) de booléens représente la fonction qui & ; associe b;.

Rappelons que comme 'opération x = y est une garde, tous les triplets ((q, (b1, b2)),x :=
x+ 7y, (¢, (b],b5))) dans la relation —® vérifient nécessairement by = b} et by = bS,. Pour
illustrer comment la relation —® est obtenue, considérons quelques exemples :
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4,(0,0) 7,(0,0)

q,(0,1) ¢,(0,1)

'

q,(1,0 q,(1,0)

q,(1,1) q,(1,1)
FIGURE 3 — Relation de transition abstraite —% de ’exercice 3

— le triplet ((q,(1,1)),x = y,(¢’,(1,1))) est dans — si et seulement si la formule 1
ci-dessous est satisfaisable :

b= (pAee) N\ (x=y)
= x=0Ay>0) A\ x=y

Or cette formule est clairement satisfaisable (prendre x = 0, y = 0).

— le triplet ((¢,(1,0)),x = y,(¢,(1,0))) est dans — si et seulement si la formule 1
ci-dessous est, satisfaisable :

b= (p1A-g) N\ (x=y)
= (x=0A-(y>0) A x=y

Or cette formule est clairement insatisfaisable. []

Exercice 4 Donner l'abstraction par prédicats cartésienne du programme de Uexercice 3
et pour les mémes prédicats.

Corrigé. L’abstraction par prédicats cartésienne du programme est la structure de Kripke
étiquetée M* = (S*, In*, Bad®, ¥, —*) définie par :

S* = H{a.d'} x ({e1,92} = {0,1,%})
In® = {(gn,Ap. %)}
¥ o= {x=y}
Bad®" = {Qbad} X ({@17902} - {Oa 17 *})

et de relation de transition étiquetée —“ représentée graphiquement en figure 4. Sur cette
figure, les étiquettes des transitions sont omises pour ne pas encombrer le dessin, et un
couple (b1, be) d’éléments de {0, 1, x} représente la fonction qui & ; associe b;.

Pour illustrer comment la relation —@ est obtenue, considérons quelques exemples :
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FI1GURE 4 — Relation de transition abstraite —¢ de ’exercice 4
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— Pour calculer 'unique successeur potentiel de ’état abstrait (¢, (1,1)), on détermine
la validité des formules suivantes :
’ \ valide ‘
(p1 Apa Ax=y)= (mp1) | non
(p1 ANpa ANx=17y) = 1) oul
(pr Ap2 Ax=y) = (mp2) | non
(pr A2 Ax=y) =) | oui

On en déduit que (¢/, (1,1)) est I'unique successeur de (g, (1,1)).

— Pour calculer 'unique successeur potentiel de ’état abstrait (g, (1, %)), on détermine
la validité des formules suivantes :

’ \ valide ‘
(pr Ax=y)= (1) | non
(pr Ax=y)= 1) | ou

(p1 Ax =7y) = (-p2) | non
(p1Ax=y)= p2) | oui

On en déduit que (¢/, (1,1)) est I'unique successeur de (g, (1, *)).

— Pour calculer I'unique successeur potentiel de ’état abstrait (g, (0, %)), on détermine
la validité des formules suivantes :
’ \ valide ‘
(e Ax=y)= (0p1) | ou
(Cp1 Ax=7Y) = p1) non
(-1 Ax=7y)= (mp2) | oui
(mp1 Ax=7) = p2) non

On en déduit que (¢/, (0,0)) est I'unique successeur de (g, (0, *)). [ ]

Exercice 5 On considére le programme ci-dessous d’ensemble de variables X = {x,y,z},
de localité initiale q;,, = q et de localité d’erreur qpaq = ¢'.

. Xx:=x+1 .

Donner l'abstraction par prédicats booléenne du programme pour les trois prédicats :
pr 1 X=Yy Yy I X=2 p3 1 y=z—1

Corrigé. L’abstraction par prédicats booléenne du programme est la structure de Kripke
étiquetée M® = (S*, In®, Bad®, X, —*) définie par :

S = {q,d'} x ({1, 92,93} — {0,1})

In® = {qin} x ({¢1,¥2, 03} — {0,1})
Y = {x:=x+1}

Bad* {avaa} x ({1, 92, 03} — {0, 1})
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et de relation de transition étiquetée —¢ représentée graphiquement en figure 5. Sur cette
figure, les étiquettes des transitions sont omises pour ne pas encombrer le dessin, et un
triplet (b1, b2, b3) de booléens représente la fonction qui a ; associe b;.

q’ (07 0’ 0)

—

4,(0,0,1)

4,(0,1,0)

q’? (0’ ]" 0)

&7 mm
s-

4

,(0,1,1) ¢,(0,1,1)

q,(1,0,0) q,(1,0,0)
q,(1,0,1) q,(1,0,1)
q,(1,1,0) q,(1,1,0)
q,(1,1,1) q,(1,1,1)

FIGURE 5 — Relation de transition abstraite —% de ’exercice 5

Pour illustrer comment la relation —¢ est obtenue, considérons quelques exemples :

— le triplet ((q,(1,1,0)),x := x + 1,(¢,(0,0,0))) est dans —* si et seulement si la
formule 1) ci-dessous est satisfaisable :

Y (o1 Apa A=) N\ ((mep1 A o2 A —ps)[(x + 1) /x])
(x=yAx=zA-(y=2z-1)) /\ (~(x+1=y)A~

Or cette formule est clairement satisfaisable (prendre x =0, y =0 et z = 0).

—

x+1=z)A-(y=2-1))
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— le triplet ((¢,(1,1,0)),x := x + 1,(¢,(1,1,0))) est dans —® si et seulement si la
formule 9 ci-dessous est satisfaisable :

o= (prAeaA—es) [\ ((p1 Apa A—ps)[(x+1)/x])
= (x=yAx=zA-(y=2z-1)) /\ (x+1=yAx+1=zA-(y=2—-1))

Or cette formule est clairement insatisfaisable.

— En étendant (légérement) l'optimisation vue en cours pour le calcul de —% (dans le
cas des abstractions par prédicat booléennes), on peut reduire le nombre de triplets
a explorer en remarquant par exemple que la formule x =y A (x =7y)[(x+ 1)/x]
s’écrit x =y A x4+ 1 =7y et n’est donc pas satisfaisable. Par conséquent il ne peut
y avoir dans —? de triplets de la forme ((g, (1, b2,b3)),x :=x+ 1, (¢, (1,b2,b3))).

— le triplet ((¢,(1,0,0)),x := x + 1,(¢,(0,1,0))) est dans —® si et seulement si la
formule 9 ci-dessous est satisfaisable :

o= (prA-pan-es) N\ ((he1 A ws A—es)[(x+ 1)/x])

= (x=yA-(x=z)A-(y=2z-1)) /\ ((x+1=y)Ax+1=zA~(y=2z-1))
La formule 1 est équivalente a la formule x =y A x+1=2z A =(y=2z—1) qui
est clairement insatisfaisable.

On observe que les états abstraits (¢, (1,1,1)) et (¢/,(1,1,1)) sont de concrétisation
“sémantique” vide puisque la concrétisation “syntaxique” de la valuation abstraite (1,1, 1)
est la formule (z = y) A (x = z) A (y = z— 1) qui n’est pas satisfaisable. Ces états abstraits
ne peuvent donc pas avoir de transition entrante ou sortante. [ |

Exercice 6 On considére le programme ci-dessous d’ensemble de variables X = {x,y}, de
localité initiale q;, = q et de localité d’erreur queq = q” .

X:1=y x*xy <0
@@

Donner l'abstraction par prédicats booléenne du programme pour les deux prédicats :

p1r 1 x20 w2 1 y>0
Cette abstraction est-elle sire ¢

Corrigé. 1’abstraction par prédicats booléenne du programme est la structure de Kripke
étiquetée M* = (S, In®, Bad®, ¥, —*) définie par :

S = {q¢,q,q"} x ({e1, 02} — {0,1})

In® = {gin} x ({¥1,92} — {0,1})
S = {xi=yxy <0}

Bad®* = {Qbad} X ({3017902} - {07 1})
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4,(0,0) 7,(0,0) q",(0,0)
¢,(0,1) ¢,(0,1) q",(0,1)
¢, (1,0) ¢,(1,0) q",(1,0)
q,(1,1) q¢,(1,1) q",(1,1)

FIGURE 6 — Relation de transition abstraite —% de ’exercice 6

et de relation de transition étiquetée —“ représentée graphiquement en figure 6. Sur cette
figure, les étiquettes des transitions sont omises pour ne pas encombrer le dessin, et un
couple (b1, be) de booléens représente la fonction qui & ¢; associe b;.

L’abstraction obtenue est sire : il n’existe pas de chemin d’un état abstrait dans In®
vers un état abstrait dans Bad®. [ |

Exercice 7 Donner labstraction par prédicats cartésienne du programme de l'exercice 6
et pour les mémes prédicats. Cette abstraction est-elle sire ¢ Proposer le cas échéant un
prédicat o ajouter de sorte que le raffinement obtenu soit sir.

Corrigé. L’abstraction par prédicats cartésienne du programme est la structure de Kripke
étiquetée M® = (S*, In®, Bad®, X, —*) définie par :

Sa = {q,q’,q”} X ({901»802} - {07 17 *}>
In" = {(qin,Ap.*)}
Y = {x:=y,x*xy<0}

Bad* = {Qbad} X ({§017902} - {O’ 17*})

et de relation de transition étiquetée —¢ représentée graphiquement en figure 7. Sur cette
figure, les étiquettes des transitions sont omises pour ne pas encombrer le dessin, et un
couple (b1, be) d’éléments de {0, 1, x} représente la fonction qui a ; associe b;.

L’abstraction obtenue est n’est pas sdre : il existe un chemin d’un état abstrait de In®
vers un état abstrait de Bad®.

En ajoutant le prédicat @3 : x =y, on obtient une nouvelle abstraction cartésienne
qui est stre. En effet, dans cette nouvelle abstraction, I’état abstrait initial (g, (x,*,*)) a
un unique successeur (¢, (x,%,1)), et (¢, (*,%,1)) n’a pas de successeur. ]

10
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q, (%, %) q', (%, %) q",

FI1GURE 7 — Relation de transition abstraite —® de ’exercice 7

(%, %)
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