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RESUME. Alors que dans le cadre proposé par Ramadge et Wonham, lesrawgintéressent au
contrble de systemes a événements discrets dont les &bjemtient sur leurs comportements
séquentiels, nous proposons ici une méthode générale fiarmde synthétiser un contréleur
dont les objectifs sont donnés par des formuleg-aalcul modal, ce qui permet de contraindre
aussi les comportements arborescents. Cette méthodeerspose calcul d’'une stratégie ga-
gnante dans un jeu de parité associé au systeme et a I'objectiontrole.

ABSTRACT.In the framework of Ramadge and Wonham, the authors focuseocontrol of dis-
crete event systems whose objectives are specified oneleieistial behaviour. We offer here a
generic method which allows us to specify these objectivesdaly.-calculus, which can also
constrain the computational tree of those behaviours. Meathod relies on the computation of
a winning strategy in a parity game based on the system andatigol objective.

MOTS-CLES Synthese de contrbleurs, Ramadge Wonhawgglcul modal, jeu de parité, stratégie
gagnante

KEYwoRDs:Controller synthesis, Ramadge Wonham, mqdahlculus, parity game, winning
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1. Introduction

Cet article présente une méthode permettant de synthétisesntréleur dans le
cadre proposé par Ramadge et Wonham dans [RAM 89]. Ceperadars que Ra-
madge et Wonham proposent des contrdleurs vérifiant senteties propriétés li-
néaires (sur une exécution donnée du systeme), la méthedwqs proposons permet
de traiter n’importe quelle propriété exprimable dans wggdue linéaire ou arbores-
cente. La logique de spécification utilisée estiealcul modal.

Le cceur de notre méthode est basé sur la relation forte gteexitre synthétiser
un contréleur et calculer une stratégie gagnante dans whgj@arité que nous allons
expliciter.

Le probléme posé est le suivant : étant donné un systémerdstimas.A sur un
alphabet d’événements dont certains peuvent étre “éVjtesitrolés), et une spéci-
fication ¢ du comportement souhaité de ce systéme, on veut constmnisgsieme
de transitiong (le contrdleur) tel que lorsqu’on le synchronise avgcle systeme
produit résultant satisfasge

Dans un premier temps, nous présenterons la notion de talnitit® pour les évé-
nements. Ensuite nous définirons les systemes de tramssgimnous allons utiliser
et nous décrirons une fagon informelle de résoudre le pnoblée la synthese d’'un
contrbleur afin de familiariser le lecteur avec le probléme.

Puis sera donnée la syntaxe du systeme d'équations utdiseél@ spécification
ainsi qu’une représentation ensembliste plus conciseustfptilement manipulable
de ces équations.

La sémantique de ce systeme sur le systeme de transitionsleenée sous la
forme d’un jeu de parité qui n’est intuitivement autre quéteduit du systéme de
transitions par le systeme d’équations.

Si une position particuliere de ce jeu (que I'on pourraitltjies de “position ini-
tiale”) est gagnante, alors il existe une stratégie gagnaotir 'un des deux joueurs.
De plus il existe une stratégie gagnante qui ne dépend que plesition courante.
Cette stratégie nous fournira directement la fonction dedition du contrdleur.

Enfin, nous présenterons quelques problémes qui ne somajiés tans cet article
et dont certains seront résolus dans une publication & venir
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2. Les événements

Les événements qui constituent le comportement du systermig &ont représen-
tés par les éléments d’un alphabet fihi

La notion de contrélabilité prend un sens lorsque I'on plecsystéme dans un
environnement. En un état donné du systeme, plusieurs éae différents peuvent
se produire, et ceux qui sont dictés par I'environnementam pas contrblables :
le systeme les subit. A l'inverse, certaines actions p&ssidu systéme en un état
peuvent étre évitées : un superviseur peut interdire aamsystl’effectuer cette action.

On voit bien ici se dessiner le probleme de la syntheése dedents : il s’agit
de prédire quelles actions du systéeme il faut interdire peysas se retrouver relégué
dans un état indésirable au gré des événements inconedlpiaduits par I'environ-
nement.

Les notions d’événement contrdlable et d’événement imbtatile sont clairement
mutuellement exclusives. C’est pour cela que I'on peutiti@mher > en les deux
sous-ensembles,, contenant les événements incontrolables etontenant les éveé-
nements controlables.

3. Le systéeme

Le systeme étudié sera ici modélisé par un systeme de toassfini et détermi-
niste. Cela suit le cadre de Ramadge et Wonham dans [RAM 88ppellent ce type
de modéle des systéemes a événements discrets (DES).

On pose donc la définition suivante :
Un systeme de transitions est un quadrufilgts, go, ).

Q est I'ensemble fini des états du systeme,Q x X — @ est sa fonction (par-
tielle) de transitiong, est son état initial ek : Q — P(Prop) associe a chaque état
I'ensemble des propriétés élémentaires qu'il satisfait.

Propest un ensemble quelconque de symbolgzdpriétés élémentairetes états
(par exemple marqué/non marqué dans [RAM 89]).

Dans la suite, on appellerd = (Q, J, qo, A) le systéme de transitions a contrdler.

Une exécution du systéeme est un mot fini ou infini= wow; ... € X tel que
0(qo, w) est défini (en étendantaux mots par morphisme), i.g1, go, . . ., ¢;, . . . tels
queVi > 0, 5(%’; ’LUZ') = qi+1

L'ensemble des exécutions du systeme forme donc un lang@&fi@epqui peut
aussi étre vu comme un arbre dont les arcs sont étiquetéepavénements et les
nceuds par des états de

EXEMPLE. — Soit par exemple le systéme de transitions suivant siphigbet:,. =

{c}, 2, = {a,b}.
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Il est défini par :
_Q: {1725374}aq0: 1
=4 (1,(1) ’—>2,(1,b)l—>3,(276)P—>3,(3,C)I—>2,(2,(1)’—>4,(3,b)’—>4
“A:1—=0,2—0,3— 0,4~ {p}

Ici, on se donne un seul symbalede propriété élémentair®fop = {p}), avec
lequel on distingue I'état 4.

Et on peut le déplier pour obtenir I'arbre de ses exécutiassiples :

Les arcs correspondant & des événements controlablesooirgillés.O

4. Le systeme contrdlé

Etant donnée une partitioft,., ¥,,) de ¥ en événements contrdlables et incon-
trolables, urcontrdleurest un systéme de transitioSs= (Q°, 6%, ¢5,A) tel que
Vg € Q,Ve € ¥,,,56%(q, e) est défini.
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EXEMPLE. — \oici un contr6leur S sur I'alphabét. = {c}, ¥, = {a, b}.

N

a,b a,b

O

Si A estun systéme &tun contrdleur, le systéme contrblé est le produit synchrone
A x S défini par :

QAXS - Q X QS,q64><S - (qoaqag)a
§4%5((q,q')) = (6(g,a),0%(¢', a)) Sid(q, a) €td%(¢, a) sont définis,
V(g q') € @ x Q5 M*5((q,¢')) = Maq)

EXEMPLE. — \oici le systéme A contrdlé par le systéeme S des deux exesnpk-
cédents :

O

On peut d’'ores et déja imaginer les grandes lignes d’uneadéthour synthétiser
un contrbleur : en effet, I'arbre des exécutions possibtegient des arcs que I'on
peut couper a loisir. Ce sont ceux qui correspondent auxednénts contrélables.

Si donc on sait spécifier quels sous-arbres ne satisfontesasrikteres que I'on
s’est fixé, il suffit de trouver en amont un événement conltélat le supprimer, en
vérifiant qu’on n’invalide pas une autre propriété souledté le faisant.

Ayant abouti a cet arbre d’exécution élagué, il reste a ldormer si cela est pos-
sible une forme finie, de maniére a pouvoir en faire un coetndmanipulable. On
peut pour cela regrouper les nceuds dans des classes dlégoe/gelles que tous les
nceuds qui appartiennent a la méme classe sont racinesasabmorphes.

Dit plus rigoureusement, cela revient en fait a calculartbanate déterministe mi-
nimal correspondant & cet ensemble d’exécutions. Evidemroela n’est possible
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gue si ce langage admet une représentation finie (s'il esiiegy Comme le sys-
teme de départ est déja régulier, la restriction va devatepsur la spécification des
propriétés souhaitées.

Cette présentation au travers de I'arbre d’exécution estzagisuelle, mais elle a
I'inconvénient de ne pas se traduire directement en alguoet: elle manipule expli-
citement un objet de taille infinie ('arbre des exécutiosisle passage a I'automate
guotient reste donc difficilement implémentable.

Il reste donc deux problémes a résoudre : trouver un langageétification qui
ne permette d’engendrer que des comportements réguligrepger un algorithme
qui permettre de passer directement du couple systemerditimas — spécification a
une représentation finie du contrdleur.

Nous proposons ici d'utiliser comme langage de spécifindés formules duu-
calcul modal et nous donnons un algorithme qui permet diobten contréleur a
représentation finie lorsqu’il en existe un.

5. La spécification

La spécification sera donnée par un systeme d’équationslesodia points fixes.
Le pouvoir d’expression est le méme que celui d’'une formulg-@¢alcul modal.

Plus précisément, chaque équation sera sous une formeegardé

2 & \/ /\ (a)Tq,i; N /\ D

jeJi \a€A; ;CX% pep; ;cProp

pouri =0,...,n,6; € {u, v}, etle systtme d’équations considéré est la séquence
des variables; € X, donc ordonnée selon leégroissants.

X contient aussi un autre symbale .

(a) représente soit une modalité existentiéll, soit une modalité universelle].

Nous allons noter chaque conjonction par un triplet (B,,o,, P,) que nous
appelleronsegle, par analogie avec les automates d’arbres. L'ensembleédéssrest
notéR.

— B, C X contient les événements qui apparaissent sous la formteetédle
({(a)) dans la conjonction

— o, : X — X fournitI'équation qui doit etre satisfaite par I'état sait :0,.(a) =
ZayjSla € Ay = Ay j, zT sinon.

— P, C Propest 'ensemble des propriétés que I'état doit satisfaire.
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Si elle n’y est pas déja, on ajoute a 'ensemble des regleglar+ = (0,01, 0)
avecVe € ¥,07(e) = 7.

On peut représenter un systéeme d’équations modales parsemete de regles
pour chaque variable ; on se donne pour cela une applicAtioX’ — P(R) avec

A(x;) = {(Bij, 00, Pij)li € Ji}

. - , . o 21 sif;, =v

et on associe a chaque variabld’entier rangz;) = { % +1 sif=p

OnaaussiA(zT) = {rr} etrandzt) = 0.
EXEMPLE. — Sur notre exemple, on souhaite assurer que l'on finireotagjpar
atteindre I'état 4.

Le systeme d’équations spécifiant ce comportement esttraduie seule équa-
tion :

zEpv([a)z A Dbl Aldz)

Ce qui peut se traduire dans I'écriture ensembliste par :
X =A{z,z7},R={ri,r2,r7},
A(x) = {ri,ra}, Alwr) = {rr}

r = (0,01, {p}),

ro = (0, 02,0), Ve € 3, 09(e) = x,
rr=(0,071,0), Ve € ¥,071(e) =z
O

6. Jeu de parité associé

En reprenant le vocabulaire de [ARN 01], nous allons coirstun jeu de parité
permettant de construire le contréleur.

Brievement, un jeu de parité est un graphe dont les sommeelégpositions
appartiennent chacun a un des deux joueurs (Adam ou Eve)aguehsommet on
associe umang qui est un nombre entier positif ou nul.

Une partie se déroule en laissant chaque joueur pousser un jeton lelEsgres
du graphe de jeu, en partant d’une position initiale.

La partie est gagnée par un joueur si l'autre ne peut plus.j8uelle est infinie, le
rang maximal rencontré sur les positions parcourues patda gésigne le vainqueur :
Eve si le rang maximal est pair, et Adam s'il est impair.

Chaque joueur peut adopter usteatégie qui est une application décrivant la po-
sition vers laquelle le joueur déplacera le jeton en unetiposilonnée. Une stratégie
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est dite gagnante en une position (elle aussi dite gagnsinte)te partie démarrant
en cette position et jouée par ce joueur en respectant ségeast gagnée quelle que
soit la stratégie de I'adversaire.

Ici, nous adopterons le point de vue d’Eve : quand il seratigresle partie, de
position ou de stratégie gagnante, cela signifiera qu’stigagnante pour Eve.

Les positions d’Eve sont daf®ss = (Q x X)U (X x Q x R)U{L} etcelles
d’Adam sont dan®osy = (Q x R) U {T}. Lensemble des positions est n&eés

Le jeton se situe initialement €no, o).

Déplacements d’Adam

Si le jeton arrive en’, Adam ne peut plus jouer.

Sur une positiorig, ), si I'étatq ne satisfait pas I'une des propriétés élémentaires
de P,., Adam peut se déplacer vers Sinon, Adam choisit une lettre, c’est-a-dire peut
déplacer le jeton vers toutes les positidasg, ) pour touta € 3.

Le rang des positions d’Adam n’a pas d'importance et on ledixe: toutes les
positions d’Adam sont transitoires, et ne déterminentemn Fissue d’'une partie infi-
nie.

Déplacements d’Eve

Si le jeton arrive enL, Eve ne peut plus jouer. Le rang den’a pas d'importance,
on le fixe a 1.

Les déplacements possibles d'Eve sont les suivants :

choix d'une reégle :

(¢,2) — (g,7) vr e Az)
sid(q,a) est défini :

(a7 q, 7’) I (5((]7 (1), Or ((I))

(a,q,7) — T sia € X\ By
Sid(q,a) n'est pas défini :

(a,q,r) — L Sia € B,

(a7Qar) — T SiagB,.

Le rang dega, ¢, ) n'a pas d'importance, on le fixe a 1. Par contre, (dpgr)) =
rangz).

En (¢, x), Eve chaisit une regle. Efu, ¢, ), Adam a choisi de jouer la letteet
Eve peut:

— chercher a s’assurer que I'équation dans la portée de lalitéodoit tre vérifiée
dans I'état successeur du systeme de transitions
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— décider qu’elle a gagné si la modalité est satisfaite méntalesence de transi-
tion (elle n’appartient pas B,.) et que I'événement correspondant est contrélable. Ce
choix indique que cette transition doit étre interdite gacdntréleur

— constater que la transition correspondant a la lettresehpiar Adam n’existe
pas et donc perdre si la modalité est existentielle (ladetppartient &,.) ou gagner
si la modalité est universelle.

REMARQUE. —

Toute position de la forméy, 2+ ) est gagnante pour Eve puisque toutes les positions
rencontrées a partir de celle-ci seront de rang 0, ce qui@suictoire a Eve dans le
cas d’'une partie infinie. Si une partie est finie, c’est foreahyu’elle se termine sur

la positionT, qui est aussi gagnante pour Eve (en effst, = ().

7. Syntheése du contrdleur

A partir du jeu décrit précédemment, nous calculons I'eridemes positions ga-
gnantes pour Eve. Siy, 29) appartient a cet ensemble, nous pouvons synthétiser
un contréleulC = (Q°, 6%, ¢5, A°) en utilisant une stratégiegagnante ertqo, o)
d’Eve, ne dépendant que de la position courante. Une tefleégie existe toujours si
(qo, xo) est gagnante. On peut retrouver ce théoréme bien connulueoiad des jeux
de parité dans [ARN 01, Th. 4.3.8, p.92]

Q% =Q x X, q§ = (q0,20), A°((g,%)) = \(q),
5((q,2),a) = e((a,q,7)) sie((a,q,7)) # T,00(q,r) =e((g, 2)).

L'état qui correspondrait & la positiah n’est pas accessible a partir (g, xo)
puisque la stratégie d’'Eve est gagnanté®nz ).

De plus, afin de satisfaire la définition de contréleur, iltfaampléterC en le
contrdleur proprement dit™, défini comme suit :

+ + +
Q= Q% ¢ =5, X7 = Xet:

+ C ). a s oC ). a e s
Va € By, 6¢ ((qaﬂﬁ),a){ ((5q7(3(£a ),a) zzrfor(](q, ), a) est défini

Nous allons maintenant construire le produit synchroneddet deC* afin de
s’assurer qu'il vérifie bien le systéme d’équations.

QT = Q % (Q x X),
+
¢ = (90,4§") = (90, (90, 20)),

= (
MET (g, (g,2))) = Ag),
Sid(q,a) etsC (¢¢", a) sont définis, et avegy, r) = ((q, z)),
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545" ((q,¢°"),a) = (8(g,0),5(¢%, a))
= (8(q. a), (6(q. a),0,(a)))

Proposition. A x Ct =C

Preuve. On remarque d'abord qud x C* = A x C. En effet, pour que cela soit
vrai, il suffit de montrer que si(q, a) est défini et S'kSC+((q,ac),a) est défini alors
5¢((q, ), a) est défini. Or, sié(¢,a) est défini et sis°((q,z),a) ne I'est pas c'est
quee((a,q,r)) = T (avec(g,r) = ((q,x))) et donc quea € X.. Mais alors

6" ((¢.2),a) = 5°((q, z), a).

On remarque ensuite que tous les états accessiblgs €™ sont de la forme
(q,(q,2)), que I'ont peut donc abréger sans perte d’'informatiofyen). Nous choi-
sirons donc de poser :

QAXC = Q X Xa Q(J)‘lxc = (quzo)a )‘AXC = )\AXC+5
§4%C((q,2),a) = (§(q,a),o.(a)) sid¢(¢°, a) est défini, ol(q,r) = ((q, 7)).
Ces égalités montrent directement glex C = C. O

Théoréme.
A x CT satisfait le systeme d’équations.

Preuve. La proposition précédente montre gdex C* = C. Comme( satisfait le
systéme d’équations par constructighx C* aussi.O

EXEMPLE. — Le jeu qui permet de trouver les différents contréleurssgaes (un
par stratégie positionnelle gagnante) est trop volumineuw étre reproduit ici. Ce-
pendant, voici les trois contrdleurs qu’il permet d’obteni

le premier supprime toutes les transitions contrélabkegue permet effectivement
d’atteindre I'état 4.
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Les deux autres contréleurs suppriment une des deux imarsitontrélables afin
de casser la boucle du milieu. En effet, c’est cette bouclaigguait d’empécher
d’atteindre I'état 4.

On peut remarquer que les contr6leurs donnés ici ne sonppiasaux dans le sens
ou il serait possible d’autoriser un nombre quelconque rhaisé dec consécutifs
pour satisfaire la spécification. Comme il est évident quéktpas possibla’assurer
une contrainte aussi permissive, il parait assez naturelsizr la personne qui écrit la
spécification expliciter le nombre de transitions contofda qu’elle souhaite autoriser
en allongeant le systeme d’équations.

8. Calcul de stratégies gagnantes et complexité

La méthode qui est proposée ici repose sur le calcul d'uagésfie positionnelle
(qui ne dépend que de la position courante) dans un jeu di piierminé par le
probléme de contréle donné. La construction du contrdl@artir d’une telle stratégie
estimmeédiate.

Le calcul d’'une stratégie gagnante est un probleme cerark théorie des jeux,
et une solution effective a ce probleme est nécessaire afohotionnement de notre
construction. On sait qu'il est dan$ P N co-N P et les algorithmes actuellement
disponibles sont de complexité dans le pire des cas, elest le produit de la taille
du systéme de transitions avec la taille du systéme d’émnsmte la spécification et
d est le nombre d’alternances (le nombre de passaggsadeou dev a i) dans le
systéeme d’'équations.

On peut noter aussi I'existence de I'algorithme proposé\fimge et JurdZiski
dans [VOG 00] dont la complexité n’est pas connue, mais duexgserimentalement
le plus performant.

Quoigu’il en soit, le nombre d’alternances manipulées eatigue est souvent
faible (une ou deux). Les propriétés de la logique tempedaléaire par exemple,
qui permet de spécifier les comportements vérifiés par RaenatlyVonham, sont
toutes exprimables avec une seule alternance. Il est depmsunément admis que
a I'heure actuelle il est extrémement difficile d’écrire degcifications ayant plus de
deux alternances et un tel besoin ne s’est pas fait sentir.
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C’est d’ailleurs grace au fait que la propriété donnée emgke n'a qu’une alter-
nance que nous avons pu calculer le jeu de parité, mais slgtowois contrbleurs a
la main.

9. Conclusion

Cet article présente le lien fort qui existe entre la syraltiscontréleur et le calcul
de stratégies gagnantes dans un jeu. Il ouvre les portesiis améliorations qui
ne sont pas traitées dans cet article.

On peut distinguer deux axes principaux :

— I'exemple proposé souléve déja le probleme de I'optir@alit controleur généré.
Il serait intéressant de déterminer les critéres sous &saun peut ou ne peut pas
générer un contrbleur optimal, c’est-a-dire le plus pesihi&n particulier, on constate
que le contréleusSs donné en exemple n’est pas trouvé par notre méthode alaits qu’
est plus permissif.

— la seule notion présentée ici est la notion de controtébiiependant, la notion
d’observabilité, toujours dans [RAM 89], est extrémemaergaortante pour modéliser
des situations réelles. Il est possible de la faire entnes tiacadre présenté ici au prix
d’'une astuce de codage dans le systéme de transitions.

La méthode présentée ici est aussi sans doute propice @latiés de problemes
de contrdle distribué, ou plusieurs contréleurs participai contréle d’'un systeme
de transitions. Une généralisation possible est aussi aegiiee aux événements de
devenircontrélables ou inobservables au fur et & mesure que lensgste transitions
s’exécute.
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