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1. Introduction

Ces derniéres années, la vérification des programmes assistée par ordinateur a connu un
fort développement, tant en ce qui concerne sa fondation théorique que ses applications.
Son objectif est de vérifier des propriétés de validité, de stireté,... de fagon algorithmique,
sans avoir besoin d'une compréhension approfondie du programme a vérifier. La méthode
employée s’appuie sur les concepts de base de la théorie du calcul: les automates et la
théorie des langages formels, de mots ou d’arbres. Le fondement de cette méthode est
I’équivalence entre la notion algébrique de reconnaissabilité, la définissabilité logique et la
reconnaissabilité par automates. Les deux premiers formalismes permettent de spécifier
des propriétés des systémes, et le troisiéme est utilisé dans les algorithmes de vérification.
La vérification est ainsi ramenée a l’algorithmique des automates.

Pour des introductions au domaine, on peut se reporter a [, [10].

1.1 Que signifie vérification dans ce cours?

— But: vérifier de fagon automatique (algorithmique) qu’un programme est correct.

— Théoréme de Rice: toute propriété non triviale des langages récursivement énumé-
rables est indécidable = hypotheéses raisonnables pour rendre ce but atteignable.

— Dans ce cours: vérification de programmes réactifs concurrents.

o Programme réactif : dans un modéle classique, un programme prend une entrée,
effectue un calcul sur celle-ci, et fournit une sortie a l'issue de ce calcul. Un
programme réactif, au contraire, est destiné & fonctionner en permanence et
réagit & des entrées continues de la part de l'environnement dans lequel il
se trouve. Exemples de programmes réactifs: les systémes d’exploitation, les
ordonnanceurs, les serveurs...

o Programme concurrent : Programme composé de plusieurs processus (ou threads)
qui exécutent des actions pouvant ou non influencer le comportement d’autres
programmes. Par exemple, dans le cadre classique de I'exclusion mutuelle, un
processus entrant dans une section critique (parce qu’il demande une ressource
critique) bloque les autres processus. Par contre, des processus en section res-
tante peuvent évoluer en paralléle.

1.2 Apercu des problemes abordés

1.2.1 Objectifs et difficultés de la vérification

But Validation de protocoles, d’algorithmes. L’objectif est de détecter les erreurs pos-
sibles tot dans la conception d’un logiciel. On ne s’intéressera pas a la modélisation :
le modele sera supposé déja donné (modéliser un systéme déja existant est un travail
difficile ; on peut penser a faire une modélisation a priori d’'un systéme a construire,
dans une phase de design qui abstrait de nombreux détails).



Modéle d'un systéme S
vérifiant en chaque état des
ietas alémentaires d’ comportements)
proprietes elementaires d un exprimée comme une formule
ensemble AP, exprimé comme logique sur
un systéme de transitions

Spécification ¢ (bons/mauvais

vérifie

Difficulté

T

Programme

de

vérification

OK: le systéme vérifie la spécification

KO : trace d'exécution incorrecte

Fi1G. 1.1 — Le model-checking, ou vérification de modéle

Systémes a grands nombre d’états ou a nombre d’états non borné. Un systéme
concurrent peuvent avoir un nombre d’états trés élevé, méme si chaque composant

du systéeme est petit.

Méthodes

classiques fournissant des indications sur la correction d'un systéme

o Simulation/test:

— Deffectivité se perd lorsque la précision du modéle s’accroit.

— probléme de complétion de la procédure (exploration de certains comporte-
ments du systéme, basée sur des heuristiques, recherche de couverture « adé-

o Theorem proving: pas entiérement automatique (Rice), demande du temps et de

quate »)

I'expertise.

o Vérification formelle vérification exhaustive: tous les comportements réputés cor-

rects.

©

— Le model-checking est complétement automatique.

— Pas de comportement « oublié ». Si le model-checker valide un systéme,

ce systéme est correct vis-a-vis de la propriété vérifiée.

— Lorsque les propriétés requises ne sont pas satisfaites, les logiciels de model-

checking exhibent une trace du systéme non satisfaisante.

— Les propriétés sont exprimées dans des logiques temporelles (Clarke /Emerson
et Quielle/Sifakis), qui permettent d’exprimer facilement de nombreuses

propriétés naturelles.
— La méthode se généralise a des systémes concurrents.

L’explosion du nombre d’états & parcourir pour vérifier rend utiles des tech-

niques de réduction de I'espace d’états.

— techniques symboliques : ne pas représenter explicitement chaque état, mais

calculer sur des représentations compactes.
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— techniques réductions par ordre partiel : identifier des chemins qu’il suffit
d’explorer pour garantir la vérification compléte de la propriété.

1.2.2 La vérification des systémes séquentiels

o Modélisation des comportements d’un systéme par un mot (qui peut étre infini), sur
un alphabet 227, Chaque lettre représente un ensemble de propriétés valides.

o Générateurs de comportements séquentiels: systémes de transitions dont chaque
état est étiqueté par I'ensemble de 24 des propriétés valides dans cet état.

o Spécifier des propriétés: étude de différentes logiques.

1) Logique Temporelle Linéaire LTL: permet de parler des propriétés d’un mot
sur 2AP. Un systéme de transitions vérifie une formule de cette logique si tous
ses comportements la vérifient.

2) Logiques arborescentes CTL et CTL", spécifiant des propriétés directement sur
le systéme de transitions.

o Pour chacune de ces logiques, on étudie, du point de vue algorithmique et de celui
de la complexité :

a) le probléme du model-checking: étant donnés
— un systéme S de transitions dont les états sont étiquetés par des propriétés
élémentaires,
— une propriété ¢ de LTL, CTL, CTL"...
on veut savoir si S = ¢.

b) le probléme de la satisfaisabilité: étant donnée p(€ LTL,CTL,...), on veut
savoir g'il existe un modéle qui vérifie . Ce probléme est intéressant car il a
des liens avec le précédent.

c) le calcul de I'expressivité de la logique : quelles propriétés ¢ peut-elle exprimer ?

1.2.3 Les modéles de la concurrence

Souvent, les systémes réels sont obtenus par la mise en ceuvre de plusieurs composants
fonctionnant ensemble. On peut bien sir étudier le systéme global, fonctionnant comme
un seul processus. Le probléme auquel on se heurte est ’explosion du nombre d’états
du systéme (le nombre d’états de pi||p2 peut-étre ny X ng, ou n; est le nombre d’états
de p;). On peut également essayer de tirer parti de la structure distribuée du systéme
pour obtenir des techniques de vérification plus efficaces, ainsi que des formalismes de
spécification mieux adaptés. L’objectif de cette partie sera de présenter ces techniques.

o Lorsque l'on parle de systéme séquentiel, le modéle naturel pour un comportement
est un mot. La premiére question de cette partie a laquelle on s’intéresse est : com-
ment représenter un comportement concurrent? On utilise des graphes étiquetés
ayant certaines propriétés. Deux exemples sont donnés ci-dessous.

Le premier modele étudié est celui des traces. Un exemple est donné en Fig. Une
trace est un ordre partiel dont chaque sommet est étiqueté par des noms d’actions
(a, b, c sur la Fig. [[2). On peut lire la Fig. comme une exécution d’un systéme,
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Fi1G. 1.2 — Trace, dans laquelle les actions a et b sont concurrentes

dans laquelle interviennent trois actions a, b et c. Les actions a et b sont concurrentes :
on trouve en effet certains a en paralléle avec certains b. Par ailleurs, aucun a n’est
directement relié & un b. On peut voir les actions a et b exécutées par deux processus
différents p; et ps et ne nécessitant pas de partage de ressources. L’action ¢ est
directement reliée & des actions a et b. Ceci représente une dépendance entre ¢ et
a d'une part, et entre c et b d’autre part. On peut voir ¢ exécutée par p; et ps, en
rendez-vous.

Un autre exemple est celui des MSC (Message Sequence Charts, ou diagrammes
de séquence). Un MSC représente I'exécution d’un systéme composé de plusieurs

processus, qui communiquent par des canaux fiables (FIFO ou non, suivant le cadre
dans lequel on se place). Un exemple est donné en Fig.

Temps

Clientl
Client2

Serveur

Imprimante

Fi1G. 1.3 — MSC modélisant un scénario entre 4 processus

o La difficulté suivante consiste a généraliser la modélisation d’un systéme séquentiel
dans le cadre concurrent. Plusieurs généralisations existent : réseaux de Petri, au-
tomates distribués, High-level Message Sequence Charts (HMSC), automates com-
municants.

o Il faut ensuite envisager les formalismes (logiques, par exemple) permettant d’ex-
primer des propriétés de systémes concurrents: logiques (temporelles) sur les traces,
inclusion d’un langage de MSC représentant un systéme dans un autre représentant
un ensemble de bons comportements,...

o Les principaux problémes abordés seront ceux du model-checking et de la satisfai-
sabilité.



2.  Veérification des systémes
séquentiels

2.1 Généralités et notations

On se fixe un ensemble fini de propriétés élémentaires AP observables. En chaque état
des systémes que 'on étudie, on observe quelles propriétés de AP sont vérifiées (les autres
ne I’étant pas). Formellement, dans toute cette partie, un systéme . sera modélisé comme
un systéme de transitions, avec propriétés observables: . = (S, Sy, —, AP, 1), ol

S est l'ensemble (fini) des états du systéme,
— Sy est 'ensemble des états initiaux,
— — est la relation de transition: — C S x .5,

— 71 S — 2P é&tiquette chaque état s € S avec l'ensemble des propriétés (s)
observables en s. On notera ¥ = 2AP.

Un run est un chemin maximal so — s — so — --- dans S (sp € Sp). Un run
représente une exécution du systéme (on peut ne s’intéresser qu’aux chemins finis, ou
au contraire qu’aux chemins infinis). Il induit le mot infini 7(s¢)7(s1)7(s2) -+ € X sur
lequel on vérifiera des propriétés. On appelle ce mot infini un comportement de ..

Du point de vue de la vérification des systémes séquentiels, on peut s’intéresser a deux
types de propriétés. Celles dites du temps linéaire (linear time) permettent de spécifier des
propriétés sur 'ensemble des comportements du systéme, qui sont des mots sur 27, sans
s’'intéresser aux choix que le systéme a pu effectuer, a la fagon dont ils ont été produits.
Celles dites du temps arborescent (branching time), qui parlent de l’arbre de calcul du
systéme.

Soient par exemple, les systémes .7, .% de la Fig. Il On obtient comme exécutions

S e
<i>
yl yZ

F1G. 2.1 — Deuz systémes indifférenciés en temps linéaire, différenciés en temps
arborescent

pour .; comme pour . celles de la FiglZ2 Les arbres d’exécutions représentés en Fig 23

e O .

—e {1 {1 {1 0 ...

F1G. 2.2 — Les exécutions de . et S5

sont par contre différentiables en logique temporelle arborescente CTL.
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Arbre d’exécution de .3 Arbre d’exécution de %%

FI1G. 2.3 — Les arbres d’exécution de . et S

2.2 Logique temporelle linéaire LTL (Pnueli [25])

2.2.1 Syntaxe

Soit 3 = 24P, L’ensemble LTL = LTLx(X, U) est le plus petit ensemble de formules tel
que

— AP C LTLy.

- a € LTLy = —a € LTLy,
a,0 €LTLy = aV p € LTLy,
— a €LTLy = Xa € LTLy,

—a,f€lLTLy = aUf € LTLs.
X se lit neXt et U se lit Until.

2.2.2 Sémantique

On va évaluer (in fine) les formules de LTL(X, U) sur des mots sur alphabet ¥ = 2AP:
— ou bien sur les mots finis: X*, lorsqu’on s’intéresse aux programmes dont le com-
portement est fini.
— ou bien sur les mots infinis: 3“, dans le cadre de la vérification des systémes réactifs.
Soit u = wguy--+- € ¥* ou ¥ un mot (fini ou infini) et ¢ une position dans le mot
(les positions sont numérotées a partir de 0). Si u est fini, la derniére position de u est
donc |u| — 1, o |u| désigne la longueur de u. Soit @ une formule de LTL. On définit la
relation de satisfaction u,i = «a, lue « u satisfait « a la position (ou au temps) i » (o
0 <i < |ul —1), de la fagon suivante.

o u,i |=p, pour p € AP, sip € u;;
ou,iEaVisiuifEaouuilf;

o u,i = - si Pon n'a pas u,i = o

u,t = Xasii+ 1< |ul —1 (pour les mots finis) et u,i + 1 = a;

o u,i = a U (sl existe un entier j qui satisfait les conditions suivantes :

e}

o uaj):ﬁa

— pour tout k tel que i < k< j—1,ona: ukfa.

On dit qu’'un mot wu satisfait une formule « s’il la satisfait a I'instant 0, c’est-a-dire si
u,0 = a. Soit o une formule de LTL(X, U). Les langages de mots finis ou infinis définis



Next e e e e e
o
U
Until ﬂ—aoﬂo—o—oi
« a o« 1)
U
Until, cas « dégénéré » A—Qio—o—oi
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Fi1G. 2.4 — Next et Until

par « sont :

On dit qu'un langage L est exprimable (ou définissable) dans LTL(X, U) sl existe une

Ly(a) ={u e ¥ |u,0 F a}
Lé(a) ={ue X |u,0FEa}

formule o de LTL(X, U) telle que L = Ly(«). On dit aussi que « définit L.

Remarques

Exercice

Toute propriété de LTL peut étre décrite comme un automate de Biichi (cf. sec-

tion Z233).

On utilise les abréviations usuelles tt pour p V —p (vrai), ff pour —tt (faux), a A 3

pour =(—a V —3), a = [ pour ma V et a < [ pour (a = () A (f = «).
Par définition, si § est vraie & un instant, o U [ I'est aussi pour tout «.

Si a U 8 est vraie un instant, § doit étre vraie dans le futur (avoir toujours « ne

suffit pas).
Plus généralement, « U = [V (a A X(a U 3)).

La validité d’une formule de LTL(X,U) ne dépend que du futur: pour v fini et

a € LTL(X, U), on a vu, |v| | a ssi u,0 | a.

formules de LTL.

La propriété p arrive un jour: tt U p. On utilise I’abréviation Fa = tt U a.

La propriété p est toujours vraie :—F-p. On utilise ’abréviation Ga = —-F-a.
Le comportement est fini (si on évaluait les formules sur ¥* U X¢).

La propriété p est vraie a l'instant 1.

Les propriétés p et ¢ n’arrivent jamais en méme temps: G(p = —q).

Tout p est suivi immédiatement aprés par un p ou un q.

Vivacité: la propriété p est répétée infiniment souvent.

Toute demande ressource est acquittée (dans le futur).

Toute demande infiniment répétée finit par étre acquittée.

Equité forte: toute demande infiniment répétée est acquittée infiniment souvent.

Equité faible : toute demande répétée de facon continue finit par étre acquittée.

Exprimer les propriétés suivantes par des automates de Biichi et par des



— La propriété p est stable (si elle arrive, elle demeure).
— Les langages a“, (ab)™, (ab)¥ sont définissables
~ Qu’en est-il pour (aa)™, (aa)”?
O

Remarque  Un résultat fondamental sur les langages de mots infinis est ’équivalence
entre la définissabilité en LTL, logique du premier ordre, par expression rationnelle sans
étoile, et reconnaissabilité par des monoides apériodiques.

Exercice — Montrer qu’on peut remplacer les deux modalités X et U par 'unique
modalité XU, définie par aXUS = X (a U ), et que les deux modalités X et U se
redéfinissent a partir de XU.

— Vérifier que - Xa = X-a, X(aV () = Xa V X}S.
— On peut définir le dual R (release) de la modalité U, par a« R § = =(-a U —f).
Vérifier que a R =GBV (6U (aAp)).
(]

2.2.3 Satisfaisabilité et model-checking : approche automates

Dans cette section, on se place dans le cadre de la vérification des comportements
infinis. Pour une formule LTL «, on note L(a) = L¥(«).

Le probléme du model-checking est de vérifier si tous les comportements d’un systéme
de transitions .# dont les états vérifient des propriétés de AP vérifient une formule o €
LTLyar. L’idée est de transformer .# en un automate @7» qui accepte les observations de
&, puis de « compiler » la formule o en automate de mots infinis <7, tel que L(a) =
L(4,). On peut de méme construire <7_,. On construit par ailleurs facilement un automate
(fini) qui accepte le comportement du systéme de transitions (fini) .. Ces deux automates
permettent de tester

— si L(4,) = @, autrement dit, si la formule « est satisfaisable;

—si L(dy) N L(4.,) = @, autrement dit, si tous les comportements du systéme de

transitions . sont corrects vis-a-vis de a.

On note alph(a)) 'ensemble des propositions atomiques intervenant dans cv. Comme «
ne peut parler que des propositions de alph(«), on vérifie facilement que « est satisfaisable
s'il existe un mot de 22'°"(®) qui satisfait o (projeter chaque lettre d'un mot de 2AP sur
22IPh(@) “en effacant les propositions de AP \ alph(a), ne change pas la validité de o). On
peut donc supposer que alph(a) = AP.

Automates de Biichi généralisés

Un automate de Biichi généralisé sur ¥ est un automate o/ = (S, —, Sy, Fi, ..., Fp).
Par rapport & un automate sur les mots, la structure est la méme, a ceci prés qu’il y a ¢
sous-ensembles d’états finals Fi, ..., F;. Lorsque ¢ = 1, on dit que &/ est un automate de
Biichi. Un run sur u € 3¢ est une suite infinie d’états o = sgs1 - - - € S¥ telle que sg € S,
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. Ug N , . . YA
et pour i > 0, s; — S;11, OU U = uguy - - -, u; € 2. L’ensemble des états infiniment répétés

dans o est inf(o) = {s €S|{i=>0]s=-s;}est inﬁni}. Le run o est acceptant si
Vie{l,...,¢}, inf(oc)NF,#0

Le langage L(47) accepté par o est 'ensemble des étiquettes des runs acceptants.

On vérifie facilement qu’étant donnés deux automates de Biichi généralisés &7 = (S, —
S0, B, Fy) et B=(T,—, Ty, Gy, . ..,Gy), on peut construire un automate reconnais-
sant leur intersection de taille |.<7|- 2| : il suffit de faire le produit cartésien habituel de &7

et # avec comme famille d’ensemble d’états finals (S x Gy,...SX Gy, Fy xT,... F,xT).

De méme, tester si L(&7) # @ revient a tester si on a un chemin s e 5

the Fy — ... 5 ty € Fy S| s’agit d’une propriété d’accessibilité, NLOGSPACE-
compléte. En utilisant 1'algorithme de Tarjan, on obtient un algorithme déterministe li-
néaire.

Par contre, le complément et la déterminisation sont difficiles (construction de Safra,
cf. |34, 27, B9, 23] 22]), et on ne peut pas exprimer tous les langages par des automates
déterministes. Par exemple,

— On peut facilement construire un automate de Biichi reconnaissant les mots de

{a,b}* ayant un nombre infini de a,

— On peut également construire un automate de Biichi reconnaissant les mots de
{a,b}* ayant un nombre fini de a, mais on peut montrer qu’'un tel automate n’est
jamais déterministe. Par ailleurs, on trouve facilement pour ce langage deux auto-
mates non isomorphes avec un nombre d’états minimal (2, en 'occurrence) recon-
naissant ce langage. Il n’y a donc pas la méme notion d’automate minimal que dans
les mots finis.

Calcul de 'automate &7~ acceptant les observations de .

Si.7# = (S, S, —,AP, ), il suffit de prendre o5 = (S, Sy, —, AP, S) avec ¢ — p ssi
on a ¢ — p dans ¥, et a = 7w(q). On vérifie que les mots acceptés par 'automate de
Biichi 75 sont bien les observations 7 (ko)m (k1) - -+ des chemins dans .7.

Calcul de I'automate o7, tel que L(<7,) = L(«)

On peut pour une autre présentation, basée sur les automates alternants, commencer
par le papier [#0] de M. Vardi.

La cloture cl(a) (dite de Fisher-Ladner) d’'une formule « est, de fagon informelle,
I’ensemble des sous-formules de « et leur négation. Un état de 'automate <7, sera un
ensemble « consistant » de telles sous-formules. L’idée est que le langage des mots lus
a partir d'un état A C cl(a) est le langage des mots vérifiant exactement A parmi les
formules de cl(«).

~ a€d(a),

- Bed(a)=ped(a)

- Bvyed(a)=3,v€cd )

- Xped(a)=pgecd(a)

11



- U~y ed(a)=X(BU9),8,7€d(a)

Enfin, on clot cl’ par négation pour obtenir cl, en identifiant ——¢ et .

Remarque  On a facilement |cl(a)] = O(|a|).

Un état g de 7, est un sous ensemble de cl(«) vérifiant les propriétés suivantes (consis-
tance).

~Vied(),Beqe -pEq

- Vovyeda),BVyeqes feqouy Eg.

- VoU~vyed(a),BUy€q< v €qou <ﬁ€qet X(BU~) Eq).

Les états initiaux sont ceux « vérifiant » a. Les transitions assurent que les transitions
se font correctement vis-a-vis des propositions atomiques a vérifier ainsi que vis-a-vis de
la modalité X. Enfin, les conditions de Biichi généralisées assurent qu'un état qui promet
¢ U 9 finira par vérifier 1.

— Etats initiaux = {¢ | a € ¢}.

- q £, q si P = gnNalph(a) et, pour tout X3 € cl(a), X5 € ¢ < [ € ¢'. Note: P

peut étre vide.

— Soient ~; U ¢; les formules Until apparaissant dans cl(a)). On ajoute une condition
de Biichi généralisée pour chaque formule de ce type:

Fi={q|~(Ud) € qoud; € q}
Théoréme 2.2.1 Soit v € (22Ph)w Alors, x |= a si et seulement si v € L(A,).

Preuve. (=) Soit x = xox; - -- tel que = = o. On construit un run acceptant de .27,
sur z. On note ¢; = {§ € cl(«) | x,i = F}. On vérifie alors immédiatement que

—onaaoeq;

— pour tout 7, g; est un état;

— pour tout ¢, on a g; = Qit1-
On en déduit que 6 = qpqy - - - est un run sur x. Il reste montrer qu’il est acceptant. Si ce
n’était pas le cas, il existerait une formule 3; U~; de cl(«) telle que inf(8) N F; = @. Donc,
a partir d'un certain indice jy, 6 ne rencontre plus F;. Ceci implique que —=(3; U 7;) ¢ g,
et v; ¢ ¢, pour n > jo, donc que 3; U~; € g, (par définition des états) et v; ¢ ¢,. Par
définition de g,, on a donc x, jo = §; U ~; et x,n [~ ; pour n > jo, contradiction.

(<) Soit x € L(4,). Il existe un run acceptant de <7, sur x, on le note 6 = qoq; - - - .
On montre par induction structurelle sur 8 € cl(«) que pour tout i > 0, on a

x, i = BssifEq (2.1)

La propriété (210) se vérifie facilement si [ est une proposition atomique (par définition
des transitions), si § est de la forme —y ou vV § (par induction et consistance des états).
Si B = X, alors, x,i = ssi x,i+ 1 | 7 ssi v € ¢;41 (par induction structurelle) ssi
B € ¢; (par définition des transitions).

Reste le cas = v U 4. Supposons que z,i = [ et montrons que [ € g;. Soit k > i tel
que z,k = d et pour i < j <k, x,j 7. Si k=i, le résultat s’obtient directement par
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induction structurelle, puisqu’alors § € ¢;, donc 3 € ¢; par définition des états. Sinon, on
obtient le résultat par induction sur k — 4. Si z,i £ 6, on a z,i = v et x,1 | X0, car
est équivalente & d V (7 A X3). Donc z,i = v et z,i + 1 = . Par induction structurelle,
v € ¢;. Par induction sur k — ¢, § € ¢;11. Par définition des transitions, X3 € ¢;. Par
définition des états, ¢;, qui contient v et X3 = X (v U §), contient aussi (3.

Réciproquement, supposons que 3 € ¢; et montrons que z,i = 5. Comme [ est une
formule Until, 8 = 7, U ¢; pour un certain j et il lui correspond la condition de Biichi
F; = {q| =B € qoud € ¢q}. Comme le run sur = est acceptant, il passe infiniment souvent
par F}. Soit k le plus petit indice aprés ¢ dans le run tel que g € F}. Si k =14, ¢; € F},
et puisque 3 € ¢;, =3 ¢ ¢;, donc § € g;: on peut conclure par induction structurelle que
x,i = 0, donc x,i = (. Si k > 4, on raisonne par induction sur kK —i. On a § € ¢, et
d ¢ ¢; (sinon, on serait dans un état de F}). Par construction des états, on a dans ¢; les
propriétés X et . Par induction structurelle, z,i |= . Par définition des transitions,
B € giy1. Par induction sur k —i, z,i+1 = 3, donc x, i = X. Finalement, x,i = vy A X/,
donc x,1 = (.

En utilisant (70]) et la définition des états initiaux, on obtient z = . O

En utilisant le calcul de 'intersection d’automates de Biichi généralisés, le test du vide
(linéaire en déterministe et NLOGSPACE), et le fait que 'automate 47, est de taille 20(lel)
on obtient :

Théoréme 2.2.2 La satisfaisabilité d’une formule o de LTL peut se tester en temps
20(lal)

Le model-checking de .7 vis-a-vis de o € LTL se teste en |.7]200eD,

Ces deux problémes sont dans PSPACE.

2.2.4 Satisfaisabilité et model-checking : bornes inférieures

Pour les résultats de cette partie, voir [36] et [I1]. Le but de cette partie est de montrer
le théoréme suivant.
Théoréme 2.2.3 La satisfaisabilité d’une formule de LTL(U, X), SAT(U, X) et le model-
checking MC(X, U) sont PSPACE-difficiles (donc PSPACE-complets).
On commence par la réduction suivante (de fagon analogue, le probléme d’évaluer un cir-
cuit Booléen pour une valuation donnée est plus facile que celui de déterminer ’existence
d’une valuation satisfaisante).
Théoréme 2.2.4 MC(U,X) <p SAT(U,X)

Preuve. Soit . = (5,9, —,7) un systéme de transitions et « une formule. On se
place dans le cas du model-checking positif: on se demande s’il existe un chemin dans .7
qui satisfait o (ce qui revient au méme vis-a-vis de la complexité, il suffit de changer a et
—a). On veut construire une formule v de taille polynomiale, telle que 1 est satisfaisable
si et seulement s’il existe une exécution dans .¥ qui satisfait a.

On se place sur un alphabet de propositions plus grand. On considére pour chaque
s € S une nouvelle proposition atomique g5 et on définit les formules

o= N\ pA N\ orAXV a

pem(s) pén(s) tls—t
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et

(\/19 A N gs = —a) \/qs>
ses s#t ses
Finalement, soit v = a A n A gs,- On vérifie alors facilement qu’il existe une exécution

de . qui satisfait a si et seulement si ¢ est satisfaisable. La réduction est clairement
polynomiale. O

Il reste & montrer que le model-checking est PSPACE-difficile. On réduit QBF & MC.
Probléme QBF:
Donnée Une formule v = Q121Q222 - - - QnZnY0, 00 7o = Ao, \/f’:1 a; ;, out chaque Q; est
un quantificateur et ot a; ; est une variable ou sa négation.
Question 7 est-elle valide?

Théoréme 2.2.5 QBF est PSPACE-complet.

Proposition 2.2.6 v est valide s’il existe un ensemble non vide ¥ de valuations de
variables, tel que

~ ¥V estvalide:Vx € V, x = 7.

— YV estclos:Nrv eV, s1Q; =V, yeV, yc; =x et y; = —; .

Théoréme 2.2.7 QBF <p MC(U).

Preuve.  Voir [TT]. A v, on associe un systéme de transitions </, de taille polynomiale.
Pour chaque variable x;, on associe un sous-systéme g;: s; — xzf — ¢;. On ajoute un
sommet ey. On relie eg & sq, €1 & So, etc. Arrivé e,, on continue en enchainant m sous-
systémes, un pour chaque disjonction de 7. Le premier état du premier est e, = fi, le
i est de la forme f; — a;1, ..., @, — fiy1. De I'état f,11, on peut retourner dans s;.

On a une notion de valuation courante lorsqu’on est dans la 2 partie de .. Un
chemin (infini) £ définit donc un ensemble de valuations 7/(€).

Une condition suffisante pour qu'un chemin définisse un ensemble de valuations clos,
est que, pour un z; quantifié universellement, si le chemin visite e;_;, alors il visite a la

f

fois zfet 2 avant une prochaine (éventuelle) visite a e;_;. Ceci peut s’écrire

wj = G(ej—l = ((_|Sj_1 Ul’;) N (_‘Sj_l Ul' ) et ¢clo - /\ %

Les exécutions £ satisfaisant 1)q0s sont telles que #/(&) est clos.
On peut aussi imposer que lorsque le chemin ¢ rencontre un état a; ;, la valuation
courante satisfait a; ; tel que défini dans la formule (z) ou —zy).

Vi = G<x£ = G—a;; V —a;; U sk> sia;; = xp
Vi = G<xf€ = G—a;; Va,; U sk> sia; ; = —ap,
On définit Yeorr = /\Z i Vi et oy = Yoo A Yeorr. On vérifie alors que . vérifie o, si et
seulement si 7 est valide, et que .7, et ., sont de tailles polynomiales. O
Corollaire 2.2.8 MC(U) et SAT(U) sont PSPACE-difficiles. O
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2.3 Logiques arborescentes

Les logiques arborescentes permettent de spécifier des propriétés de plusieurs exécu-
tions d’un systéme [33], 9].

2.3.1 Syntaxe de CTL" et CTL

Les formules de CTL* sont définies
AP C CTLS..

a € CTLy, = —a € CTLS,

- o, € CTLy, = a Vv p e (CTLs,
- a € CTLy, = Xa € CTLg,

- a,f € CTLy, = a U g € CTLs..
a € CTLy, = Aa € CTLS,.

a € CTLy, = Ea € CTLs,.

2.3.2 Seémantique de CTL"

Les modéles des formules de CTL* sont les systémes de transitions. Etant donné un
systéme . = (5, Sy, —, AP, 7) et un run infini o = sps1$2 - -+ de ce systéme, on définit la
relation de satisfaction = par

o 0,i = p, pour p € AP, sip € 7(s;);

ooiFaVfsioilFEaouo,ik/f;
o 0,i = —asilon n’apas 0,i = «;
oo0,iFXasioi+1lEa;
o 0,i = aU ¢l existe un entier j qui satisfait les conditions suivantes:
-~ i<y,
0B,
— pour tout ktel que i < k< j—1,ona:okfa.
o 0,i = Aa si pour tout run 7 = toty - -+ tel que so---s; =t -t;, onaT,i = .
o 0,i = Ea ¢'il existe un run 7 = oty - -+ tel que sg---s; =1tg - t;, et 7,1 = .

S = (85, S0, —, AP, ) satisfait a si 0,0 |= a pour tout run o issu de Sy (qui est en général
un singleton).

Les opérateurs A et E quantifient sur les runs. Un run étant fixé, les opérateurs X
et U quantifient sur les positions de ce run (comme en LTL). On utilise les abréviations
usuelles F, G, R....

On peut exprimer des propriétés naturelles en CTL":

— la propriété p est constamment vraie: AGp.

la propriété p est atteignable: EFp.

la propriété p est inévitable: AFp.
la propriété p est constamment atteignable: AG E Fp (mais p n’est pas nécessaire-
ment inévitable).

— sur tout run, la propriété p arrive infiniment souvent: AGFp.
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2.3.3 Syntaxe de CTL

CTL est le fragment de CTL* qui impose & tout opérateur temporel d’étre sous la
portée d'un quantificateur de runs A ou E. Pour cette raison, on utilise les opérateurs
PQ, ou P = A ou E et ou Q est un opérateur de LTL. Par exemple « AU 3 = A(a U ().
Ainsi, toute formule s’exprime en utilisant les opérateurs AX, EX, AU et EU.

La formule AGFp n’est pas, par exemple une formule de CTL (et on peut montrer
qu’elle n’a pas de formule équivalente en CTL). Il y a par contre des formules de CTL*\ CTL
qui peuvent quand méme s’exprimer en CTL. La validité d'une formule de CTL ne peut
dépendre que du premier état du run sur lequel elle s’évalue.

On vérifie que " AX o = EX-a, que ~(« AU ) = (-a) ER (=) (on a aussi d’ailleurs
—(aEU ) = (-a) AR (—f)). Comme l'opérateur R s’exprime en fonction de G et U, on
peut exprimer toute formule en utilisant les opérateurs EX, EG et EU. Cette traduction
est exponentielle en la taille de la formule car I'expression a R 8 = GBV (8 U (a A 3))
fait apparaitre 3 occurrences de 3.

2.3.4 Model-checking de CTL

On se donne un systéme de transitions . = (5, {so}, —, AP, 7) et une formule « de
CTL, écrite avec les opérateurs EX, EG et EU, et on veut vérifier si . satisfait a.

On utilise le fait que la validité d’une formule de CTL ne dépend que du premier état du
run sur lequel elle s’évalue: on marque chaque état s de . avec chaque sous-formule (3 de
« ou sa négation, suivant que s satisfait 4 ou non. Le marquage se fait inductivement, en
partant de celui donné par 7 pour les propositions atomiques. Etant donnés les marquages
de 3 et 7, on doit donc calculer

— le marquage de =3 et BV v: c’est trivial et linéaire en |.].

— le marquage de EX 3. Par définition, un état est marqué par EX/3 s’il a un successeur
qui satisfait (. Le calcul de EX( se fait donc simplement par parcours de . en
temps linéaire en |.7].

— le marquage de § EU ~. Un état satisfait cette formule s’il existe un chemin dont
les états satisfont [ amenant a . On peut se ramener facilement a un probléme
d’accessibilité sur un sous graphe de celui de ., et le calcul du marquage de S EU ~
est & nouveau linéaire en ||

— le marquage de EG(3. Un état s satisfait cette formule si l’'on peut atteindre de s une
composante fortement connexe du systéme obtenu en ne conservant que les états
qui satisfont 3. On utilise ici encore l'algorithme de Tarjan, qui donne une réponse
linéaire a ce probléme.

Si l'on était parti d’'une formule contenant 'opérateur AU, I'algorithme reste linéaire
malgré I'utilisation de a R = GAV (U (aAB)) qui fait apparaitre plusieurs occurrences
de (3 (car on ne calcule le marquage de 3 qu’une seule fois). Un algorithme direct est donné
dans [7].

Comme il y a un nombre linéaire de sous-formules de « (et négations de sous-formules),
on en déduit:

Théoréme 2.3.1 Le model-checking de .7 vis-a-vis de « se teste en O(|.7||«l).
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3. Vérification des systémes
concurrents

Dans cette section, on présente les traces de Mazurkiewicz [26, 14} [[3], un modéle dans
lequel la concurrence est explicitement présente.

3.1 Les traces de Mazurkiewicz

Pour des détails sur cette section, voir [I3 [4]. On fixe dans cette section un alphabet
Y. Une relation D C X x X est une relation de dépendance si elle est réflexive et symétrique.
Une relation d’indépendance est le complémentaire d’une relation de dépendance, ie une
relation irréflexive et symétrique. Un couple (X, D), ou D est une relation de dépendance,
est appelé alphabet de dépendance. On notera I la relation d’indépendance Y2\ D. On dira
que deux langages L, Ly C ¥* sont indépendants (noté L; I Ly) lorsque toute lettre d'un
mot de L, est indépendante de toute lettre d’'un mot de Ls.

Exemple 3.1.1 (Algorithme de Peterson) Le code ci-dessous montre un algorithme
d’exclusion mutuelle entre deux processus 0 et 1 communiquant par variables partagées
(turn, reqo, Teqi) et la relation de dépendance entre les actions (sur la figure, les dépen-
dances entre actions d’un méme processus ne sont pas toutes représentées).

int reqp=0, req;=0;

int turn;
while(1) rl\ 2\
{ t to
ne; <section non critique > tr‘l tr‘Q
T req; = true; \ |
t; turn = 1 — 7; th it
vhile (requ; && (turn £ 1)) o o
tTi ttz ea‘m 65‘132
continue ;
en; <section critique > FiGc. 3.1 — Algorithme de
er; req; = 0; Peterson
b

Exemple 3.1.2 (cographe) La famille des cographes est la plus petite famille d’alpha-
bets de dépendance contenant les singletons, et stables par
— union disjointe : si (X1, D1) et (3o, Ds) sont des cographes tels que X1 N ¥y = &,
(31 U3y, Dy UDy) est un cographe ;
— produit direct: si (X1, D1) et (X9, Do) sont des cographes tels que ¥4 N Yy = &,
(31U, D1UDy U (21 X 39) U (X9 X X)) est un cographe.
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On peut montrer que les cographes sont les alphabets dont la relation de dépendance ne
contient pas un sous graphe induit de la forme a—b—c—d (en omettant la réflexivité).
Si < est une relation d’ordre (partiel), on note <= <\ <2 la relation successeur, ie, T <y
ssizx<yetVz, rx<z<y=z=xo0uz=y.

Définition 3.1.1 (trace) Soit X2, D un alphabet de dépendance fixé. Une trace finie t =
(v, <, A) sur (X, D) est donnée par un ensemble fini de sommets V', un ordre partiel <
sur Vet un étiquetage A\ : V — X des sommets de t, tels que

—- six <y, alors A\(x) D A(y).
- si Mz) D AMy), alorsz <y ouy < x.
On note M(X, D) ’ensemble des traces sur ’alphabet de dépendance (3, D).

Le fait que D soit réflexive implique que deux sommets étiquetés a ne peuvent pas étre
concurrents (ils doivent étre ordonnés).

Exemple 3.1.3 Le monoide libre >2* est un monoide de traces pour la relation de dépen-
dance D = X x X. A linverse, le monoide commutatif libre N* est isomorphe a M(X, D),
ot |X| =k et ou D est l’égalité. On verra de fagon générale que M(3, D) est naturellement
muni d’une structure de monoide, [’élément neutre étant la trace vide.

Exemple 3.1.4 Soit ¥ un alphabet et ¥ en bijection avec ¥. Pour chaque lettre a € X,
on a une copie a de a dans . La relation D = (X x X) U (X x ) est une relation de
dépendance sur A= (X UYX).

Un sommet de t étiqueté par une lettre de ¥ n’est pas comparable avec un sommet
de t étiqueté par une lettre de X : si c’était le cas, il existerait deux sommets consécutifs

indépendants. Il en résulte qu’une trace t sur A est en bijection avec un couple de mots
(u,v) € ¥* x X*.

On représente en général les traces par leur diagramme de Hasse, i.e. par le graphe de la
relation <. Les notions de concaténation ainsi que celle de préfixe d’'un mot, utilisée pour
la sémantique de LTL pour représenter le temps discret, se généralisent facilement aux
traces.

Exemple 3.1.5 (Algorithme de Peterson, suite) Les traces suivantes représentent
le début d’exécution de [’algorithme de Peterson.

ro to tro tto eng exg

<

rn — tl 7(@"1 7tt1)* — 1 7tt1 7157“1 —eny

F1G. 3.2 — Une exécution de l’algorithme de Peterson

On voit que le deuxieme processus est retardé jusqu’a ce que le premier sorte de sa
section critique. On peut remarquer qu’un processus ne peut pas entrer dans sa section
critique deux fois de suite si l’autre processus a également demandé d’y entrer (I’algorithme
est équitable).
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Définition 3.1.2 (concaténation, préfixe) La concaténation de deux tracest; = (Vi, <;, \;),
i=1,2, estt =tity = (V,<,A) avec V =Vi W Vo, Ay, = \;, et < est la cloture transitive
de

<U<U{(zy) [z € Vi, y € Vo, et A(x) D A(y)}

On vérifie que muni de la concaténation, M(3, D) est un monoide.

Un préfixe (ou configuration) u d’une trace t est donné par un sous-ensemble W de
sommets de V' fermé par le passé, i.e., Yx € W, Yy € V, (y < o = y € W). Muni
de lordre et de l’étiquetage induits, u est une trace. On vérifie que les préfixes de t sont
exactement les traces u pour lesquelles il existe v, uv = t.

Deux traces x,y € M(X,D) admettent un sup, noté x V y si elles sont préfixes d'une
méme trace. Leur sup est alors la plus petite trace dont elles sont toutes deux préfixes.
Un langage de M(X, D) est complet s’il contient le sup (s'il existe) de deux quelconques
de ses éléments.

Exemple 3.1.6 Les traces peuvent servir a représenter le comportement d’un réseau de
Petri 1-sar, comme dans la Fig. (a). Pour une transition t, on note *t (resp. t*)
l’ensemble des places lues par t (resp. sur lesquelles t écrit). Les trois transitions de ce
réseau sont a, b, c. Soit ¥ = {a,b,c} et I={(a,c),(c,a)}, ie, D=a—b—c.

Un comportement de ce réseau est représenté sous forme de trace FiglZ3 (b). Lorsqu’on
observe le réseau, on peut voir les comportements abcabc et bacbac a partir du marquage
initial de la Figl33 (a). Mais ces deux comportements devraient étre considérées comme
équivalents du point de vue de la sémantique du réseau, car les transitions a et b sont
indépendantes: (*a U a®) N (*bU L") = @. Ils ne se distinguent que par le point de vue
de lobservateur. Une trace distingue lindépendance entre actions contrairement a un
mot, qui ne permet pas de savoir si deuxr actions consécutives dans le mot doivent étre
ordonnées causalement, ou apparaissent l'une apres l'autre juste du fait d’une observation
du systeme.

C N
O R

L
~.,

b

(a) (b)

F1G. 3.3 — (a) Un réseau de Petri (b) Une exécution de ce réseau

De fagon plus générale, les comportements d’un réseau élémentaire N (dont la séman-
tique impose auz places de contenir au plus un jeton) peuvent étre représentés naturelle-
ment comme un langage de traces complet Ly. De plus, deuz linéarisations d’une méme
trace de Ly conduisent au méme marquage dans le réseau, ce qui justifie la sémantique
de ces réseaux par langages de traces.
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Définition 3.1.3 (Automates asynchrones)
Un automate asynchrone a k composants A = ((Si)i<ick, 2 By W, () aex, SO, F) est
constitué

— d’un ensemble d’états locaux S; pour chaque composant 1,

— d’un ensemble d’actions X. Chaque action a de ¥ a un domaine de lecture R(a) C

{1,...,k} et un domaine d’écriture W(a) C {1,...,k}, tel que W(a) C R(a),

~ d’un ensemble de transitions = C [icr@ Si % TLicw @) Sis

— d’un ensemble d’états initiaux S° C [], Si,

— d’un ensemble d’états finals FF C [],S;.

Exemple 3.1.7 (Algorithme de Peterson (suite)) On peut décrire l'algorithme de
Peterson sous forme d’automate asynchrone déterministe. Les composants sont les sui-
vants: S; (i = 0,1) représentant les états de controle du processus i, S; représentant les
valeurs de la variable turn, et S} représentant les valeurs des variables req;. Les actions
sont celles données dans la Fig. [Z1. Par exemple, l'action tty : S1 X Sy — S1 modifie juste
le point de controle du processus 1. L’action exy : S; x S| — S; x ST modifie le point de
contréle (retour au début de la boucle principale) ainsi que la valeur de req;.

Remarque  Deux actions a,b € ¥ sont indépendantes si R(a) N W (b) = @ et R(b) N
Wia) = @.

3.1.1 Traces et mots

L’ensemble des linéarisations de ¢ est Lin(t) = {A(x1)---Mxy,) | 2 € Veta; <
xr; = 1 < j}. On considére la congruence engendrée par ab ~ ba, a I b. On vérifie
facilement que Lin(t) est une classe d’équivalence de ~. On pourra représenter ¢ par un
de ses représentants = ou par cette classe (notée ). Autrement dit, parce que l'ordre est
contraint par I'étiquetage, on peut représenter une trace par un ensemble de mots. On
vérifie que u est un préfixe de ¢ ssi Lin(u) est 'ensemble des préfixes de Lin(t).

La projection canonique 7 : 3* — M(X, D) est le morphisme de monoides qui envoie
a € ¥ sur la trace a un sommet étiquetée par a. On note [z] = n(z), et on a z = n~'(n(x)).
La trace [x] est la seule trace ayant x comme linéarisation. Pour L C ¥*, on note [L] =
U,eplz] et L =U,c T est la cléture par commutation de L. On voit immédiatement que

L est le plus petit langage contenant L et saturé par ~.

3.1.2 Problemes de décision

Dans le cadre de la vérification, il est important de savoir décider les problémes d’in-
tersection et d’inclusion.

Définition 3.1.4 Soit L C M(X, D). On rappelle que

— L est rationnel si L = [K], o K C X* est rationnel. Autrement dit, L est donné
par une expression rationnelle sur M(X, D).

— L est reconnaissable si L = [K], ot K C X* est rationnel reconnu par un automate

I-diamant (un automate est I-diamant si, pour tous a 1b, si q o, q alors q LN q).
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On note Rec(M(X, D)) et Rat(M(X, D)) l’ensemble des langages reconnaissables (resp.
rationnels) sur M(X, D).

Comme M(X, D) est engendré par un nombre fini d’éléments (par n(X)), on a Rec(M(X, D)) C
Rat(M(3,D)). Par ailleurs, on peut vérifier que L C M(X,D) est reconnaissable ssi
n~Y(L) C ¥* Pest. Pour L € Rat(¥*), L n’est pas nécessairement rationnel sur ¥*: soit
Y = {a,b} avec albet L = (ab)*, on a alors L = {u € X* | |u|, = |uls}.

Les probléemes de décision habituels sont décidables sur les reconnaissables mais pas
en général sur les rationnels.

Théoréme 3.1.1 Soient Y¥1,Yy des alphabets a au moins deux lettres disjoints, ¥ =
Y1 U et I= 31 X Yy, Les probléemes suivants sont indécidables :
Donnée Deuz langages Ly, Ly € Rat(37 x 35) = Rat(M(X, D)).
Questions A-t-on
~LiNLy=27%
- L1 CLy?
- Li=1Ly7
- L =X*7
— X*\ Ly est fini?
— L est reconnaissable ?

Tous ces probléemes sont décidables si Ly et Ly sont des reconnaissables de M(3, D).

Preuve. Ce théoréme peut étre raffiné suivant que la relation I est ou non transitive,
[13]. Pour les langages reconnaissables, tous les problémes sont trivialement décidables.
Pour les langages rationnels, le probléme de correspondance de Post (PCP) se réduit a
chacun des problémes. Voir [§] pour une preuve compléte. On montre ici que le premier
probléme est indécidable.

Soit Z = ((u1,v1),. - -, (un, v,)) une instance de PCP. L’idée est de coder les concaténa-
tions de u; (resp. de v;) dans L; (resp. dans Ly). Une concaténation v = w;, - - - u;, se code
par la suite (i1, ..., i) et le mot u. On code la suite sur ¥y et u sur ¥Xs. Soient a,b € ¥ et
supposons (quitte a les coder sur deux lettres de ¥s) que wu;, v; sont écrits sur 'alphabet
Y. Ainsi, L1 = (ab-uy +a?b-ug+---+a"b-u,)* et Ly = (ab- vy +a®b-vy+- - +a"b-v,)*.
Comme {a, b} I 33, une trace de Ly, par exemple, est de la forme a™ - - - a’ -u;, - - - u;, . Par
définition, L; est rationnel et Ly N Ly # @ ssi PCP a une solution positive sur 'instance
T O

Théoréme 3.1.2 Soit L C X* rationnel reconnu par un automate A. Une condition
nécessaire pour que L soit reconnaissable est que toutes les boucles de A soient étiquetées
par des traces connezes. Cette condition est testable sur A et co-NP-complete [T

3.2 Logiques temporelles sur les traces

La logique temporelle peut parler d’exécutions de systémes concurrents. Les difficultés
sont les suivantes : contrairement aux cas des systémes séquentiels dont les comportements
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sont modélisés par des ordres totaux étiquetés (des mots), un sommet d’une trace peut
comporter plusieurs successeurs. On peut donc introduire deux opérateurs next, I'un par-
lant de tous les sommets successeurs, l'autre parlant d’au moins un sommet successeur.
De méme, deux opérateurs Until sont utilisés, I'un existentiel, ’autre universel.

Par ailleurs, deux points de vue sont possibles. On peut considérer une logique qui
parle d’états globaux du systéme, c’est-a-dire qui s’évalue sur les préfixes d’une trace. Ces
logiques sont appelées globales. Au contraire, certaines logiques, dites locales, s’évaluent
sur les sommets de la trace.

3.2.1 Logiques globales
Opérateurs globaux: syntaxe

Soit (X, D) un alphabets de dépendance. L’ensemble LTL(X, D) = LTLy p((a), [a], EU, AU)
(a € %) est le plus petit ensemble de formules contenant tt, fermé par opérations Boo-
léennes — et V, et tel que

— si @ € LTL(X, D), alors (a)a et [a]a € LTL(X, D) pour tout a € X

—sia, € LTL(X, D), alors « EU f et « AU g € LTL(X, D).
On utilise ici (sans confusion possible) les mémes notations que pour la logique arbores-
cente CTL*. Si Op C {(a), [a], EU, AU}, on note LTLy p(Op) la logique n’utilisant que
les opérateurs temporels de Op.

Opérateurs globaux: sémantique

Soit ¢ une trace. On note v <, ¢ si v est un préfixe de t et v <, t siv <t et vt est
un singleton (autrement dit, si ¢ est obtenu de v en ajoutant un sommet maximal). On
définit la relation de satisfaction = sur un couple ¢,v ou t € M(X,D) et v <, .

o t,v = tt (tt représente vrai);

ot,tvEaVisit,vEaoutvE/f;

t,v = —asilon n’a pas t,v = «;

t,v = (a)asiva <, tet t,va = a;

t,v = [ala siva <, t = tva = a;

o t,v = aEU (3 sisoit t,v = 3, soit il existe v = vy <, - -+ <, v, <, w tels que

O
O

e}

—tu,Fapouri=1,...,n;
- twEp,
o t,v = a AU g ¢l existe w, v <, w <, t tel que

~Vu<, v, u<,w=tuka;

- tw ): ﬁa
On définit comme d’habitude L(«o) = {t € M(X,D) | t,1 | «a} (ou 1 désigne la trace
vide). On voit facilement que [a]a = —(a)—c, on peut donc ne considérer qu’un seul de ces
opérateurs. Par contre, EU et AU ne sont pas duaux (on peut introduire les opérateurs

release existentiels et universels). On peut aussi introduire les équivalents du nezt sur
les mots EXa = \/ 5 (@) et AXa = -"EX-a. Le théoréme suivant résume quelques
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propriétés importantes des logiques globales. Certains de ces résultats se généralisent aux

comportements infinis.

Théoréme 3.2.1 (i) Le model-checking et la satisfaisabilité de LTLy p((a), EU) sont
indécidables.

(i1) La satisfaisabilité de LTLy p({a), AU) est non élémentaire.
(7ii) On peut effectivement construire un automate reconnaissant toutes les linéarisations

d’une formule de LTLy p({a), AU).

Preuve.  On prouve ici seulement ({l), résultat du a R. Alur et D. Peled [4]. On fait
ici une réduction différente, inspirée de la preuve de 1. Walukiewicz [A1] pour (). Le
résultat () est du a P. Gastin, R. Meyer et A. Petit [I6]. Pour (@), on code le calcul
d’une machine de Turing M sur le mot vide par une formule (M) de LTLy p({a), EU).
On montre que L(¢p(M)) = @ ssi M n’a pas de calcul acceptant sur le mot vide, d’ou
l'indécidabilité de la satisfaisabilité de LTLy p({a), EU). Le méme résultat pour le model-
checking en découle facilement, il suffit de vérifier (M) sur un automate acceptant toutes
les (linéarisations de) traces.

Soit donc M une machine de Turing d’alphabet de travail I', ot O € IT" est le symbole
blanc. Les configurations de M sont des mots de (I'\ Q)*Q(T"\ Q)* ou @ est I'ensemble des
états de M. La configuration uqv indique que uv est écrit sur la bande, que M est dans
I’état g et que la téte de lecture est sur la premieére lettre de v. On code une configuration
de M sur un alphabet de la forme (2, D), avec ¥ = ¥, U, ott & est une copie (disjointe)
de Xy et ou D = (51 x 1) U (£ x £p). On prend &y = (I x {0,1,2}) U {$, #}.

On peut toujours supposer qu’une configuration C' = ¢;---¢, de M est de taille k
divisible par 3 (quitte & inclure un ou deux symboles blancs supplémentaires a la fin). On
note i[5 la valeur de ¢ modulo 3 dans {1,2,3}. On représente la configuration C' par la

trace t(C') = [#(c1, L)) - - - (e, k) |[# (1, L)) - - - (e, kpgp)] de M(X, D). On représente un
calcul Co F Cy F -+ -+ C), de la machine M par t(Cy)t(Cy) - --t(C,,)$8.

Il reste a écrire la formule (M) acceptant les traces qui représentent un calcul ac-
ceptant de M. Pour ¢ = 0,1,2, on pose (abusivement) (i) = \/ ((z,7)tt et (i) =

Ver((@,4))tt. Finalement, si A est un ensemble de lettres, on pose (A)p = /4 (a)¢p.
On définit ensuite les formules suivantes.

1 AR VARGHOL::

i=1,2,3

‘Q
Il
%
£y

Boace = ((8)(3)t1) V Qe
Qame = (e, ) {( )t

i=1,2,3 z€T

La formule a— est vraie sur les configurations qui voient soit le méme indice sur ¥; et ¥,
soit un # et un #. Les formules cguee €t Bsuce traduisent le fait que la configuration voit
une lettre non barrée « en avance d’'un cran » sur la lettre barrée (on y interpréte i + 1
modulo 3 dans {0, 1,2}). Finalement ag,me est vraie dans des configurations qui voient
sur I', T’ deux lettres identiques de méme indice. Il est facile d’écrire une formule Pinit qui

23



accepte les traces commengant par la configuration initiale de M. Il est également facile
d’écrire une formule ¢, assurant que la configuration finale est atteinte avant d’atteindre
$3$. Soit ¢g est 1'état de départ de M, et supposons que M accepte sur bande vide dans

qf-

inie = (#) (20, 1)) (3, 2)){(3, 3))(#) (#) (a0, 1)) (T, 2))((D, 3)) (#)tt
van = tt EU agy

am = (8)($) A\ (—(a)tt A= (a)tt)

a€dq

On doit maintenant exprimer que les projections de t(Cy) - - - t(C),) ont la méme forme sur
21 et il-

Psame_shape = (same_shape EU Olfin

Otgame_shape = (0= = ((#)(F)EV Qgame) A (E1) (Bsuce A (S1)(($)(B)tt V a))

Pour exprimer enfin qu'une trace représente un calcul, il faut assurer qu’entre les i et
(i + 1) # se trouve le codage d’une configuration C; et que C; - Cyyq.

Pstep = Ustep EU Qfin
Qutep = same_shape A ((HIFVEE = (#) (B A (D)) BU () (#) e

Finalement, (s.ep doit accepter les configurations commencant par une configuration Cq
sur ¥, et C; sur ;. La formule est du méme type que Pgame shape, sauf qu’elle attend
(#)(#) ou ($)(#) en fin d’until, et teste 8l y a une transition (ce qui se fait en regardant
3 positions consécutives sur ¥; et ¥; commencant au méme indice). Elle n’est pas difficile
a écrire mais on s’en dispense facilement (I'écriture est rendue pénible par le fait que si

la bande grandit, il faut ajouter des blancs). O

3.2.2 Logiques locales

Contrairement aux logiques globales, les formules des logiques locales s’évaluent en
un sommet d’'une trace et non en une configuration. L’intérét de ces logiques est que
les problémes de satisfaisabilité et de model-checking associés sont décidables et dans
PSPACE (pas plus cotteux en complexité que pour LTL). La logique présentée ici a été
introduite dans [I2] par V. Diekert et P. Gastin. Il existe de nombreuses variantes de telles
logiques, voir par exemple [21]. Une logique locale de la méme expressivité que la logique
du premier ordre a été proposée récemment par P. Gastin et M. Mukund [17].

Opérateurs locaux: syntaxe

Pour définir les formules locales, on a besoin, de facon intermédiaire, de formules
internes. L’ensemble LocTLy  de ces formules est le plus petit ensemble de formules
contenant tt et les lettres de 'alphabet X, fermé par opérations Booléennes — et V, et tel
que

-siae LocTLiE’D7 alors EXa € LocTLizyD;
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—sia, € LTL(X, D), alors « EU f et « AU g € LTL(X, D).
On utilise ici sans confusion possible les mémes notations que pour certaines logiques pré-
cédemment définies. Si Op C {EX, EU, AU}, on note LocTLy p(Op) la logique n’utilisant
que les opérateurs temporels de Op. Comme d’habitude, on peut définir AX comme le
dual de EX, et introduire les opérateurs release AR et ER, duaux de EU et AU, res-
pectivement.

Une formule locale de LocTLy; b est par définition une combinaison Booléenne de for-
mules de la forme EMp, ou ¢ est une formule de LocTLgD.

Opérateurs locaux: sémantique

Soit ¢ = (V, <, A) une trace et ¢ € LocTLY p,. On définit la relation de satisfaction |= sur
t,xouxr eV:

o t,x = tt (tt représente vrai) ;

o t,xEasiNzx)=a;

ot,xEaVisit,r EFaout,x k[

o t,x = —asilonn'apast,x = a;
o t,x = EXa ¢'il existe un sommet y € V tel que = <y et t,y = «;
o t,x = aEU 3 sisoit t,z = (3, soit il existe une suite de sommets z = 21 <--- <
rn <y tels que
-tz Fapouri=1,...,n;
-ty Ep

o t,x =a AU ¢l existe y € V, z < y tel que
- VzeV,e<z<y=tzEa;

-ty EBS,
Les modeéles des formules de LocTLy, pp sont des traces de M(3, D). Les opérateurs Booléens
ont leur sens habituel, et, si t = (V, <, \) € M(X,D), on a:
— o t EM «a ¢'il existe un sommet z de V', minimal pour <, tel que ¢,z = a.

Pour @ € LocTLy, on définit comme d’habitude L(a) = {t € M(X,D) | t E a}. Le

théoréme suivant résume deux propriétés importantes de cette logique. Certains de ces

résultats se généralisent aux comportements infinis.

Théoréme 3.2.2 (i) Le model-checking et la satisfaisabilité de LocTLy, p(EX, EU, AU)
sont PSPACE (et donc PSPACE-complets, comme les probléemes correspondants sur
LTL).

(17) Les logiques LocTLy p(EX, EU) et LocTLy p(EX, AU) sont expressivement com-
pletes (ie, ont méme pouvoir d’expression que la logique du premier ordre) si et
seulement si ['alphabet de dépendance est un cographe.

Pour la preuve de ce théoréme, voir [I2]. On remarquera que AU est toujours exprimable

au premier ordre, alors que, pour certains alphabets de dépendance (qui ne sont pas

des cographes), on peut exprimer des propriétés qui ne sont pas du premier ordre en
LOCTLzyD(EX, EU)
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3.3 Message Sequence Charts et Automates Commu-
nicants

Les diagrammes de séquence (Message Sequence Charts, ou MSCs) sont un formalisme
permettant de décrire des protocoles de communication, normalisé dans une recomman-
dation de I'I'TU (International Telecommunication Union [I]). Ils permettent de spécifier
des propriétés de systémes de processus qui communiquent via des canaux point-a-point.

Définition 3.3.1 (MSC) Un MSC sur un ensemble P est unn-uplet M = (E, <, P, t,C, f)
ou:

— P est un ensemble fini de processus (ou instances).

- E=,cp B, est Uunion disjointe des ensembles E,. Les éléments de E, sont appelés
événements (ou actions) du processus p. Pour e € E, on note P(e) € P l'unique
processus p tel que e € E,, et on dit que e est un événement du processus p.

— Chaque événement est soit un événement de communication (envoi ou réception) ou
un événement local. On écrit E = SW RW L comme une union disjointe, avec S
l’ensemble des envois, R l’ensemble des réceptions et L [’ensemble des événements
locauz.

— C est un ensemble fini de contenus (ie, de noms) de messages ou d’ action locales.

~t: E — A = {plq(a),p?q(a),ly(a) | p,g € P, p # q, a € C} étiquette chaque
événement par son type t(e), avec
— t(e) =plg(a) sie € E,NS est un envoi du message a de p a q,
~ t(e) = p?q(a) sie € E,N R est une réception du message a par p de q

~t(e) =ly(a) sie € E,N L est un événement local de p nommé a.

— f:S — R est une bijection qui associe chaque envoi avec sa réception. Si f(e) = €/,

alors il existe p,q € P et a € C tels que t(e) = plq(a) et t(e') = ¢?p(a).

— Pour chaque p € P, E, est muni d’une relation d’ordre total <, : tous les événements
de p sont totalement ordonnés (dans le temps). La relation < C E X E est la plus
petite relation telle que :

— La restriction de < a E, est <,, pour chaque p € P.

— Pour tous e, f € E, m(e) = f implique e < f.
On demande que cette relation soit acyclique (et donc qu’elle induise un ordre partiel
sur E). Elle est appelée ordre visuel du MSC.
L’ensemble de tous les MSCs finis est noté MISC.

Les MSCs sont utilisés pour décrire des protocoles de communication entre processus.
Ceux-ci sont supposés communiquer via des buffers. Chaque paire (p,q) de processus
dispose d'un buffer B,, de p vers ¢ et d’'un buffer B,, de p vers ¢. Dans ce cours, on
suppose sauf mention contraire que ces buffers FIFO et fiables. La figure B4l représente
quatre MSC. Les messages entre eux sont représentés par des fleches horizontales (le nom
des messages n’est pas mentionné). Les événements d’envoi sont situés au départ des
fléches et les événements de réception a 'arrivée. Il n’y a pas d’événements locaux sur
ces exemples. Le temps s’écoule de haut en bas (ie, les ordres E, sont représentés sur
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chaque ligne verticale de haut en bas). Les trois premiers MSCs (a), (b), (¢) sont FIFO,
le quatriéme (d) ne l'est pas. La relation < associée au dernier graphe (e) est cyclique, ce

graphe ne représente pas un MSC.

oK OK OK NON (CYCLIQUE)
(a) () (c) (d) (e)

Fi1G. 3.4 — MSCs : exemples

Un autre exemple est donné Figure B Les processus sont un Client, un Serveur et
une Imprimante. Les étiquettes des messages (en rouge) sont leurs noms,; et les pointillés
montrent que ’envoi de Job, par le processus Client préceéde ’envoi de Fail; par le processus
Imprimante, dans 'ordre <.

Client Serveur Imprimante
Joby

Printy
Jobo

temps

FiG. 3.5 — Un exemple de MSC

Le modéle de machine le plus courant pour cette architecture est celui d’automate
communicant (Communicating Finite state Machine, ou CFM).

Définition 3.3.2 (CFM) Un CFM A est un ensemble d’automates finis A = (A,)pep
qui communiquent via des buffers mon bornés et fiables. On supposera, sauf mention
contraire, que les buffers sont FIFO. A chaque couple (p, q) € P? de processus distincts, on
associe un buffer B, ,. Chaque (contenu de) buffer est représenté par un mot sur un alpha-
bet fini C. Chaque automate A, est décrit par un n-uplet A, = (Sy, Ap, —, F},) consistant
en un ensemble d’états locauxr S,, un ensemble d’actions A,, un ensemble d’états finals
locauz F,, et une relation de transition —,C S, X A, x S, : les étiquettes des transitions de
A, sont des actions. Le calcul de A commence dans un état initial s° € [I,ep Sp- Les ac-
tions de A, sont soit des actions locales soit des envois/réceptions de message. On utilise
les mémes notations que pour les MSCs. L’envoi d’un message a € C de p a q est noté

plg(a), et si A, exécute une transition avec cette étiquette, alors la lettre a est ajoutée
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en fin de buffer B, ,. La réception du message a par p depuis q est notée p?q(a); une
transition étiquetée par cette action ne peut avoir lieu que si a est le premier message (ie,
la premieére lettre) du buffer (FIFO) By, et Ueffet de la transition est alors de supprimer
la premiére occurrence de a du buffer Bg,.

Une configuration C' = (¢, B) d’'un CFM A = (A,)yep est donc décrite par un état
global [T,cp Sp et les contenus des buffers B € (C*)P*P. La relation de transition du

) . » P ) X
CFM est notée —, sa cloture transitive et réflexive est notée par —. Formellement, les
transitions de A sont les suivantes.

(QT‘ = QL 1T 7é p
lq(a) @ =g
TT)BT’ST’SL , >B,7’S % ; n
((q ) eP ( ) ) # ) ((CZr)pEP ( r,s) # ) B:«,s _ an s7 (7«’ 8) 7& (p) q)
(B}q = Bpq-a
(qr = QL 1T 7é p
2q(a) e
rr;BrsrsL / ’B,TS 5t v
((q ) eP ( ) ) # ) ((CZr)pEP ( r,s) # ) B7/=75 — an s (7«’ 8) 7& (p) q)
(B, = a'By,

La configuration d’état global s° avec des buffers vides est la configuration initiale. Une
exéeution 0 = €7 B Cy B ... "5 O de A est un —-chemin fini. L’étiquetage de
l’exécution o est la suite ay - - - ap_1. L’étiquetage d’une exécution o définit naturellement
un MSC partiel msc(o) (c’est-a-dire, le préfive d’un MSC, au sens donné ci-dessous).
Une exécution est acceptante si chaque processus p finit dans un état final de F, et
tous les buffers sont vides. L’ensemble des exécutions acceptantes de A est noté L(A) et

est un ensemble de MSCs finis.

Théoréme 3.3.1 Etant donné un CFM on ne peut pas décider si un message particu-
lier sera envoyé et regu, ou si une configuration particuliere est atteignable, ou si une
configuration est un blocage (ie, aucun run acceptant ne part de cette configuration).

Idée de preuve. Provient du fait qu’on peut simuler le calcul d’une machine de Tu-
ring sur un canal entre deux automates locaux. a

La spécification d’un protocole de communication faisant apparaitre de nombreux
scénarios, on a besoin d’une description de haut niveau pour décrire comment ils peuvent
s’enchainer, et définir ainsi des ensembles infinis de comportements. La description donnée
dans le standard de la norme Z.120 de I'ITU [I] utilise le choix non déterministe, la
concaténation et l'itération pour définit des ensembles infinis de MSCs.

Pour cela, on a besoin de définir un produit de MSCs. On utilise ici le produit
asynchrone. De facon informelle, pour concaténer M; et M,, on colle My sous M;:
soient My = (Ey, <1, P, t1,Cy, f1) et My = (Ey, <9, P, ta, Cy, fo) deux MSCs sur
le méme ensemble de processus P (ce qu’on peut toujours supposer, quitte & prendre
I'union des ensembles de processus de M; et de M,). Le produit M; M, est le MSC
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(EyUFEy, <,P,t;Uty, CyUCy, f1 U fy) sur 'union disjointe des événements E; W Fy,
avec 'ordre visuel donné par:

<=<3U<oU{(e, f) € E1 x Ey | P(e) = P(f)}.

Ainsi, les événements de M; précédent ceux de My pour chaque processus, respectivement.
Par contre, il n’y a pas de synchronisation entre différents processus. Il est possible qu'un
processus soit toujours dans M7, tandis qu'un autre a commencé ses actions dans M,. On
dit que M, est un préfize de My Ms.

Exemple 3.3.1 Soit My le MSC' sur deux processus p,q suivant.

p q
a

FiG. 3.6 — Le MSC M,

On constate qu’il existe des linéarisations de M} dans lesquelles p exécute tous ses
cvénements sans que q n’en ait exécuté un seul.

Définition 3.3.3 (HMSC) Un High-Level MSC (HMSC) G est un automate fini dont
les arétes sont étiquetées par des MSCs finis. L’étiquette d’un chemin qq A, Q1 25,

My
D gt 2, qr est le MSC M - - - M. Le langage L(G) défini par G est l’ensemble
des étiquettes des chemins acceptants. Les éléments de L(G) sont appelés exécutions de
G. Se donner un HMSC' est donc équivalent a se donner une expression rationnelle sur

l’alphabet MISC.

Etant donné un MSC M dont I’ensemble d’événements est {e, ..., ex}, 'ensemble des
linéarisations de M est

Lin(M) = {t(e1}---t(ex) | & < e; =i < j}

Si M est FIFO, on peut reconstruire M a partir de I'une quelconque de ses linéarisations.
Etant donné un langage de MSCs L C MSC, I'ensemble des linéarisations de L est
Lin(L) = Uy, Lin(M). L’ensemble des linéarisations des MSCs acceptés par un HMSC
G est noté Lin(G).

Remarque  L’ensemble Lin(G) n’est pas en général rationnel. Il suffit de considérer
M* ot M est le MSC de 'exemple B3]

Un atome est un MSC qui n’est pas produit non trivial de deux MSCs. L’ensemble des
atomes est noté A.

MGASSi(M:MlMQ:M:MlOUMZMQ)

Par P(M), on désigne les processus actifs dans le MSC M (ie, ceux qui exécutent au
moins une action). On considére la relation suivante de dépendance sur MSC: M; D M,
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ssi P(M;) N P(M;) # @. 11 est facile de voir que M(A, D) est un monoide de traces. Il
n’est pas engendré par un nombre fini d’éléments car on peut construire un nombre infini
d’atomes, méme sur un alphabet de messages & une lettre et sur deux processus.

Il est aussi facile de voir que tout MSC se décompose en un produit d’atomes et
que cette décomposition est unique a permutation prés d’atomes indépendants. Ainsi,
MSC est (isomorphe &) un monoide de traces, ce qui explique beaucoup des résultats
d’indécidabilité des sections suivantes. Beaucoup de ces résultats d’indécidabilité sont
présentés dans [31], B0, B2].,.

3.3.1 Classes de HMSCs

Les derniéres remarques ont conduit & considérer des sous-classes de HMSCs, pour
lesquelles les problémes habituels sont décidables.

HMSCs a canaux bornés

Etant donné un préfixe N d'un MSC M et p,q € P, p # ¢, le nombre d’envois (resp.
de réceptions) de messages de p & ¢ (resp. de ¢ depuis p) dans N est noté |N|,, (resp.
|N|42p)- Le nombre de messages pendants dans le buffer B, , aprés exécution de N est
done ©p,q) (V) = [Nlpig — [Nlgzp-

Un HMSC G est dit a canauz bornés s’il existe une borne b € N telle que

VM € L(G), Yp,q € P, p# q, YN préfixe de M, on a pg o (N) < b

La terminologie des HMSCs étant particuliérement bien faite, il ne faut pas confondre dans
la littérature HMSCs & canaux bornés (channel bounded) et HMSCs bornés (bounded).

HMSCs réguliers

Un HMSC G est dit régulier si le langage (de mots) Lin(G) est rationnel. Les HMSCs
réguliers ont été étudiés dans |20, [19]. Les problémes de décision comme le model-checking
(cf. ci-dessous) sont bien entendu décidables pour cette classe de HMSCs.

HMSCs reconnaissables

Comme ’ensemble des MSCs finis est isomorphe au monoide de traces M(A, D), on
peut définir comme d’habitude la notion de langage de MSCs reconnaissables. Un langage
de MSCs L est reconnaissable s’il existe un morphisme 1 de MISC dans monoide fini tel que
L = n~Y(n(L)). De fagon équivalente, L est reconnaissable si les ensembles LM (M €
MSC) sont en nombre finis. Un HMSC G est dit reconnaissable si £(G) est reconnaissable.

Exemple 3.3.2 Soit My le MSC de l'exemple [T Le HMSC donné par [’expression
rationnelle M est reconnaissable, mats non régulier. Il n’est pas non plus a canauz bornés.
Soit My le MSC suivant.
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Fi1G. 3.7 — Le MSC M,

On vérifie que le HMSC donné par ’expression rationnelle My est a canaux bornés,
mais ni reconnaissable (méme argument que pour (ab)*, a 1b), ni régulier.

Graphe de communication

Définition 3.3.4 Le graphe de communication gr(M) d’un MSC M est un graphe dirigé
défini de la fagon suivante. Les sommets du graphe sont les processus, et on a une aréte
p — q st et seulement si p envoie un message a q dans M.

Un MSC' est connexe si son graphe de communication est faiblement connezxe.

Un HMSC est localement coopératif si toutes ses étiquettes sont des MSCs connexes
et pour tout chemin s, M, S Mo, s3, le MSC MM, est connexe.

Un HMSC est globalement coopératif si toutes ses étiquettes sont des MSCs connexes
et pour toute boucle sq M, S Mo, M, s1, le MSC MMy - - - M, est connexe. On peut
remarquer que, quitte a remplacer un MSC par sa décomposition en MSCs atomiques, on

peut supposer que les étiquettes sont atomiques.

On peut vérifier facilement le résultat suivant, dit & R. Morin [28].

Proposition 3.3.2 Un HMSC G est a canaux bornés si et seulement si le graphe de com-
munication de chaque MSC' étiquetant une de ses boucles simples a toutes ses composantes
connexes fortement connexes. En particulier, on peut décider si un HMSC' est a canaux
bornés.

Le théoréme suivant résulte facilement des résultats d’indécidabilité sur les traces.

Proposition 3.3.3 Savoir st un HMSC est reconnaissable est indécidable.

Théoréme 3.3.4 Un HMSC est régulier si et seulement s’il est reconnaissable et a canaux
bornés.

Voir [28] pour une preuve. On déduit immédiatement des trois résultats précédents la
proposition suivante.
Proposition 3.3.5 On ne peut pas décider si un HMSC' est régulier.

On peut relier graphe de communication des boucles et la régularité ou la reconnais-
sabilité d'un HMSC [31], 20].
Proposition 3.3.6 Un HMSC est réqulier (resp. reconnaissable) si et seulement s’il existe
un autre HMSC' reconnaissant le méme langage dont toutes les boucles sont étiquetées par
des MSCs dont le graphe de communication est fortement connexe (resp. connexe).

3.3.2 Model-checking de HMSCs

On peut utiliser les HMSCs a la fois pour modéliser les protocoles et pour spécifier
des propriétés a vérifier. Dans ce contexte étant donnés deux HMSCs G, H, savoir si I'on
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a L(G)NL(H) =@ ou L(G) C L(H) sont des problémes de model-checking. Le cas du
model-checking négatif (le plus facile) est déja indécidable.

Théoréme 3.3.7 Savoir si deuz HMSCs ont une exécution commune est indécidable.

Idée de preuve. On réduit le probléme de correspondance de Post a se probléme.
L’idée de la preuve est de construire, a partir d’une instance {(u;,v;)};de PCP, un HMSC
qui génére le codage de concaténations de (u;,v;) et un HMSC qui teste que ces conca-
ténations sont égales. Le codage peut se faire sur quatre processus, pi, p2, p3, ps. Dans le
MSC M; codant la paire (u;,v;), p1 envoie & po les lettres de u;, qui sont regues dans
I'ordre et p3 envoie & py celles de v;, recues également dans I'ordre. O

Pour les HMSCs réguliers, les problémes de model-checking sont trivialement déci-
dables. La plus grande classe de HMSCs pour laquelle le model-checking est connu comme
étant décidable est la classe des HMSCs globalement coopératifs [I8§].

Théoréme 3.3.8 — Savoir si deur HMSCs globalement coopératifs ont une exécution
commune est PSPACE-complet.

— Décider de l'inclusion des ensembles d’exécutions de deux HMSCs globalement co-
opératifs est EXPSPACE-complet.

— Si on fixe le nombre de processus, la complexité des problémes de model-checking
pour les HMSCs localement coopératifs est NLOGSPACE et PSPACE-complets.

3.3.3 Reéalisation (ou implémentation) de HMSCs

Un autre probléme est de savoir si, étant donné un HMSC, on peut en distribuer le
controle, c’est a dire, si on peut trouver un CFM qui accepte ezactement le méme langage.
Ce probléme s’appelle implémentabilité (ou réalisabilité) du HMSC. Cette notion a été
introduite dans [2] et étudiée pour des langages finis de HMSCs.

Une implémentation est sire si elle n’atteint jamais de configuration de blocage.

En général, le probléme de distribution de controle est difficile. Pour les langages
reconnaissables de traces, ce probleme a été résolu par ’élégante construction de W. Zie-
lonka [42].

Il est facile de constater que chaque processus p d'un CFM qui accepte le méme langage
qu'un HMSC G doit étre « implémenté » par un automate A, qui reconnait exactement
la projection de L(G) sur p.

A nouveau, on montre l'indécidabilité de ce probléme, méme dans le cas régulier 3, 24].

Théoréme 3.3.9 Le probleme de savoir si un HMSC régqulier est implémentable par un
CFM FIFO est indécidable. Le probléeme devient EXPSPACE-complet si on recherche une
implémentation sire.

Le résultat ci-dessus contraste avec celui de R. Morin [29] qui prouve que la méme propriété
est décidable dans le cas o 'hypothese FIFO est abandonnée.

Théoréme 3.3.10 Le probléme de savoir si un HMSC régulier est implémentable par un
CFM (non nécessairement FIFO) est indécidable.
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La preuve consiste a voir les CFMs non FIFO comme des réseaux de Petri et & se ramener
a un probléme d’accessibilité.

Dans [I8], on généralise la notion d’implémentation en permettant de surcharger les
messages avec une quantité (bornée) de données. Cette nouvelle notion d’implémentabilité
étendue augmente strictement le pouvoir d’implémentabilité.

Théoréme 3.3.11 Tout HMSC' localement coopératif a une implémentation étendue de
taille exponentielle.
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