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BORDEAUX 1 Epreuve de: Modéles de calcul - M. Zeitoun

Sciences Technologies

Exercice 1 Répondre par vrai ou faux aux questions suivantes, sans donner une justification.
Baréme : 40,5 pour une réponse juste, —0,5 pour une réponse fausse, 0 pour une absence de réponse.

1. L’ensemble des graphes orientés finis est dénombrable.
Vrai: I'ensemble Gy ,, des graphes orientés ayant k& sommets et n arétes est fini, et I'ensemble des
graphes finis est |J2~, Un— Gk.n- C'est donc une union dénombrable d'ensemble dénombrables.

2. Tout langage fini est décidable.
Vrai: c'est méme le cas pour tout langage rationnel, puisqu’'un automate fini est, en particulier, une
machine de Turing qui s'arréte sur toute entrée.

3. Pour tous K,L C ¥* avec ¥ = {0,1}, si K se réduit a L, alors ¥* \ K se réduit a ¥* \ L.

Vrai: si K se réduit a L, il existe une fonction calculable f : ¥* — X* telle que
Vee¥ ze K< f(x) €L,

ce qui s'écrit aussi

Vee¥ ze¥"\K <= f(z)e X"\ L.

4. Tout langage sur un alphabet a une lettre est décidable.

Faux. Un langage sur un alphabet & une lettre peut &tre vu comme une partie de N (par exemple,
{a,a®} peut étre vu comme la partie {1,3}. De méme, (a?)* correspond a I'ensemble des entiers
pairs). Or, I'ensemble de ces parties n'est pas dénombrable, contrairement a |'ensemble des langages
décidables sur une lettre.

5. Etant donnés une machine de Turing M, un mot w et un entier k, on peut décider si M accepte
w en au plus k pas de calcul.

Vrai. Il suffit de tester: lancer M et de I'arréter au bout de k pas de calcul (de toutes les facons
possibles si M est non déterministe).

6. Etant données deux machines de Turing M; et My, on peut décider si £L(M;) C L(M>).

Faux. Méme lorsque My est une machine fixée qui rejette toute entrée, puisque sinon on saurait
décider si L(M7) = (0, ce qui est indécidable (d'aprés le théoréme de Rice, par exemple).

7. 1l existe une infinité de fonctions récursives totales qui ne sont pas primitives récursives.

Vrai. L'ensemble des fonctions récursives primitives est dénombrable : soit fo,f1,f2,... une énuméra-
tion effective de cet ensemble. Pour m > 0, la fonction g, définie par g, (k) = fr(k) + m est
clairement calculable. Si elle était récursive primitive, on aurait g,, = f¢ pour un certain £, donc
gm(£) = fe(€) = fo(€) + m, ce qui est impossible. Chacune des fonctions g, est donc une fonction
récursive totale mais n'est pas primitive récursive. Enfin, comme ¢, = g;m_1 + 1, ces fonctions sont
deux a deux différentes.

8. Le langage des mots sur 'alphabet ASCII représentant un programme C syntaxiquement correct
est décidable.

Vrai. Ce que fait un compilateur C est justement de décider si un mot (un programme) appartient a
ce langage, c'est-a-dire représente un programme syntaxiquement correct.
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9. Le complément de tout ensemble récursivement énumérable est aussi récursivement énumeérable.
Faux. Sinon, tout ensemble récursivement énumeérable serait décidable, ce qui n'est pas le cas.

10. Pour tout entier k > 1, il existe une bijection primitive récursive de N*¥ dans N.
Vrai. La fonction ¢ : N2 — N définie par c(i,j) = M;”H) + ¢ est une bijection primitive

récursive, et on peut généraliser a tout k. Par exemple, on peut définir cs(x,y) = co(z,c2(y,2)), etc.

Exercice 2 Dans cet exercice les entiers seront codés en binaire. On pourra utiliser les machines

usuelles de manipulation d’entiers en binaire (comparaisons, opérateurs arithmétiques,...) sans en

refaire les constructions. On note L C {0,1}* 'ensemble des représentations binaires des entiers non

premiers (c’est-a-dire, des entiers n € N qui ont un diviseur différent de n et de 1).

1. Décrire de fagon informelle, mais précisément, une machine de Turing déterministe qui décide le
langage L. Donner une borne supérieure (raisonnable) pour le temps de calcul de cette machine
de Turing sur une entrée de taille k.

[l s’agit juste de retranscrire un algorithme de test de non primalité en termes de machines de Turing.
On utilise plusieurs bandes. Sur la 1ére bande, on conserve I'entrée. Sur la 2éme bande, on initialise
un entier en binaire 3 la valeur 2. Tant que cet entier est strictement inférieur a I'entrée (ce qu'on
vérifie par une machine de comparaison), on teste s'il divise I'entrée. Si c'est le cas, on sort sur OK,
sinon, on incrémente |'entier de la bande 2 et on reprend la boucle tant que. Si I'entier de la 2éme
bande devient égal a |'entrée, on sort sur KO.

Dans le pire des cas, chaque test de divisibilité échoue. Il y a donc 2(n — 1) tests (comparaison et
divisibilité), chacun prenant un temps polynomial en la taille & de la donnée n. Or, le nombre de bits
de I'entier n > 0 est k = [logy(n + 1)]. Donc n = 29 |la complexité est exponentielle.

2. Décrire de fagon informelle, mais précisément, une machine de Turing non-déterministe qui
décide le langage L avec une complexité (en temps) polynomiale. Justifier cette complexité.

La machine, de facon non-déterministe, génére un entier avec moins de bits que n (on dit qu'elle
devine cet entier). Si cet entier est < 1 ou > n, elle répond KO. Sinon, elle répond OK si cet entier
divise n et KO sinon.

Ainsi, la machine répond toujours KO si n est premier, et répond OK pour au moins un chemin de
calcul si n n'est pas premier. Par définition, elle décide donc la non primalité de facon non déterministe.
Cette fois, la machine travaille en temps polynomial, car générer un entier de k bits consomme O(k)
unités de temps, et le test de divisibilité est polynomial en k.

Exercice 3 Montrer que la fonction f : N — N définie par f(n) = |logo(vn3 4 1)| est primitive
récursive. Ici, |x| désigne le plus grand entier inférieur ou égal & z. On pourra utiliser les fonctions
primitives récursives et les schémas de construction de fonctions primitives récursives vus en cours.

Par définition, k = |log,(v/n3 + 1)] est I'unique entier tel que k < logy(Vn3 4+ 1) < k + 1, donc
le plus petit entier tel que 251 > v/n3 + 1, ce qui est équivalent a (2¥%1 — 1)2 > n3. Par ailleurs, on
a clairement f(n) < n® + 1. Finalement, f(n) = min{k < n3 4+ 1 | (287! — 1)2 > n3}. Comme les
fonctions n > n3 + 1 et (k,n) — (281 — 1)2 > n3 sont primitives récursives, on en déduit que f I'est.

Remarque: il est faux de dire que la fonction f est la composition des fonctions primitives récursives
n+— vn3 + 1 et n — logy(n), car ces fonctions prennent des valeurs non entiéres.

Exercice 4 Soit ¥ = {0,1}. L’ordre hiérarchique < est un ordre (total) sur ¥* défini par:
u < vsi|ul < |v], ou |ul = |v| et u <jex v.

ol <jex est l'ordre lexicographique, avec sur X I'ordre 0 <jex 1.
1. Donner les 5 premiers mots de ¥*, dans I'ordre hiérarchique.

Les premiers mots dans I'ordre hiérarchique sont e <0 <1 < 00 < 01 < 10 < 11 < 000 < 001 <
010 < 011 < 100 < 101 < 110 < 111.

2/



2. Donner le principe d’'une machine de Turing qui sur U'entrée k£ > 0 codée en unaire, calcule le
k-iéme mot de ¥* dans l'ordre hiérarchique.
On constate que le successeur d'un mot z dans I'ordre hiérarchique est 0¥*1 si z est de la forme 1,
et le successeur de x sinon (en base 2). Le principe d'une machine de Turing calculant le k-iéme mot
de 3* est donc le suivant. On utilise 2 bandes. La premiére contient I'entrée k en unaire, la seconde
est initialement vide.
On commence par effacer le premier symbole de k (ainsi, si k = 1, on aura calculé le mot vide
sur la seconde bande). Ensuite, pour chaque symbole qui apparait dans &, on efface ce symbole (on
le remplace par O) et on incrémente le mot sur la seconde bande, en binaire, sauf s'il est de la
forme 1*. Dans ce dernier cas on remplace chaque 1 sur la seconde bande par 0, et on ajoute un 0
supplémentaire.
On dit qu'un langage infini L C ¥* peut étre énuméré en ordre croissant s’il existe une bijection
calculable f : N\ {0} — L qui a chaque n > 0 associe le n-iéme mot de L dans l'ordre hiérarchique.
3. Montrer que tout langage décidable infini peut étre énuméré en ordre croissant.
Pour calculer f(n), on génére successivement chaque mot de >X* dans |'ordre hiérarchique grace a la
machine de la question 2. Pour chacun de ces mots, on teste s'il est dans L grice & une machine
de Turing qui décide L. La valeur de f(n) sera le n-éme mot ayant passé ce test avec succés (on
utilise un compteur pour savoir combien de mots ont passé le test). Le fait que le langage soit infini
garantit qu’'on ne peut pas effectuer une suite infinie de tests négatifs, et donc que le calcul termine.

4. Montrer que tout langage qui peut étre énuméré en ordre croissant est décidable.

Pour décider si un mot donné x est dans L, on calcule successivement f(0),f(1),f(2),... jusqu'a ce que
— soit I'une de ces valeurs soit égale & x. Dans ce cas, z est dans L et on sort sur OK.

— soit 'une des valeurs, disons f(k), est supérieure & = dans |'ordre lexicographique. Dans ce cas, on
sort sur KO. Ceci arrive nécessairement si = ¢ L car la suite (f(n)), est croissante. Réciproquement,
si on sort sur KO, alors © ¢ L. En effet, comme f est croissante, si £ > k, alors f(¢) > f(k) > x,
donc f(¢) # x. Et pour £ < k, on a aussi f(¢) # x car sinon on serait sorti sur OK (cas précédent).

Exercice 5 On dit qu'une machine de Turing M sur l'alphabet d’entrée ¥ = {0,1,...,9} calcule
la constante 2008 si quelle que soit sa donnée, elle s’arréte en ayant sur sa bande les 4 caractéres
2008, entourés de O.

1. Décrire une machine de Turing qui calcule la constante 2008.
Il suffit de faire une machine qui efface sa bande et écrit 2, 0, 0, 8.

2. Décrire un algorithme qui, & partir d’'une machine de Turing M, construit une machine de
Turing M telle que M; accepte le mot vide si et seulement si M calcule la constante 2008.

La machine M commence par effacer sa bande, puis lance la machine M;. Si M, s'arréte sur KO,
alors M continue en bouclant. Si M; s'arréte sur OK, alors M efface sa bande et écrit 2, 0, 0, 8.

Le probléme 2008 est le suivant :
Donnée Une machine de Turing M (codée par un mot de {0,1}*).
Question La machine de Turing M calcule-t-elle la constante 20087

3. Exprimer précisément le résultat de la question précédente en terme de réduction, en justifiant.

Le probléme « étant donnée une machine M, accepte-t-elle le mot vide 7 » se réduit au probléme 2008.

4. Montrer que le probléme 2008 est indécidable, en justifiant.

Le probléme « étant donnée une machine M, accepte-t-elle le mot vide? » est indécidable d'aprés
le théoréme de Rice, car il s'écrit : étant donnée une machine de Turing M, est-ce que ¢ € L(M), et
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la propriété « contenir ¢ » n'est pas une propriété triviale des langages récursivement énumérables.
Comme ce probléme se réduit au probléme 2008 (qu.3), il est lui-méme indécidable.

Remarque On ne peut pas appliquer directement le théoréme de Rice, car écrire quelque chose sur
sa bande n'est pas une propriété du langage accepté par une machine de Turing.

Exercice 6 On rappelle que le probléme de correspondance de Post (PCP en abrégé) est le suivant.

Donnée n paires de mots (x1,y1), - .- ,(Zn,Yn)-
Question Existe-t-il une suite d’indices 1, ... ,i telle que x;, -~ @i, = v4;, -~ yi, 7

On rappelle également que ce probléme est indécidable sur un alphabet ayant au moins deux lettres.
On se place sur l'alphabet ¥ = {1,2,...,9}. On note v : ¥* — N la fonction qui & un mot associe
I’entier ayant ce mot comme représentation en base 10. Par exemple, v associe au mot 1234 de ¥*
Pentier 1234. On note |w| la longueur d’un mot |w|.
1. Exprimer v(zz’) en fonction de v(x), v(z') et |2/].
On calcule facilement : v(z2) = 101" lv(z) + v(2').
10l 10l — 10l 0
On consideére la fonction f qui a un couple de mots (x,y) associe la matrice 0 10/l 0
v(x) wv(z)—v(y) 1
2. Montrer que f(z,y)f(2',y') = f(xz2’,yy’) pour tous mots z,z’,y,y" sur Palphabet X.
— 10l

d 'l

Il suffit de faire le calcul en utilisant que |z2’| = |x| 4 |2’| et donc 10/#1.10/* = 1002,

On rappelle que si A = (a;;)1<ij<3 et B = (bij)1<i j<3 sont des matrices 3 x 3, leur produit
C = (Ci,j)lgi,j<3 est donné par Cij = ai,lbu + ai72b2,j + ai,3b37j.

3. Soit (z1,41), .- ,(Zn,yn) une instance du PCP, et soit M; = f(x;,y;) pour i = 1,...,n. Déduire
de la question précédente que x;, - - -z, = Yi, - - - ¥4, si et seulement si la composante (3,2) de la
matrice M;, --- M;, est nulle.

D’aprés la question précédente, la composante (3,2) de M;, - -- M;, est v(xi, -« - x4, ) —v(Yi, - Yiy,)-
Compte tenu du fait qu'on n'a pas 0 dans I'alphabet, v est injective, et donc cette composante est
nulle si et seulement si z;, - -z, = yi, -+ Vi,

4. En déduire que le probléme suivant est indécidable, en justifiant soigneusement.

Donnée n matrices My, ...,M, carrées 3 x 3, a coefficients dans Z.

Question Existe-t-il un produit de la forme M;, --- M;, dont la composante (3,2) est nulle?

Notons P le probléme ci-dessus. On a montré que le PCP a une solution sur I'instance (z1,y1), - - . ,(Zn,Yn)
si et seulement si le probléme P a une solution sur l'entrée My, ... ,M,,. On a donc PCP < P: le
PCP se réduit 3 P. Comme le PCP est indécidable, ce probléme I'est aussi.

Exercice 7 On représente I'entier n par le A-terme [n] = Asz.s"z, ott s'z = z et s" Tz = 5(s"2).
On rappelle que les Booléens sont conventionnellement représentés par [T] = Azy.x (true) et
[F] = Azy.y (false). Soit Z = Aa(a(Ab[F])[T]). Vérifier que Z[0]— M “T], et Z[n]— 2, “F] sin # 0.

Fait en TD.
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