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Probleme : Composition des polynomes

Soit f = f(z), h = h(t) deux polynémes de degré deg f,degh < n — 1.
L’objectif du probléme est de calculer leur composition

F=F(t)= f(h(t)) mod t",

ou, en d’autres termes, faire la substitution z = h(t).

Le calcul mod #" implique que dans chaque opération tous les degrés
supérieurs ou égaux & n peuvent étre éliminés (la question 7 fera une excep-
tion & cette régle : on y considérera des polynomes de degré supérieur a n).
Aussi, les degrés des polynémes restent bornés par n. Nous ne répéterons
plus dans chaque exercice qu’il s’agit de calcul mod ¢".

Nous utiliserons les notations suivantes :

P(n) —la complexité de la multiplication des polynémes de degré < n—1;

M(n) — la complexité de la multiplication des matrices de taille n x n.

Outre n, nous utiliserons aussi deux parametres m et k tels que mk = n.

Algorithme A : schéma de Horner. Soit
flx)=a9+ a1z + sz’ + ...+ ap_12" .
Calculer F = f(h) selon la formule suivante :

F(t) = ag + h(t)(a1 + h(t)(az + h(t)(as + ... + h(t)(an_2 + h(t)an—1)...))).

Question 1. Quelle est la complexité t4(n) de ’Algorithme A 7 Donner
la réponse en utilisant la fonction P(n).

Question 2. Montrer que le polynéme f peut s’écrire

k—1
fl@) =73 gi(x)a™,
i=0
ol chaque polynome g; est de degré degg; < m — 1.

Soit A une matrice de taille k x m dont les lignes représentent les coeffi-
cients des polynomes g;, et soit B une matrice de taille m x n dont les lignes
représentent les coefficients des polynomes 1, h, h?, ..., h™ L.



Question 3. (a) Montrer que la matrice AB, de taille k X n, contient dans
la i-éme ligne (i = 0,...,k — 1) les coefficients du polynéme r;(t) = g;(h(?)).
(b) Montrer que

Le résultat de la question 3 permet d’utiliser l’algorithme suivant :

Algorithme B.
1. En supposant que n soit un carré, choisir m = k = \/n.
2. Calculer 2, A3, ..., B™.

3. Calculer la matrice AB, en faisant m multiplications des matrices
carrées de taille m x m.

4. Calculer
k-1

F(t) = f(h(®) = 3_ri(t) - (h(H)™)’

=0

~

en utilisant le schéma de Horner.

Question 4. (a) Exprimer la complexité tg(n) de I’Algorithme B en fonc-
tion de n, en utilisant les fonctions P(n) et M (n).

(b) On admet que P(n) = O(nlogn) (la multiplication des polynémes
en utilisant la transformée de Fourier rapide), et que M(n) = O(n®). Quelle
est alors la complexité tz(n) de ’Algorithme B ? Concrétiser la réponse si
a = 3 (la multiplication “classique”), a = 2.807 (la méthode de Strassen),
a = 2.376 (la méthode “record” de Coppersmith-Winograd).

Soit deg f < p—1, degh < g — 1. Si un des deux degrés est nettement
inférieur & n, 'algorithme suivant, de type “diviser pour régner”, peut don-
ner un avantage par rapport a l’algorithme précédent. On suppose que p est
une puissance de 2.

Algorithme C.

1. Calculer k2, B%, B8, ..., WP/2.



2. Couper le polynéme f en deux blocs :
f(@) = fo(z) + 2% fi(z), deg fo, degfi <p/2—1.

3. Calculer
(1)) = fo(h(®)) + h(t)?* - f1(h(t))
en appliquant récursivement la méme méthode aux aux polynémes f
et fl-

Question 5. (a) Pour mesurer la complexité ¢¢ de 1’Algorithme C, prendre
comme parametre N = pq et écrire une récurrence pour tc(N). Montrer
que
tc(N) = O(P(N)log N).
(b) Montrer que si P(n) =nlogn et N =an, a < n, alors

tc(N) = O(aP(n)logn).

Soit h = ho+hi oudeghy = m—1et hy = t™-p(t) avec degp < n—m—1.
Selon la formule de Taylor,

fll(ho)

o B+ ...

f(h) = f(ho) + f'(ho)h1 +

Question 6. Montrer que, quand on fait le calcul mod ¢, il suffit, pour
obtenir une égalité dans la formule de Taylor, de prendre les termes du
développement jusqu’au (k—1)-éme, c’est-a-dire, terminer le développement
par

f(k_l)(ho)hk—l
(k—1)! "t
(Rappel : kK =n/m.)

Les dérivées successives f()(hg) peuvent étre calculées en utilisant la
formule de dérivation des fonctions composées :

(fO(ho))' = fOHD (ho) - hy.

Mais, a cause du fait que la dérivation abaisse les degrés, il nous faudra,
pour calculer la k-éme dérivée de f(ho) jusqu’au degré n — 1, connaitre plus
de n termes des dérivées précédentes.

Admettons que la division (avec le reste) des polynémes de degré < n—1
peut se faire en temps O(P(n)).



Question 7. Montrer que si on connait
fO(ho(t)) mod ¢mHE7,
et si hy(0) # 0, alors le calcul de
FED(ho(1)) mod 7+
prend le temps O(P(n +k — 1)) = O(P(n)) (expliquer la derniére égalité !).

Toutes ces observations menent & I’algorithme suivant :

Algorithme D.

1. Calculer
GO
207 317 7 (k=1

2. Utiliser I’Algorithme C pour calculer

f(ho(t)) mod ¢"Hh-1,
3. Pouri=1,2,...,k — 1 calculer les dérivées
FD(ho(t)) mod ¢"Th—1-%,

4. Calculer

f(k—l)(ho)
(k—1)!

II(hO)

k—1
o1 hi=".

F(h) = f(ho) + f'(ho)h1 + R+ ...+

Question 8. (a) Montrer que la complexité de 1’Algorithme D est
tp(n) = O((k + mlogn)P(n)).

(b) Qu’est-ce que cela donne pour P(n) = O(nlogn) et pour

1/2
mz( n ) ?
logn

FIN DE L’ENONCE




