Université Bordeaux I
Master Informatique — Semestre 1 — INF 301

Compléments de Mathématiques et
d’Algorithmique
19 janvier 2005, 8h00 — 11h00 (3 heures)

Responsable : Alexandre Zvonkine. Tous documents autorisés
Bareme envisagé : le baréme total du probleme est sur 24 points

Probleme : Spectres de graphes

Exercice 1. Soit la matrice U de taille n X n,
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(tous les éléments non explicités sont égaux & zéro). Montrer que le polynéme
caractéristique P(A\) = det(U — AI) de la matrice U est égal & (—1)" (A" —1).

Conclusion : Les valeurs propres de la matrice U sont les racines n-émes

de Punité : 1, w, w?, ..., w" !, ot w = ei27/n),

Exercice 2. Calculer les matrices U2, U3, ..., UL,

Exercice 3. Montrer que les valeurs propres de la matrice U sont w*,
w?* w3k etc. [Indication : Profiter du fait que les matrices U et U* ont
les mémes vecteurs propres. (Expliquer, pourquoi.)]

Définition. Une matrice C' = (c;;) est dite circulaire si elle est organisée
comme suit.

1. Les lignes et les colonnes de C' sont numérotées de 0 jusqu’a n — 1.

2. La ligne numéro 0 contient les éléments ag, a1, ..., Gnp_1.



3. Chaque ligne suivante est obtenue de la ligne précédente par un
décalage d’un cran vers la droite ; les éléments sortant & droite réappa-
raissent & gauche.

En d’autres termes, c¢;j = c;11,j4+1 ou les indices 4 + 1 et j + 1 sont calculés
mod n. (Les matrices circulaires sont un cas particulier des matrices de
Toeplitz qu’on a vues en TD.)

Exercice 4. Montrer que la matrice circulaire C peut s’écrire

C =aol +aiU+aU+...+an U™ 1.
Exercice 5. Soit le polynéme A(z) = ag + a1z + ax?® + ... + ap_12" .
Montrer que les valeurs propres de la matrice circulaire C' ci-dessus définie
sont égales & A(1), A(w), A(w?), ..., A(w™ ). (On reconnait la transformée
de Fourier du polynéme A(z).) [Indication : S’inspirer de I'indication &
lexercice 3.]

Définition. On dit qu’un graphe est circulaire si on peut numéroter ses
sommets de telle maniere que la matrice d’adjacence du graphe devienne
circulaire.

Exercice 6. Expliquer le sens géométrique de la propriété de graphe d’étre
circulaire.

Définition. Le spectre d’un graphe est le (multi-)ensemble des valeurs
propres de sa matrice d’adjacence, comptées avec multiplicitées.

Exercice 7. Le graphe “escalier de Mobius” est le graphe ayant n = 2m
sommets situés sur un cercle, chaque sommet étant lié avec le sommet
précédent, le sommet suivant et le sommet opposé (voir la figure 1). Trouver
le spectre de D’escalier de Mdébius. Montrer que toutes les valeurs propres
sont réelles.

Exercice 8. Montrer que le graphe complet K, est circulaire. Trouver
son spectre. Simplifier les expressions obtenues. Indiquer les multiplicités
des valeurs propres multiples.



Exercice 9. Le graphe d’octaédre est montré sur la figure 2. Noméroter
ses sommets de telle maniére qu’il devienne apparent que ce graphe est
circulaire. Trouver le spectre du graphe d’octaedre.

Définition. Soit G un graphe arbitraire (pas forcément circuliare) ayant
n sommets. Le prisme du graphe G est le graphe ayant 2n sommets qui se
construit ainsi : on prend deux exemplaires G; et Go du graphe G, et on
relie les sommets “correspondants” des deux composantes (voir la figure 3).

Exercice 10. Soit A la matrice d’adjacence du graphe G. Expliquer com-
ment s’écrit la matrice A d’adjacence du graphe prisme du graphe G.

Exercice 11. Montrer que pour chaque valeur propre A de graphe G, le
graphe prisme du G posséde deux valeurs propres : A+ 1 et A — 1.

[Indication : Si 7 est un vecteur propre de A, alors ( g ) et ( _g )
sont des vecteurs propres de A (voir I’exercice précédent).]

Exercice 12. Trouver le spectre du graphe “segment” (I’arbre ayant deux
sommets et une aréte). Trouver le spectre du carré, puis celui du cube.

Définition. Un graphe est dit régulier de degré d si tous ses sommets sont
du méme degré d.

Exercice 13. Montrer que si le spectre d’un graphe régulier de degré d
est A1, Ao, ..., A\p, alors les valeurs propres de la matrice des conductances
T de ce graphe sont d — A1, d — Ao, ..., d — \y.

Exercice 14. Trouver les valeurs propres des matrices des conductances
des graphes du cube et de I'octaedre.

On admet sans preuve que le nombre d’arbres recouvrants d’un graphe
est égal au produit de toutes les valeurs propres non nulles de sa matrice
des conductances, divisé par le nombre de sommets n.

Exercice 15. Calculer le nombre d’arbres recouvrants de I'octaédre et du
cube. Expliquer pourquoi avez-vous obtenu le méme résultat.

BRAVO, C’EST TERMINE !



F1G. 1 — Escalier de Mébius. (Il n’y a pas de sommet au centre!)

Fi1G. 2 — Octaédre.

F1G. 3 — Le prisme de graphe G.



