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Bareme envisagé : (1+14+1)+(24+2+3)+(1+2+3)+(1+3+4)

Probleme : Inversion des matrices de Vandermonde

Rappel. La matrice de Vandermonde est une matrice n x n de la forme

xo x3 zpt
2 n—1
1 = 7 9
vV = 1 3 ah!
2 n—1
L an Lp—1 Lp—1
ou xg, T1,T2,...,Ty_1 sont des nombres réels, ou des nombres complexes, ou

des éléments d’un corps fini (par exemple des restes modulo un p premier).
L’objectif du probléeme est de trouver des formules qui donnent, sous
forme explicite, la matrice inverse V1.

Question 1. Soit un vecteur-colonne avec les éléments ag, a1, a9, ..., Gnp_1.
Montrer que si on multiplie ce vecteur par la matrice de Vandermonde, on
obtient un vecteur-colonne dont les éléments sont les valeurs du polynoéme

P=P(z)=ay+ a1z + ax? + ...+ ap_1z" !
dans les points xg, £1,22,...,Tp_1-

Question 2. Que fait la matrice inverse V! si elle existe ?

Question 3. Montrer que si tous les points xg,x1,x2,...,Z,_1 sont dis-
tincts, alors la matrice inverse V ~1 existe.
[Indication : Quelle est la valeur du déterminant det V' ?]



Conclusion. Quels que soient les points distincts xq, 1, 22,...,Zy_1, €t
quelles que soient les valeurs yo,¥1,%2,.-.,Yn_1, un polynéome P de degré
n—1tel que yo = P(x¢),y1 = P(x1),y2 = P(x2),...,yn—1 = P(x,_1) existe
et est unique.

Par conséquent, pour trouver la matrice V=1 il nous faut faire deux
choses :
(A) trouver les coefficients ag,aq,...,a,—1 du polynéome P en fonction
des points xg,x1,...,T,—1 et des valeurs yo, Y1, .- -, Yn—1;
(B) exprimer la solution ainsi obtenue sous forme matricielle.
Pour résoudre le probleme (A), il existe des formules d’interpolation, dont
notamment la formule d’interpolation de Lagrange.

Notation. Soit une formule F' qui implique les variables tq1,to,...,t; a
I’exception de la seule variable t,.. On exprimera ce fait en mettant un cha-
peau sur i, :

Fti,to, .. tr .o ts).

Question 4. Soit un polynéme

—

(x—z0)(x—21)...(x —2j)...(x —2p_1)

(xj —xo)(zj —21) ... (:EJ/—\:E]) (@ — 1) '

(a) Il y a plusieurs lettres dans cette derniére expression : x,zg, x1,...;
P;j est-il véritablement un polynome en x?

(b) Quel est le degré de P;?

(c) Calculer les valeurs de Pj(z) dans les points g, Z1,...,Zj,...,Tp—1.

Question 5. Soit P = P(z) le polynome
P(z) = yoPo(z) + yiPi(z) + yoPa(z) + ... + yn—1Pr—1(x) . (1)

Calculer les valeurs du polynéme P dans les points xg, 1, %2, ..., Tn_1-

Conclusion. La formule (1) donne la réponse a la question posée dans le
probleme (A).



Question 6. (Proposition principale) Soit u;; I'’élément de la matrice
V=1 qui se trouve dans la case (i,5) (ligne i, colonne j). Démontrer la
propriété suivante :

u;; est égal au coefficient devant x? dans le polynéme Pj(z)|.

[Indication : Utiliser la formule (1).]

Pour trouver une formule explicite pour le coefficient w;;, les formules de
Viéte nous seront utiles.

Défintion. Soit k variables tq,to,...,t;. Les fonctions symétriques élé-
mentaires des variables t1,1s,...,t; sont les fonctions eq,es, ..., e, définies
par la formule

ep(ti,ta, ... ty) = Z tirtiy - ti, -

1<i1<ia<...<ip<k

On pose aussi eg(t1,t2,...,tk) = 1.
Exemple : Pour k£ = 3 on obtient

eg = 1;

er = t1+1ia+13;

ey = tylo + t1t3 + tals;
es = tilatls.

Question 7. Ecrire les fonctions symétriques élémentaires pour k = 4.
Formules de Viete. Soit @ = Q(¢) un polynéome de degré k ayant le
coefficient principal ¢, = 1 et dont les racines sont t1,to, ..., :

Q) =t +ep 1 t" T+ d et F et eg = (E—t)(t—ta)... (L —tg).

Alors les coefficients de ) s’expriment en fonction de ses racines par les
formules suivantes :

C = 60(t1,...,tk);
CL—1 = —Cl(tl,...,tk);
Cp—2 = 62(t1,...,tk);
cqg = ‘une formule générale ‘




Question 8. (a) Ecrire explicitement la “formule générale” encadrée qui
a été omise ci-dessus. (Dans cette question, on ne demande pas de preuves.)
(b) Vérifier les formules de Viete pour k =3 et k = 4.

Question 9. (La formule principale) Montrer que I'élément wu;; de la
matrice V! s’exprime par la formule suivante :

-1 (n=1)—i n—1)—1 s blyeeey A'v ceeybn—
iy — (=1 €(n-1) (:Eoi1\ Tjrooon1) )
(x5 —xo)(zj —21) ... (xj — ) ... (xj — xp—1)

Question 10. En utilisant la formule (2), écrire explicitement 1’élément
u;; pour 1 =2, j =3, n=>5.

Question 11. Ecrire explicitement la matrice inverse V! de la matrice
de Vandermonde V pour n = 3. En multipliant les deux matrices, vérifier
que ce qu’on obtient par la formule (2) est en effet la matrice inverse.
Remarque : N’oubliez pas que les lignes et les colonnes sont numérotées non
pas de 1 & n mais de 0 a n — 1.

Question 12. Dans la transformée de Fourier rapide on utilise le fait
que, pour xg,Ti,x2,...,Tn_1 €tant la suite des racines n-eme de 1'unité
Lw w? .., 0o w= eiz?ﬂ, la matrice V! est elle-méme une matrice
de Vandermonde (divisée par n) pour la suite des mémes racines de I'unité
prises dans I'ordre opposé. Vérifier que pour n = 3 et n = 4 la formule (2)

ci-dessus donne le méme résultat.

FIN DE L’ENONCE



