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Probleme : Section des polygones et des polytopes

Soit un polygone convexe P ayant n sommets Ag, A1,...,A,_1, et une
ligne droite [ représentée par son équation ax + by + ¢ = 0. Notre tache
consiste a trouver deux polygones P; et P» obtenus par l'intersection de P
avec [. On propose 'algorithme suivant :

1. Trouver deux sommets A; et A; qui se trouvent de deux cotés différents
de [.

2. Sur la chaine A; — ... — A; ainsi que sur la chaine A; — ... — A;
trouver des segments A,A, 1 et A;A,41 respectivement (indices p et
g sont comptés “modulo n”) qui s’intersectent avec . Soit M et N les
points d’intersection.

3. Sortir comme résultat les polygones obtenus : Py = MA,1... AyN et
Py=NAg1...AM.

(Il est conseillé de faire un dessin.)

Exercice 1. Montrer que si le polygone initial P est représenté sous forme
d’une liste circulaire, opération 3 peut étre effectuée en complexité O(1).

Exercice 2. On aimerait, pour faire 'opération 2, procéder par une re-
cherche dichotomique : cela permetterait de parvenir au résultat en com-
plexité... [en quelle complexité ? justifier votre réponse]. Mais attention !
La structure de liste ne permet pas la recherche dichotomique [expliquer
trés briévement pourquoi]. Proposer une structure de données qui permet-
terait d’effectuer une dichotomie, sans pour autant enfreindre la complexité
constante de l’exercice précédent.

Une méthode directe pour effectuer I'opération 1 nécessiterait un par-
cours de tous les sommets et aurait ainsi une complexité linéaire. Les exer-
cices 3—-5 proposent une méthode plus efficace pour ce probleme-la.



Exercice 3. (a) Montrer que si la valeur de la fonction ax + by + ¢ est
positive (négative) dans tous les sommets d'un triangle ABC, alors elle est
aussi positive (négative) dans tous les points a U'intérieur du triangle.

(b) Soit PABQ un “triangle” non borné (hachuré sur la figure 1). Mon-
trer que si la valeur de la fonction axz + by + ¢ dans les points A et B est
positive et dans le point R, négative, alors cette fonction est positive partout
dans la région non bornée PABQ.
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F1c. 1 — “Triangle” inifini PABQ (hachuré).

Convention. Nous travaillons avec des polygones ayant plusieurs cotés.
Il est difficile de les dessiner d’une maniere réaliste. C’est pourquoi, sur la
figure 2, notre polygone P est représenté comme une sorte de cercle. Il faut
penser que chaque arc du cercle n’est pas véritablement un arc mais une
longue suite de sommets et d’arétes du polygone.

Exercice 4. Choisissons 5 sommets du polygone : A, B,C, D, E (voir la
figure 2). Si parmi ces 5 sommets il y a un avec ax + by + ¢ > 0 et un
autre avec ax + by + ¢ < 0, notre objectif est déja atteint et nous pouvons
nous arréter. Supposons donc que le signe de az + by 4+ ¢ dans tous les
5 sommets soit le méme; pour fixer les idées, supposons que ce signe soit
toujours “plus”. Dessinons alors I’étoile montrée sur la figure. Montrer que
les trois cas suivants sont possibles.

(a) La valeur de ax + by + ¢ dans les points F,G, H,I,J est toujours
positive. Montrer que dans ce cas-1a la droite az + by + ¢ = 0 ne s’intersecte
pas avec le polygone P et la recherche peut étre arrétée.

(b) La valeur de ax + by + ¢ est négative dans un seul parmi les 5 points
F.G,H,I,J.

(¢) La valeur de ax + by + ¢ est négative dans deux des 5 points, et alors
ces points sont voisins. Par exemple, le signe peut étre négatif dans F' et G,



mais ne peut pas ’étre dans F' et H. Expliquer du méme coup pourquoi le
signe ne peut pas étre négatif dans les points F, G, H.

Sur quels “arcs” du polygone faut-il encore chercher des sommets avec
la valeur de ax + by + ¢ négative dans les cas (b) et (c)?

F1G. 2 — Dessin a 'exercice 4.

Exercice 5. En se basant sur I’exercice précédent, proposer un algorithme
de complexité O(logn) pour la recherche de deux sommets du polygone avec
des signes de ax + by + ¢ opposés.

Dans quelles circonstances sera-t-on amené & utiliser la partie (b) de
Iexercice 37

Faire une conclusion concernant la complexité totale de l'algorithme ex-
posé sur la premiere page.

La partie restante du probleme concerne la construction de 'intersection
d’un polytope de dimension 3 avec un plan. Nous n’allons pas développer
la totalité de ’algorithme en question mais nous nous bornerons a quelques
remarques utiles a son sujet.

Exercice 6. Montrer sur un exemple qu’en dimension 3 on ne peut pas
espérer une complexité meilleure que linéaire.



Une des difficultés techniques de 'algorithme éventuel de section d’un
polytope consiste en ce qu’il faudra appliquer ’algorithme d’intersection de
polygone par une ligne droite non plus sur le plan horizontal mais sur des
plans dans Iespace (les plans des faces du polytope). En fait, on peut faire
toutes les opérations nécessaires en projetant tous les objets sur le plan
horizontal.

Exercice 7. (a) Soit un plan dans R?® donné par I’équation
ax +by+cz+d=0.

Comment, en regardant les coeflicients de cette équation, dire si le plan est
vertical ou non ?

(b) Soit une ligne droite dans R? qui est une intersection de deux plans
non verticaux :

ax+biy+ciz+d =0,
ag® + bay + coz +do = 0.

Trouver une équation de la projection de cette ligne sur le plan horizontal.
[Indication : éliminer z.]

(¢) Proposer une méthode pour trouver une intersection d’une face de
polytope se trouvant sur le plan ajx + byy + c12 + di = 0 avec le plan
asx + bay + coz + do = 0.

Exercice 8. Proposer un plan (une suite d’étapes principales) d’un algo-
rithme qui trouve une intersection d’un polytope par un plan. (Entrée : un
polytope. Sortie : deux polytopes obtenus par la section.)

Donner une estimation de la complexité de chaque étape, et justifier
brievement.

(Il n’est pas interdit d’expliquer quelles sont les étapes de 1'algorithme
restées en dehors du cadre de nos considérations.)

FIN DE L’ENONCE



