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Exercice 1 Soit la suite définie par la récurrence linéaire

a0 = 1, a1 = 0, a2 = 2, an = 2an−1 − an−2 + 3an−3 pour n ≥ 3.

1. Trouver la fonction génératrice pour cette suite.

2. Trouver les fonctions gératrices pour les sous-suites paire a0, a2, a4, . . .
et impaire a1, a3, a5, . . ..

3. En utilisant ces fonctions génératrices, trouver les récurrences linéaires qui
régissent les sous-suites paire et impaire.

Exercice 2 Trouver une interprétation combinatoire, puis démontrer l’égalité
suivante :

Cp
n · Cr

p · Cq−r
n−p = Cq

n · Cr
q · Cp−r

n−q .

Exercice 3 Soit fk(x), k ≥ 0, la fonction génératrice des chemins de Dyck de
la hauteur ≤ k : le coefficient devant xn est le nombre de chemins de longueur
2n. On pose par convention f0 = 1.

1. Calculer f1(x).

2. Justifier la proposition suivante : tout chemin de Dyck de la hauteur ≤ k
peut être représenté de manière unique sous forme d’un mot aUbV où U
est un chemin de la hauteur ≤ k − 1, et V , un chemin de la hauteur ≤ k.

3. Montrer que la proposition précédente implique la formule récurrente

fk(x) =
1

1 − xfk−1(x)
, k ≥ 1.

4. Calculer les fonctions f2, f3, f4.

5. Notons fk(x) = Pk(x)/Qk(x) où Pk et Qk sont des polynômes. Montrer
la récurrence suivante :

Pk+1 = Qk,

Qk+1 = Qk − xQk−1.

6. Trouver la fonction génératrice des polynômes Qk :

F (t, x) =

∞∑

k=0

tkQk(x) .
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