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l'aide ô combien pr�ecieuse de Pierre, capable de changer la cartouche de toner d'une imprimante

en un temps n�egatif. Merci �egalement �a Anne (Bouh! H�e-h�e-h�e: : : ), Marie-Laure, et Babb's, qui

ont lutt�e contre la th�eorie \E.M." qui veut que tout plante quand on en a le plus besoin.

La th�eorie ci-dessus s'appliquant �a tout le mat�eriel, du photocopieur �a l'agrafeuse, merci �a tous les

membres du secr�etariat pour leur assistance.

Merci beaucoup aux membres de l'�equipe syst�eme du service informatique du CESTA qui,

pendant l'ann�ee que j'ai pass�ee parmi eux, m'ont permis de ne pas interrompre totalement mes

travaux, et ont contribu�e, par le temps qu'ils m'ont accord�e, �a la r�edaction de cette th�ese. Merci

donc pour leur accueil �a Nathalie, Eric, Patrice, Patrice, Philippe, Xavier, Jean-Claude Mignard,

et Henri Dumont.

Merci �a mon fr�ere Yves pour ses conseils et r�ef�erences fort utiles.

Merci �egalement, tr�es beaucoup tr�es fort, �a Liliane, et bienvenue �a tous les chatons et souricettes

futurs: : :



Table des mati�eres

1 Introduction g�en�erale 1

2 D�e�nitions et notations g�en�erales 3

2.1 Rappels de th�eorie des graphes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 3

2.2 Rappels de th�eorie des langages : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 4

2.3 D�e�nition de quelques graphes usuels : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 5

2.3.1 La châ�ne : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6

2.3.2 Le cycle : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6

2.3.3 Le graphe complet : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6

2.3.4 La grille k-dimensionnelle : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6

2.3.5 L'hypercube : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7

2.3.6 Le graphe de De Bruijn non-orient�e d-aire : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7

2.3.7 Le graphe \Shu�e-Exchange" : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7

2.3.8 Le graphe \Fast Fourier Transform" : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7

2.3.9 Le graphe \Buttery" : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7

2.3.10 Le graphe \Cube-Connected Cycles" : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8

I Largeur de bande, largeur de coupe, et graphes quotients 9

3 Pr�esentation du probl�eme 11

3.1 Largeur de bande et largeur de coupe : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 11

3.2 Applications : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12

3.2.1 Application au calcul matriciel : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12

3.2.2 Application �a l'implantation de circuits V.L.S.I. : : : : : : : : : : : : : : : 13

3.3 R�esultats connus : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14

3.4 Notre travail : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15

4 D�e�nitions et notations 17

4.1 Partitionnements de graphes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17

4.2 Graphes quotients et sous-graphes induits : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18

4.3 Num�erotations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18

i



ii TABLE DES MATI

�

ERES

4.4 Bissections : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 20

5 R�esultats g�en�eraux et applications 21

5.1 R�esultats sur la largeur de bande : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21

5.2 R�esultats sur la largeur de coupe : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 23

5.3 Applications : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 24

5.3.1 La grille bidimensionnelle : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25

5.3.2 L'hypercube : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25

5.3.3 Le graphe de De Bruijn binaire : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27

5.3.4 Le graphe de De Bruijn d-aire : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 29

5.3.5 Le graphe \Shu�e-Exchange" : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 34

5.3.6 Le graphe FFT : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 37

5.3.7 Le graphe \Buttery" : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 40

5.3.8 Le graphe CCC : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 43

6

�

Evaluations asymptotiques et application �a UB(d; k) 47

6.1

�

Evaluation de jA

d;k

(h)j : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47

6.2

�

Evaluation de

�

�

�

A

d�1

d;k

(h)

�

�

�

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 50

6.3 Comportement asymptotique de jA

d;k

(h)j : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 50

6.4 Comportement asymptotique de

�

�

�

A

d�1

d;k

(h)

�

�

�

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 52

6.5 Applications : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 53

7 Conclusion 55

7.1 R�ecapitulatif des r�esultats obtenus : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 55

7.2 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 55

II Placement statique 57

8 Pr�esentation du probl�eme 59
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Chapitre 1

Introduction g�en�erale

Une des grandes strat�egies de r�esolution de probl�emes est la technique appel�ee \diviser pour r�e-

soudre" (\divide and conquer"). Elle consiste �a diviser le probl�eme �etudi�e en sous-probl�emes plus

petits, dont la r�esolution permet de construire la solution du probl�eme initial.

Dans le cas o�u les sous-probl�emes g�en�er�es sont de même nature que le probl�eme original, ce pro-

cessus peut être appliqu�e r�ecursivement, jusqu'�a ce que leur taille permette leur r�esolution par une

m�ethode directe.

Lorsque les probl�emes �etudi�es peuvent être mod�elis�es en termes de graphes, la m�ethode \divi-

ser pour r�esoudre" se traduit par le partitionnement sous contraintes de ces graphes. Il est alors

souvent int�eressant algorithmiquement de travailler sur les graphes quotients des graphes originaux

par rapport �a ces partitions.

L'objectif de cette th�ese est d'�etudier l'impact des m�ethodes de quotientement sur plusieurs

probl�emes issus du parall�elisme et que nous mod�elisons sous forme de graphes.

La premi�ere partie de la th�ese, essentiellement th�eorique, est consacr�ee �a l'�etude de deux pa-

ram�etres formels des graphes, qui sont la largeur de bande et la largeur de coupe. Ces param�etres

interviennent dans de nombreux probl�emes d�ecrits en termes de graphes, tels l'optimisation de

m�ethodes de r�esolution de syst�emes lin�eaires ou l'implantation V.L.S.I.. Nous nous int�eressons ici

�a leur encadrement pour des familles de graphes de r�eseaux d'interconnexion.

En nous basant sur la notion de graphe quotient, nous exprimons la largeur de bande d'un graphe

en fonction de celle de ses graphes quotients et des sous-graphes induits par les quotientements, et

faisons de même pour la largeur de coupe.

Ces r�esultats g�en�eraux sont appliqu�es, dans le cadre d'�etudes sp�eci�ques, �a di��erentes familles de

graphes. Nous retrouvons des bornes d�ej�a connues pour les graphes de grille bidimensionnelle et

les hypercubes, et d�emontrons de nouvelles majorations pour les graphes \Buttery", FFT, CCC,

et de De Bruijn binaires.

Pour expliciter certaines majorations, calcul�ees sous la forme de sommes discr�etes et inexploitables

1
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en l'�etat, nous passons du domaine discret au domaine continu. Nous obtenons ainsi des �equivalents

asymptotiques des majorants �etudi�es. Ceci nous permet de proposer un �equivalent asymptotique

de nos majorations des largeurs de bande et de coupe du graphe de De Bruijn d-aire.

La deuxi�eme partie traite du probl�eme du placement statique sur machine parall�ele. Le probl�eme

d'optimisation combinatoire consistant �a placer les processus communicants d'un programme pa-

rall�ele sur une machine parall�ele de mani�ere �a minimiser le temps global d'ex�ecution de celui-ci est,

en toute g�en�eralit�e, NP-complet. Si l'on ne consid�ere pas les d�ependances logiques et temporelles

entre processus, et si l'on suppose que tous les processus coexistent simultan�ement sur la machine

parall�ele pendant toute la dur�ee d'ex�ecution du programme, on se ram�ene �a un probl�eme appel�e

placement statique, lui aussi NP-complet. De fait, de nombreuses heuristiques de placement sta-

tique ont �et�e propos�ees dans le but d'obtenir en un temps raisonnable des solutions sous-optimales

acceptables.

Nous pr�esentons ici un algorithme de placement bas�e sur le bipartitionnement r�ecursif du graphe de

communication des processus et du graphe mod�elisant l'architecture de la machine parall�ele. Son

originalit�e provient de la bipartition conjointe des graphes de processus et d'architecture e�ectu�ee

�a chaque �etape de la r�ecursion, qui permet de placer tout graphe de processus valu�e sur tout type

d'architecture.

La pr�esentation de notre algorithme et des m�ethodes de bipartitionnement qu'il utilise est suivie

de multiples tests destin�es �a valider nos choix, qui montrent la grande e�cacit�e de notre programme.

Dans le chapitre suivant, nous donnons les d�e�nitions et notations g�en�erales communes aux

deux parties de la th�ese. Chaque partie d�ebute par une pr�esentation du probl�eme trait�e, suivie des

d�e�nitions qui y sont propres, et �nit par une conclusion sp�eci�que.



Chapitre 2

D�e�nitions et notations g�en�erales

Nous pr�esentons dans ce chapitre les d�e�nitions et notations utilis�ees dans les deux parties de cette

th�ese.

2.1 Rappels de th�eorie des graphes

Le lecteur souhaitant une r�ef�erence compl�ete pourra consulter [10].

Un graphe non-orient�e G(V;E) est une structure compos�ee d'un ensemble V d'�el�ements appel�es

sommets, que nous supposerons ici �ni, et d'un ensemble E de paires de sommets appel�ees arêtes.

Pour d�esigner respectivement les ensembles de sommets et d'arêtes d'un graphe G, on pourra

utiliser les notations V (G) et E(G).

Le nombre de sommets d'un graphe est appel�e ordre de ce graphe.

Une arête fv

0

; v

00

g est dite incidente �a v

0

et �a v

00

. v

0

et v

00

sont les extr�emit�es de fv

0

; v

00

g, et sont

dits adjacents. Une arête de la forme fv; vg est appel�ee boucle. Une arête existant en plusieurs

exemplaires dans l'ensemble des arêtes est une arête multiple.

Un graphe simple est un graphe sans boucles ni arêtes multiples. Par la suite, et sauf mention

explicite, nous ne traiterons que de graphes simples.

Soit v un sommet d'un graphe G. Le degr�e de v, not�e �(v), est le nombre d'arêtes de E(G) incidentes

�a v. Cette notion est �etendue au graphe entier : le degr�e minimal de G, �(G), est le minimum sur

tous les sommets v de V (G) de �(v). De mani�ere similaire, le degr�e maximal de G, not�e �(G), est

le maximum de �(v) sur tous les sommets v de V (G).

Une châ�ne entre deux sommets v

0

et v

00

d'un graphe G est une suite ffv

1

; v

2

g;fv

2

; v

3

g; : : : ;

fv

k�1

; v

k

gg d'arêtes de E(G) telle que v

0

= v

1

et v

00

= v

k

. Le nombre d'arêtes d'une châ�ne

est appel�e longueur de la châ�ne.

3
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La distance entre deux sommets v

0

et v

00

d'un graphe G est la longueur de la plus courte châ�ne

existant entre v

0

et v

00

.

Un graphe G est dit connexe s'il existe une châ�ne entre toute paire de sommets du graphe.

Le diam�etre d'un graphe connexe G, not�e diam(G), est le maximum, pour toutes les arêtes fv

0

; v

00

g

de G, de la distance entre v

0

et v

00

.

Un sommet v

0

d'un graphe connexe G est p�eriph�erique s'il existe un sommet v

00

appartenant �a G

tel que la distance entre v

0

et v

00

est �egale au diam�etre de G.

Deux graphes G

0

et G

00

sont dits isomorphes si et seulement si il existe une bijection ' de V (G

0

) sur

V (G

00

) telle que fv

0

; v

00

g appartient �a E(G

0

) si et seulement si f'(v

0

); '(v

00

)g appartient �a E(G

00

).

Le plongement d'un graphe G dans un graphe H est un couple �

G;H

= (�

G;H

; �

G;H

), o�u �

G;H

est une

application injective de V (G) dans V (H), et �

G;H

est une application injective associant �a toute

arête fv

0

; v

00

g de G une châ�ne �

G;H

(fv

0

; v

00

g) de H liant �

G;H

(v

0

) �a �

G;H

(v

00

).

La dilatation d'un plongement �

G;H

= (�

G;H

; �

G;H

) est d�e�nie par

dil(�

G;H

)

def

= max

fv

0

;v

00

g2E(G)

(j�

G;H

(fv

0

; v

00

g)j) ;

o�u j�

G;H

(fv

0

; v

00

g)j repr�esente la longueur de la châ�ne �

G;H

(fv

0

; v

00

g). C'est la longueur de la plus

grande châ�ne produite par le plongement.

La congestion d'un plongement �

G;H

= (�

G;H

; �

G;H

) est

cg(�

G;H

)

def

= max

fw

0

;w

00

g2E(H)

(jf�

G;H

(fv

0

; v

00

g) = fv

0

; v

00

g 2 E(G) et fw

0

; w

00

g 2 �

G;H

(fv

0

; v

00

g)gj) ;

o�u fw

0

; w

00

g 2 �

G;H

(fv

0

; v

00

g) indique que la châ�ne �

G;H

(fv

0

; v

00

g) utilise l'arête fw

0

; w

00

g de H.

C'est le nombre maximum, pour toute arête de H, du nombre de châ�nes issues du plongement qui

utilisent cette arête.

2.2 Rappels de th�eorie des langages

Nous pr�esentons ici les quelques notions de th�eorie des langages utilis�ees pour d�e�nir les graphes

que nous manipulons. Les d�e�nitions et notations usuelles sont emprunt�ees �a [64].

Un alphabet A de taille d est un ensemble de d �el�ements appel�es lettres. On notera A

d

l'alphabet pris

sur ZZ=

dZZ

, c'est-�a-dire A

d

= f0; 1; : : :; (d�1)g ; on identi�era alors la lettre �a sa valeur num�erique.

Un mot m sur un alphabet A est une s�equence de lettres m

1

m

2

: : :m

j

de A. Le nombre de lettres

d'un mot est appel�e taille du mot, et not�e jmj. Le mot de taille 0, appel�e mot vide, est not�e �.

�

Etant donn�e un alphabet A, on note A

�

l'ensemble des mots sur l'alphabet, et A

j

� A

�

l'ensemble

des mots de taille j donn�ee. Un langage sur A est un sous-ensemble de A

�

.
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Soient m

0

= m

0

1

m

0

2

: : :m

0

j

0

et m

00

= m

00

1

m

00

2

: : :m

00

j

00

deux mots sur A. La concat�enation de m

00

�a m

0

est le motm

0

m

00

= m

0

1

m

0

2

: : :m

0

j

0

m

00

1

m

00

2

: : :m

00

j

00

de taille j

0

+j

00

. Le mot form�e par k concat�enations

successives de m au mot vide est not�e m

k

.

Soient m

0

et m

00

deux mots sur A. m

0

est un sous-mot de m

00

si m

00

= pm

0

s, avec p et s sur A.

Sim = m

1

m

2

: : :m

j

est un mot sur A

d

, on note [m] la valeur du nombre dontm est la repr�esentation

en base d, c'est-�a-dire m

1

d

j�1

+m

2

d

j�2

+ � � �+m

j

d

0

.

Si m = m

1

m

2

: : :m

j

est un mot sur A

d

, le compl�ementaire de m est le mot m = m

1

m

2

: : :m

j

, avec

m

i

= (d� 1)�m

i

.

Nous d�e�nissons le poids de Hamming �etendu d'un mot m sur A

d

comme l'entier

H(m)

def

=

jmj

X

j=1

m

j

:

Dans le cas des mots binaires (c'est-�a-dire pris sur A

2

), il est �equivalent au poids de Hamming

proprement dit, qui est d�e�ni comme le nombre de \1" contenus dans ces mots. Il ne doit pas être

confondu avec la m�etrique de Hamming utilis�ee en th�eorie des codes, qui correspond au nombre

de di��erences existant entre deux mots de même taille.

Pour m appartenant �a A

k

d

, on a toujours 0 � H(m) � k(d� 1).

L'ensemble des mots de A

k

d

de poids de Hamming �etendu donn�e h est d�e�ni comme

A

d;k

(h)

def

= fm 2 A

k

d

=H(m) = hg :

On notera naturellement jA

d;k

(h)j le cardinal de cet ensemble. Ces d�e�nitions sont valides pour

tout h 2 ZZ, ce qui facilitera l'�ecriture de nos calculs ; ainsi, jA

d;k

(h)j vaut 0 pour h < 0 ou

h > k(d� 1). On note h

d;k

la valeur de h pour laquelle jA

d;k

(h)j est maximal.

On s'int�eressera �egalement au nombre de mots contenus dans une \bande" de (d � 1) poids de

Hamming cons�ecutifs. Nous d�e�nissons donc

A

d�1

d;k

(h)

def

=

h

[

j=h�(d�2)

A

d;k

(j) ;

et

�

�

�

A

d�1

d;k

(h)

�

�

�

d�enombre les mots dont le poids est compris entre h � (d � 2) et h. De mani�ere

analogue, on note h

d�1

d;k

la valeur de h maximisant

�

�

�

A

d�1

d;k

(h)

�

�

�

.

2.3 D�e�nition de quelques graphes usuels

Nous pr�esentons ici les graphes que nous manipulons dans les parties suivantes. Ce sont tous des

graphes non orient�es, simples, et sans boucles. Une description concise de leurs propri�et�es peut
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être trouv�ee dans [22, pages 269{282].

Pour tous les graphes d�e�nis sur alphabets, on identi�era les sommets et les mots qui les repr�e-

sentent. On pourra ainsi parler du compl�ementaire d'un sommet et, par extension, on appellera

compl�ementaire d'une arête, l'arête dont les sommets sont les compl�ementaires des sommets de

l'arête initiale.

Pr�ecisons tout d'abord le sens des op�erateurs math�ematiques que nous utilisons couramment.

Nous notons a mod b le reste de la division euclidienne de a par b, o�u a et b sont deux entiers

naturels. Par extension, pour a strictement positif, (�a) mod b = b� (a mod b).

De même, nous notons � l'op�erateur ou-exclusif sur les repr�esentations binaires de nombres entiers.

2.3.1 La châ�ne

La châ�ne P(k) est le graphe d'ordre k dont les sommets sont num�erot�es de 0 �a k � 1 et dont les

arêtes sont de la forme fi; i+ 1g, avec 0 � i < k � 1.

2.3.2 Le cycle

Le cycle C(k) est le graphe d'ordre k dont les sommets sont num�erot�es de 0 �a k � 1 et dont les

arêtes sont de la forme fi; (i + 1) mod kg, avec 0 � i < k.

2.3.3 Le graphe complet

Le graphe complet K(k) est le graphe d'ordre k tel que chaque sommet est li�e �a tous les autres.

2.3.4 La grille k-dimensionnelle

Les sommets de la grille k-dimensionnelle M

k

(d

1

; d

2

; : : : ; d

k

) sont les k-uplets d'entiers, not�es v =

(v

1

; v

2

; : : : ; v

k

), tels que 0 � v

i

< d

i

pour tout i compris entre 1 et k. Deux sommets sont li�es par

une arête si et seulement si leurs coordonn�ees sont respectivement �egales dans k � 1 dimensions,

et di��erent d'exactement 1 dans la dimension restante.

Par convention, on supposera toujours d

i

� d

i+1

, pour 1 � i < k.

010101000000

0110 0111

1010

0001

1011

0010

1100

0011

11011001

1110

1000

1111

a. Le graphe H(4).

10

20

02

21
11 22

12

01

00

b. Le graphe UB(3; 2).

Figure 2.1: Les graphes H(4) et UB(3; 2).
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2.3.5 L'hypercube

L'hypercube de dimension k, not�e H(k), est le graphe dont les sommets sont les mots de k lettres

v = v

1

v

2

: : : v

k

appartenant �a A

k

2

, et tel qu'il existe une arête entre deux sommets si et seulement

si ceux-ci di��erent d'exactement une lettre. Il est repr�esent�e en �gure 2.1.a.

2.3.6 Le graphe de De Bruijn non-orient�e d-aire

Les sommets v de UB(d; k) sont les mots de k lettres pris dans A

k

d

, not�es v = v

1

v

2

: : : v

k

. Il existe

une arête entre deux sommets distincts v

0

et v

00

si et seulement si les k�1 lettres les plus �a gauche

de l'un des sommets sont �egales aux k � 1 lettres les plus �a droite de l'autre sommet, c'est-�a-dire

v

00

= v

0

2

v

0

3

: : : v

0

k

x ou bien v

00

= xv

0

1

: : : v

0

k�2

v

0

k�1

, avec x 2 A

d

. Ce graphe est dessin�e en �gure 2.1.a.

0110

1100

1111

1001

0011

1110

1101

0111
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1010

0101

0000 01000001

1000

0010

a. Le graphe SE(4).

(3;0) (3;1) (3;2) (3;3) (3;4) (3;5) (3;6) (3;7)

(2;0) (2;1) (2;2) (2;3) (2;4) (2;5) (2;6) (2;7)

(1;0) (1;1) (1;2) (1;3) (1;4) (1;5) (1;6) (1;7)

(0;1) (0;2) (0;3) (0;4) (0;5) (0;6) (0;7)(0;0)

b. Le graphe FFT(3).

Figure 2.2: Les graphes SE(4) et FFT(3).

2.3.7 Le graphe \Shu�e-Exchange"

Le graphe \Shu�e-Exchange", not�e SE(k), a pour sommets les mots v = v

1

v

2

: : : v

k

de A

k

2

, et

il existe une arête entre deux sommets v

0

et v

00

si et seulement si v

00

s'obtient par un d�ecalage

cyclique des lettres de v

0

vers la gauche (v

00

= v

0

2

: : : v

0

k

v

1

) ou la droite (v

00

= v

0

k

v

0

1

: : : v

0

k�1

), ou bien

par compl�ementation de la derni�ere lettre de v

0

(v

00

= v

0

1

v

0

2

: : : v

0

k�1

v

0

k

). Un repr�esentant de cette

famille est dessin�e en �gure 2.2.a.

2.3.8 Le graphe \Fast Fourier Transform"

Les sommets de FFT(k) sont les couples d'entiers (l;m), avec 0 � l � k et 0 � m < 2

k

. Tout

sommet (l;m) de FFT(k) est li�e aux sommets (l� 1;m), (l� 1;m� 2

l�1

), (l+1;m), et (l+1;m�

2

l

), s'ils existent, comme dessin�e en �gure 2.2.b. On dira que deux sommets (l

0

;m

0

) et (l

00

;m

00

)

appartiennent au même niveau si et seulement si l

0

= l

00

.

2.3.9 Le graphe \Buttery"

Les sommets de BF(k) sont les couples d'entiers (l;m), avec 0 � l < k et 0 � m < 2

k

. Tout sommet

(l;m) de BF(k) est li�e aux sommets ((l� 1) mod k;m), ((l� 1) mod k;m� 2

l

), ((l+1) mod k;m),

et ((l + 1) mod k;m� 2

(l+1)modk

), comme dessin�e en �gure 2.3a.

On dira des sommets (l;m) ayant même valeur l qu'ils appartiennent au même niveau.
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(2;0) (2;1) (2;2) (2;3) (2;4) (2;5) (2;6) (2;7)

(1;7)

(0;7)(0;6)

(1;6)(1;5)

(0;5)(0;4)

(1;4)(1;3)

(0;3)(0;2)

(1;2)(1;1)

(0;1)(0;0)

(1;0)

a. Le graphe BF(3).

(0;0) (0;1)
(1;1)

(2;1)
(1;2)

(0;2)

(1;3)

(2;3)

(2;7)

(1;7)

(0;7)

(2;5)

(1;5)

(0;6)

(0;4)

(1;0)

(2;0)

(2;4)

(1;4)

(1;6)

(2;6)

(0;5)

(0;3)

(2;2)

b. Le graphe CCC(3).

Figure 2.3: Les graphes BF(3) et CCC(3).

2.3.10 Le graphe \Cube-Connected Cycles"

Les sommets de CCC(k) sont les couples d'entiers (l;m), avec 0 � l < k et 0 � m < 2

k

, et tout

sommet (l;m) de CCC(k) est li�e aux sommets ((l�1) mod k;m), ((l+1) mod k;m), et (l;m�2

l

),

comme illustr�e en �gure 2.3.b. Une autre repr�esentation de ce graphe est donn�ee en �gure 5.13,

page 44.

On dira des sommets (l;m) ayant même valeur l qu'ils appartiennent au même niveau.
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Largeur de bande, largeur de

coupe, et graphes quotients
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Chapitre 3

Pr�esentation du probl�eme

3.1 Largeur de bande et largeur de coupe

La largeur de bande et la largeur de coupe sont deux param�etres fondamentaux qui interviennent

dans la formulation de nombreux probl�emes mod�elis�es par des graphes.

Soit �(G) l'ensemble des num�erotations des sommets d'un graphe G d'ordre n, c'est-�a-dire l'en-

semble des bijections ' : V (G) �! f0; : : : ; n� 1g. La largeur de bande de G est

Bd(G)

def

= min

'2�(G)

�

max

fv

0

;v

00

g2E(G)

(j'(v

0

)� '(v

00

)j)

�

;

et la largeur de coupe de G est

Cw(G)

def

= min

'2�(G)

�

max

l2f0;:::;n�1g

(jffv

0

; v

00

g 2 E(G) = '(v

0

) � l < '(v

00

)gj)

�

:

Ces d�e�nitions, illustr�ees en �gure 3.1, sont bas�ees sur la num�erotation explicite des sommets du

graphe. Il en existe une autre formulation, relative au plongement de G dans la châ�ne de même

ordre P(n) [66].

Soit �(G) l'ensemble de tous les plongements � de G dans P(n). Les largeurs de bande et de coupe

0

1

2

3

4

7

6

5

a. Bd(UB(2; 3)) = 3. Exemple de num�ero-

tation donnant cette valeur, avec en gras les

arêtes concern�ees.

0

1

7

2

3 4

5

6

b. Cw(UB(2; 3)) = 4. Exemple de num�ero-

tation donnant cette valeur, avec en gras les

arêtes dont les valeurs des extr�emit�es enca-

drent la valeur du sommet gris.

Figure 3.1: Largeurs de bande et de coupe de UB(2; 3).
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de G s'�ecrivent alors

Bd(G) = min

�2�(G)

(dil(�)) ;

Cw(G) = min

�2�(G)

(cg(�)) :

Pour retrouver les premi�eres d�e�nitions �a partir de celles-ci, il su�t de num�eroter cons�ecutivement

les sommets de la châ�ne en partant d'une de ses extr�emit�es, et d'en d�eduire la num�erotation ' qui

associe �a chaque sommet de G le num�ero du sommet de P(n) qui est son image par �.

Inversement, les num�erotations '

G

peuvent être vues comme des plongements de G dans P(n), ce

qui fait que nous pouvons �etendre les d�e�nitions de la dilatation et de la congestion �a ' :

dil(')

def

= max

fv

0

;v

00

g2E(G)

(j'

G

(v

0

)� '

G

(v

00

)j) ; (3.1)

cg(') = max

fw

0

;w

00

g2E(P(n))

(jf�

G;P(n)

(fv

0

; v

00

g) = fv

0

; v

00

g 2 E(G) et

fw

0

; w

00

g 2 �

G;P(n)

(fv

0

; v

00

g)gj)

def

= max

v2V (G)

(jffv

0

; v

00

g 2 E(G) = '

G

(v

0

) � '

G

(v) < '

G

(v

00

)gj) : (3.2)

3.2 Applications

Les premiers travaux sur la largeur de bande ont �et�e motiv�es par l'optimisation des algorithmes

de calcul matriciel utilis�es dans la conduite de simulations num�eriques de ph�enom�enes physiques

par m�ethodes de di��erences et d'�el�ements �nis [35, 40, 62, 87]. Les r�esultats obtenus ont ensuite

�et�e �etendus �a la th�eorie des codes [46], puis �a l'implantation de circuits V.L.S.I. [56, 66, 94], pour

laquelle la largeur de coupe est �egalement utilis�ee [28, 66, 78, 90, 91].

Nous pr�esentons succintement ici deux domaines d'application des largeurs de bande et de coupe.

3.2.1 Application au calcul matriciel

La m�ethode habituelle pour simuler informatiquement un ph�enom�ene physique continu consiste

�a le discr�etiser dans l'espace et dans le temps. Pour cela, on construit un graphe maill�e G dont

les sommets portent les quantit�es physiques calcul�ees en un point de l'espace, et dont les arêtes

indiquent les d�ependances spatiales (voisinage) entre sommets.

Lorsque les d�ependances entre les variables situ�ees aux sommets sont lin�eaires, le probl�eme peut

être trait�e comme un syst�eme lin�eaire, et stock�e sous forme matricielle. Comme chaque sommet

du graphe n'est li�e qu'�a un petit nombre de voisins, chaque ligne de la matrice ne poss�ede que

peu de coe�cients non nuls. Le nombre de coe�cients non nuls de la matrice est donc born�e par

�(G) jV (G)j, qui est tr�es petit devant jV (G)j

2

; la matrice est dite creuse.

Pour �eviter de stocker dans une matrice pleine un grand nombre de termes nuls et d'e�ectuer sur

eux des op�erations inutiles, plusieurs m�ethodes ont �et�e propos�ees. Le stockage du pro�l consiste �a

stocker chaque ligne de la matrice sous forme d'un vecteur contenant tous les termes compris entre

le premier terme non-nul et la diagonale, comme illustr�e en �gure 3.2.
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a. Un graphe de maillage, et une num�erotation des incon-

nues port�ees par ses sommets.

14
15

13

11
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0
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3
4
5
6
7
8
9

10

b. La matrice associ�ee, dont seule la

partie diagonale inf�erieure est repr�e-

sent�ee.

Figure 3.2: Graphe de maillage et matrice pro�l sym�etrique associ�ee �a la num�erotation des incon-

nues. Les termes non-nuls sont repr�esent�es en noir, et les vecteurs pro�l en gris fonc�e.

L'inconv�enient des m�ethodes de pro�l est qu'elles sont tr�es sensibles �a la num�erotation des

inconnues, dont d�ependent les tailles des vecteurs. Pour r�eduire la taille totale du pro�l, il faut

minimiser la somme sur l'ensemble des sommets de l'�ecart maximal entre le num�ero d'un sommet

et les num�eros de tous ses voisins. Cette formulation est tr�es proche de celle de la largeur de bande,

qui minimise le maximum des �ecarts maximaux.

Historiquement, avant d'utiliser le pro�l, les num�ericiens stockaient la plus petite bande sous-

diagonale utile (repr�esent�ee en �gure 3.2.b par les traits pointill�es), dont ils cherchaient �a minimiser

la largeur ; de l�a vient le nom du param�etre. Le stockage du pro�l a rapidement supplant�e celui

de la bande, du fait de la place qu'il �economise lorsque les �ecarts maximaux de num�erotation par

rapport aux sommets voisins varient d'un sommet �a l'autre.

L'une des heuristiques les plus utilis�ee pour minimiser tant la largeur de bande que le pro�l est

celle de Gibbs, Poole, et Stockmeyer, que nous pr�esentons plus bas (voir �gure 3.3).

3.2.2 Application �a l'implantation de circuits V.L.S.I.

Un autre grand domaine d'application des largeurs de bande et de coupe est l'implantation de

circuits V.L.S.I.. La fabrication �a moindre coût de circuits logiques complexes n�ecessite de respec-

ter les contraintes inh�erentes �a la technologie employ�ee. Ces contraintes incluent la minimisation

de l'aire de silicium n�ecessaire au gravage du circuit, du nombre de couches utilis�ees pour router

les pistes conductrices, et de la longueur maximale de celles-ci, qui conditionne la fr�equence de

cadencement du circuit.

On mod�elise habituellement le circuit �electronique �a implanter par un graphe G dont les sommets

repr�esentent les composants (transistors �a l'�echelle du micro-processeur, composants �a l'�echelle de

la carte �a circuits imprim�es), et les arêtes les pistes conductrices.
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a. Num�erotation par couches du graphe �a partir d'un som-

met pseudo-p�eriph�erique.
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b. La matrice associ�ee.

Figure 3.3: Renum�erotation par la m�ethode de Gibbs, Poole, et Stockmeyer des sommets du graphe

de la �gure 3.2.a, et nouvelle matrice pro�l associ�ee.

Pour mod�eliser l'implantation V.L.S.I., Monien et Sudborough [66] proposent d'ordonner les

composants du circuit �a placer sur la premi�ere ligne d'une grille bidimensionnelle, et de router les

pistes en suivant les arêtes de la grille, sans que deux pistes partagent la même arête (voir �gure 3.4).

Cette implantation ne n�ecessite que deux couches (l'une pour router les portions horizontales des

pistes, l'autre pour les portions verticales), et son aire est born�ee par

P

v2V (G)

�(v) = 2 jE(G)j mul-

tipli�e par le nombre maximal d'arêtes passant les unes au dessus des autres.

Figure 3.4: Mod�elisation de l'implantation V.L.S.I. d'un circuit.

Si l'on contracte les composants ainsi align�es, on se ram�ene au probl�eme du plongement du

graphe G dans la châ�ne de même ordre. Le nombre d'arêtes qui se croisent est donc minimis�e par

la largeur de coupe de G, et l'aire de l'implantation par 2 jE(G)jCw(G). De même, la longueur de

la plus grande piste est au moins �egale �a Bd(G).

Notons cependant que les num�erotations qui minimisent la largeur de bande permettent rarement

de minimiser simultan�ement la largeur de coupe, et r�eciproquement.

3.3 R�esultats connus

Les largeurs de bande et de coupe ont �et�e tr�es �etudi�ees [16, et r�ef�erences contenues]. Citons en

particulier quelques th�eor�emes g�en�eraux.



3.4. Notre travail 15

Th�eor�eme3.1. [19] Pour tout graphe G,

Bd(G) � jV (G)j �

1 +

q

(2jV (G)j � 1)

2

� 8jE(G)j

2

:

Th�eor�eme3.2. [17] Pour tout graphe G,

Bd(G) �

�

jV (G)j � 1

diam(G)

�

:

Papadimitriou [73, 36] et Gavril [38] ont montr�e respectivement que d�eterminer la largeur de

bande et la largeur de coupe d'un graphe quelconque �etait NP-complet. De fait, l'obtension d'en-

cadrements serr�es des largeurs de bande et de coupe n�ecessite de restreindre le cadre de travail.

Une premi�ere approche consiste �a ne s'int�eresser qu'�a des familles de graphes sp�eci�ques, dont

on utilise les propri�et�es, que ce soit dans des calculs analytiques d�ebouchant sur l'obtension de

th�eor�emes [8, 17, 20, 47, 70, 69], ou bien sur la construction d'algorithmes polynomiaux [18].

Pour obtenir des majorations des largeurs de bande et de coupe de graphes quelconques en

temps polynomial, de nombreuses heuristiques ont �egalement �et�e propos�ees, telles celles pr�esent�ees

dans [35, 43, 87], ou bien celle de Gibbs, Poole, et Stockmeyer [40].

L'algorithme de Gibbs, Poole, et Stockmeyer est une heuristique de renum�erotation des sommets

de graphes dont le but est de r�eduire l'�ecart entre les num�eros de sommets voisins. Elle s'applique

autant �a la r�eduction de pro�l qu'�a la r�eduction de bande, puisque la r�eduction de la somme des

�ecarts entrâ�ne celle de leur maximum.

La premi�ere phase de l'algorithme consiste �a d�ecouper le graphe consid�er�e en couches. Partant d'un

sommet quelconque du graphe, que l'on a�ecte �a la couche de num�ero 0, on construit successivement

les autres couches en a�ectant �a la couche i tous les voisins des sommets de la couche i�1 n'ayant

pas encore �et�e a�ect�es (ceci revient �a construire un arbre recouvrant en largeur ayant comme racine

le sommet initial). Lorsque tous les sommets du graphe ont �et�e a�ect�es, un sommet de plus petit

degr�e appartenant �a la couche de plus grand num�ero devient le nouveau sommet de d�epart, et

le processus de d�ecoupage est r�eit�er�e tant que cela conduit �a augmenter le nombre de couches.

Comme l'algorithme cherche �a maximiser la hauteur des arbres construits �a partir des sommets de

d�epart choisis, ceux-ci sont appel�es n�uds pseudo-p�eriph�eriques.

Une fois la phase de d�ecoupage termin�ee, l'algorithme num�erote les sommets cons�ecutivement,

couche apr�es couche, en partant de la couche de num�ero 0, comme illustr�e en �gure 3.3.a. La

dilatation de la num�erotation ainsi calcul�ee est donc major�ee par le double de la taille de la plus

grande couche. En cherchant �a maximiser le nombre de couches, la premi�ere phase a en fait pour

but de r�eduire leurs tailles.

3.4 Notre travail

�

A plusieurs reprises [17, 40], les m�ethodes utilis�ees pour calculer la largeur de bande mettent en

�uvre le regroupement de sommets a�n de num�eroter en deux �etapes ces groupes puis les sommets



16 Chapitre 3. Pr

�

esentation du probl

�

eme

qui les constituent. Le principe de ces m�ethodes est de diminuer la complexit�e du probl�eme de

num�erotation en orientant la recherche des solutions par le groupement pr�ealable et judicieux des

sommets.

En formalisant cette approche au moyen des graphes quotients, nous exprimons la largeur de

bande d'un graphe en fonction de celle de ses graphes quotients et des sous-graphes induits par

les quotientements (c'est-�a-dire des sous-graphes partiels du graphe initial contract�es en un unique

sommet des graphes quotients). Nous faisons de même pour la largeur de coupe.

Ces r�esultats g�en�eraux sont appliqu�es, dans le cadre d'�etudes sp�eci�ques, �a di��erentes familles

de graphes mod�elisant les r�eseaux d'interconnexion de machines parall�eles (c'est-�a-dire dont les

sommets repr�esentent les n�uds du r�eseau {routeurs et processeurs de calcul{ et les arêtes les

liens de communication entre n�uds). Les graphes quotients utilis�es �a cette occasion sont soit des

châ�nes, soit des cycles.

Lorsque la structure des graphes �etudi�es s'y prête, il est possible de trouver des quotientements

induisant des sous-graphes de même topologie que le graphe initial, ce qui permet d'appliquer

r�ecursivement la m�ethode. Les majorations que nous d�emontrons de cette mani�ere ne concernent

que la largeur de coupe. En e�et, pour la largeur de bande, les valeurs obtenues par ce moyen se

sont av�er�ees moins bonnes que celles provenant d'un quotientement direct.

Lors du calcul des majorations de la largeur de bande, nous utilisons parfois la num�erotation induite

par notre quotientement pour calculer directement et plus �nement la dilatation. Nos r�esultats

g�en�eraux servent alors plus en tant que cadre m�ethodologique pour la recherche de num�erotations

que comme th�eor�emes directement applicables.

Nous retrouvons des bornes d�ej�a connues sur les graphes de grille bidimensionnelle et les hy-

percubes, et d�emontrons des majorations, in�edites �a notre connaissance, des largeurs de bande et

de coupe des graphes \Buttery", FFT, CCC, et de De Bruijn binaires. Ce travail a fait l'objet

d'un rapport interne [6], et a �et�e soumis pour publication.

Pour expliciter certaines majorations, calcul�ees sous la forme de sommes discr�etes et inexploi-

tables en l'�etat, nous passons du domaine discret au domaine continu. Nous utilisons pour cela une

�ecriture du symbole de Kronecker comme int�egrale d'une exponentielle complexe, ce qui nous per-

met de ramener des sommes imbriqu�ees de termes entiers �a l'int�egrale simple de la puissance d'une

somme unique. En appliquant le th�eor�eme de Laplace �a ces expressions int�egrales, nous obtenons

des �equivalents asymptotiques des majorants �etudi�es. Ceci nous permet de proposer un �equivalent

asymptotique de nos majorations des largeurs de bande [74] et de coupe du graphe de De Bruijn

d-aire.

Nous prouvons �egalement des minorations des largeurs de bande et de coupe, en utilisant les

bissections sommet et arête.



Chapitre 4

D�e�nitions et notations

Ce chapitre est consacr�e �a la d�e�nition des objets et outils math�ematiques sp�eci�ques que nous

allons utiliser dans la suite de cette partie.

4.1 Partitionnements de graphes

Soit V (G) l'ensemble non-vide des sommets d'un graphe G d'ordre n. Une partition � de V (G)

est le d�ecoupage de V (G) en N parties �, tel que :

� aucune partie n'est vide ;

� toutes les parties sont deux �a deux disjointes ;

� l'union de toutes les parties contient tous les sommets de V (G) (on a donc 1 � N � n).

Un exemple de partition est donn�e en �gure 4.1.

Nous noterons P

V

(G) l'ensemble de toutes les partitions de V (G).

a. Un graphe G. b. Une partition � de G.

Figure 4.1: Partition d'un graphe.

Pour tout sommet v de G, �(v) repr�esente la partie de � contenant v. La taille de la plus grande

partie d'une partition est not�ee max

�

def

= max

�2�

(j�j).

17
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Le cocycle !(�) d'une partie � est l'ensemble des arêtes ayant exactement une de leurs extr�emit�es

dans �. Le cardinal du plus grand cocycle de la partition est max

!

def

= max

�2�

(j!(�)j).

Pour toute partie � d'une partition � de P

V

(G), on notera E

I

(�) et E

E

(�) les ensembles des

arêtes de E(G) ayant respectivement leurs deux extr�emit�es dans � (arêtes internes aux parties),

et aucune de leurs extr�emit�es dans � (arêtes externes �a �). A�n d'harmoniser les notations dans

les calculs, on notera parfois E

C

(�) le cocycle d'une partie �. Ces di��erents types d'arêtes sont

repr�esent�es en �gure 4.2.a.

Par extension, on d�e�nit

E

I

(�)

def

=

[

�2�

E

I

(�) et E

E

(�)

def

= E(G)�E

I

(�) ;

qui repr�esentent respectivement les arêtes internes et externes �a l'ensemble des parties de la par-

tition, comme illustr�e en �gure 4.2.b.

π
a. Arêtes du cocycle (en pointill�es), externes (en tirets),

et internes (en traits pleins) �a la partie � de G.

b. Extension �a la partition.

Figure 4.2: Les trois types d'arêtes.

4.2 Graphes quotients et sous-graphes induits

Le graphe quotient Q = G

=�

d'un graphe G par rapport �a une partition � de V (G) (�gure 4.3.b)

est d�e�ni par :

(

V (Q) = �

(f�

0

; �

00

g 2 E(Q)) () (�

0

6= �

00

; 9v

0

2 �

0

; 9v

00

2 �

00

= fv

0

; v

00

g 2 E(G)) :

Pour toute partie � de �, nous noterons G[�] le sous-graphe de G induit par �, c'est-�a-dire le

graphe dont l'ensemble de sommets est � et l'ensemble d'arêtes E

I

(�) (�gure 4.3.a).

4.3 Num�erotations

Une num�erotation ' des sommets d'un graphe G est une bijection de V (G) vers f0; 1; : : :; n� 1g.

De ' d�ecoule une orientation implicite des arêtes de G, �a partir de laquelle on d�e�nit les demi-degr�es



4.3. Num

�

erotations 19

π
a. Le graphe G[�].

π

b. Le graphe G

=�

.

Figure 4.3: Graphe induit et graphe quotient issus du graphe G repr�esent�e en �gure 4.2.a.

inf�erieurs et sup�erieurs des sommets du graphe. Pour tout v appartenant �a V (G),

�

�

'

(v)

def

= jffv

0

; vg 2 E(G) = '(v

0

) < '(v)gj ;

�

+

'

(v)

def

= jffv; v

00

g 2 E(G) = '(v) < '(v

00

)gj :

Si ' et � sont respectivement une num�erotation des sommets et une partition d'un graphe G,

la restriction de ' �a une partie � de G, not�ee '

j�

, est la num�erotation de G[�] telle que pour tous

sommets v

0

et v

00

appartenant �a �, ('(v

0

) < '(v

00

))() ('

j�

(v

0

) < '

j�

(v

00

)).

Nous noterons �

Q

(G;�) l'ensemble des num�erotations'

Q

du graphe quotientQ = G

=�

; num�eroter

les sommets de Q est �equivalent �a num�eroter les parties de �.

Soit '

Q

une num�erotation d'une partition � d'un graphe G. Pour toute partie � de � et tout

sommet v de �, on d�e�nit les degr�es entrant et sortant de v externes �a � par :

�

�

�;'

Q

(v)

def

= jffv

0

; vg 2 !(�(v)) = '

Q

(�(v

0

)) < '

Q

(�(v))gj ;

�

+

�;'

Q

(v)

def

= jffv; v

00

g 2 !(�(v)) = '

Q

(�(v

00

)) > '

Q

(�(v))gj :

Cette notation est �etendue �a la partie toute enti�ere :

�

�

�;'

Q

(�)

def

= min

v2�

�

�

�

�;'

Q

(v)

�

;

�

+

�;'

Q

(�)

def

= min

v2�

�

�

+

�;'

Q

(v)

�

:

�

Etant donn�e un graphe G, une partition � de ses sommets en N parties, et une num�erotation

'

Q

des sommets du graphe quotient Q = G

=�

, nous appelons num�erotation induite des sommets

de G par � et '

Q

une num�erotation '

G

des sommets de G telle que

8 �

0

; �

00

2 �; ('

Q

(�

0

) < '

Q

(�

00

)) () (8 v

0

2 �

0

; 8 v

00

2 �

00

; '

G

(v

0

) < '

G

(v

00

)) ;

ce qui �equivaut �a l'ensemble de propri�et�es suivant :

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

S

v2�

f'

G

(v)g = fp

'

Q

(�)

; : : : ; P

'

Q

(�)

g dans chaque partie, les num�eros forment des

intervalles,

N�1

S

i=0

fp

i

; : : : ; P

i

g = f0; : : : ; n� 1g les intervalles sont disjoints et couvrent

f0; : : : ; n� 1g,

8i 2 f1; : : : ; N � 1g; p

i

= P

i�1

+ 1 les parties de num�eros croissants donnent des

intervalles de num�eros croissants.
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En particulier, p

0

= 0, P

0

= j'

�1

Q

(0)j � 1, p

1

= j'

�1

Q

(0)j, P

1

= j'

�1

Q

(0)j + j'

�1

Q

(1)j � 1, : : : ,

P

N�1

= n� 1.

Nous noterons �

G

(G;�; '

Q

) l'ensemble de toutes les num�erotations '

G

induites par un '

Q

de

�

Q

(G;�). Nous appellerons alors con�guration de G tout triplet (�; '

Q

; '

G

) tel que � 2 P

V

(G),

'

Q

2 �

Q

(G;�), et '

G

2 �

G

(G;�; '

Q

).

Puisque la partition �a n parties �

�

=

V (G) autorise toujours des num�erotations '

G

�

=

'

Q

qui

permettent d'atteindre les largeurs de bande et de coupe de G, nous avons

Bd(G) = min

(�; '

Q

; '

G

)

con�guration de G

(dil('

G

)) ; (4.1)

Cw(G) = min

(�; '

Q

; '

G

)

con�guration de G

(cg('

G

)) : (4.2)

4.4 Bissections

La bissection arête Bis

e

(G) d'un graphe G est le cardinal du plus petit ensemble d'arêtes d�econ-

nectant G en deux sous-graphes de même ordre, �a un pr�es si l'ordre de G est impair.

La bissection sommet Bis

v

(G) d'un graphe G est le cardinal du plus petit ensemble de sommets

d�econnectant G en deux sous-graphes de même ordre.

Figure 4.4: Les sommets blancs d�econnectent le graphe en deux parties de cardinaux �egaux �a un

pr�es. A�n de les �egaliser, on compte dans la bissection sommet le sommet gris.

La d�e�nition de la bissection sommet n'est pas, mutatis mutandis, strictement �equivalente �a celle

de la bissection arête. En e�et, la bissection sommet assure l'�egalit�e stricte des ordres des deux

sous-graphes r�esultants, ce qui implique l'ajout �eventuel �a l'ensemble d�econnectant d'un sommet

ayant pour fonction d'assurer cette �egalit�e, alors que l'�egalit�e �a un pr�es ne l'aurait pas n�ecessit�e

(voir �gure 4.4). Nous d�e�nissons donc la bissection sommet �a-un-pr�es Bis

0

v

(G) d'un graphe G

comme le cardinal du plus petit ensemble de sommets d�econnectant G en deux sous-graphes de

même ordre, �a un pr�es.

Il est �a noter que Bis

v

(G) s'obtient directement �a partir de Bis

0

v

(G), alors que la r�eciproque est

fausse. En e�et, on a

Bis

v

(G) =

(

Bis

0

v

(G) si n� Bis

0

v

(G) est pair

Bis

0

v

(G) + 1 si n� Bis

0

v

(G) est impair :



Chapitre 5

R�esultats g�en�eraux et

applications

Dans ce chapitre, nous donnons des majorations et minorations g�en�erales des largeurs de bande et

de coupe. Le calcul des bornes sup�erieures est bas�e sur l'expression des num�erotations du graphe

consid�er�e par rapport �a celles de ses graphes quotients. Les bornes inf�erieures sont, elles, li�ees aux

bissections sommet et arête du graphe.

La seconde partie du chapitre est consacr�ee �a l'application de ces r�esultats �a plusieurs familles de

graphes de r�eseaux d'interconnexion.

5.1 R�esultats sur la largeur de bande

Th�eor�eme5.3. Si G est un graphe, Q le graphe quotient obtenu �a partir d'une partition � de G,

'

Q

une num�erotation de Q appartenant �a �

Q

(G;�) donnant la largeur de bande de Q, et '

G

une

num�erotation de �

G

(G;�; '

Q

), alors

Bd(G) � max(�

i

('

G

); (Bd(Q) � 1)max

�

+ �

e

('

G

)) ;

o�u

8

>

>

<

>

>

:

�

i

('

G

) = max

�2�

�

dil('

G

j�

)

�

;

�

e

('

G

) = max

fv

0

; v

00

g 2 E

E

(�)

'

G

(v

0

) < '

G

(v

00

)

�

(P

'

Q

(�(v

0

))

� '

G

(v

0

)) +

�

'

G

(v

00

)� p

'

Q

(�(v

00

))

�

+ 1

�

:

Preuve. A�n de faire apparâ�tre des termes d�ependant de Q dans l'expression de la largeur de

bande de G, nous r�e�ecrivons celle-ci en di��erenciant les termes internes aux parties de la partition

des termes externes �a celles-ci.

Pour toutes les con�gurations (�; '

Q

; '

G

) de G respectant l'hypoth�ese, nous avons, en repre-

nant (3.1),

dil('

G

) = max

fv

0

;v

00

g2E(G)

(j'

G

(v

0

) � '

G

(v

00

)j)

= max

�

max

fv

0

;v

00

g2E

I

(�)

(j'

G

(v

0

)� '

G

(v

00

)j); max

fv

0

;v

00

g2E

E

(�)

(j'

G

(v

0

) � '

G

(v

00

)j)

�

:

21



22 Chapitre 5. R

�

esultats g

�

en

�

eraux et applications

�

Evaluons s�epar�ement chacun de ces deux termes.

� Comme '

G

est une num�erotation induite par '

Q

, les num�eros des sommets de chaque partie

forment un intervalle, d'o�u

max

fv

0

;v

00

g2E

I

(�)

(j'

G

(v

0

) � '

G

(v

00

)j) = max

�2�

�

max

fv

0

;v

00

g2E

I

(�)

(j'

G

(v

0

)� '

G

(v

00

)j)

�

= max

�2�

�

max

fv

0

;v

00

g2E

I

(�)

(j'

G

j�

(v

0

) � '

G

j�

(v

00

)j)

�

= max

�2�

�

dil('

G

j�

)

�

= �

i

('

G

) :

� Quand E

E

n'est pas vide, Bd(Q) � 1, et pour toutes les arêtes fv

0

; v

00

g appartenant �a E

E

,

avec q

0

= '

Q

(�(v

0

)) < '

Q

(�(v

00

)) = q

00

, on a q

00

� q

0

� Bd(Q) et

'

G

(v

00

) � '

G

(v

0

) = ('

G

(v

00

) � p

q

00

+ 1) + (P

q

00

�1

� p

q

0

+1

+ 1) + (P

q

0

� '

G

(v

0

))

=

P

q

0

<q<q

00

j'

�1

Q

(q)j+ (P

q

0

� '

G

(v

0

)) + ('

G

(v

00

)� p

q

00

) + 1

� (Bd(Q)� 1)max

�

+ (P

q

0

� '

G

(v

0

)) + ('

G

(v

00

)� p

q

00

) + 1 ;

d'o�u max

fv

0

;v

00

g2E

E

(�)

(j'

G

(v

0

) � '

G

(v

00

)j) � (Bd(Q)� 1)max

�

+ �

e

('

G

).

En combinant ces deux r�esultats avec l'�equation (4.1), on obtient la borne annonc�ee. ut

Corollaire5.4. Soit G un graphe d'ordre n,et Q le graphe quotient obtenu �a partir d'une partition

� de V (G).

Bd(G) � (Bd(Q) + 1)max

�

� 1 :

Preuve. Soit '

Q

une num�erotation de Q donnant la largeur de bande de Q. Pour toute num�ero-

tation '

G

de G induite par � et '

Q

, on a �

i

('

G

) � max

�

� 1 et �

e

('

G

) � 2(max

�

� 1) + 1. En

appliquant ces majorations �a l'�enonc�e du th�eor�eme 5.3, on obtient le r�esultat souhait�e. ut

Th�eor�eme5.5. Pour tout graphe G,

Bd(G) � Bis

0

v

(G) :

Preuve. Soit G un graphe d'ordre n, et ' une num�erotation de G donnant la largeur de bande de

G, c'est-�a-dire telle que dil(') = Bd(G). Posons

b

1

=

�

n� Bd(G)

2

�

et b

2

=

�

n+Bd(G)

2

�

;

et soit V

d

= fv 2 V (G) = b

1

� '(v) < b

2

g.

Il ne peut exister dans E(G) d'arête fv

0

; v

00

g telle que '(v

0

) < b

1

et '(v

00

) � b

2

, puisque j'(v

0

) �

'(v

00

)j � Bd(G) = b

2

� b

1

. De ce fait, V

d

d�econnecte G en deux sous-graphes G

1

et G

2

tels que

jV (G

1

)j = jV (G

2

)j ou bien jV (G

1

)j = jV (G

2

)j � 1, et donc Bis

0

v

(G) � jV

d

j = Bd(G). ut
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5.2 R�esultats sur la largeur de coupe

Th�eor�eme5.6. Si G est un graphe, Q le graphe quotient obtenu �a partir d'une partition � de

V (G), et '

Q

une num�erotation de Q appartenant �a �

Q

(G;�) donnant la largeur de coupe de Q,

alors

Cw(G) �

�

Cw(Q) �

l

�(Q)

2

m�

�max

!

+

max

�2�

�

Cw(G[�]) + j!(�)j � j�j �min

�

�

�

�;'

Q

(�); �

+

�;'

Q

(�)

��

:

Preuve. D'apr�es l'�equation (4.2), nous savons que, pour tout '

G

appartenant �a �

G

(G;�; '

Q

),

Cw(G) � cg('

G

). Pour faire apparâ�tre des termes d�ependant de Q dans l'expression de cg('

G

),

nous d�ecomposons celle-ci en trois termes prenant en compte les arêtes de G respectivement ex-

ternes �a une partie donn�ee, appartenant au cocycle de cette partie, et internes �a la partie, comme

illustr�e en �gure 5.1. Pour toute num�erotation '

G

appartenant �a �

G

(G;�; '

Q

), on a, en repre-

nant (3.2),

Cw(G) � cg('

G

) = max

v2V (G)

(jffv

0

; v

00

g 2 E(G) = '

G

(v

0

) � '

G

(v) < '

G

(v

00

)gj)

= max

�2�

�

max

v2�

(jffv

0

; v

00

g 2 E

E

(�) [E

C

(�) [E

I

(�) =

'

G

(v

0

) � '

G

(v) < '

G

(v

00

)gj)

�

:

Posons

f

E

(�) = max

v2�

(jffv

0

; v

00

g 2 E

E

(�) = '

G

(v

0

) � '

G

(v) < '

G

(v

00

)gj) ;

f

C

(�) = max

v2�

(jffv

0

; v

00

g 2 E

C

(�) = '

G

(v

0

) � '

G

(v) < '

G

(v

00

)gj) ; et

f

I

(�) = max

v2�

(jffv

0

; v

00

g 2 E

I

(�) = '

G

(v

0

) � '

G

(v) < '

G

(v

00

)gj) :

Ainsi, cg('

G

) � max

�2�

(f

E

(�) + f

C

(�) + f

I

(�)) :

�

Etudions s�epar�ement chacun de ces trois termes. Soit � un �el�ement de �, et v un sommet de �.

� f

E

(�) d�enombrant des arêtes externes �a �, le choix de v dans � n'est en fait pas signi�catif.

Consid�erons alors le graphe quotient Q. Soient �

�

et �

+

les sommets de Q tels que '

Q

(�

�

) =

'

Q

(�) � 1 et '

Q

(�

+

) = '

Q

(�) + 1, s'ils existent. Le nombre d'arêtes de Q dont les num�eros

des extr�emit�es encadrent strictement '

Q

(�), que nous notons g

E

(�), peut s'�ecrire de deux

mani�eres :

g

E

(�) = jffw

0

; w

00

g 2 E(Q) = '

Q

(w

0

) � '

Q

(�

�

) < '

Q

(w

00

)gj � �

�

'

Q

(�) , et

g

E

(�) = jffw

0

; w

00

g 2 E(Q) = '

Q

(w

0

) � '

Q

(�) < '

Q

(w

00

)gj � �

+

'

Q

(�) :

v

π

Figure 5.1: Contribution �a la congestion des arêtes externes (en tirets), du cocycle (en pointill�es),

et internes (en traits pleins) �a la partie �
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Comme le premier terme du membre droit de chacune des �egalit�es est, par d�e�nition, major�e

par cg('

Q

), on a g

E

(�) � cg('

Q

)�min

�

�

�

'

Q

(�); �

+

'

Q

(�)

�

, et puisque �

�

'

Q

(�)+�

+

'

Q

(�) = �(�),

le minimum des degr�es partiels est toujours sup�erieur ou �egal �a

l

�(�)

2

m

, d'o�u

g

E

(�) � cg('

Q

) �

�

�(�)

2

�

:

Comme une arête de Q quotiente au plus max

!

arêtes de G,

f

E

(�) � max

!

�

�

cg('

Q

) �

�

�(�)

2

��

:

� Le deuxi�eme terme est trivialement born�e par jE

C

(�)j = j!(�)j. Remarquons cependant que,

de tout sommet v

0

de � tel que '

G

(v

0

) � '

G

(v), au moins �

+

�;'

Q

(�) arêtes de E

C

(�) sont

incidentes �a v

00

et telles que '

G

(v

00

) > '

G

(v

0

) ; elles ne doivent donc pas être prises en compte.

De même, pour tout sommet v

0

de � tel que '

G

(v

0

) < '

G

(v), au moins �

�

�;'

Q

(�) arêtes ne

doivent pas être compt�ees. Ainsi,

jffv

0

; v

00

g 2 E

C

(�) = '

G

(v

0

) � '

G

(v) < '

G

(v

00

)gj � j!(�)j � j�j �min

�

�

�

�;'

Q

(�); �

+

�;'

Q

(�)

�

:

� Le troisi�eme terme est, par d�e�nition, �egal �a la congestion de G[�] num�erot�e par la restriction

de '

G

�a �, c'est-�a-dire cg('

G

j�

).

En combinant ces trois bornes, nous arrivons �a

Cw(G) � max

�2�

��

cg('

Q

)�

l

�(�)

2

m�

�max

!

+ cg('

G

j�

) +

�

j!(�)j � j�j �min

�

�

�

�;'

Q

(�); �

+

�;'

Q

(�)

���

:

Puisque, dans chaque partie, la num�erotation '

G

des sommets de G est continue et ind�ependante

des num�erotations dans les autres parties, il est possible, une fois donn�e un '

Q

, d'obtenir une

num�erotation '

G

induite telle que la restriction de '

G

�a chacune des parties � de � donne la largeur

de coupe de G[�]. Nous concluons la preuve en combinant cette num�erotation avec l'in�egalit�e ci-

dessus. ut

Th�eor�eme5.7. Pour tout graphe G,

Cw(G) � Bis

e

(G) :

Preuve. Soit G un graphe d'ordre n, et ' une num�erotation de G donnant la largeur de coupe de G,

c'est-�a-dire telle que cg(') = Cw(G), et soit E

d

=

�

fv

0

; v

00

g 2 E(G) = '

G

(v

0

) �

�

n�1

2

�

< '

G

(v

00

)

	

.

Par d�e�nition de la largeur de coupe, jE

d

j � Cw(G), et E

d

d�econnecte G en deux sous-graphes G

1

et G

2

tels que jV (G

1

)j =

�

n�1

2

�

et jV (G

2

)j =

�

n�1

2

�

. On a donc Bis

e

(G) � jE

d

j � Cw(G). ut

5.3 Applications

Nous nous consacrons ici �a l'application des r�esultats de la section pr�ec�edente �a di��erentes familles

de graphes de r�eseaux d'interconnexion. Ces graphes, dont les largeurs de bande et de coupe ont

�et�e �etudi�ees principalement dans le cadre de l'implantation V.L.S.I. [20, 47, 70, 69], poss�edent des

propri�et�es de structure dont nous tirons parti pour construire leurs partitions.
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5.3.1 La grille bidimensionnelle

La largeur de bande de la grille bidimensionnelle a �et�e calcul�ee par Chv�atalov�a.

Th�eor�eme5.8. [20]

Bd(M

2

(d

1

; d

2

)) = d1 :

Proposition5.9.

d

1

� Cw(M

2

(d

1

; d

2

)) � d

1

+ 1 si d

2

est pair ;

Cw(M

2

(d

1

; d

2

)) = d

1

+ 1 si d

2

est impair :

Preuve. Pour majorer la largeur de coupe, une intuition imm�ediate est de partitionner la grille en

regroupant les sommets appartenant �a une même dimension. Nous d�e�nissons donc la con�guration

(�; '

Q

; '

G

) suivante :

� � = f�

0

; �

1

; : : : ; �

d

2

�1

g, o�u �

q

= f(v

1

; v

2

) 2 V (M

2

(d

1

; d

2

)) = v

2

= qg ;

� '

Q

(�

q

) = q ;

� '

G

(v

1

; v

2

) = '

Q

(�

v

2

) � d

1

+ v

1

.

Pour tout q appartenant �a f0; 1; : : : ; d

2

� 1g, j�

q

j = d

1

, et M

2

(d

1

; d

2

)[�

q

] est isomorphe �a la châ�ne

P(d

1

), donc Cw(M

2

(d

1

; d

2

)[�

q

]) = 1.

M

2

(d

1

; d

2

)

=�

est isomorphe �a P(d

2

), d'o�u Cw(M

2

(d

1

; d

2

)

=�

) = 1. De plus, tout sommet v d'une

partie �

q

est reli�e �a un sommet au plus de �

q�1

quand q > 0, et �a un sommet au plus de �

q+1

quand q < (d

2

� 1). De fait,

j!(�

0

)j = d

1

, �

�

�;'

Q

(�

0

) = 0, �

+

�;'

Q

(�

0

) = 1 ;

pour 0 < q < d

2

� 1, j!(�

q

)j = 2d

1

, �

�

�;'

Q

(�

q

) = 1, �

+

�;'

Q

(�

q

) = 1 ;

j!(�

d

2

�1

)j = d

1

, �

�

�;'

Q

(�

d

2

�1

) = 1, �

+

�;'

Q

(�

d

2

�1

) = 0 .

Il en d�ecoule que, pour tout �

q

, j!(�

q

)j � j�

q

j � min(�

�

�;'

Q

(�

q

); �

+

�;'

Q

(�

q

)) = d

1

, et donc, par le

th�eor�eme 5.6, que Cw(M

2

(d

1

; d

2

)) � d

1

+ 1.

Pour la minoration, on peut montrer, d'apr�es [57, pages 223{226], que Bis

e

(M

2

(d

1

; d

2

)) = d

1

si d

2

est pair, et d

1

+ 1 si d

2

est impair. Le th�eor�eme 5.7 nous permet alors d'obtenir le r�esultat

annonc�e. ut

5.3.2 L'hypercube

Une expression de la largeur de bande de l'hypercube a �et�e donn�ee par Harper [47]. Lai et

Sprague [55] ont ult�erieurement calcul�e son �equivalent asymptotique.

Th�eor�eme5.10. [47, 55]

Bd(H(k)) =

k�1

P

j=0

�

j

d

j

2

e

�

;

Bd(H(k)) 2 �

�

2

k

p

�k

�

:

Proposition5.11.

2

k�1

� Cw(H(k)) � 2

k

� 1 :
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Preuve. La preuve de la borne sup�erieure du th�eor�eme est bas�ee sur la construction r�ecursive des

hypercubes. Nous d�e�nissons une partition dont chaque partie contient un sous-hypercube, comme

illustr�e en �gure 5.2 :

� � = f�

0

; �

1

g, o�u

(

�

0

= fv 2 V (H(k)) = v = 0v

2

: : : v

k

g ;

�

1

= fv 2 V (H(k)) = v = 1v

2

: : : v

k

g ;

� '

Q

(�

q

) = q ;

� '

G

(v) = [v] .

000 001

011010 110

100 101

111

a. H(3) et sa partition : deux H(2).

00

10 11

01

b. H(2) est isomorphe �a C(4).

Figure 5.2: Structure r�ecursive des hypercubes.

Par d�e�nition, H(k)[�

0

] et H(k)[�

1

] sont isomorphes �a H(k � 1) et H(k)

=�

est isomorphe �a P(2),

d'o�u Cw(H(k)

=�

) = 1, �(H(k)

=�

) = 1, et

j�

0

j = 2

k�1

, j!(�

0

)j = 2

k�1

, Cw(G[�

0

]) = Cw(H(k � 1)),

j�

1

j = 2

k�1

, j!(�

1

)j = 2

k�1

, Cw(G[�

1

]) = Cw(H(k � 1)),

�

�

�;'

Q

(�

0

) = 0, �

+

�;'

Q

(�

0

) = 1,

�

�

�;'

Q

(�

1

) = 1, �

+

�;'

Q

(�

1

) = 0.

Par le th�eor�eme 5.6, nous obtenons

Cw(H(k)) � max

�2f�

0

;�

1

g

�

Cw(H(k)[�]) + j!(�)j � j�j �min

�

�

�

�;'

Q

(�); �

+

�;'

Q

(�)

��

� Cw(H(k � 1)) + 2

k�1

:

Comme H(2) est isomorphe au cycle C(4), Cw(H(2)) = 2, et

Cw(H(k)) � 2

k�1

+ 2

k�2

+ � � �+ 4 + 2 = 2

k

� 2 :

Il a �et�e prouv�e dans [21, page 11] que Bis

e

(H(k)) � 2

k�1

. Puisqu'un couplage parfait donne

trivialement Bis

e

(H(k)) � 2

k�1

, alors Bis

e

(H(k)) = 2

k�1

. Appliquer le th�eor�eme 5.7 permet de

conclure. ut

La valeur exacte de Cw(H(k)) a �et�e trouv�ee ind�ependamment par Nakano et Bel Hala.

Th�eor�eme5.12. [8, 70]

Cw(H(k)) =

�

1

3

2

k+1

�

:
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5.3.3 Le graphe de De Bruijn binaire

Nous allons exclusivement �etudier ici le graph de De Bruijn non orient�e binaire, c'est-�a-dire

UB(2; k).

A�n d'obtenir un graphe quotient qui soit une châ�ne, nous quotientons UB(2; k) selon le poids

de Hamming de ses sommets, puisque la di��erence entre les poids de Hamming de deux sommets

li�es par une arête est d'au plus 1. Nous allons donc utiliser la con�guration suivante, illustr�ee en

�gure 5.3 :

� � = f�

0

; �

1

; : : : ; �

k

g, o�u �

q

= fv 2 V (UB(2; k)) =H(v) = qg ;

� '

Q

(�

q

) = q ;

� '

G

, d�e�nie comme :

{ '

G

(0

k

) = 0 ,

{ 8v

0

; v

00

2 V (UB(2; k)); ('

G

(v

0

) > '

G

(v

00

)) () (('

Q

(�(v

0

)) > '

Q

(�(v

00

))) ou (�(v

0

) =

�(v

00

) et [v

0

] < [v

00

])) .

'

G

, qui est induite par '

Q

, revient, dans chaque partie, �a num�eroter les sommets v par ordre

d�ecroissant par rapport �a [v] ; elle est �equivalente �a la num�erotation d�e�nie dans [47] pour l'hyper-

cube.

000

001

100

010 101

011

110

111

Figure 5.3: UB(2; 3) et sa partition.

Les propri�et�es de cette con�guration sont �enonc�ees dans le lemme suivant.

Lemme5.13.

(1) UB(2; k)

=�

est la châ�ne P(k + 1) :

(2) j�

q

j =

�

k

q

�

�

�

k

�

k

2

�

�

:

(3) (v 2 �

q

)() (v 2 �

k�q

) :

(4) '

G

(v) = 2

k

� 1� '

G

(v) : (5.1)
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Preuve. (1) Pour toute fv

0

; v

00

g 2 E(UB(2; k)), avec v

0

2 �

q

0

et v

00

2 �

q

00

, on a H(v

0

) � 1 �

H(v

00

) � H(v

0

)+ 1, puisque v

00

est obtenue �a partir de v

0

par le remplacement d'une unique lettre.

De fait, q

0

� 1 � q

00

� q

0

+ 1.

Pour tout q tel que 0 � q < k, f1

q

0

k�q

; 1

q+1

0

k�q�1

g est une arête de E(UB(2; k)) reliant �

q

�a

�

q+1

, et f�

q

; �

q+1

g est une arête de UB(2; k)

=�

.

Par ce qui pr�ec�ede, UB(2; k)

=�

est isomorphe �a P(k + 1).

(2) Le nombre de sommets de poids q est �egal au nombre de mani�eres de placer q lettres \1"

parmi k positions, donc j�

q

j =

�

k

q

�

, et est maximal pour q =

�

k

2

�

.

(3) Imm�ediatement, (v 2 �

q

)() (H(v) = q)()H(v) = k � q () (v 2 �

k�q

).

(4) Pour tous v

0

; v

00

2 V (UB(2; k)), on a, par d�e�nition de '

G

, ('

G

(v

0

) < '

G

(v

00

))() ('

G

(v

0

) >

'

G

(v

00

)), donc

'

G

(v) = jfv

0

2 V (UB(2; k)) = '

G

(v

0

) < '

G

(v)gj

= jfv

0

2 V (UB(2; k)) = '

G

(v

0

) > '

G

(v)gj = 2

k

� 1� '

G

(v) :

ut

Proposition5.14.

2

k

� 1

k

� Bd(UB(2; k)) �

�

k

�

k

2

�

�

:

Preuve. D�emontrons d'abord la borne sup�erieure. Puisque, d'apr�es le lemme 5.13, UB(2; k)

=�

est

isomorphe �a P(k+ 1), Bd(UB(2; k)

=�

) = 1, et Bd(UB(2; k)) = max(�

i

('

G

); �

e

('

G

)). Du fait que le

graphe quotient est une châ�ne, pour toute arête fv

0

; v

00

g de E

E

(�) telle que '

G

(v

0

) < '

G

(v

00

), on

a P

'

Q

(�(v

0

))

= p

'

Q

(�(v

00

))

� 1, et donc �

e

('

G

) = max

fv

0

;v

00

g2E

E

(�)

(j'

G

(v

00

)� '

G

(v

0

)j).

Consid�erons toutes les arêtes fv

0

; v

00

g de E(UB(2; k)), en supposant sans perte de g�en�eralit�e que

q

0

= '

Q

(�(v

0

)) � '

Q

(�(v

00

)) = q

00

.

� Si q

00

= q

0

, alors j'

G

(v

0

) � '

G

(v

00

)j � j�

q

0

j � 1 �

�

k

d

k

2

e

�

� 1, et donc �

i

('

G

) =

�

k

d

k

2

e

�

� 1.

� Si q

00

= q

0

+ 1, alors v

00

est obtenu �a partir de v

0

par suppression d'une lettre \0" et ajout

d'une lettre \1".

{ Si v

0

= 0m et v

00

= m1, consid�erons le sommet v

0

?

= 0

k�q

1

q

= 0m

?

de �

q

0

et son voisin

v

00

?

= m

?

1 de �

q

00

. Par d�e�nition, pour tout m, [m

?

] � [m], et, arithm�etiquement,

([0m] � [0m

?

]) � ([m1] � [m

?

1]). Comme ('

G

(v

0

?

) � '

G

(v

0

)) = ([0m] � [0m

?

]) et

('

G

(v

00

?

) � '

G

(v

00

)) = ([m1] � [m

?

1]), on a donc ('

G

(v

00

) � '

G

(v

0

)) � ('

G

(v

00

?

) �

'

G

(v

0

?

)) = j�

q

00

j �

�

k

d

k

2

e

�

.

{ Si v

0

= m0 et v

00

= 1m, alors v

0

= m1 et v

00

= 0m, ce qui revient au cas pr�ec�edent car,

par (5.1), j'

G

(v

00

) � '

G

(v

0

)j = j'

G

(v

00

) � '

G

(v

0

)j.

Par ce qui pr�ec�ede, �

e

('

G

) =

�

k

d

k

2

e

�

.

On obtient alors la majoration en calculant le maximum de �

i

('

G

) et de �

e

('

G

).

Pour d�emontrer la borne inf�erieure, on utilise le th�eor�eme 3.2, sachant que jV (UB(2; k))j = 2

k

et diam(UB(2; k)) = k. Ceci nous permet de conclure. ut
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Proposition5.15.

1

2

:

2

k

k

� Cw(UB(2; k)) � 2

�

k

�

k

2

�

�

+ 2 :

Preuve. Nous utilisons pour d�emontrer ce th�eor�eme une con�guration bas�ee sur les mêmes � et

'

Q

que pr�ec�edemment, le '

G

induit correspondant �etant d�e�ni plus bas. Puisque UB(2; k)

=�

est

isomorphe �a P(k+1), Cw(UB(2; k)

=�

) = 1 et �(UB(2; k)

=�

) = 1. Comme de chaque sommet d'une

partie � partent au plus deux arêtes vers d'autres parties, j!(�)j � 2j�j pour toute �.

Les arêtes fv

0

; v

00

g internes �a chaque partie � lient des sommets de même poids, donc si v

0

=

v

1

v

2

: : : v

k�1

v

k

, alors v

00

= v

2

: : : v

k�1

v

k

v

1

ou v

00

= v

k

v

1

v

2

: : : v

k�1

. De fait, les composantes con-

nexes de UB(2; k)[�] sont des sommets isol�es, des arêtes simples, ou des cycles (ces cycles �eventuel-

lement d�eg�en�er�es sont appel�es cycles d'Etzion [26]), et donc, pour toute �, Cw(UB(2; k)[�]) � 2.

Pour k � 3 et pour toute partie �

q

, il est possible de trouver des sommets soit n'ayant pas de

voisins dans �

q�1

(de la forme 0v

2

: : : v

k�1

0), soit n'ayant pas de voisins dans �

q+1

(de la forme

1v

2

: : : v

k�1

1). Il en d�ecoule que, pour toute �, min

�

�

�

�;'

Q

(�); �

+

�;'

Q

(�)

�

= 0 et, par le th�eor�eme 5.6,

Cw(UB(2; k)) �

�

Cw

�

UB(2; k)

=�

�

�

l

�(UB(2;k)

=�

)

2

m�

�max

�2�

(j!(�)j)+

max

�2�

�

Cw(UB(2; k)[�]) + j!(�)j � j�j �min

�

�

�

�;'

Q

(�); �

+

�;'

Q

(�)

��

� max

�2�

(Cw(UB(2; k)[�]) + j!(�)j)

� 2 + 2

�

k

d

k

2

e

�

:

Il est facile de voir que Cw(UB(2; 1)) = 1 et Cw(UB(2; 2)) = 3, ce qui valide la majoration pour

tout k.

Pour ce qui est de la borne inf�erieure, on sait d'apr�es [57, page 480] que Bis

e

(SE(k)) =

2

k

�1

k

.

Comme SE(k) est un sous-graphe partiel de UB(2; k), Bis

e

(SE(k)) � Bis

e

(UB(2; k)), et donc par

le th�eor�eme 5.7

Cw(UB(2; k)) � Bis

e

(UB(2; k))

�

1

2

�

2

k

k

:

ut

Remarque. Il a �et�e d�emontr�e [29] que

�

k

d

k

2

e

�

appartient �a �

�

2

k

q

2

k�

�

; on peut �egalement montrer

que, pour tout k,

�

k

d

k

2

e

�

� 2

k

q

2

k�

.

Par cons�equent, les majorations des largeurs de bande et de coupe du graphe de De Bruijn non-

orient�e binaire sont toutes deux en �

�

2

k

q

2

k�

�

.

5.3.4 Le graphe de De Bruijn d-aire

Nous �etudions ici le graphe de De Bruijn non orient�e d-aire, UB(d; k), pour d > 2.

A�n d'obtenir un graphe quotient qui soit une châ�ne, nous quotientons UB(d; k) selon le poids

de Hamming de ses sommets en regroupant dans chaque partie les sommets correspondant �a (d�1)

poids de Hamming cons�ecutifs, puisque la di��erence entre les poids de deux sommets li�es par une
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arête est d'au plus (d � 1). Le \cadrage" des parties par rapport �a la bande de poids 0 se fait au

moyen de la variable enti�ere  que nous d�e�nissons ci-apr�es. Soit  un entier tel que 0 �  � (d�2),

et soit la con�guration :

� � = f�

0

; �

1

; : : : ; �

k

g, o�u �

q

= fv 2 V (UB(d; k))=q(d�1)+�(d�2) � H(v) � q(d�1)+g ;

� '

Q

(�

q

) = q ;

� '

G

, d�e�nie comme :

{ '

G

(0

k

) = 0 ,

{ 8v

0

; v

00

2 V (UB(d; k)); ('

G

(v

0

) > '

G

(v

00

)) () (('

Q

(�(v

0

)) > '

Q

(�(v

00

))) ou (�(v

0

) =

�(v

00

) et [v

0

] < [v

00

])) .

'

G

, qui est induite par '

Q

, revient, dans chaque partie, �a num�eroter les sommets v par ordre

d�ecroissant par rapport �a [v]. Un exemple de cette con�guration est donn�e en �gure 5.4. Par

extension, on notera H(�) le plus grand poids de Hamming contenu dans une partie, c'est-�a-dire

H(�

q

) = q(d� 1) + .

01 20

22
21

11

12

00

10 02

a. Le graphe UB(3; 2).

0

2 3

4

5

6

7

8

1

b. Num�erotation '

G

de UB(3; 2). Les en-

sembles en pointill�es regroupent les som-

mets de même poids.

Figure 5.4: Le graphe UB(3; 2).

Les propri�et�es de cette con�guration sont �enonc�ees dans le lemme suivant.

Lemme5.16.

(1) UB(d; k)

=�

est la châ�ne P(k + 1) :

(2) j�j =

�

�

�

A

d�1

d;k

(H(�))

�

�

�

:

(3) '

G

(v) = d

k

� 1� '

G

(v) : (5.2)

Preuve. (1) Cette d�emonstration est identique �a celle r�ealis�ee pour le cas binaire dans le lemme 5.13.

(2) Ceci d�ecoule imm�ediatement de la d�e�nition de A

d;k

.
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(3) Pour tous v

0

; v

00

2 V (UB(d; k)), on a, par d�e�nition de '

G

, ('

G

(v

0

) < '

G

(v

00

))() ('

G

(v

0

) >

'

G

(v

00

)), donc

'

G

(v) = jfv

0

2 V (UB(d; k)) = '

G

(v

0

) < '

G

(v)gj

= jfv

0

2 V (UB(d; k)) = '

G

(v

0

) > '

G

(v)gj = d

k

� 1� '

G

(v) :

ut

Proposition5.17.

d

k

� 1

d

� Bd(UB(d; k)) �

�

�

�

A

d�1

d;k

�

h

d�1

d;k

�
�

�

�

:

Preuve. D�emontrons d'abord la majoration. Puisque, d'apr�es le lemme 5.16, UB(d; k)

=�

est iso-

morphe �a P(k + 1), Bd(UB(d; k)

=�

) = 1, et donc Bd(UB(d; k)) = max(�

i

('

G

); �

e

('

G

)). Comme

pour les graphes de De Bruijn binaires, on montre que �

e

('

G

) = max

fv

0

;v

00

g2E

E

(�)

(j'

G

(v

00

)� '

G

(v

0

)j).

Consid�erons donc toutes les arêtes fv

0

; v

00

g de E(UB(d; k)), en supposant sans perte de g�en�eralit�e

que q

0

= '

Q

(�(v

0

)) � '

Q

(�(v

00

)) = q

00

.

� Si q

00

= q

0

, alors j'

G

(v

0

) � '

G

(v

00

)j � j�

q

0

j � 1 �

�

�

�

A

d�1

d;k

(H(�

q

0

))

�

�

�

� 1, et donc

�

i

('

G

) � max

0�j�k

�

�

�

A

d�1

d;k

(H(�

j

))

�

�

�

� 1 :

� Si q

00

= q

0

+ 1, alors n�ecessairement H(v

00

) > H(v

0

). Si H(v

00

) � H(v

0

) < (d � 1), il existe

toujours une arête fw

0

; w

00

g de dilatation sup�erieure �a celle �etudi�ee. En e�et, v

00

di��ere de v

0

par l'enl�evement d'une lettre x

0

et l'ajout d'une lettre x

00

, avec x

00

> x

0

.

{ Si x

0

> 0, alors en prenant l'arête telle que x

0

= 0 on augmente la dilatation.

{ Si x

00

< (d�1), alors en prenant l'arête telle que x

00

= (d�1) on augmente la dilatation.

Puisque, pour toute arête telle que H(v

00

)�H(v

0

) < (d� 1), il existe une arête fw

0

; w

00

g de

plus grande dilatation telle que H(w

00

)�H(w

0

) = (d� 1), nous ne consid�erons dans la suite

que ces derni�eres, obtenues par suppression d'une lettre \0" et ajout d'une lettre \(d-1)".

{ Si v

0

= 0m et v

00

= m(d � 1), consid�erons le sommet v

0

?

= 0

k�q

(d � 1)

q

= 0m

?

de

�

q

0

et son voisin v

00

?

= m

?

(d � 1) de �

q

00

. Par d�e�nition, pour tout m, [m

?

] � [m],

et, arithm�etiquement, ([0m]� [0m

?

]) � ([m(d� 1)]� [m

?

(d� 1)]). Comme ('

G

(v

0

?

)�

'

G

(v

0

)) = ([0m] � [0m

?

]) et ('

G

(v

00

?

) � '

G

(v

00

)) = ([m(d � 1)] � [m

?

(d � 1)]), on a

('

G

(v

00

) � '

G

(v

0

)) � ('

G

(v

00

?

)� '

G

(v

0

?

)) = j�

q

00

j �

�

�

�

A

d�1

d;k

(H(�

q

00

))

�

�

�

.

{ Si v

0

= m0 et v

00

= (d � 1)m, alors v

0

= m(d � 1) et v

00

= 0m, ce qui revient au cas

pr�ec�edent car, par (5.2), j'

G

(v

00

) � '

G

(v

0

)j = j'

G

(v

00

) � '

G

(v

0

)j.

Par ce qui pr�ec�ede, �

e

('

G

) = max

0�j�k

�

�

�

A

d�1

d;k

(H(�

j

))

�

�

�

�

�

�

�

A

d�1

d;k

�

h

d�1

d;k

�
�

�

�

.

La borne sup�erieure s'obtient alors en prenant le maximumdes majorations de �

i

('

G

) et de �

e

('

G

).

Pour d�emontrer la minoration, on utilise le th�eor�eme 3.2, sachant que jV (UB(d; k))j = d

k

et

diam(UB(d; k)) = k. ut
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Proposition5.18.

Cw(UB(d; k)) � (d� 1)

�

�

�

A

d�1

d;k

�

h

d�1

d;k

�
�

�

�

+

(d� 1)d(d+ 1)

3

jA

d;k�1

(h

d;k�1

)j+ 2

Preuve. Nous utilisons pour d�emontrer ce th�eor�eme la même con�guration que ci-dessus quant au

partitionnement � et �a la num�erotation '

Q

des parties ; nous expliciterons ci-dessous la num�ero-

tation induite '

G

retenue. Puisque UB(d; k)

=�

est isomorphe �a P(k + 1), Cw(UB(d; k)

=�

) = 1 et

�(UB(d; k)

=�

) = 1.

Pour k � 3 et pour toute partie �

q

, il est possible de trouver des sommets soit n'ayant pas de

voisins dans �

q�1

(de la forme 0v

2

: : : v

k�1

0), soit n'ayant pas de voisins dans �

q+1

(de la forme

(d� 1)v

2

: : : v

k�1

(d� 1)). Il en d�ecoule que, pour toute �, min

�

�

�

�;'

Q

(�); �

+

�;'

Q

(�)

�

= 0. En appli-

quant le th�eor�eme 5.6, on trouve donc que

Cw(UB(d; k)) � max

�2�

(Cw(UB(d; k)[�]) + j!(�)j) : (5:3)

Posons :

E

0

I

(�) = ffv

0

; v

00

g 2 E

I

(�) =H(v

0

) 6= H(v

00

)g ;

f

0

I

(�) = jffv

0

; v

00

g 2 E

0

I

(�) = v

00

1

= v

0

2

et v

00

k

= v

0

k�1

gj ;

f

C

(�) = jffv

0

; v

00

g 2 E

C

(�) = v

00

1

= v

0

2

et v

00

k

= v

0

k�1

gj :

E

0

I

(�) est l'ensemble des arêtes internes �a � et n'appartenant pas aux cycles d'Etzion de UB(d; k),

qui sont les cycles (�eventuellement d�eg�en�er�es) obtenus par d�ecalage cyclique des lettres des mots de

la partie. f

0

I

(�) est le nombre d'arêtes fv

0

; v

00

g appartenant �a E

0

I

(�) telles que v

00

puisse être obtenu

�a partir de v

0

indi��eremment par d�ecalage �a gauche ou �a droite ; il repr�esente le nombre d'arêtes

doubles que contiendrait la partie si le graphe n'�etait pas simple. f

C

(�) d�enombre ces arêtes au

sein du cocycle de la partie (rappelons que E

C

(�) est �equivalent �a !(�)).

Si l'on consid�ere le nombre d'arêtes incidentes �a tous les sommets d'une partie et n'appartenant

pas aux cycles d'Etzion, on obtient par construction de UB(d; k)

2(d� 1)j�j = (jE

C

(�)j+ f

C

(�)) + 2jE

0

I

(�)j+ 2f

0

I

(�) : (5:4)

Si nous choisissons une num�erotation '

G

des sommets de UB(d; k) telle que la congestion induite

dans chaque partie par les cycles d'Etzion soit minimale (�gure 5.5, la congestion interne �a chaque

partie sera born�ee sup�erieurement par sommation de la largeur de coupe des cycles et du nombre

d'arêtes internes n'appartenant pas aux cycles, c'est-�a-dire

Cw(UB(d; k)[�]) � 2 + jE

0

I

(�)j : (5:5)

En combinant les �equations (5.3), (5.4) et (5.5), il vient :

Cw(UB(d; k)) � max

�2�

�

(d� 1)j�j+ 2 +

1

2

jE

C

(�)j �

1

2

f

C

(�)� f

0

I

(�)

�

: (5:6)

�

Evaluons donc maintenant jE

C

(�)j. Soit v un sommet d'une partie � de plus grand poids H(�), et

j = H(�)�H(v), avec 0 � j � (d� 2). Le nombre d'arêtes du cocycle incidentes �a v par d�ecalage

gauche est

g(j; v

1

) = max(0; (v

1

+ j) � (d� 2)) + max(0; (d� 1)� (v

1

+ j)) =

1

2

+

�

�

�

�

(d� 2)� (v

1

+ j) +

1

2

�

�

�

�

;
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numéros croissants

Figure 5.5: Num�erotation '

G

dans une partie � de �. Seules les arêtes internes sont repr�esent�ees,

avec en gras les arêtes appartenant aux cycles d'Etzion.

l'expression est identique pour les arêtes obtenues par d�ecalage droit, avec v

k

rempla�cant v

1

. En

sommant les expressions des d�ecalages �a gauche et �a droite sur tous les sommets de la partie, on

obtient le cardinal du cocycle de la partie, major�e de f

C

(�) :

jE

C

(�)j = 2

d�2

X

j=0

d�1

X

k=0

(g(j; k) jA

d;k�1

(H(�) � (j + k))j) + f

C

(�) :

Posons x = j + k. On a alors

g(x)

def

=

1

2

+

�

�

(d� 2)� x+

1

2

�

�

;

jE

C

(�)j = 2

2d�3

P

x=0

(g(x) � (d� g(x)) � jA

d;k�1

(H(�) � x)j) + f

C

(�) :

Soit a(�) = max

0�x�2d�3

jA

d;k�1

(H(�) � x)j. Par ce qui pr�ec�ede et sachant que g(x) est sym�etrique

par rapport �a (d� 2) +

1

2

,

jE

C

(�)j � 2a(�)

2d�3

X

x=0

g(x) � (d� g(x)) + f

C

(�)

� 4a(�)

d�2

X

x=0

g(x) � (d� g(x)) + f

C

(�)

� 4a(�)

d�2

X

x=0

�

(d� 1) + (d� 2)x� x

2

�

+ f

C

(�)

� 4a(�)

 

(d� 1)

2

+

(d� 2)

2

(d� 1)

2

�

(d� 2)(d� 1)(2d� 3)

6

!

+ f

C

(�)

� 2

(d� 1)d(d+ 1)

3

a(�) + f

C

(�) : (5.7)

En injectant cette �equation dans (5.6), on obtient

Cw(UB(d; k)) � max

�2�

�

(d� 1)j�j+ 2 +

(d� 1)d(d+ 1)

3

a(�) � f

0

I

(�)

�

� (d� 1)

�

�

�

A

d�1

d;k

�

h

d�1

d;k

�

�

�

�

+ 2 +

(d� 1)d(d+ 1)

3

jA

d;k�1

(h

d;k�1

)j ;

ce qui nous permet de conclure. ut
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5.3.5 Le graphe \Shu�e-Exchange"

De mani�ere analogue �a celle employ�ee pour le graphe de De Bruijn, on quotiente SE(k) selon le

poids de Hamming de ses sommets, comme repr�esent�e en �gure 5.6. De plus, on d�e�nit au sein

de chaque partie des sous-parties regroupant les sommets commen�cant et �nissant par certaines

lettres. Ainsi, �

q

(v

s

; v

e

)

def

= fv 2 V (SE(k)) = v 2 �

q

et v = v

s

w v

e

g, c'est-�a-dire l'ensemble de mots

de poids q commen�cant par le sous-mot v

s

et �nissant par le sous-mot v

e

.

000 111001

010

100

110

101

011

Figure 5.6: SE(3) et sa partition.

La con�guration que nous utilisons est donc telle que :

� � = f�

0

; �

1

; : : : ; �

k

g, o�u �

q

= fv 2 V (SE(k)) =H(v) = qg ;

� '

Q

(�

q

) = q ;

� '

G

, d�e�nie �a partir d'un ordre total � sur les mots de deux lettres tel que 00 � 10 � 01 � 11,

est exprim�ee comme suit :

{ '

G

(0

k

) = 0 ,

{ pour tous v

0

; v

00

2 V (SE(k)), avec v

0

= v

0

1

v

0

2

: : : v

0

k

2 �

q

0

et v

00

= v

00

1

v

00

2

: : : v

00

k

2 �

q

00

,

('

G

(v

0

) > '

G

(v

00

))() ((q

0

> q

00

) ou

((q

0

= q

00

) et ((v

0

k�1

v

0

k

� v

00

k�1

v

00

k

) ou

((v

0

k�1

v

0

k

= v

00

k�1

v

00

k

) et ([v

0

1

v

0

2

: : : v

0

k�2

] >

[v

00

1

v

00

2

: : : v

00

k�2

]))))) :

La num�erotation '

G

revient, dans chaque partie �

q

, �a ordonner les ensembles �

q

(�; xy) comme

indiqu�e dans la �gure 5.7, les sommets �etant num�erot�es par valeur de sommet d�ecroissante dans

chaque sous-ensemble.

Les propri�et�es de cette con�guration sont regroup�ees dans le lemme suivant.

Lemme5.19.

(1) SE(k)

=�

est la châ�ne P(k + 1) :

(2) j�

q

j =

�

k

q

�

�

�

k

�

k

2

�

�

:
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[ ] d�ecroissants

���������!

[ ] d�ecroissants

���������!

[ ] d�ecroissants

���������!

[ ] d�ecroissants

���������!

�

q

�

q

(�; 11) �

q

(�; 01) �

q

(�; 10) �

q

(1; 00) �

q

(0; 00)

'

G

croissants

��������!

Figure 5.7: Num�erotation des sommets de même poids de Hamming dans SE(k)

(3) (v 2 �

q

)() (v 2 �

k�q

) :

(4) '

G

(v) = 2

k

� 1� '

G

(v) : (5.8)

Preuve. Les preuves des points de ce lemme sont analogues �a celles du lemme 5.13. ut

Proposition5.20.

2

k

� 1

2k � 1

� Bd(SE(k)) � 2 �

�

k � 2

�

k�2

2

�

�

Preuve. Pour k � 3 et 0 � q � k, on a

j�

q

(�; 00)j =

8

<

:

�

k�2

q

�

si 0 � q � k � 2

0 sinon ;

j�

q

(1; 00)j =

8

<

:

�

k�3

q�1

�

si 1 � q � k � 2

0 sinon ;

j�

q

(�; 01)j = j�

q

(�; 10)j =

8

<

:

�

k�2

q�1

�

si 1 � q � k � 1

0 sinon ;

j�

q

(�; 11)j =

8

<

:

�

k�2

q�2

�

si 2 � q � k

0 sinon :

Puisque, d'apr�es le lemme 5.19, SE(k)

=�

est isomorphe �a P(k + 1), Bd(SE(k)

=�

) = 1, et donc

Bd(SE(k)) = max(�

i

('

G

); �

e

('

G

)), avec �

e

('

G

) = max

fv

0

;v

00

g2E

E

(�)

(j'

G

(v

00

) � '

G

(v

0

)j).

Consid�erons donc toutes les arêtes fv

0

; v

00

g de E(SE(k)), en supposant sans perte de g�en�eralit�e que

q

0

= '

Q

(�(v

0

)) � '

Q

(�(v

00

)) = q

00

.

� Si q

0

= q

00

, alors l'arête est de type \shu�e".

�

Etudions ces arêtes par rapport aux ensembles

�

q

0

(�; xy) utilis�es pour d�e�nir la num�erotation '

G

�a l'int�erieur des parties.

{ Si v

0

= m

0

xy et v

00

= m

00

xy, la dilatation de fv

0

; v

00

g est born�ee par j�

q

0

(�; xy)j � 1, et

donc j'

G

(v

0

) � '

G

(v

00

)j �

�

k�2

d

k�2

2

e

�

� 1.

{ Si v

0

= m

0

00 et v

00

= m

00

01, alors n�ecessairement v

0

= 1m00 2 �

q

0

(1; 00) et v

00

=

m001 2 �

q

0

(�; 001). Puisque j�

q

0

(1; 00)j = j�

q

0

(0; 01)j et �

q

0

(0; 01) � �

q

0

(�; 01), alors

j�

q

0

(1; 00)j � j�

q

0

(�; 01)j. Comme tout sommet de �

q

0

(1; 00) est li�e �a un sommet de

�

q

0

(�; 001) par d�e�nition, la dilatation de fv

0

; v

00

g ne peut donc être sup�erieure �a la
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dilatation de l'arête reliant le sommet v

0

>

= 1

q

0

0

k�q

0

de �

q

0

(1; 00) au sommet v

00

>

=

1

q

0

�1

0

k�q

0

1 de �

q

0

(�; 01). De fait, par construction (voir �gure 5.7), j'

G

(v

0

)�'

G

(v

00

)j �

j�

q

0

(�; 10)j+ j�

q

0

(�; 01)j = 2j�

q

0

(�; 10)j � 2

�

k�2

d

k�2

2

e

�

.

{ Si v

0

= m

0

00 et v

00

= m

00

10, alors par construction j'

G

(v

0

) � '

G

(v

00

)j � j�

q

0

(�; 00)j+

j�

q

0

(�; 10)j � 1 = j�

q

0

(�; 0)j � 1 �

�

k�1

d

k�1

2

e

�

� 1.

{ Si v

0

= m

0

01 et v

00

= m

00

10, alors par construction j'

G

(v

0

) � '

G

(v

00

)j � j�

q

0

(�; 01)j+

j�

q

0

(�; 10)j � 1 = 2j�

q

0

(�; 10)j � 1 � 2

�

k�2

d

k�2

2

e

�

� 1.

Toutes les autres arêtes internes sont les compl�ementaires d'arêtes de �

k�q

0

de types �etudi�es

ci-dessus, et m�enent aux mêmes r�esultats d'apr�es l'�equation (5.8). Il en d�ecoule que �

i

('

G

) �

max

��

k�1

d

k�1

2

e

�

� 1; 2

�

k�2

d

k�2

2

e

��

� 2

�

k�2

d

k�2

2

e

�

.

� Si q

00

= q

0

+ 1, alors l'arête est de type \exchange", et donc v

0

2 �

q

0

(�; 0) et v

00

2 �

q

00

(�; 1).

{ Si v

0

= m00, alors n�ecessairement v

00

= m01, 0 � q

0

� k � 2, et j�

q

0

(�; 00)j =

j�

q

0

+1

(�; 01)j. Il en d�ecoule que toutes les arêtes de ce type ont même dilatation, et

donc

j'

G

(v

0

)� '

G

(v

00

)j = j�

q

0

(�; 00)j+ j�

q

0

+1

(�; 11)j

=

8

<

:

�

k�1

q

0

�

si 1 � q

0

� k � 2

1 si q

0

= 0 :

{ Si v

0

= m10, alors n�ecessairement v

00

= m11, 1 � q

0

� k � 1, et j�

q

0

(�; 10)j =

j�

q

0

+1

(�; 11)j. Toutes les arêtes de ce type ont donc même dilatation, et donc, en se

basant sur le sommet v

0

de plus petit '

G

,

j'

G

(v

0

) � '

G

(v

00

)j = j�

q

0

(�; 10)j+ j�

q

0

(�; 00)j =

8

<

:

�

k�1

q

0

�

si 1 � q

0

� k � 2

�

k�2

q

0

�1

�

si q

0

= k � 1 :

Dans les deux cas ci-dessus, la plus grande dilatation est �egale �a

�

k�1

q

0

�

pour q

0

=

�

k�1

2

�

, et

donc �

e

('

G

) �

�

k�1

d

k�1

2

e

�

.

D'apr�es ce qui pr�ec�ede, on trouve en appliquant le th�eor�eme 5.3 que Bd(SE(k)) � 2

�

k�2

d

k�2

2

e

�

. On

v�eri�e manuellement que ce r�esultat est �egalement valide pour k = 2.

Puisque jV (SE(k))j = 2

k

et diam(SE(k)) = 2k� 1 par [22], le th�eor�eme 3.2 donne directement

la minoration, ce qui conclut la preuve. ut

Proposition5.21.

1

2

:

2

k

k

� Cw(SE(k)) �

�

k

�

k

2

�

�

+ 2 :

Preuve. Nous utilisons pour d�emontrer la majoration la même con�guration que pour la largeur

de bande. Comme SE(k)

=�

est isomorphe �a P(k+1), Cw(SE(k)

=�

) = 1 et �(SE(k)

=�

) = 1. Chaque

sommet �etant li�e par une unique arête de type \exchange" �a un sommet de poids de Hamming
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di��erent, j!(�)j = j�j pour toute �.

Les arêtes fv

0

; v

00

g internes �a chaque partie � lient des sommets de même poids ; ce sont les arêtes de

type \shu�e", telles que si v

0

= v

1

v

2

: : : v

k�1

v

k

, alors v

00

= v

2

: : : v

k�1

v

k

v

1

ou v

00

= v

k

v

1

v

2

: : : v

k�1

.

De fait, les composantes connexes de SE(k)[�] sont des sommets isol�es, des arêtes simples, ou des

cycles, et donc, pour toute �, Cw(SE(k)[�]) � 2.

Pour tout k, on peut trouver dans toute partie �

q

des sommets soit n'ayant pas de voisin dans

�

q�1

(de la forme v

1

: : : v

k�1

0), soit n'ayant pas de voisin dans �

q+1

(de la forme v

1

: : : v

k�1

1). Il

en d�ecoule que, pour toute �, min

�

�

�

�;'

Q

(�); �

+

�;'

Q

(�)

�

= 0 et, par le th�eor�eme 5.6,

Cw(SE(k)) �

�

Cw(SE(k)

=�

)�

l

�(SE(k)

=�

)

2

m�

�max

�2�

(j!(�)j)+

max

�2�

�

Cw(SE(k)[�]) + j!(�)j � j�j �min

�

�

�

�;'

Q

(�); �

+

�;'

Q

(�)

��

� max

�2�

(Cw(SE(k)[�]) + j!(�)j)

� 2 +

�

k

d

k

2

e

�

:

La minoration d�ecoule directement du th�eor�eme 5.7 :

Cw(SE(k)) � Bis

e

(SE(k))

�

1

2

�

2

k

k

d'apr�es [57, page 480].

ut

Remarque. On peut prouver sans di�cult�e que 2

�

k�2

d

k�2

2

e

�

�

k�1

1

2

�

k

d

k

2

e

�

. De ce fait, les majorations

des largeurs de bande et de coupe du graphe \Shu�e-Exchange" appartiennent �a O

�

2

k

p

k

�

.

5.3.6 Le graphe FFT

Proposition5.22.

2

k�1

� Bd(FFT(k)) � 3 � 2

k�1

:

Preuve. Une mani�ere naturelle de partitionner les graphes FFT est de les quotienter par niveaux,

comme illustr�e en �gure 5.8. Nous d�e�nissons donc la con�guration suivante :

� � = f�

0

; �

1

; : : : ; �

k�1

g, o�u �

q

= f(l;m) 2 V (FFT(k)) = l = qg ;

� '

Q

(�

q

) = q ;

� '

G

(l;m) = '

Q

(�

l

) � 2

k

+m .

Par d�e�nition, chaque partie contient les sommets d'un niveau, et donc j�j = 2

k

pour toute �.

Comme les sommets de chaque niveau ne sont connect�es qu'�a des sommets des niveaux imm�ediate-

ment inf�erieur et sup�erieur, FFT(k)

=�

est isomorphe �a P(k+1). On en d�eduit que Bd(FFT(k)

=�

) =

1, et donc Bd(FFT(k)) = max(�

i

('

G

); �

e

('

G

)), avec �

e

('

G

) = max

fv

0

;v

00

g2E

E

(�)

(j'

G

(v

00

)� '

G

(v

0

)j) .

Puisque aucune arête de FFT(k) ne lie de sommets appartenant au même niveau, �

i

('

G

) = 0.
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(0;0) (0;1) (0;2) (0;3) (0;4) (0;5) (0;6) (0;7)

(1;0) (1;1) (1;2) (1;3) (1;4) (1;5) (1;6) (1;7)

(2;0) (2;1) (2;2) (2;3) (2;4) (2;5) (2;6) (2;7)

(3;0) (3;1) (3;2) (3;3) (3;4) (3;5) (3;6) (3;7)

Figure 5.8: FFT(3) et son partitionnement par niveaux.

Tout sommet v = (l;m) de V (FFT(k)) tel que 0 � l < k a pour voisins les sommets v

0

= (l+1;m)

et v

00

= (l + 1;m� 2

l

). De fait,

j'

G

(v) � '

G

(v

0

)j = j('

Q

(�

l

) � 2

k

+m) � ('

Q

(�

l+1

) � 2

k

+m)j

= j'

Q

(�

l

)� '

Q

(�

l+1

)j � 2

k

� Bd(FFT(k)

=�

) � 2

k

� 2

k

;

j'

G

(v) � '

G

(v

00

)j = j('

Q

(�

l

) � 2

k

+m) � ('

Q

(�

l+1

) � 2

k

+m � 2

l

)j

� Bd(FFT(k)

=�

) � 2

k

+ 2

l

� 2

k

+ 2

k�1

;

et donc �

e

('

G

) � 3 � 2

k�1

, ce qui donne la majoration.

Sachant que diam(FFT(k)) = 2k, le th�eor�eme 3.2 nous donne directement la minoration, c'est-

�a-dire

Bd(FFT(k)) �

�

k � 2

k

� 1

2k

�

=

�

2

k�1

�

1

2k

�

= 2

k�1

;

puisque le contenu de la partie enti�ere n'est jamais entier. ut

Proposition5.23.

Cw(FFT(k)) � 2

k+1

� 2 :

Preuve. Une propri�et�e int�eressante des graphes FFT est que leur construction est r�ecursive ; en

e�et, FFT(k) peut s'obtenir en pla�cant deux copies de FFT(k � 1) au dessus d'un niveau de

2

k

sommets et en les reliant de mani�ere �a ce que le niveau ajout�e devienne le niveau k, comme

repr�esent�e en �gure 5.9. La preuve du th�eor�eme repose sur cette construction, �a l'image de laquelle

nous d�e�nissons la con�guration :

� � = f�

0

; �

1

; �

2

g, o�u

8

>

>

<

>

>

:

�

0

= f(l;m) 2 V (FFT(k)) = l < k;m < 2

k�1

g ;

�

1

= f(l;m) 2 V (FFT(k)) = l = kg ;

�

2

= f(l;m) 2 V (FFT(k)) = l < k;m � 2

k�1

g ;
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(0;0) (0;1) (0;2) (0;3) (0;4) (0;5) (0;6) (0;7)

(1;0) (1;1) (1;2) (1;3) (1;4) (1;5) (1;6) (1;7)

(2;0) (2;1) (2;2) (2;3) (2;4) (2;5) (2;6) (2;7)

(3;0) (3;1) (3;2) (3;3) (3;4) (3;5) (3;6) (3;7)

Figure 5.9: FFT(3) et son partitionnement : deux FFT(2) et un niveau de sommets.

� '

Q

(�

q

) = q ;

� '

G

(l;m) = '

Q

(�

l

) � 2

k

+m .

Par construction, FFT(k)[�

0

] et FFT(k)[�

2

] sont tous deux isomorphes �a FFT(k� 1), FFT(k)[�

1

]

est un ensemble de sommets isol�es, et le graphe quotient FFT(k)

=�

est une châ�ne. On en d�eduit

que Cw(FFT(k)

=�

) = 1, �(FFT(k)

=�

) = 1, et que

j�

0

j = k � 2

k�1

, j!(�

0

)j = 2 � 2

k�1

, Cw(G[�

0

]) = Cw(FFT(k � 1)),

j�

1

j = 2

k

, j!(�

1

)j = 2 � 2

k

, Cw(G[�

1

]) = 0,

j�

2

j = k � 2

k�1

, j!(�

2

)j = 2 � 2

k�1

, Cw(G[�

2

]) = Cw(FFT(k � 1)),

�

�

�;'

Q

(�

0

) = 0, �

+

�;'

Q

(�

0

) = 0,

�

�

�;'

Q

(�

1

) = 1, �

+

�;'

Q

(�

1

) = 1,

�

�

�;'

Q

(�

2

) = 0, �

+

�;'

Q

(�

2

) = 0.

En appliquant le th�eor�eme 5.6, on obtient

Cw(FFT(k)) � max

�2f�

0

;�

1

;�

2

g

�

Cw(FFT(k)[�]) + j!(�)j � j�j �min

�

�

�

�;'

Q

(�); �

+

�;'

Q

(�)

��

� Cw(FFT(k � 1)) + 2

k

:

Comme FFT(1) est isomorphe �a C(4), Cw(FFT(1)) = 2, et donc

Cw(FFT(k)) � 2

k

+ 2

k�1

+ � � �+ 2 = 2

k+1

� 2 :

ut

Du fait que nous ne connaissons pas de minoration pr�ecise de la bissection arête de FFT(k),

nous ne pouvons pas utiliser le th�eor�eme 5.7 pour obtenir une minoration de sa largeur de coupe,

mais il est n�eanmoins possible d'en d�eterminer un �equivalent asymptotique.

Proposition5.24. Cw(FFT(k)) appartient �a �(2

k

) .

Preuve. Il a �et�e montr�e dans [57, page 442] que Bis

e

(FFT(k)) appartient �a �

�

(k+1)2

k

log

2

((k+1)2

k

)

�

. Il

existe donc un nombre � > 0 et un entier k

0

> 0 tels que pour tout k > k

0

, Bis

e

(FFT(k)) >
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�

�

(k+1)2

k

log

2

((k+1)2

k

)

�

. En appliquant le th�eor�eme 5.7 sous ces conditions, on trouve que

Cw(FFT(k)) � Bis

e

(FFT(k))

� �

�

(k+1)2

k

log

2

((k+1)2

k

)

�

= �

�

2

k

k

k+1

+

log

2

(k+1)

k+1

�

� �2

k�1

;

et Cw(FFT(k)) appartient donc �a 
(2

k

). Puisque la proposition 5.23 implique que Cw(FFT(k))

appartient �egalement �a O(2

k

), alors Cw(FFT(k)) appartient �a �(2

k

). ut

5.3.7 Le graphe \Buttery"

Proposition5.25.

�

8

3

� 2

k�2

�

� Bd(BF(k)) � 9 � 2

k�2

:

Preuve. Le graphe \Buttery" se prête au même type de quotientement que le graphe FFT auquel

il est apparent�e. Nous d�e�nissons donc la con�guration suivante, illustr�ee en �gure 5.10 :

� � = f�

0

; �

1

; : : : ; �

k�1

g, o�u �

q

= f(l;m) 2 V (BF(k)) = l = qg ;

� '

Q

(�

q

) =

8

>

>

<

>

>

:

2(q + 1) si 0 � q <

�

k�1

2

�

;

2(k � (q + 1))� 1 si

�

k�1

2

�

� q < k � 1 ;

0 si q = k � 1 ;

� '

G

(l;m) = '

Q

(�

l

) � 2

k

+m .

(1;0) (1;1) (1;2) (1;3) (1;4) (1;5) (1;6) (1;7)

(2;0) (2;1) (2;2) (2;3) (2;4) (2;5) (2;6) (2;7)

(0;0) (0;1) (0;2) (0;3) (0;4) (0;5) (0;6) (0;7)

Figure 5.10: BF(3) et son partitionnement par niveaux.

Par d�e�nition, chaque partie contient les sommets d'un niveau, et donc j�j = 2

k

pour toute �. Les

sommets d'un niveau l n'�etant connect�es qu'aux sommets des niveaux (l�1) mod k et (l+1) mod k,
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BF(k)

=�

est isomorphe �a C(k), et donc Bd(BF(k)

=�

) = 2. Il est �a noter que la num�erotation '

Q

ci-dessus donne une dilatation �egale �a cette borne, et est telle que j'

Q

(�

k�2

) � '

Q

(�

k�1

)j = 1.

Puisque aucune arête de BF(k) ne lie de sommets appartenant au même niveau, �

i

('

G

) = 0.

Tout sommet v = (l;m) appartenant �a V (BF(k)) est li�e aux sommets v

0

= ((l + 1) mod k;m) et

v

00

= ((l + 1) mod k;m� 2

(l+1)modk

). De fait,

j'

G

(v) � '

G

(v

0

)j = j('

Q

(�

l

) � 2

k

+m) � ('

Q

(�

(l+1)modk

) � 2

k

+m)j

= j'

Q

(�

l

)� '

Q

(�

(l+1)modk

)j � 2

k

� Bd(BF(k)

=�

) � 2

k

� 2 � 2

k

;

j'

G

(v) � '

G

(v

00

)j = j('

Q

(�

l

) � 2

k

+m) � ('

Q

(�

(l+1)modk

) � 2

k

+m � 2

(l+1)modk

)j

� Bd(BF(k)

=�

) � 2

k

+ 2

(l+1)modk

� 2 � 2

k

+ 2

k�1

;

et donc

�

e

('

G

) = 2

k

+ 2

k�1

:

Cependant, la num�erotation '

Q

choisie est telle que toute les arêtes qui maximisent �

e

('

G

) lient

la partie �

k�2

�a la partie �

k�1

, et ('

Q

(�

k�2

)� '

Q

(�

k�1

)) est par construction toujours �egale �a 1

(et non �a 2, qui est la largeur de bande de Q). Par cons�equent, la dilatation maximale des arêtes

externes est en fait moindre que celle obtenue par le th�eor�eme 5.3. En e�et,

Bd(BF(k)) � max(2

k

� j'

Q

(�

k�1

) � '

Q

(�

k�2

)j+ 2

k�1

;

2

k

� j'

Q

(�

k�2

) � '

Q

(�

k�3

)j+ 2

k�2

)

� max(1 � 2

k

+ 2

k�1

; 2 � 2

k

+ 2

k�2

)

� 9 � 2

k�2

:

Nous savons par [57] que diam(BF(k)) =

�

3

2

k

�

. Par le th�eor�eme 3.2,

Bd(BF(k)) �

&

k � 2

k

� 1

�

3

2

k

�

'

�

�

k � 2

k

� 1

3

2

k

�

=

�

8

3

� 2

k�2

�

2

3k

�

�

�

8

3

� 2

k�2

�

;

puisque le contenu de la partie enti�ere n'est jamais entier. ut

Proposition5.26.

Cw(BF(k)) � 3 � 2

k

:

Preuve. De mani�ere analogue �a celle employ�ee pour le graphe FFT, on utilise les propri�et�es de

d�ecomposition r�ecursive du graphe \Buttery" en se basant sur une con�guration judicieuse.

Soit BF(k) le graphe obtenu �a partir de BF(k) par la suppression des arêtes liant les sommets du

niveau 0 �a ceux du niveau k � 1. BF(k) peut être construit en pla�cant deux copies de BF(k � 1)

au dessus d'un niveau de 2

k

sommets et en les liant de mani�ere �a ce que le niveau ajout�e devienne

le niveau k � 1 ; cette construction s'applique �egalement, de mani�ere directe, �a BF(k). Ces deux

d�ecompositions sont repr�esent�ees respectivement en �gures 5.11 et 5.12. La premi�ere �etape de la

preuve consiste �a exprimer Cw(BF(k)) en fonction de Cw(BF(k�1)), au moyen de la con�guration

suivante :
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(1;0) (1;1) (1;2) (1;3) (1;4) (1;5) (1;6) (1;7)

(2;0) (2;1) (2;2) (2;3) (2;4) (2;5) (2;6) (2;7)

(0;0) (0;1) (0;2) (0;3) (0;4) (0;5) (0;6) (0;7)

Figure 5.11: BF(3) et son partitionnement : deux BF(2) et un niveau de sommets.

(1;0) (1;1) (1;2) (1;3) (1;4) (1;5) (1;6) (1;7)

(2;0) (2;1) (2;2) (2;3) (2;4) (2;5) (2;6) (2;7)

(0;0) (0;1) (0;2) (0;3) (0;4) (0;5) (0;6) (0;7)

a. BF(3) et son partitionnement :

deux BF(2) et un niveau de sommets.

(0;0) (0;1) (0;2) (0;3)

(1;0) (1;1) (1;2) (1;3)
b. BF(2) est isomorphe �a deux C(4).

Figure 5.12: Structure r�ecursive du graphe BF.

� � = f�

0

; �

1

; �

2

g, o�u

8

>

>

<

>

>

:

�

0

= f(l;m) 2 V (BF(k)) = l < k � 1;m < 2

k�1

g ;

�

1

= f(l;m) 2 V (BF(k)) = l = k � 1g ;

�

2

= f(l;m) 2 V (BF(k)) = l < k � 1;m � 2

k�1

g ;

� '

Q

(�

q

) = q ;

� '

G

(l;m) = '

Q

(�

l

) � 2

k

+m .

D'apr�es ce qui pr�ec�ede, BF(k)[�

0

] et BF(k)[�

2

] sont tous deux isomorphes �a BF(k� 1), BF(k)[�

1

]

est un ensemble de sommets isol�es, et BF(k)

=�

est isomorphe �a P(3). On a donc Cw(BF(k)

=�

) = 1,

�(BF(k)

=�

) = 1, et

j�

0

j = (k � 1)2

k�1

, j!(�

0

)j = 4 � 2

k�1

, Cw(BF(k)[�

0

]) = Cw(BF(k � 1)),

j�

1

j = 2

k

, j!(�

1

)j = 4 � 2

k

, Cw(BF(k)[�

1

]) = 0,

j�

2

j = (k � 1)2

k�1

, j!(�

2

)j = 4 � 2

k�1

, Cw(BF(k)[�

2

]) = Cw(BF(k � 1)),

�

�

�;'

Q

(�

0

) = 0, �

+

�;'

Q

(�

0

) = 0,

�

�

�;'

Q

(�

1

) = 1, �

+

�;'

Q

(�

1

) = 1,

�

�

�;'

Q

(�

2

) = 0, �

+

�;'

Q

(�

2

) = 0.
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Le th�eor�eme 5.6 donne donc

Cw(BF(k)) � max

�2f�

0

;�

1

;�

2

g

�

Cw(BF(k)[�]) + j!(�)j � j�j �min

�

�

�

�;'

Q

(�); �

+

�;'

Q

(�)

��

� max

�

Cw(BF(k � 1)) + 2

k+1

; 3 � 2

k

�

: (5.9)

La seconde �etape utilise la d�ecomposition r�ecursive de BF(k), en se basant sur une con�guration

identique �a celle d�e�nie pr�ec�edemment. On obtient alors, par le th�eor�eme 5.6,

Cw(BF(k)) � max

�

Cw(BF(k � 1)) + 2

k

; 2

k

�

� Cw(BF(k � 1)) + 2

k

: (5.10)

Comme BF(2) est isomorphe �a deux C(4), Cw(BF(2)) = 2, ce qui permet de r�esoudre l'�equation

r�ecurrente (5.10) en Cw(BF(k)) � 2

k+1

� 6 qui, inject�ee dans l'�equation (5.9), am�ene au r�esultat

annonc�e. ut

Comme nous ne disposons pas de minoration de la bissection arête de BF(k), nous ne pouvons

en d�eduire de minoration de sa largeur de coupe, mais nous pouvons cependant en donner un

�equivalent asymptotique.

Proposition5.27. Cw(BF(k)) appartient �a �(2

k

) .

Preuve. Il a �et�e montr�e dans [57, page 451] que Bis

e

(CCC(k)) appartient �a �

�

k2

k

log

2

(k2

k

)

�

. Il existe

donc un nombre � > 0 et un entier k

0

> 0 tels que pour tout k > k

0

, Bis

e

(CCC(k)) > �

�

k2

k

log

2

(k2

k

)

�

.

En outre, puisque CCC(k) est un graphe partiel de BF(k) [27], Bis

e

(CCC(k)) � Bis

e

(BF(k)). En

combinant ces r�esultats avec le th�eor�eme 5.7, il vient :

Cw(BF(k)) � Bis

e

(BF(k)) � Bis

e

(CCC(k))

� �

�

k2

k

log

2

(k2

k

)

�

= �

�

2

k

1+

log

2

(k)

k

�

� �2

k�1

;

et donc Cw(BF(k)) appartient �a 
(2

k

). Puisque la proposition 5.26 implique que Cw(BF(k))

appartient �egalement �a O(2

k

), alors Cw(BF(k)) appartient �a �(2

k

). ut

5.3.8 Le graphe CCC

Proposition5.28.

�

8

5

� 2

k�2

�

� Bd(CCC(k)) � 9 � 2

k�2

:

Preuve. Comme il a �et�e montr�e dans [27] que CCC(k) est un graphe partiel de BF(k), Bd(CCC(k)) �

Bd(BF(k)) � 9 � 2

k�2

.

On sait par [22] que diam(CCC(k)) = 2k� 1+max

�

1;

�

k�2

2

��

. En appliquant le th�eor�eme 3.2,

on obtient pour k � 4

Bd(CCC(k)) �

&

k � 2

k

� 1

�

5

2

k

�

� 2

'

�

�

k � 2

k

� 1

5

2

k

�

�

�

8

5

2

k�2

�

2

5k

�

�

�

8

5

2

k�2

�

;
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puisque le contenu de la partie enti�ere n'est jamais entier.

Par calcul direct, on v�eri�e que

l

k�2

k

�1

diam(CCC(k))

m

�

�

8

5

2

k�2

�

lorsque k = 1, 2, et 3, ce qui conclut la

preuve. ut

Proposition5.29.

�

1

5

� 2

k+1

�

� Cw(CCC(k)) � 2

k+1

+ 1 :

Preuve. Shahrokhi et Szekely [83] ont donn�e r�ecemment une minoration de la bissection arête d'un

graphe G quelconque par une expression d�ependant de la congestion du plongement dans G du

graphe complet double (c'est-�a-dire le graphe complet tel que toute paire de sommets soit li�ee

par deux arêtes), not�e 2K, de même ordre. Si l'on note cg(2K(jV (G)j); G) la congestion de ce

plongement,

Bis

e

(G) �

Bis

e

(2K(jV (G)j))

cg(2K(jV (G)j); G)

=

2

l

jV (G)j

2

mj

jV (G)j

2

k

cg(2K(jV (G)j); G)

:

En utilisant la valeur de cg(2K(jV (CCC(k))j);CCC(k)) fournie dans [83, tableau 1], on trouve

alors

Bis

e

(CCC(k)) �

2

l

k�2

k

2

mj

k�2

k

2

k

5

4

� k

2

� 2

k

(1� o(1))

�

�

1

5

� 2

k+1

�

;

et le th�eor�eme 5.7 nous am�ene au r�esultat annonc�e.

A�n de prouver la majoration, nous proposons, �a l'image de ce qui a �et�e fait pour le graphe

\Buttery", une d�ecomposition r�ecursive en deux �etapes du graphe CCC. Soit CCC(k) le graphe

obtenu �a partir de CCC(k) par la suppression des arêtes liant les sommets du niveau 0 �a ceux du

niveau k�1. CCC(k) peut être construit en pla�cant deux copies de CCC(k�1) au dessus d'un niveau

de 2

k

sommets et en les liant de mani�ere �a ce que le niveau ajout�e devienne le niveau k�1, comme

le montre la �gure 5.13. La construction �equivalente pour le CCC est illustr�ee en �gure 5.14. On

(0;0) (0;1) (0;2) (0;3) (0;4) (0;5) (0;6) (0;7)

(1;0) (1;1) (1;2) (1;3) (1;4) (1;5) (1;6) (1;7)

(2;0) (2;1) (2;2) (2;3) (2;4) (2;5) (2;6) (2;7)

Figure 5.13: CCC(3) et son partitionnement : deux CCC(2) et un niveau de sommets.

commence alors par exprimer Cw(CCC(k)) en fonction de Cw(CCC(k�1)), grâce �a la con�guration

ci-dessous :

� � = f�

0

; �

1

; �

2

g, o�u

8

>

>

<

>

>

:

�

0

= f(l;m) 2 V (CCC(k)) = l < k � 1;m < 2

k�1

g ;

�

1

= f(l;m) 2 V (CCC(k)) = l = k � 1g ;

�

2

= f(l;m) 2 V (CCC(k)) = l < k � 1;m � 2

k�1

g ;
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(0;0) (0;1) (0;2) (0;3) (0;4) (0;5) (0;6) (0;7)

(1;0) (1;1) (1;2) (1;3) (1;4) (1;5) (1;6) (1;7)

(2;0) (2;1) (2;2) (2;3) (2;4) (2;5) (2;6) (2;7)

a. CCC(3) et son partitionnement :

deux CCC(2) et un niveau de som-

mets.

(0;0) (0;1) (0;2) (0;3)

(1;0) (1;1) (1;2) (1;3)

b. CCC(2) est isomorphe �a C(8).

Figure 5.14: Structure r�ecursive du graphe CCC.

� '

Q

(�

q

) = q ;

� '

G

(l;m) = '

Q

(�

l

) � 2

k

+m .

D'apr�es ces d�e�nitions, CCC(k)[�

0

] et CCC(k)[�

2

] sont tous deux isomorphes �a CCC(k � 1),

CCC(k)[�

1

] est un ensemble d'arêtes simples, et CCC(k)

=�

est isomorphe �a P(3). On en d�eduit

que Cw(CCC(k)

=�

) = 1, �(CCC(k)

=�

) = 1, et

j�

0

j = (k � 1)2

k�1

, j!(�

0

)j = 2 � 2

k�1

, Cw(CCC(k)[�

0

]) = Cw(CCC(k � 1)),

j�

1

j = 2

k

, j!(�

1

)j = 2 � 2

k

, Cw(CCC(k)[�

1

]) = 1,

j�

2

j = (k � 1)2

k�1

, j!(�

2

)j = 2 � 2

k�1

, Cw(CCC(k)[�

2

]) = Cw(CCC(k � 1)),

�

�

�;'

Q

(�

0

) = 0, �

+

�;'

Q

(�

0

) = 0,

�

�

�;'

Q

(�

1

) = 0, �

+

�;'

Q

(�

1

) = 0,

�

�

�;'

Q

(�

2

) = 0, �

+

�;'

Q

(�

2

) = 0.

Par le th�eor�eme 5.6, on trouve alors

Cw(CCC(k)) � max

�2f�

0

;�

1

;�

2

g

�

Cw(CCC(k)[�]) + j!(�)j � j�j �min

�

�

�

�;'

Q

(�); �

+

�;'

Q

(�)

��

� max

�

Cw(CCC(k � 1)) + 2

k

; 2

k+1

+ 1

�

: (5.11)

On utilise alors la d�ecomposition r�ecursive de CCC(k) en s'appuyant sur la même con�guration

que ci-dessus, ce qui donne

Cw(CCC(k)) � max

�

Cw(CCC(k � 1)) + 2

k�1

; 2

k

+ 1

�

: (5:12)

Comme CCC(2) est isomorphe �a C(8), Cw(CCC(2)) = 2. En injectant ce r�esultat dans l'�equa-

tion (5.12), et en �etudiant la r�ecurrence, on obtient

Cw(CCC(k)) � 2

k

+ 1 :

Il su�t alors de r�epercuter ce r�esultat dans (5.11) pour conclure. ut
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Chapitre 6

�

Evaluations asymptotiques et

application �a UB(d; k)

Dans le chapitre pr�ec�edent, nous avons appliqu�e les th�eor�emes g�en�eraux �enonc�es pr�ec�edemment �a

plusieurs types de graphes. Dans le cas du graphe de De Bruijn d-aire, nous n'avons pu qu'�etablir

des majorations symboliques, exprim�ees en fonction de jA

d;k

(h)j et

�

�

�

A

d�1

d;k

(h)

�

�

�

.

C'est dans ce cadre que nous sommes amen�es �a nous int�eresser aux valeurs de jA

d;k

(h)j et

�

�

�

A

d�1

d;k

(h)

�

�

�

, et en donnons un �equivalent asymptotique.

6.1

�

Evaluation de jA

d;k

(h)j

Nous donnons dans cette section trois expressions distinctes de jA

d;k

(h)j, obtenues grâce �a des

approches di��erentes.

Proposition6.30.

jA

d;k

(h)j =

d�1

X

j=0

jA

d;k�1

(h� j)j :

Preuve. Par d�e�nition de A

d;k

(h),

jA

d;k

(h)j =

�

�

�

�

�

(

m 2 A

k

d

=

k

P

p=1

m

p

= h

)

�

�

�

�

�

=

d�1

P

j=0

�

�

�

�

�

(

m 2 A

k�1

d

=

k�1

P

p=1

m

p

= h� j

)
�

�

�

�

�

=

d�1

P

j=0

jA

d;k�1

(h� j)j :

ut

47
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Proposition6.31.

jA

d;k

(h)j =

X

0�p�

b

h

d

c

(�1)

p

�

k

p

��

(h� dp) + (k � 1)

(k � 1)

�

:

Preuve. La preuve de cette proposition est bas�ee sur les s�eries formelles. L'id�ee directrice est de

repr�esenter l'expression �a �evaluer au moyen de s�eries formelles, a�n d'utiliser les op�erations sur les

s�eries pour la simpli�er.

Puisque multiplier deux puissances d'un nombre �equivaut �a additionner leurs exposants, nous

pouvons d�enombrer les termes de poids (c'est-�a-dire d'exposant) donn�e par la s�erie

1

X

p=0

a

p

z

p

def

= (1 + z + z

2

+ � � �+ z

d�1

)

k

; (6:1)

dans laquelle la somme 1+ z+ � � �+ z

d�1

�enum�ere les poids possibles d'une lettre, et la puissance k

le fait qu'on consid�ere k lettres ind�ependantes. Compter le nombre de mots ayant un certain poids

h revient donc �a compter le nombre d'occurrences du terme z

h

, c'est-�a-dire la valeur de a

h

. De

fait,

1

P

p=0

a

p

z

p

= (1 + z + z

2

+ � � �+ z

d�1

)

k

= (1� z

d

)

k

(1� z)

�k

=

 

k

P

p=0

�

k

p

�

(�1)

p

z

dp

! 

1

P

q=0

�

�k

q

�

(�1)

q

z

q

!

;

o�u

�

��

�

�

def

=

(��)(��� 1) : : : (��� � + 1)

�!

= (�1)

�

�

�+ � � 1

�� 1

�

:

jA

d;k

(h)j s'obtient alors en prenant le h

i�eme

coe�cient de la s�erie.

jA

d;k

(h)j = a

h

=

P

0�p�

b

h

d

c

(�1)

p+h�dp

�

k

p

��

�k

h�dp

�

=

P

0�p�

b

h

d

c

(�1)

p

�

k

p

��

(h�dp)+(k�1)

(k�1)

�

:

ut

La pr�esence de sommes discr�etes dans l'expression ci-dessus la rend inexploitable en pratique,

mis �a part pour des �evaluations num�eriques.

Pour contourner cette di�cult�e, une solution consiste �a trouver une expression propice au passage

dans le domaine continu ; c'est ce que nous faisons dans la proposition suivante.

Proposition6.32.

jA

d;k

(h)j =

2

�

Z
�

2

0

cos(x(2h� k(d� 1)))

�

sin(dx)

sin(x)

�

k

dx :

Preuve. Le nombre de mots de A

k

d

de poids de Hamming �etendu h peut être calcul�e en parcourant

toutes les combinaisons possibles et en incr�ementant un compteur chaque fois qu'un tel mot est
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trouv�e. Ainsi, en utilisant le symbole de Kronecker

�

p;0

=

(

1 si p = 0

0 si p 6= 0

;

on peut �ecrire

jA

d;k

(h)j =

(d�1)

X

m

1

=0

(d�1)

X

m

2

=0

� � �

(d�1)

X

m

k

=0

�

(h�

P

k

j=1

m

j

);0

:

Pour tout entier p, le symbole de Kronecker peut s'�ecrire

�

p;0

=

1

2�

�

Z

��

e

ipt

dt ;

donc

jA

d;k

(h)j =

(d�1)

X

m

1

=0

(d�1)

X

m

2

=0

� � �

(d�1)

X

m

k

=0

0

@

1

2�

�

Z

��

e

i

�

h�

P

k

j=1

m

j

�

t

dt

1

A

=

1

2�

�

Z

��

0

@

(d�1)

X

m

1

=0

(d�1)

X

m

2

=0

� � �

(d�1)

X

m

k

=0

e

iht

e

�it

P

k

j=1

m

j

1

A

dt :

Comme, d'apr�es l'�equation (6.1), il advient que, pour tout z 6= 1,

(d�1)

X

m

1

=0

(d�1)

X

m

2

=0

� � �

(d�1)

X

m

k

=0

z

�

P

k

j=1

m

j

�

= (1 + z + � � �+ z

d�1

)

k

=

�

1� z

d

1� z

�

k

;

l'�equation pr�ec�edente peut être r�e�ecrite en

jA

d;k

(h)j =

1

2�

�

Z

��

e

iht

�

1� e

�idt

1� e

�it

�

k

dt

=

1

2�

�

Z

��

e

iht

 

e

�

it

2

e

�

idt

2

�

e

idt

2

� e

�

idt

2

e

it

2

� e

�

it

2

!

k

dt

=

1

2�

�

Z

��

e

i(2h�k(d�1))

t

2

 

sin

�

dt

2

�

sin

�

t

2

�

!

k

dt :

Une �etude de sym�etrie de la fonction contenue dans l'int�egrale par rapport �a la variable d'int�egration

montre que sa partie imaginaire est impaire et sa partie r�eelle paire. Il en d�ecoule que la partie

imaginaire peut être supprim�ee, ce �a quoi on pouvait s'attendre puisqu'on d�enombre des quantit�es

r�eelles. Si l'on e�ectue en outre le changement de variable x =

t

2

, on obtient

jA

d;k

(h)j =

2

�

Z
�

2

0

cos(x(2h� k(d� 1)))

�

sin(dx)

sin(x)

�

k

dx ;

qui est le r�esultat annonc�e. ut

Lemme6.33.

(1) jA

d;k

(h)j est sym�etrique par rapport �a

k(d�1)

2

:

(2) jA

d;k

(h)j crô�t pour h compris entre 0 et

j

k(d�1)

2

k

:
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Preuve. (1) La sym�etrie du probl�eme �etudi�e implique que jA

d;k

(h)j est �egal �a jA

d;k

(k(d� 1)� h)j,

puisqu'�a tout mot de poids h correspond un compl�ementaire de poids k(d � 1) � h. De fait,

l'expression de jA

d;k

(h)j de la proposition 6.32 est sym�etrique par rapport �a la valeur

k(d�1)

2

.

(2) Dans le cadre de cette preuve, on consid�ere en fait le comportement de jA

d;k

(h)j pour h

compris entre �(d � 1) et

j

k(d�1)

2

k

. En e�et, si jA

d;k

(h)j crô�t pour 0 � h �

j

k(d�1)

2

k

, alors

jA

d;k

(h)j crô�t pour �(d � 1) � h �

j

k(d�1)

2

k

, puisque jA

d;k

(h)j = 0 quand �(d � 1) � h < 0 et

jA

d;k

(h)j > 0 quand 0 � h �

j

k(d�1)

2

k

.

Pour tout d > 0, on peut mener la r�ecurrence suivante.

� Pour k = 1, la proposition est v�eri��ee car pour tout h compris entre 0 et (d�1), jA

d;1

(h)j = 1 ;

� Supposons que le lemme soit vrai jusqu'�a k � 1. En utilisant la proposition 6.30, on montre

facilement que jA

d;k

(h)j � jA

d;k

(h � 1)j = jA

d;k�1

(h)j � jA

d;k�1

(h� d)j.

{ Pour h �

j

(k�1)(d�1)

2

k

, la di��erence est positive par r�ecurrence.

{ Pour

j

(k�1)(d�1)

2

k

< h �

j

k(d�1)

2

k

, jA

d;k�1

(h)j = jA

d;k�1

((k � 1)(d� 1)� h)j par

sym�etrie, et la di��erence est donc �egalement positive par r�ecurrence.

Par ci-dessus, pour tout d et tout k, jA

d;k

(h)j est croissante pour 0 � h �

j

k(d�1)

2

k

. ut

6.2

�

Evaluation de

�

�

�

A

d�1

d;k

(h)

�

�

�

La proposition suivante nous permet d'exprimer simplement

�

�

�

A

d�1

d;k

(h)

�

�

�

en fonction de jA

d;k

(h)j,

et donc d'appliquer au premier les r�esultats calcul�es pour ce dernier.

Proposition6.34.

�

�

�

A

d�1

d;k

(h)

�

�

�

= jA

d;k+1

(h)j � jA

d;k

(h� (d� 1))j :

Preuve. En combinant la d�e�nition de

�

�

�

A

d�1

d;k

(h)

�

�

�

et la proposition 6.30, on trouve directement

�

�

�

A

d�1

d;k

(h)

�

�

�

=

(d�2)

P

j=0

jA

d;k

(h� j)j

=

(d�1)

P

j=0

jA

d;k

(h� j)j � jA

d;k

(h � (d� 1))j

= jA

d;k+1

(h)j � jA

d;k

(h� (d� 1))j :

ut

6.3 Comportement asymptotique de jA

d;k

(h)j

D'apr�es le lemme 6.33, jA

d;k

(h)j est maximal pour h = h

d;k

def

=

j

k(d�1)

2

k

. Soit

~

h = k(d� 1) mod 2.

Par la proposition 6.32,

jA

d;k

(h

d;k

)j

d

k

=

2

�

Z
�

2

0

cos(

~

hx)

�

sin(dx)

d sin(x)

�

k

dx : (6:2)
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L'�evaluation asymptotique de ce rapport est e�ectu�ee en utilisant la m�ethode de Laplace, dont on

peut trouver une description d�etaill�ee dans [9].

Proposition6.35.

jA

d;k

(h

d;k

)j �

k�1

d

k

s

6

�k(d� 1)(d+ 1)

:

Preuve. Le th�eor�eme de Laplace dit que si deux fonctions r�eelles f et g continues sur [a; b] sont

telles que g(t) atteint son maximum pour t = a et que f(a) 6= 0, alors on peut approximer l'in-

t�egrale

R

b

a

f(t)e

xg(t)

dt par

R

a+�

a

f(t)e

xg(t)

dt pour 0 < � � (b � a) et x � 1, car les contributions

importantes �a l'int�egrale sont celles du voisinage de a.

Une cons�equence pratique de cela est que nous pouvons modi�er la borne sup�erieure des int�egrales

sans alt�erer leur comportement asymptotique, puisque cela n'induit que des erreurs exponentielle-

ment faibles.

D�e�nissons alors f

d

(t)

def

= cos(

~

ht) et G

d

(t)

def

=

sin(dt)

d sin(t)

. En toute rigueur, la d�e�nition de f

d

ne nous

permet pas d'utiliser le th�eor�eme de Laplace, car

~

h d�epend �egalement de k. Cependant,

~

h ne pre-

nant que les valeurs 0 ou 1, il su�t d'e�ectuer deux calculs distincts, selon la parit�e de k(d � 1).

Comme ceux-ci m�enent au même r�esultat, nous pouvons les �ecrire en une fois, en conservant

~

h

dans les formules pour distinguer les deux cas. On peut montrer simplement que :

� f

d

(0) = 1 ;

� G

d

(0) = 1 ;

� 8t 2 ]0;

�

d

[; 0 < G

d

(t) < 1 ;

� G

d

(

�

d

) = 0 ;

� G

d

(t) atteint son maximum pour t = 0 dans [0;

�

d

] .

Soit �

d

un nombre pris dans ]0;

�

d

[. Par le th�eor�eme de Laplace, pour tout � tel que 0 < � < �

d

, on

obtient :

Z

�

d

0

f

d

(t) e

k log(G

d

(t))

dt �

k�1

Z

�

0

f

d

(t) e

k log(G

d

(t))

dt :

Supposons que �� 1. Dans [0; �],

f

d

(t) = 1 +

~

h

�

�

1

2

t

2

+ o(t

3

)

�

;

G

d

(t) = 1�

1

6

(d� 1)(d+ 1)t

2

+ o(t

3

) ;

log (G

d

(t)) = �

1

6

(d� 1)(d+ 1)t

2

+ o(t

3

) ;

donc en ne prenant en compte que les premiers ordres des approximations polynomiales,

Z

�

d

0

f

d

(t) e

k log(G

d

(t))

dt �

k�1

Z

�

0

e

�

k(d�1)(d+1)

6

t

2

dt :
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Puisque le contenu de l'int�egrale ne contribue �a la valeur asymptotique de celle-ci que dans le

voisinage de 0, le domaine de l'int�egrale peut être �etendu �a l'in�ni en ne g�en�erant que des erreurs

exponentiellement faibles, d'o�u

Z

�

d

0

f

d

(t) e

k log(G

d

(t))

dt �

k�1

Z

+1

0

e

�

k(d�1)(d+1)

6

t

2

dt :

Pour tout r�eel z > 0,

Z

+1

0

e

�zt

2

dt =

1

2

r

�

z

;

et donc

Z

�

d

0

f

d

(t) e

k log(G

d

(t))

dt �

k�1

1

2

s

6�

k(d� 1)(d+ 1)

:

Puisque, de nouveau, le contenu de l'int�egrale ne contribue �a la valeur asymptotique de celle-ci que

dans le voisinage de 0,

Z

�

d

0

f

d

(t) e

k log(G

d

(t))

dt =

Z

�

d

0

f

d

(t)G

d

(t)

k

dt �

k�1

Z
�

2

0

f

d

(t)G

d

(t)

k

dt ;

et donc, par l'�equation (6.2),

jA

d;k

(h

d;k

)j

d

k

�

k�1

s

6

�k(d� 1)(d+ 1)

:

ut

6.4 Comportement asymptotique de

�

�

�

A

d�1

d;k

(h)

�

�

�

L'�etude de

�

�

�

A

d�1

d;k

(h)

�

�

�

est directement inspir�ee de celle de jA

d;k

(h)j. D'apr�es le lemme 6.33, la plus

grande bande de largeur (d � 1) est celle \centr�ee" autour de

k(d�1)

2

, c'est-�a-dire telle que le plus

grand poids qu'elle contient soit �egal �a

j

k(d�1)

2

+

(d�1)

2

k

. Nous noterons h

d�1

d;k

la valeur de poids qui

maximise

�

�

�

A

d�1

d;k

(h)

�

�

�

, c'est-�a-dire h

d�1

d;k

def

=

j

(k+1)(d�1)

2

k

, et

~

h = (k+1)(d� 1) mod 2. En appliquant

successivement les propositions 6.34 et 6.32, on obtient

�

�

�

A

d�1

d;k

�

h

d�1

d;k

�

�

�

�

d

k

=

�

�

�

A

d;k+1

�

h

d�1

d;k

�

�

�

�

�

�

�

�

A

d;k

�

h

d�1

d;k

� (d� 1)

�

�

�

�

d

k

=

2

�

Z
�

2

0

�

cos(

~

hx)

sin(dx)

sin(x)

� cos(x(d� 1�

~

h))

��

sin(dx)

d sin(x)

�

k

dx : (6.3)

Comme pr�ec�edemment, on utilise le th�eor�eme de Laplace pour d�eterminer l'�equivalent asympto-

tique de cette expression.

Proposition6.36.

�

�

�

A

d�1

d;k

�

h

d�1

d;k

�

�

�

�

d

k

�

k�1

s

6(d� 1)

�k(d + 1)

:
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Preuve. La d�emonstration est analogue �a celle du th�eor�eme 6.35 ; seule change la d�e�nition de la

fonction f

d

. Soit

f

d

(t)

def

=

�

cos(

~

ht)

sin(dt)

sin(t)

� cos(t(d� 1�

~

h))

�

:

On a f

d

(0) = d� 1 et, pour � tel que 0 � �� 1,

f

d

(t) =

�

1�

~

h

�

1

2

t

2

+ o(t

3

)

���

dt�

1

6

d

3

t

3

+ o(t

4

)

t�

1

6

t

3

+ o(t

4

)

�

�

�

1�

~

h

�

1

2

(d� 1)

2

t

2

+ o(t

3

)

��

= (d� 1)�

~

h

(d� 1)

2

� d

2

t

2

+ o(t

2

) :

En ne prenant ici encore en compte que les premiers ordres des approximations polynomiales, on

obtient

Z

�

d

0

f

d

(t) e

k log(G

d

(t))

dt �

k�1

Z

�

0

(d� 1) e

�

k(d�1)(d+1)

6

t

2

dt :

Par le même processus que pr�ec�edemment, et en utilisant l'�equation (6.3), on trouve le r�esultat

attendu. ut

Remarque. Pour d = 2, on a

�

�

�

A

2�1

2;k

(h)

�

�

�

= jA

2;k

(h)j =

�

k

h

�

, et les deux formules donnent e�ecti-

vement l'approximation asymptotique de Stirling de

�

k

d

k

2

e

�

par 2

k

q

2

�k

lorsque k� 1.

6.5 Applications

Les �equivalents asymptotiques d�etermin�es ci-dessus nous permettent d'obtenir ceux de bornes que

nous n'avions jusqu'�a pr�esent pu exprimer que symboliquement.

Proposition6.37. Notre majoration de Bd(UB(d; k)) est asymptotiquement �equivalente �a

d

k

q

6(d�1)

�k(d+1)

lorsque k � 1.

Preuve. Ceci s'obtient directement au moyen des propositions 5.17 et 6.36. ut

Proposition6.38. Notre majoration de Cw(UB(d; k)) est asymptotiquement �equivalente �a

(2d� 1)d

k

q

8(d�1)

3�k(d+1)

lorsque k� 1.

Preuve. Par les propositions 5.18, 6.35, et 6.36,

(d� 1)

�

�

�

A

d�1

d;k

�

h

d�1

d;k

�
�

�

�

+

(d�1)d(d+1)

3

jA

d;k�1

(h

d;k�1

)j+ 2

�

k�1

(d� 1)d

k

q

6(d�1)

�k(d+1)

+

(d�1)d(d+1)

3

d

k�1

q

6

(d�1)(d+1)�(k�1)

+ 2

�

k�1

d

k

�

q

6(d�1)

3

�k(d+1)

+

q

2(d�1)(d+1)

3�k

�

�

k�1

d

k

(2d� 1)

q

8(d�1)

3(d+1)�k

:

ut
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Chapitre 7

Conclusion

7.1 R�ecapitulatif des r�esultats obtenus

Le tableau suivant reprend les r�esultats des sections 5.3 et 6.5.

Largeur de bande Largeur de coupe

Graphe

minoration majoration minoration majoration

H(k)

k�1

P

j=0

�

j

d

j

2

e

�

[47]

?]

�

1

3

2

k+1

�

[70]

M

2

(d

0

; d

1

) d

0

[20] d

0

+ 1� (d

0

mod 2) d

0

+ 1

UB(2; k)

2

k

�1

k

�

�

k

d

k

2

e

�

]
1

2

:

2

k

k

2

�

k

d

k

2

e

�

+ 2

]

UB(d; k)

d

k

�1

k

�

�

�

A

d�1

d;k

�

h

d�1

d;k

�
�

�

3

�

(d� 1)

�

�

A

d�1

d;k

�

h

d�1

d;k

�

�

�

+ 2+

(d�1)d(d+1)

3

jA

d;k�1

(h

d;k�1

)j

4

SE(k)

2

k

�1

2k�1

�

2

�

k�2

d

k�2

2

e

�

] 1

2

�

2

k

k

�

k

d

k

2

e

�

+ 2

]

FFT(k) 2

k�1 �

3 � 2

k�1

�

y

2

k+1

� 2

y

BF(k)

�

8

3

� 2

k�2

�

�

9 � 2

k�2

�

z

3 � 2

k z

CCC(k)

�

8

5

� 2

k�2

�

�

9 � 2

k�2

�

1

5

� 2

k+1

�

2

k+1

+ 1

?

Bd(H(k)) appartient �a �

��

k

d

k

2

e

��

[55].

]

�

k

d

k

2

e

�

appartient �a �

�

2

k

p

2

k�

�

.

�

en appliquant le th�eor�eme 3.2.

3

asymptotiquement �equivalent �a d

k

q

6(d�1)

�k(d+1)

.

4

asymptotiquement �equivalent �a (2d�1)d

k

q

8(d�1)

3�k(d+1)

.

y

Cw(FFT(k)) appartient �a �(2

k

).

z

Cw(BF(k)) appartient �a �(2

k

).

7.2 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans cette partie une expression de la largeur de bande d'un graphe �a partir

de celle de ses graphes quotients et de ses sous-graphes induits, et avons fait de même pour la

largeur de coupe. Nous avons �egalement donn�e une minoration des largeurs de bande et de coupe

d'un graphe, par ses bissections sommet et arête respectivement.
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La m�ethode de quotientement est bien adapt�ee aux graphes qui peuvent être quotient�es, �even-

tuellement r�ecursivement, en graphes dont les largeurs de bande et de coupe sont connues ou

major�ees �nement. Cependant, le choix des graphes quotients n'est pas simple, puisque c'est sur

lui que se reporte la complexit�e du probl�eme. Les quotientements doivent être simples pour que

leurs param�etres puissent être calcul�es, mais aussi choisis judicieusement a�n de capturer dans le

graphe quotient les propri�et�es topologiques des graphes �etudi�es.

Quand la structure des graphes est bien connue, il est parfois pro�table d'utiliser la num�erotation

induite par le partitionnement a�n de calculer directement et e�cacement les majorations.

En ce sens, nos r�esultats doivent plus être vus comme un cadre formel et m�ethodologique de travail,

que comme des th�eor�emes directement applicables.

Conjointement aux r�esultats pr�esent�es ici, Barth [5] a obtenu par cette m�ethode des majora-

tions et minorations des largeurs de bande et de coupe des graphes FFT d-aire, \Buttery" d-aire,

et grille d'arbres binaire, ainsi que du graphe grille d'arbres d-aire qu'il a d�e�ni.

Les �equivalents asymptotiques calcul�es dans la section pr�ec�edente peuvent être appliqu�es �a

d'autres graphes sur alphabets, tel le graphe \Shu�e-Exchange" d-aire.

Plus g�en�eralement, on peut envisager l'utilisation du th�eor�eme de Laplace pour d�eterminer les

�equivalents asymptotiques de quantit�es discr�etes, au moins lorsqu'elles sont de structure polyno-

miale.
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Placement statique
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Chapitre 8

Pr�esentation du probl�eme

Parmi les moyens de d�elivrer aux utilisateurs une puissance informatique croissante, le parall�elisme

est une voie de recherche prometteuse. Une des premi�eres classi�cations des architectures parall�eles,

due �a Flynn [33], distingue deux grandes classes de machines :

� les machines SIMD (\Single Instruction, Multiple Data"), dans lesquelles les instructions d'un

programme sont ex�ecut�ees simultan�ement et de mani�ere synchrone sur tous les n�uds qui les

composent. Elles poss�edent un frontal qui d�ecode les instructions parall�eles et les di�use sur

les unit�es d'ex�ecution des n�uds, et ex�ecute localement les instructions purement scalaires ;

� les machines MIMD (\Multiple Instruction, Multiple Data"), constitu�ees de processeurs com-

plets ind�ependants poss�edant chacun leurs unit�es de d�ecodage et d'ex�ecution propres.

La machine MIMD �a m�emoire distribu�ee et �a communication par passage de messages est le

type de machine parall�ele le plus courant, en ce qu'elle permet simplement d'implanter le mod�ele

de programmation par processus communicants. Celui-ci conduit �a exprimer les algorithmes paral-

l�eles sous forme de processus s�equentiels �a m�emoire priv�ee communicant par �echange de messages

�a travers des canaux de communication [52]. Cependant, la versatilit�e de ces machines a pour

contrepartie une assez grande complexit�e de mise en �uvre si l'on souhaite en exploiter au mieux

les capacit�es.

En particulier, l'ex�ecution e�cace d'un programme parall�ele sur une telle machine n�ecessite que les

processus communicants constituant le programme soient charg�es sur les processeurs de la machine

de mani�ere �a minimiser le temps total d'ex�ecution. Pour cela, il faut minimiser le temps pass�e �a

r�ealiser les communications induites par la parall�elisation, tout en �equilibrant dans le temps la

charge de calcul attribu�ee �a chaque processeur a�n d'exploiter pleinement le parall�elisme.

Cette op�eration est appel�ee ordonnancement si l'on consid�ere les d�ependances logiques et tempo-

relles entre processus, et placement si l'on suppose que tous les processus coexistent simultan�ement

sur la machine parall�ele pendant toute la dur�ee d'ex�ecution du programme. Un placement est dit

statique s'il a lieu avant l'ex�ecution du programme et n'est jamais remis en cause, et dynamique si

les processus peuvent être d�eplac�es en cours d'ex�ecution.

59
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Le mode d'expression du parall�elisme par processus communicants n'est pas le seul qui existe.

Le parall�elisme orient�e par les donn�ees, qui est mis en application dans plusieurs langages [1, 51],

exprime un algorithme parall�ele sous la forme d'un algorithme s�equentiel auquel sont ajout�ees des

directives de partition des donn�ees. Les compilateurs de ces langages utilisent ces informations

pour g�en�erer un ensemble de processus communicants, qui se partagent les donn�ees en fonction de

ces directives. Le code s�equentiel propre �a chaque processus est construit �a partir de l'algorithme

s�equentiel initial par ajout des instructions de communication n�ecessaires �a l'�echange des donn�ees

entre processus.

Bien que le d�ecoupage des donn�ees soit �a l'heure actuelle souvent tr�es r�egulier, le graphe de commu-

nication g�en�er�e peut être complexe, ce qui n�ecessite toujours de recourir �a un logiciel de placement

pour optimiser les communications et �equilibrer la charge des processeurs de l'architecture cible.

Dans la suite de cette partie, nous nous int�eresserons uniquement au placement statique de

processus.

8.1 Placement statique et fonctions de coût

Le calcul d'un placement statique e�cace n�ecessite une connaissance �a priori du comportement

dynamique de la machine cible vis-�a-vis du programme qui y est ex�ecut�e. On doit savoir pour cela :

� mod�eliser les interactions entre le programme et la machine, en isolant les crit�eres d�etermi-

nants de la qualit�e d'un placement ;

� extraire du programme parall�ele l'information n�ecessaire �a son placement en fonction des

crit�eres d�e�nis ;

� trouver le placement du programme qui optimise ces crit�eres.

La mod�elisation de la qualit�e d'un placement s'e�ectue habituellement au moyen de fonctions

de coût, qui d�eterminent par leur contenu les caract�eristiques du placement optimal que l'on d�esire

obtenir. Les principaux crit�eres cit�es dans la litt�erature [3, 67, 79, 89, et leurs r�ef�erences] et qui

peuvent intervenir dans ces fonctions sont :

� le temps total d'utilisation de la machine, c'est-�a-dire la dur�ee d'ex�ecution du processus le

plus long, qui conditionne la terminaison du programme parall�ele ;

� l'�equilibrage de la charge de calcul entre les di��erents processeurs. Le temps d'ex�ecution du

programme y est directement li�e, puisque, si l'on ne tient pas compte des communications,

une charge �equir�epartie assure un temps d'ex�ecution minimal ;

� l'�equilibrage de la charge de communication entrant et sortant des processeurs ;

� l'�equilibrage de la charge de communication interne aux processeurs, c'est-�a-dire de la com-

munication entre processus plac�es sur les mêmes processeurs ;
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� l'�equilibrage de la charge de communication transitant sur les liens physiques de la machine ;

� la minimisation du coût total de communication, pris comme la somme des coûts des canaux

de communication du programme parall�ele pond�er�es par une fonction d�ependant du place-

ment. Celle-ci peut tenir compte de la distance de plus courts chemins entre les processeurs

sur lesquels sont plac�es les processus extr�emit�es du canal.

Dans la majorit�e des cas, les fonctions de coût combinent plusieurs de ces crit�eres par sommation,

en les pond�erant par des param�etres d�ependant �eventuellement des caract�eristiques de la machine

cible. Ainsi, si une machine calcule rapidement mais communique lentement, on p�enalisera plus la

communication que le coût de calcul, a�n de privil�egier les placements minimisant la communica-

tion par rapport aux autres.

L'inconv�enient majeur des fonctions de coût uni��ees est l'existence de ces coe�cients de pond�e-

ration. Outre le fait qu'ils doivent être mesur�es pour chaque machine cible, l'amalgame de quantit�es

de nature di��erente, même si on les manipule comme des nombres sans dimension (�ecarts relatifs

�a la moyenne, par exemple), n'est en pratique pas facile �a r�ealiser.

Certains auteurs pr�ef�erent donc dissocier la partie calcul et la partie communication. Il s'agit alors

de minimiser une fonction de coût de communication, tout en conservant l'�equilibrage de charge

dans une tol�erance pr�ed�e�nie [25]. Ceci pourrait se traduire dans une fonction de coût unique par le

fait de rajouter �a la fonction de communication un terme de valeur nulle si l'�equilibrage est r�ealis�e,

et in�nie dans le cas contraire. Cependant, certains algorithmes de placement tirent implicitement

parti de la continuit�e de la fonction de coût pour en rechercher les minima locaux (les algorithmes

de recuit simul�e et g�en�etiques en particulier), et employer une fonction discontinue remettrait en

cause leur e�cacit�e. La hi�erarchisation des fonctions de calcul et de communication n'apparâ�t

donc principalement que dans les algorithmes de graphes [30, 53].

8.2 Les algorithmes de placement statique

La recherche du placement optimal d'un programme �a s processus sur une machine �a t processeurs

n�ecessite en th�eorie l'�evaluation des t

s

placements possibles. Bien que les dimensions du probl�eme

puissent être r�eduites du fait des contraintes s'appliquant aux placements e�ectivement r�ealisables,

cette recherche reste NP-compl�ete dans le cas g�en�eral [36]. L'alternative est donc soit d'e�ectuer une

recherche exhaustive en risquant l'explosion combinatoire, soit de calculer au moyen d'heuristiques

un placement acceptable en un temps polynomial.

8.2.1 Les algorithmes exacts

Les algorithmes exacts permettent toujours de trouver la ou les solutions de coût minimal. Du

fait de sa NP-compl�etude, la recherche d'une solution optimale dans le cas g�en�eral n�ecessite l'ex-

ploration syst�ematique de l'espace des solutions. Pour ce faire, on se base habituellement sur un

arbre de recherche dont les n�uds correspondent �a des sous-ensembles de solutions, le parcours
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des branches de la racine vers les feuilles repr�esentant alors le fait de lier l'une apr�es l'autre les

variables du probl�eme jusqu'�a l'obtension de solutions compl�etes.

Les m�ethodes de type \s�eparation et �evaluation" (\branch and bound") permettent d'�eviter de

parcourir toutes les branches, en \�elaguant" les sous-arbres menant �a des solutions toutes moins

bonnes qu'une solution donn�ee. Pour cela, on associe �a chaque sommet de l'arbre une minoration,

aussi pr�ecise que possible, de la fonction de coût calcul�ee sur les variables du sous-probl�eme corres-

pondant �a ce sommet

y

; par construction, cette minoration est telle que la valeur d'un sommet est

toujours sup�erieure �a celle de son p�ere. Il en d�ecoule que si la valeur d'un sommet est sup�erieure au

coût d'une solution d�ej�a trouv�ee, il est inutile de parcourir le sous-arbre correspondant, puisque ses

feuilles ne seront pas de meilleures solutions. L'algorithme consiste donc, partant d'une solution

initiale et de la racine de l'arbre, �a parcourir celui-ci, en mettant �a jour la solution courante d�es

qu'une solution de plus faible coût est trouv�ee, et en �evitant les branches menant �a des sommets

de valeur sup�erieure au coût de la solution courante.

Plusieurs variantes de l'algorithme existent, selon que l'on explore l'arbre en profondeur, par ni-

veaux, ou par ordre croissant des valeurs des �ls non encore trait�es (le parcours de l'arbre est alors

analogue �a celui e�ectu�e par un algorithme de type A* [84, 86]).

Bien que la complexit�e de cet algorithme soit dans le pire des cas identique �a celle d'une �enum�e-

ration explicite, il est en moyenne plus e�cace.

Une autre approche, que nous ne d�etaillerons pas ici, est celle de la programmation dynamique.

On repr�esente alors le probl�eme comme la minimisation avec contraintes d'une fonction de coût

quadratique en variables f0; 1g [45, 82].

Il est �a noter que, dans certains cas, le probl�eme de placement peut être r�eduit �a un probl�eme

polynomial. Stone [88] a ainsi montr�e comment un placement optimal peut être obtenu en temps

polynomial pour une machine bi-processeurs. Ce r�esultat a �et�e partiellement �etendu �a un nombre

quelconque de processeurs par Lo [63], qui donne un algorithme polynomial pouvant conduire �a

une solution optimale prouv�ee, mais pouvant aussi �echouer. Dans le même article, elle fournit

�egalement un algorithme polynomial optimal dans le cas de processeurs identiques ne supportant

qu'au plus deux processus chacun.

Stone mod�elise le placement �a r�ealiser par un graphe unique, dont l'ensemble des sommets

contient �a la fois les processus et les deux processeurs. Une arête entre deux processus est pond�er�ee

par le coût (volume) des donn�ees qu'ils �echangent, et une arête entre un processus et un processeur

est valu�ee par le coût du placement du processus sur l'autre processeur. En prenant les deux

processeurs comme source et puits de capacit�e in�nie, il est alors possible, au moyen d'un algorithme

de ot maximal, de calculer en temps polynomial une coupe de coût minimal dont chaque partie

contient un unique processeur. Cette coupe correspond au placement optimal recherch�e, que l'on

y

Prendre en compte dans la minoration l'informationassoci�ee aux variables libres d'un probl�emedemande souvent

une connaissance approfondie de celui-ci. Lorsque la minoration ne prend en compte que les variables li�ees, on parle

plutôt de \châ�nage arri�ere" (\backtracking").
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construit en a�ectant �a chaque processeur les processus situ�es dans la même partie que lui.

Pour �etendre cette m�ethode, Lo utilise un graphe analogue �a celui d�ecrit ci-dessus, mais con-

tenant plus de deux sommets repr�esentant des processeurs. Pour d�eterminer les processus plac�es

sur chaque processeur, on applique l'algorithme de ot maximal sur le graphe, en prenant comme

source le processeur consid�er�e, le puits de capacit�e in�nie �etant construit par fusion de tous les

autres processeurs du graphe en un sommet unique. Les processus n'ayant �et�e s�electionn�es que par

un unique processeur lui sont attribu�es, et sont �elimin�es du graphe. On applique alors �a nouveau

la m�ethode sur le sous-graphe obtenu. Lorsque le sous-graphe ne contient plus de processus, le

placement calcul�e est optimal ; si une it�eration termine sans qu'un seul processus ait �et�e plac�e,

l'algorithme �echoue.

Le deuxi�eme algorithme propos�e par Lo est totalement di��erent du pr�ec�edent, car bas�e sur

l'utilisation d'un couplage parfait maximal. Il n'est valide qui si le nombre de processus est inf�erieur

ou �egal au double du nombre de processeurs, et si chaque processeur n'accepte qu'au plus deux

processus. Le graphe consid�er�e est ici le graphe de communication entre processus, auquel on

applique un algorithme polynomial de calcul de couplage parfait maximal. Les extr�emit�es des

arêtes obtenues correspondent aux processus communiquant le plus entre eux, qui sont donc plac�es

sur le même processeur. Les sommets isol�es restants sont alors plac�es par paires sur les processeurs

non encore utilis�es.

8.2.2 Les heuristiques

De nombreuses heuristiques ont �et�e propos�ees a�n de trouver des solutions sous-optimales en un

temps raisonnable [12, 13, 25, 65, 68]. Elles sont issues de di��erents domaines, tels la th�eorie des

graphes (recherche d'homomorphismes faibles, partitions de coupe minimale, groupement de pro-

cessus), les m�ethodes d'optimisation combinatoire li�ees �a la simulation de ph�enom�enes physiques

(recuit simul�e et algorithmes g�en�etiques), l'�etude spectrale des matrices, l'utilisation de l'informa-

tion g�eom�etrique des graphes (m�ethodes inertielles et rectilin�eaires), etc: : :

Les classi�cations des heuristiques [3, 67, 79] distinguent entre les algorithmes gloutons qui,

initialis�es avec une solution partielle, construisent une solution compl�ete sans jamais remettre en

cause un choix e�ectu�e, et les algorithmes it�eratifs, qui proc�edent par ra�nement d'une solution

r�ealisable courante. Notons cependant que la limite n'est pas toujours nette, principalement avec

les heuristiques de graphes : certains algorithmes peuvent être consid�er�es comme it�eratifs au sens

o�u ils remettent en cause des choix e�ectu�es, et gloutons parce que leur comportement est totale-

ment d�eterministe.

L'objet de notre �etude nous sugg�ere un crit�ere de classi�cation suppl�ementaire, selon que la r�esolu-

tion du probl�eme de placement est envisag�ee globalement ou comme un ensemble de sous-probl�emes

plus ou moins d�ependants les uns des autres.
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8.2.2.1 L'approche globale

Elle consiste �a consid�erer le placement dans sa globalit�e, en manipulant simultan�ement l'ensemble

des variables du probl�eme. C'est le cas des m�ethodes it�eratives de type recuit simul�e, des al-

gorithmes g�en�etiques, et de certaines m�ethodes de graphes [12] ou bas�ees sur la g�eom�etrie du

probl�eme [71]. L'inconv�enient de ces approches est que la taille de l'espace des solutions augmente

exponentiellement par rapport �a la taille du probl�eme, ce qui rend son exploration tr�es coûteuse.

8.2.2.2 L'approche \diviser pour r�esoudre"

A�n de placer des graphes de plus en plus gros sur des machines parall�eles de taille croissante,

de nombreux auteurs se sont tourn�es vers l'approche \diviser pour r�esoudre", conceptuellement

plus simple que de multipartitionner les graphes en une seule fois pour obtenir imm�ediatement le

nombre de parties voulu. Elle consiste �a s�eparer le graphe �a placer en plusieurs parties (habituelle-

ment deux, plus rarement quatre ou huit), qui sont a�ect�ees �a un nombre �equivalent de parties de

la machine cible. Ce processus est r�ecursivement appliqu�e aux sous-graphes et sous-machines ainsi

obtenus, jusqu'�a ce que les sous-machines soient r�eduites �a un unique processeur, sur lequel sont

plac�es les processus du sous-graphe correspondant.

Remarquons que c'est une approche gloutonne, puisque les choix e�ectu�es ne pourront être remis

en cause. C'est cependant une \bonne" approche gloutonne, parce que les choix initiaux ne sont pas

tr�es informants, et que leurs e�ets peuvent �eventuellement être att�enu�es par des choix ult�erieurs.

Par exemple, deux processus s�epar�es sur deux sous-machines di��erentes au d�ebut de la r�ecursion

peuvent cependant être maintenus �a petite distance l'un de l'autre si les s�eparations ult�erieures les

a�ectent �a des sous-machines toujours proches les unes des autres.

L'obtension de bons placements n�ecessite que les bipartitionnements successifs concourent �a la

minimisation de la fonction de coût choisie. Il s'agit donc de bipartitionnements avec contraintes,

sur lesquels se reporte la complexit�e du probl�eme de placement.

Par exemple, l'un des objectifs communs �a toutes les m�ethodes de bipartitionnement est de favo-

riser la minimisation de la coupe entre les parties qu'elles g�en�erent, car cela revient �a privil�egier la

localit�e des communications sur la machine parall�ele. En e�et, plus la communication entre deux

processus est intensive, plus ceux-ci auront tendance �a se trouver plac�es �a proximit�e l'un de l'autre,

car les s�eparer reviendrait �a augmenter de beaucoup la coupe correspondante.

�

A cet objectif de

minimisation de la communication s'ajoute toujours une contrainte d'�equilibrage des cardinaux des

sous-graphes, a�n que le coût de calcul soit �equitablement r�eparti entre toutes les sous-machines,

et donc tous les processeurs.

Ces seules contraintes de minimisation de la communication et d'�equilibrage de la charge de calcul

su�sent �a rendre le probl�eme de bipartitionnement NP-complet. En e�et, si l'on ne s'attache qu'�a

minimiser strictement la coupe entre les parties tout en assurant l'�egalit�e �a un pr�es de leurs cardi-

naux, on se ram�ene au probl�eme du calcul de la bissection arête d'un graphe, qui est NP-complet

dans le cas g�en�eral [37].
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Dans le cadre de l'approche \diviser pour r�esoudre", de nombreux auteurs se sont donc consacr�es

�a l'�etude d'heuristiques de bipartitionnement e�caces [11, 14, 25, 44, 48, 49, 54, 92, 93, 95].

L'une des m�ethodes les plus couramment utilis�ees est la bissection spectrale. Celle-ci, issue

des travaux de Donath et Ho�man [23, 24], se base sur les propri�et�es de la matrice de Laplace

du graphe �a bissecter. La matrice de Laplace d'un graphe non-valu�e sans cycles S est la matrice

carr�ee Q = D �A, o�u A est la matrice d'adjacence du graphe, et D la matrice diagonale telle que

D

i;i

= �(v

i

), pour v

i

2 V (S).

Pothen, Simon, et Liou [80], reprenant les travaux de Fiedler [31, 32], ont montr�e que lorsque S

est connexe, les composantes x

i

du vecteur propre associ�e �a la deuxi�eme plus petite valeur propre

�

2

de Q (dit vecteur de Fiedler) permettent de d�e�nir une bissection de S. Pour cela, ils s�eparent

dans les deux sous-graphes d'une part les sommets de plus petits x

i

, et d'autre part les sommets

de plus grands x

i

, les r�esultats de Fiedler assurant que les deux sous-graphes obtenus seront eux

aussi connexes.

Cette m�ethode est fortement li�ee �a la recherche des modes propres de vibration de l'objet maill�e.

Ainsi, dans le cas des graphes planaires, la coupe donn�ee par le vecteur de Fiedler correspond au

premier ventre de vibration de la membrane imaginaire dont le maillage homog�ene donnerait le

graphe consid�er�e.

L'inconv�enient des m�ethodes de bissection spectrale utilis�ees actuellement dans les algorithmes

de placement est qu'elles ne tiennent pas compte de la topologie de la machine cible. L'objectif

d'une bissection est en e�et uniquement de minimiser la coupe du sous-graphe qu'elle bipartitionne

(c'est-�a-dire le nombre d'arêtes du sous-graphe ayant leurs extr�emit�es dans les deux parties). De

ce point de vue, la bissection spectrale r�ecursive revient �a placer sur le graphe complet (�equivalent

�a un r�eseau d'interconnexion de type bus). Les auteurs qui utilisent la bissection spectrale traitent

le probl�eme de deux mani�eres :

� soit ils consid�erent que, grâce au routage de type \cut-through", la communication est iden-

tique entre toute paire de processeurs ind�ependamment de la topologie consid�er�ee [4], et n'en

tiennent donc pas compte ;

� soit ils appliquent �a l'issue de la bissection spectrale un post-traitement heuristique it�eratif

destin�e �a optimiser la bissection en fonction de la topologie de la machine cible [44, 48].

Bien qu'appliqu�ee au placement, la m�ethode de bissection spectrale r�ecursive est plus orient�ee vers

la d�ecomposition de domaines ou la renum�erotation de graphes utilis�ee dans la r�esolution par dis-

sections embô�t�ees de grands syst�emes lin�eaires creux [41, 61, 81].

L'autre classe de m�ethodes de bipartitionnement la plus utilis�ee est constitu�ee des heuristiques

de graphes de type Kernighan-Lin et Fiduccia-Mattheyses [53, 30], que nous �etudions de fa�con

d�etaill�ee en section 11.4.4. Ces algorithmes partent d'une solution r�ealisable de coût quelconque,

qu'ils am�eliorent progressivement en construisant des s�equences d'�echange ou de d�eplacement de

sommets conduisant �a une nouvelle solution r�ealisable de plus faible coût. A�n de ne pas être pi�eg�es
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dans des minima locaux de la fonction de coût, ils tol�erent dans ces s�equences des mouvements de

sommets conduisant �a des solutions interm�ediaires de coût plus �elev�e que celui de la solution de

d�epart, si cela permet des gains ult�erieurs plus importants.

D'autres heuristiques de graphes ont �egalement �et�e propos�ees, telles les m�ethodes de type

GRASP (pour \Greedy Randomized Adaptative Search Procedure") [54]. Celles-ci consistent �a it�erer

un grand nombre de fois une routine gloutonne de calcul d'une solution r�ealisable, en conservant �a

chaque fois la meilleure solution trouv�ee. Le calcul de la solution courante s'e�ectue en construisant

une solution initiale au moyen d'un algorithme glouton, puis en lui appliquant un second algorithme

glouton d'optimisation locale. A�n d'explorer au �l des it�erations le plus de con�guration initiales

et d'�etats �naux possibles, les algorithmes gloutons de construction et d'optimisation utilisent

explicitement des variables al�eatoires pour inuencer leur comportement.

Ces m�ethodes se d�emarquent des m�ethodes de recherche purement probabilistes en ce que les

algorithmes gloutons cherchent toujours �a minimiser la fonction de coût, et di��erent des heuristiques

de type Kernighan-Lin en ce que les algorithmes d'optimisation sont beaucoup plus simples, les

fonctionnalit�es de sortie des minima locaux �etant ici remplac�ees par la multiplicit�e des essais

e�ectu�es.

Les algorithmes de calcul de ots maximaux ont �egalement �et�e employ�es pour d�eterminer la

bissection arête de graphes. L'algorithme de Bui, Chaudhuri, Leighton, et Sipser [14] construit,

pour toute paire de sommets du graphe consid�er�e, un graphe contract�e sur lequel est appliqu�e

l'algorithme de ot maximal. Les fr�equences d'apparition des arêtes du graphe initial dans les

coupes minimales ainsi obtenues peuvent permettre de construire une bissection optimale prouv�ee

du graphe, mais l'algorithme peut �egalement �echouer.

Cet algorithme donne d'excellents r�esultats pour des graphes r�eguliers de petits degr�es et de petite

bissection, mais est largement d�epass�e par les heuristiques de type Kernighan-Lin d�es que le degr�e

des graphes d�epasse 4.

Ind�ependamment des m�ethodes de bipartitionnement utilis�ees, l'approche \diviser pour r�esou-

dre" �a permis d'obtenir de tr�es bons r�esultats. Ce n'est que r�ecemment que Simon et Teng [85] ont

justi��e th�eoriquement la capacit�e des algorithmes de bipartitionnement r�ecursif �a fournir de bons

placements pour les graphes les plus couramment utilis�es. Le r�esultat majeur de leur article est que,

lorsqu'on place un graphe de maillage d-dimensionnel

z

de type �el�ements �nis (�a degr�e born�e) S sur

une architecture cible T par bipartitionnements r�ecursifs, le rapport entre le nombre d'arêtes liant

des processus plac�es sur des processeurs di��erents (c'est-�a-dire le cardinal de l'union des coupes

successives) et jE(S)j appartient �a O

�

�

jV (T )j

jV (S)j

�

1

d

�

. Ils montrent ainsi que les algorithmes parall�eles

associant un traitement �el�ementaire �a chaque sommet et dont le sch�ema de communication suit la

topologie de ces graphes sont adapt�es au parall�elisme massif.

En e�et, pour un graphe donn�e, l'augmentation lin�eaire de la taille de la machine cible n'induit

z

La preuve de Simon et Teng est fond�ee sur l'existence de th�eor�emes de s�eparation pour les familles de graphes

�etudi�es. Leur r�esultat s'applique donc �egalement aux graphes planaires, �a genre born�e, �a mineur born�e, et en g�en�eral

�a tous les graphes poss�edant de \bons" th�eor�emes de s�eparation.
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qu'une augmentation en racine d

i�eme

de la taille des coupes (c'est-�a-dire du volume de communi-

cation �a �echanger entre processeurs), alors que la capacit�e de communication des machines �evolue

habituellement lin�eairement avec leur taille. Ces programmes parall�eles peuvent donc utiliser des

machines plus grosses sans risquer de saturer leur r�eseau de communication. L'e�cacit�e du pro-

gramme vis-�a-vis du nombre de processeurs ne d�epend que de la taille des parties, qui d�etermine

le rapport entre temps de calcul et temps de communication.

8.3 Notre travail

Beaucoup de travaux r�ealis�es sur le placement portant sur des m�ethodes et des topologies sp�eci-

�ques, nous avons essay�e d'aborder le probl�eme le plus globalement possible.

En utilisant l'approche \diviser pour r�esoudre", nous avons d�e�ni la structure d'un programme de

placement fonctionnant par bipartitionnement r�ecursif conjoint des graphes valu�es mod�elisant le

programme �a placer et la machine cible. Ce programme peut accepter n'importe quelles m�ethodes

de bipartitionnement et, plus originalement, peut placer sur tout type de topologie cible.

Pour que notre algorithme donne de bons r�esultats, il faut que les bipartitionnements successifs

du graphe mod�elisant l'architecture cible respectent certaines propri�et�es, telles la minimisation de

la coupe et la connexit�e des sous-parties.

Pour les topologies classiques (grilles, hypercubes, arbres, bus), les d�ecompositions se font de ma-

ni�ere algorithmique, au moyen de routines sp�eci�ques �a chaque famille. Dans le cas de graphes

cibles quelconques (pouvant correspondre �a des sous-parties irr�eguli�eres de machines parall�eles),

nous montrons comment calculer la d�ecomposition au moyen de notre programme. Ceci se fait

pla�cant le graphe repr�esentant la machine cible sur le graphe complet.

La premi�ere heuristique de bipartitionnement que nous avons �etudi�ee est celle de Fiduccia et

Mattheyses. Pour pouvoir appliquer celle-ci �a des graphes valu�es, nous modi�ons les structures

de donn�ees qu'elle manipule, en construisant des tableaux �a indexation logarithmique plutôt que

lin�eaire. Ce choix est valid�e exp�erimentalement.

La structure de notre programme nous permet d'appeler successivement plusieurs m�ethodes

di��erentes pour e�ectuer un bipartitionnement. Nous nous servons de cette fonctionnalit�e pour ex-

p�erimenter plusieurs algorithmes di��erents en pr�e- et post-traitement de l'heuristique de Fiduccia

et Mattheyses, dont la sensibilit�e aux conditions initiales est bien connue.

Nous montrons que l'action de ces pr�e- et post-traitements di��ere selon les types de graphes de pro-

cessus. Ainsi, dans le cas des graphes maill�es d'�el�ements �nis, la qualit�e des solutions d�epend peu

du bipartitionnement initial, mais le calcul d'une bipartition initiale judicieuse par un algorithme

adapt�e peut faire diminuer de plus de 30 pourcents le temps de calcul du placement. La m�ethode

que nous utilisons pour cela est une modi�cation de l'algorithme de Gibbs, Poole, et Stockmeyer.
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Nous comparons les r�esultats de notre m�ethode �a ceux obtenus par di��erents programmes. Les

r�esultats obtenus avec notre programme sont �equivalents en moyenne �a ceux obtenus avec les meil-

leurs algorithmes de bissection spectrale, en un temps comparable �a celui des m�ethodes les plus

rapides. Le rapport entre la qualit�e de nos r�esultats et le temps de calcul est donc tr�es int�eressant.

La description de notre m�ethode et des am�eliorations apport�ees �a l'heuristique de Fiduccia et

Mattheyses a fait l'objet d'une publication [75]. Un deuxi�eme article est en pr�eparation, concernant

la d�ecomposition par placement des architectures cibles.
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D�e�nitions et notations

9.1 Graphe source et graphe cible

On mod�elise le programme parall�ele �a placer par un graphe simple non-orient�e valu�e, appel�e graphe

source et not�e usuellement S, dont les sommets repr�esentent les processus du programme parall�ele,

et les arêtes les canaux de communication entre processus communicants. Les valuations sommet

et arête associent �a tout sommet v

S

et toute arête e

S

de S des nombres entiers w(v

S

) et w(e

S

),

qui repr�esentent des estimations du coût de calcul du processus correspondant et de la quantit�e de

communication transmise sur le canal, respectivement.

La machine cible est �egalement mod�elis�ee par un graphe simple non-orient�e valu�e, appel�e graphe

cible et not�e T , qui d�ecrit la topologie de la machine. Ses sommets repr�esentent les processeurs, et

ses arêtes les liens de communication directs existant entre les processeurs (on transforme donc un

bus en une clique). On associe aux sommets v

T

et arêtes e

T

de T des valuations enti�eres w(v

T

) et

w(e

T

) estimant respectivement la puissance de traitement des processeurs et le coût de travers�ee

des liens (assimilable �a l'inverse de la bande passante).

Ces unit�es de mesure ont �et�e choisies de mani�ere �a pouvoir sommer la puissance de traitement

disponible sur un ensemble de processeurs et �evaluer par sommation le coût de transfert d'un

message le long d'un chemin.

9.2 Placement statique

On d�e�nit un placement de S sur T par un couple �

S;T

= (�

S;T

; �

S;T

) de S dans T , o�u �

S;T

est

une application de V (S) dans V (T ), et �

S;T

est une application associant �a toute arête fv

0

S

; v

00

S

g

de E(S) une châ�ne reliant �

S;T

(v

0

S

) �a �

S;T

(v

00

S

). Cette d�e�nition di��ere de celle du plongement en

ce que les applications �

S;T

et �

S;T

ne sont pas n�ecessairement injectives.

�

S;T

(v

S

) = v

T

si le processus v

S

est plac�e sur le processeur v

T

, et �

S;T

(e

S

) = fe

1

T

; e

2

T

; : : : ; e

n

T

g si le
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canal de communication e

S

est rout�e �a travers les liens e

1

T

, e

2

T

, : : : , e

n

T

de la machine cible. La dila-

tation j�

S;T

(e

S

)j de l'arête e

S

par �

S;T

est le nombre de liens utilis�es dans T pour router le canal e

S

.

Un placement �

S;T

= (�

S;T

; �

S;T

) de S dans T est dit de plus courts chemins si, pour toute arête

fv

0

S

; v

00

S

g de E(S), j�

S;T

(fv

0

S

; v

00

S

g)j est �egal �a la distance dans T entre �

S;T

(v

0

S

) et �

S;T

(v

00

S

).

Soit �

S;T

= (�

S;T

; �

S;T

) un placement de S dans T . On d�e�nit la charge des sommets et arêtes de

T relativement �a �

S;T

par

c(v

T

) =

X

v

S

2 V (S)

�

S;T

(v

S

) = v

T

w(v

S

) ; et c(e

T

) =

X

e

S

2 E(S)

e

T

2 �

S;T

(e

S

)

w(e

S

) :

c(v

T

) et c(e

T

) repr�esentent respectivement les charges de calcul et de communication support�ees

par le processeur v

T

et l'arête e

T

.

9.3 Complexit�e et comportement exp�erimental

Soit ALGO un algorithme. On note C

E

(ALGO) la complexit�e maximale en espace de cet algo-

rithme. Elle repr�esente la plus grande taille m�emoire dont peut avoir besoin l'algorithme au cours

de son ex�ecution, cet espace m�emoire �etant lib�er�e �a la �n de celle-ci.

De mani�ere similaire, on note C

T

(ALGO) sa complexit�e maximale en temps.

L'int�erêt de certaines heuristiques est que leur comportement e�ectif peut se situer plusieurs ordres

de grandeur en dessous de leur complexit�e maximale, sans que cela puisse cependant être math�e-

matiquement d�emontr�e.

On note donc C

0

E

(ALGO) le comportement en espace de l'algorithme ALGO, et C

0

T

(ALGO) son

comportement en temps.

�

A la di��erence de la complexit�e, qui est un r�esultat th�eorique prouv�e, le comportement d'un algo-

rithme est un r�esultat empirique, uniquement fond�e sur l'exp�erimentation. Il est cependant �able,

car observ�e de mani�ere quasiment syst�ematique sur un grand nombre de cas r�eels, et justi��e par

une argumentation qualitative.
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L'algorithme de placement par

bipartitionnement r�ecursif

conjoint

10.1 Sch�ema g�en�eral de l'algorithme

La m�ethode que nous proposons, de type diviser pour r�esoudre, proc�ede par allocation r�ecursive de

sous-ensembles de processus �a des sous-ensembles de processeurs, jusqu'�a ce que les sous-ensembles

de processeurs soient r�eduits �a un seul �el�ement, ou que les sous-ensembles de processus soient vides.

A chaque �etape, l'algorithme e�ectue le bipartitionnement du sous-ensemble de processeurs, aussi

appel�e domaine, en deux sous-domaines disjoints, et appelle un algorithme de bipartitionnement

de graphe pour placer le sous-ensemble de processus sur les deux sous-domaines (voir �gure 10.1).

On a ainsi le pseudo-programme suivant :

placement (D, P)

Ensemble_De_Processeurs D;

Ensemble_De_Processus P;

{

Ensemble_De_Processeurs D0, D1;

Ensemble_De_Processus P0, P1;

si (|P| == 0) /* Si rien a faire */

retour;

si (|D| == 1) { /* Si D ne contient qu'un processeur */

resultat (D, P); /* Tous les processus de P y sont places */

retour;

}

(D0, D1) = bipartition_processeur (D); /* Effectue la bipartition des processeurs */

(P0, P1) = bipartition_processus (P, D0, D1); /* Effectue la bipartition des processus */

placement (D0, P0); /* Effectue la recursion */

placement (D1, P1);

}

71
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Figure 10.1: Bipartitionnement conjoint des graphes de processus et d'architecture, qui divise un

probl�eme de placement en deux sous-probl�emes de plus petite taille.

L'association d'un sous-domaine �a chaque processus d�e�nit un placement partiel du graphe des

processus. Au fur et �a mesure des bipartitionnements, la taille des sous-domaines sur lesquels sont

plac�es les processus diminue, jusqu'�a donner un placement complet lorsque tous les sous-domaines

sont de taille 1.

L'algorithme ci-dessus repose sur la capacit�e �a d�e�nir quatre objets principaux :

� une structure de domaine, qui repr�esente un ensemble de processeurs ;

� une fonction de bipartitionnement de domaine qui, �etant donn�e un domaine, le bipartitionne

en deux sous-domaines disjoints ;

� une fonction de bipartitionnement de processus qui, �etant donn�es un domaine, ses deux sous-

domaines, et un ensemble de processus, bipartitionne celui-ci en deux sous-ensembles disjoints

�a placer sur les sous-domaines. Les m�ethodes de bipartitionnement de graphes employ�ees dans

ce but sont �etudi�ees au chapitre 11 ;

� une fonction de distance entre domaines, qui donne, dans le graphe cible, une mesure estim�ee

de la distance entre deux domaines. Elle doit respecter certaines propri�et�es d'homog�en�eit�e,

comme donner des r�esultats plus pr�ecis �a mesure que les tailles des domaines diminuent.

Cette fonction est utilis�ee lors des bipartitionnements de graphes de processus pour calculer

dans la fonction de communication �a minimiser la dilatation des arêtes du graphe source.

Ceci revient �a consid�erer, dans nos calculs, que les routages dans l'architecture cible sont

de plus courts chemins. Cette supposition n'est pas d�eraisonnable, puisque les nouvelles

g�en�erations de machines parall�eles g�erent dynamiquement le routage par des algorithmes de

plus courts chemins. Ainsi, la Paragon d'Intel utilise un routage nord-est/sud-ouest sur sa

grille bidimensionnelle, et la Connection Machine 5 ne remonte-t-elle un message que jusqu'au

premier p�ere commun de l'�emetteur et du r�ecepteur.

Nous avons donc choisi de ne pas implanter le calcul des routages dans notre mod�ele, laissant

leur gestion au syst�eme de communication de la machine cible.

Toutes ces routines sont vues comme des bô�tes noires par le programme de placement, qui peut

donc accepter n'importe quel type d'architecture cible et de fonction de bipartitionnement de

processus.
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10.2 Fonction de coût

A�n de ne pas devoir param�etrer notre programme en fonction des machines cibles, nous avons

choisi dans notre fonction de coût de dissocier la partie calcul de la partie communication. Nous

cherchons �a minimiser une fonction de coût de communication, tout en maintenant l'�equilibrage

de charge dans une tol�erance �x�ee par l'utilisateur.

La fonction de coût que nous avons choisie est la somme, pour chaque arête du graphe source, du

poids de l'arête multipli�e par la dilatation de celle-ci :

f

C

def

=

X

e

S

2E(S)

w(e

S

) j�

S;T

(e

S

)j :

Cette fonction, qui a d�ej�a �et�e retenue par plusieurs auteurs [25, 44, 48], poss�ede plusieurs caract�e-

ristiques int�eressantes :

� elle est simple, rapide �a calculer, et autorise les modi�cations incr�ementales e�ectu�ees par les

algorithmes it�eratifs ;

� sa minimisation favorise le regroupement des processus communiquant intensivement entre

eux sur des processeurs aussi voisins que possible (voire les mêmes) ;

� ind�ependamment du type de routage implant�e sur la machine cible (\store-and-forward",

\cut-through"), elle mod�elise le tra�c du r�eseau d'interconnexion et donc le risque de conges-

tion de celui-ci.

La forte corr�elation entre les valeurs de cette fonction et les temps e�ectifs d'ex�ecution a �et�e v�eri��ee

exp�erimentalement par Hammond [44, page 48] sur la Connection Machine 2 (SIMD hypercubique),

et par Hendrickson et Leland [50, page 683] sur un nCUBE 2 (machine MIMD hypercubique).

Pour que le placement �nal obtenu r�ealise nos objectifs, il faut que chaque placement partiel ef-

fectu�e lors des bipartitionnements successifs des sous-ensembles de processus sur les sous-domaines

respecte �egalement ces crit�eres. Le bipartitionnement d'un sous-graphe S

0

de S maintiendra donc

l'�equilibrage de charge entre les deux sous-graphes dans la tol�erance sp�eci��ee par l'utilisateur, et

la fonction de coût de communication �a minimiser est

f

0

C

def

=

X

v 2 V (S

0

)

fv; v

0

g 2 E(S)

w(fv; v

0

g) j�

S;T

(fv; v

0

g)j ;

qui tient compte non seulement de la dilatation des arêtes internes au sous-graphe, mais aussi de

celle des arêtes du cocycle de V (S

0

) dans S, comme illustr�e en �gure 10.2.

La prise en compte, au moyen de la fonction de distance, de l'information de placement issue

des autres tâches de bipartitionnement permet ainsi d'�eviter de faire localement des choix qui

pourraient se r�ev�eler globalement p�enalisants. Ceci est plus amplement d�evelopp�e dans la section

suivante.
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D0 D1

D

a. Position initiale.

D0 D1

D

b. Apr�es le d�eplacement d'un

sommet.

Figure 10.2: Arêtes prises en compte dans la fonction de coût de communication lors du biparti-

tionnement d'un sous-graphe entre les deux sous-domaines D

0

et D

1

d'un domaine D. Les arêtes

en pointill�es correspondent �a une dilatation nulle, leurs deux extr�emit�es �etant plac�ees sur le même

sous-domaine.

10.3 Sch�ema d'ex�ecution

Du point de vue algorithmique, notre m�ethode de placement est de nature gloutonne, puisque les

r�esultats des bipartitionnements successifs ne sont jamais remis en cause, mais autorise l'ex�ecution

d'algorithmes it�eratifs pour calculer ceux-ci.

Du double appel r�ecursif de l'algorithme d�ecoule un sch�ema de r�ecursion en arbre binaire, dont

chaque n�ud correspond �a une tâche de bipartitionnement, c'est-�a-dire aux bipartitionnements des

sous-graphes de processeurs et de processus.

�

A chaque mani�ere de parcourir cet arbre correspond

un s�equencement des tâches de bipartitionnement, qui inuence directement les placements obtenus

puisque les r�esultats d'un bipartitionnement sont pris en compte par les tâches de bipartitionnement

suivantes. Les deux types de s�equencement consid�er�es ici sont le s�equencement en profondeur et le

s�equencement en largeur (par niveaux).

� Dans le cas d'un s�equencement en profondeur, comme programm�e dans l'�ebauche ci-dessus,

les tâches de bipartitionnement appel�ees dans les branches gauches de l'arbre n'ont pas d'in-

formations pr�ecises sur les distances aux sommets qui seront trait�es par les branches droites

(�gure 10.3.a). En revanche, les tâches des branches droites disposent du placement exact des

sommets trait�es par les branches gauches, et peuvent ainsi �evaluer plus �nement la fonction

de coût �a minimiser.

� S�equencer les tâches en e�ectuant un parcours par niveaux de l'arbre permet qu'�a chaque

niveau, une tâche de bipartitionnement puisse savoir sur quels sous-domaines ont �et�e allou�es

les processus au niveau pr�ec�edent. De ce fait, pour d�ecider dans quel sous-domaine placer un

processus donn�e, les tâches de bipartitionnement peuvent mieux prendre en compte les coûts

de communication li�es aux processus voisins, pour lesquels une distance globalement plus

pr�ecise peut être calcul�ee. Ceci provoque un int�eressant e�et de r�etroaction : une fois qu'une
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D

NC2

NC1

NC0

a. S�equencement en profondeur.

D

NC1

NC0 NC2

NC1

NC2

b. S�equencement par niveaux.

Figure 10.3: Cons�equences des s�equencements en profondeur et par niveaux sur le bipartitionnement

d'un domaine D appartenant �a la branche la plus �a gauche de l'arbre de bipartitionnement. Avec

le s�equencement par niveaux, l'information de placement concernant les sommets situ�es dans les

branches droites de l'arbre de bipartitionnement est plus pr�ecise (N.C. indique le Niveau de Coupe).

arête a �et�e prise dans une coupe entre deux sous-domaines, la distance entre ses extr�emit�es

sera prise en compte dans la fonction de coût de communication �a minimiser, et les tâches

suivantes auront alors plus tendance �a garder ces processus proches l'un de l'autre, comme

illustr�e en �gure 10.3.b. De plus, comme tous les domaines sont bipartitionn�es �a chaque

niveau, ils ont tous des tailles �equivalentes, ce qui respecte l'homog�en�eit�e de la fonction de

distance et donne plus de coh�erence �a l'algorithme.

Notre programme peut utiliser indi��eremment les deux s�equencements. Les tâches de biparti-

tionnement sont stock�ees en �le, l'ex�ecution d'une tâche donnant lieu �a la cr�eation d'au plus deux

nouvelles tâches. Celles-ci sont alors ajout�ees �a la �le, en tête dans le cas d'un parcours en profon-

deur (on a alors une pile plutôt qu'une �le), ou en queue dans le cas d'un parcours par niveaux.

L'e�cacit�e des deux s�equencements est �etudi�ee en section 12.3.2.

Remarquons que, en prenant l'hypercube comme topologie cible, et un s�equencement en pro-

fondeur, notre programme de placement est �equivalent �a celui de Ercal, Ramanujam, et Sadayap-

pan [25]. En ce sens, notre travail, en formalisant les concepts de domaine, distance, et sch�ema

d'ex�ecution, peut être vu comme une g�en�eralisation du leur, permettant de g�erer de nombreuses

topologies cibles et m�ethodes de bipartitionnement.

10.4 Complexit�e

L'objectif de cette section est d'�evaluer la complexit�e de notre algorithme de bipartitionnement

r�ecursif en fonction de celle des m�ethodes de bipartitionnement que nous utilisons au cours de

chaque tâche.

Appelons DRB (pour \Dual Recursive Bipartitioning") notre algorithme, et soient BipaT et BipaS

les algorithmes de bipartitionnement de domaine et de graphe qu'il utilise.
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Proposition10.39. Soient S un graphe source et T un graphe cible connexes, avec jE(S)j �

jE(T )j. Si, pour tous T

0

� T et S

0

� S, C

E

(BipaT(T

0

)) est en O(jE(T

0

)j+jV (T

0

)j) et C

E

(BipaS(S

0

))

est en O(jE(S

0

)j + jV (S

0

)j), et si les r�esultats des bipartitionnements de domaine sont �equilibr�es,

alors C

E

(DRB(S; T )) est en O(jE(S)j).

Preuve. Le stockage du graphe source S se fait en O(jV (S)j + jE(S)j), c'est-�a-dire en O(jE(S)j)

puisque jE(S)j � jV (S)j � 1.

Comme, par hypoth�ese, les r�esultats de l'algorithme de bipartitionnement de domaines sont �equi-

libr�es, l'arbre de bipartitionnement des domaines est complet au moins jusqu'�a son avant-dernier

niveau, et sa profondeur est dlog

2

(jV (T )j)e. Soit F

i

(S; T ) l'ensemble des paires (T

0

; S

0

) trait�ees par

les tâches de bipartitionnement du niveau i de l'arbre, o�u T

0

est un sous-domaine de T et S

0

le

sous-graphe de S plac�e sur T

0

. En particulier, F

0

(S; T ) = f(S; T )g.

Comme les tâches de bipartitionnement lib�erent, au moment de leur terminaison, la m�emoire

qu'elles utilisent, la complexit�e en espace de notre algorithme DRB est le maximum sur toutes les

tâches des complexit�es en espace :
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A chaque niveau de l'arbre de bipartitionnement, tous les sous-domaines et sous-graphes consid�er�es

sont des sous-graphes disjoints des graphes cible et source, dont les tailles sont major�ees par les

tailles de ces derniers. On a donc :

C

E

(DRB(S; T )) = O(jE(S)j) +O

�

dlog

2

(jV (T )j)e

max

i=0
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�

= O(jE(S)j) :

ut

De mani�ere analogue, nous pouvons �etablir la complexit�e en temps de l'algorithme sous les

mêmes hypoth�eses.

Proposition10.40. Soient S un graphe source et T un graphe cible connexes, avec jE(S)j �

jE(T )j. Si, pour tous T

0

� T et S
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� S, C
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0

)j), et si les r�esultats des bipartitionnements de domaine sont �equilibr�es,

alors C

T

(DRB(S; T )) est en O(jE(S)j log

2

(jV (T )j)).

Preuve. En reprenant les d�e�nitions de la proposition pr�ec�edente, on a
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A chaque niveau de l'arbre de bipartitionnement, tous les sous-domaines et sous-graphes consid�er�es

sont des sous-graphes disjoints des graphes cible et source. De fait, la somme pour chaque niveau
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de complexit�es lin�eaires par rapport au nombre d'arêtes et de sommets de ces sous-graphes est

lin�eaire par rapport au nombre d'arêtes et de sommets des graphes initiaux. On a donc
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ut
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Chapitre 11

Bipartitionnement de domaines

et de graphes

11.1 Fonctionnalit�es du module de bipartitionnement de

domaines

11.1.1 Fonctions de domaines

Suivant les topologies d'architecture cible, les r�esultats des fonctions de domaines sont soit cal-

cul�es algorithmiquement (c'est le cas pour les grilles et tores bidimensionnels et tridimensionnels,

l'hypercube, le graphe complet, et le graphe \feuilles d'arbre"), soit extraits de tables pr�ecalcul�ees

(des programmes sp�eci�ques permettent de g�en�erer ces tables pour les graphes de De Bruijn, FFT,

et CCC).

La gestion algorithmique de certaines architectures, qui peut sembler redondante vis-�a-vis de l'utili-

sation de tables pr�ecalcul�ees d'usage g�en�eral, permet, en tirant parti de la r�egularit�e des topologies

concern�ees, de g�erer de grandes architectures cibles sans avoir besoin de pr�ecalculer et stocker sur

disque des tables dont la taille �evolue comme le carr�e du nombre de processeurs.

11.1.2 Description d'architectures par �chier

La description d'une topologie quelconque s'e�ectue au moyen de deux tableaux.

� Le premier associe �a chaque processeur son num�ero de domaine terminal. Les num�eros de

domaines terminaux des processeurs s'obtiennent en donnant au domaine initial contenant

tous les processeurs le num�ero 1, les deux sous-domaines d'un domaine non-terminal de

num�ero n �etant alors respectivement num�erot�es 2n et 2n + 1. La donn�ee des num�eros de

domaines terminaux des processeurs su�t ainsi �a d�e�nir de mani�ere univoque l'arbre de

bipartitionnement du graphe d'architecture.

79
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9 11 13 14 158 10 12
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a. Bipartitionnements successifs du graphe

d'architecture.

8 9 11 13 10 12 14 15

1

2 1

2 1 2

1 1 1 2

3 2 1 1 2

2 2 2 1 1 1

3 2 3 1 2 2 1

b. Les deux tableaux d�ecrivant la topologie

du graphe.

Figure 11.1: Tableaux correspondant �a une architecture homog�ene de graphe de De Bruijn UB(2; 3).

Ces deux tableaux se basent sur une num�erotation implicite des processeurs. Par exemple, les

num�eros de domaines terminaux 8 et 11 sont respectivement attribu�es aux premier et troisi�eme

processeurs, ceux-ci �etant �a distance 2 l'un de l'autre (deuxi�eme ligne, premi�ere colonne de la

matrice, qui ne poss�ede pas de diagonale).

� Le deuxi�eme tableau est une matrice triangulaire inf�erieure donnant la distance entre toute

paire de processeurs. Cette matrice de distances, utilis�ee conjointement avec l'arbre de bi-

partitionnement, permet d'�evaluer par moyennes successives la distance entre toute paire de

domaines de l'architecture.

Un exemple de description de topologie est donn�e en �gure 11.1.

Dans le cas d'architectures h�et�erog�enes, la valeur de puissance de traitement associ�ee aux

processeurs permet aux algorithmes de bipartitionnement d'�equilibrer en cons�equence la charge

sur les sous-domaines, et les distances entre processeurs sont calcul�ees en fonction des chemins

critiques obtenus par sommation des valeurs des arêtes du graphe cible. Les chemins de plus fort

d�ebit ont les plus petits coûts, et y router des canaux supportant un grand volume de donn�ees

coûte autant (par produit) que de placer des canaux de faible volume sur des liens de grande valeur,

c'est-�a-dire de faible d�ebit.

11.1.3 D�ecomposition d'architectures par placement

L'arbre de bipartitionnement d'une architecture peut facilement être calcul�e en utilisant notre

programme de placement. Pour cela, on e�ectue le placement du graphe valu�e correspondant �a

l'architecture �etudi�ee sur le graphe complet homog�ene de même ordre. Choisir le graphe complet

comme graphe cible permet de ne minimiser que la coupe du bipartitionnement, sans tenir compte

d'une topologie cible qui n'a ici aucun sens. Comme tous les autres domaines sont �a distance 1 de

celui qu'on bipartitionne, les contributions des arêtes du cocycle n'ont aucune inuence sur le choix

des sous-domaines o�u placer les sommets. En ne minimisant que la coupe, les bipartitionnements

privil�egient alors uniquement la localit�e des communications dans le sous-graphe qu'ils traitent.

Dans le cas d'architectures h�et�erog�enes, la minimisation de la fonction de communication privi-

l�egie la coupe des arêtes de plus faible coût, c'est-�a-dire de plus fort d�ebit. Du point de vue de
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la communication, on obtient une d�ecomposition hi�erarchis�ee, dans laquelle les liens de plus fort

d�ebit servent d'�epine dorsale (\backbone") entre des domaines disposant de liens de plus faible d�ebit.

Le placement d'un graphe de processus quelconque sur un graphe cible quelconque peut donc

se faire automatiquement en deux �etapes.

� On appelle tout d'abord le placeur pour placer le graphe d'architecture sur le graphe complet,

ce qui permet de construire l'arbre de bipartitionnement de cette architecture.

Le r�esultat du placement est concat�en�e �a la matrice des distances, directement calcul�ee �a

partir du graphe, pour former le �chier de description d'architecture.

� On appelle une seconde fois le placeur pour placer le graphe de processus sur le graphe

d'architecture dont la description vient d'être construite.

11.2 Quelques m�ethodes de bipartitionnement de domaines

Nous pr�esentons ici la mani�ere dont nous bipartitionnons certaines des architectures que nous

utilisons.

11.2.1 Le graphe complet

Un domaine du graphe complet est d�e�ni comme un ensemble de sommets num�erot�es cons�ecutive-

ment, et identi��e par les valeurs extrêmes de ceux-ci. Le bipartitionnement d'un domaine de taille

k s'e�ectue directement en a�ectant �a un sous-domaine les

�

k

2

�

sommets de plus petits num�eros,

et �a l'autre les

�

k

2

�

sommets restants. La distance entre deux domaines est �egale �a 0 s'il s'agit

exactement du même domaine, et 1 sinon.

11.2.2 Les grilles et tores multidimensionnels

Les domaines des grilles et tores multidimensionnels sont des zones rectangulaires d�ecrites par

leurs extrêma. On bipartitionne un tel domaine en d�ecoupant en deux (�a une colonne pr�es) sa

plus grande dimension, et la distance entre deux domaines est prise comme la distance en norme 1

entre les centres des deux domaines. Ce bipartitionnement est celui obtenu par la m�ethode des

dissections embô�t�ees.

11.2.3 L'hypercube

Le d�ecoupage de l'hypercube tire parti de la structure tr�es r�eguli�ere de celui-ci. Les domaines

hypercubiques sont des sous-hypercubes, et la fonction de bipartitionnement de domaine s�epare

un hypercube en deux sous-hypercubes selon les dimensions d�ecroissantes.

Tout domaine est repr�esent�e par un mot dont les bits peuvent être positionn�es ou non. Lorsqu'un

domaine est bipartitionn�e selon une dimension, les repr�esentations de ses deux sous-domaines sont

calcul�ees en positionnant le bit correspondant �a cette dimension, �a 0 et 1 respectivement. Par
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exemple, le domaine 10��� de H(5) est bipartitionn�e selon la troisi�eme dimension en 100�� et

101��.

La distance entre deux sous-domaines est la distance de Hamming prise sur les bits positionn�es des

deux sous-domaines. Ainsi, sur H(5), les domaines 101�� et 1101� sont �a distance 2 l'un de l'autre.

11.2.4 Le graphe de De Bruijn binaire

La d�ecomposition des graphes de De Bruijn binaire est moins naturelle que les pr�ec�edentes, du

fait que le bipartitionnement d'un graphe de De Bruijn ne donne qu'exceptionnellement des sous-

graphes qui sont des graphes de De Bruijn.

Une premi�ere m�ethode, qui nous a �et�e sugg�er�ee par Ioan Bond, repose sur la d�ecomposition de

UB(2; k) en deux copies d'un sous-graphe partiel de UB(2; k� 1). Le bit de poids le plus fort d'un

sommet de UB(2; k) indique �a quelle copie il appartient, et son �etiquette dans celle-ci s'obtient

en e�ectuant le ou-exclusif deux-�a-deux des bits constituant l'�etiquette du sommet dans UB(2; k).

Par exemple, le sommet 01100 de UB(2; 5) appartient �a la premi�ere copie du sous-graphe partiel

de UB(2; 4), dans laquelle il a pour �etiquette 1010. Il est facile de montrer que toutes les arêtes de

chacun des deux sous-graphes ainsi obtenus sont des arêtes de UB(2; k � 1) et que la r�eciproque

est fausse. La d�ecomposition d'une architecture de graphe de De Bruijn s'e�ectue en appliquant

r�ecursivement la m�ethode ci-dessus.

Ce d�ecoupage, qui a l'avantage d'être syst�ematique, ne fournit cependant pas des d�ecomposi-

tions satisfaisantes. Du fait que les sous-graphes obtenus poss�edent �a chaque fois moins d'arêtes

que le sous-graphe de De Bruijn correspondant et que la coupe entre les deux sous-domaines n'est

pas minimale, on ne privil�egie pas la localit�e des communications dans chaque sous-domaine, ce

qui va �a l'encontre du principe de notre algorithme.

Les d�ecompositions que nous utilisons sont donc celles fournies par la m�ethode de placement

que nous avons pr�esent�ee en section 11.1.3, qui permet en particulier d'obtenir l'exemple de la

�gure 11.1.a. Ce choix est discut�e en section 12.3.3.

11.2.5 Le graphe \feuilles d'arbre"

Le graphe \feuilles d'arbre" correspond �a une machine dont la topologie est un arbre binaire com-

plet, les processeurs de calcul se trouvant aux feuilles et les autres n�uds �etant des routeurs de

communication (�gure 11.2). Le placement ne s'e�ectue que sur les feuilles, mais les distances entre

ces derni�eres sont prises sur l'arbre binaire entier.

Nous utilisons ce graphe pour mod�eliser les machines multi-�etages �a bande passante constante,

telle la Connection Machine CM-5, dont le r�eseau de communication [59], repr�esent�e en �gure 11.3,

s'inspire tr�es fortement du graphe \Fat Tree" propos�es par Leiserson [58]. Le nombre de liens de

communication de cette machine augmente �a mesure que l'on s'approche de la racine a�n d'�eviter
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Figure 11.2: Le graphe \feuilles d'arbre". Les processeurs sont repr�esent�es en noir, et les routeurs

en gris.

la congestion du sommet de l'arbre, ce qui fait qu'en pratique la bande passante est identique entre

toute paire de processeurs et varie peu avec la charge du r�eseau [60].

Citons encore la CS-2 de PCI [77], bâtie sur un r�eseau multi-�etages de type Om�ega (voir �gure 11.4),

et la SP-1 d'IBM, qui utilise une topologie analogue �a la pr�ec�edente.

Figure 11.3: R�eseau de communication de donn�ees de la Connection Machine 5 (repr�esent�ee ici en

con�guration avec 64 processeurs). Les processeurs sont repr�esent�es en noir, et les routeurs en gris.

Figure 11.4: R�eseau de communication de donn�ees de la Computing Surface 2. Les processeurs sont

repr�esent�es en noir, et les routeurs en gris.

Le bipartitionnement du graphe \feuilles d'arbre" s'e�ectue simplement en ôtant la racine de

l'arbre de routage, a�n d'obtenir deux sous-arbres identiques ayant chacun la moiti�e des proces-

seurs de l'arbre initial. Puisque la bande passante est suppos�ee constante, les distances entre deux

processeurs sont celles obtenues sur l'arbre de routage.
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11.3 Fonctionnalit�es du module de bipartitionnement des

graphes sources

11.3.1 Travaux et tâches

L'interfa�cage du corps du programme avec les tâches de bipartitionnement se fait par l'interm�ediaire

d'objets appel�es travaux. Un travail est constitu�e :

� du graphe des processus, qui poss�ede l'information de voisinage ;

� d'un placement partiel servant au calcul des distances (c'est la liste des sous-domaines, �even-

tuellement non r�eduits �a un processeur, sur lesquels sont actuellement plac�es tous les proces-

sus du graphe initial) ;

� de la liste, non-vide, des processus sur lesquels porte le travail ;

� du domaine, couvrant plus d'un processeur, sur lequel sont actuellement plac�es les processus

de la liste.

L'appel �a une tâche se fait en passant en param�etre le travail �a e�ectuer. En retour, on obtient

deux sous-travaux au plus, tels que les deux sous-listes de processus soient disjointes et forment par

concat�enation la liste initiale, et que les deux sous-domaines soient le r�esultat du bipartitionnement

du domaine pass�e en param�etre.

Les m�ethodes de bipartitionnement de processus sont utilis�ees dans l'algorithme comme des

bô�tes noires, ce qui permet d'utiliser toutes m�ethodes pouvant accepter notre fonction de coût,

telles celles de type Kernighan-Lin [53, 30], recuit simul�e [13], a�ectation quadratique [82], etc. .

Les tâches de bipartitionnement maintiennent de mani�ere interne une image de la bipartition

en cours, indiquant pour chaque sommet du travail si celui-ci est actuellement plac�e sur le premier

ou deuxi�eme sous-domaine consid�er�e. On peut, par ce moyen, appeler successivement plusieurs

m�ethodes di��erentes, chacune utilisant le r�esultat de la pr�ec�edente comme bipartition initiale. De

fait, la premi�ere m�ethode appel�ee est toujours une m�ethode gloutonne directe, qui construit une

bipartition uniquement �a partir des donn�ees du travail.

Il est en outre possible de conditionner l'appel aux di��erentes m�ethodes en fonction des propri�et�es

du travail �a e�ectuer (taille du domaine, cardinal de la liste de processus, distribution de leur

poids, : : : ), ce qui permet de d�e�nir des strat�egies de placement sp�eci�ques �a certains types de

probl�emes.

11.3.2 Gestion des graphes d�es�equilibr�es

La gestion des graphes de processus d�es�equilibr�es, c'est-�a-dire dont certains processus ont des poids

bien plus grands que la moyenne, soul�eve plusieurs questions. Consid�erons par exemple un graphe

de processus complet dont tous les sommets sont de poids unit�e, �a l'exception d'un seul de poids

�egal �a l'ordre de ce graphe moins un. Si un algorithme de bipartitionnement exact �etait appliqu�e �a
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Figure 11.5: Bipartitionnement exact d'un graphe fortement d�es�equilibr�e.

ce graphe, le sommet le plus lourd serait plac�e seul dans un sous-domaine et tous les autres dans le

second, laissant alors tous les processeurs du premier domaine inutilis�es sauf un (voir �gure 11.5).

La premi�ere question est de savoir si l'existence d'un tel cas est justi��ee. On peut en e�et

penser qu'un graphe de calcul d�es�equilibr�e r�esulte d'une mauvaise parall�elisation des algorithmes

du programme sous-jacent, et qu'en tout �etat de cause il est tr�es di�cile au placeur d'�equilibrer ce

qui ne l'est pas, renvoyant ainsi la balle dans le camp du programmeur. Plusieurs facteurs rendent

�a notre sens n�ecessaire la gestion de tels graphes.

� Citons tout d'abord l'existence de machines parall�eles \�a la carte", dont les n�uds peuvent

être �equip�es individuellement de coprocesseurs de calcul, m�emoire, et p�eriph�eriques suppl�e-

mentaires, ainsi que l'utilisation croissante de grappes de machines h�et�erog�enes agenc�ees en

\machines parall�eles virtuelles" [7, 34]. Les programmes sp�eci�quement con�cus pour ces ma-

chines peuvent donc pr�esenter des inhomog�en�eit�es qui re�etent celles de la machine. C'est

typiquement le cas des programmes SPMD pour lesquels on e�ectue la r�epartition des donn�ees

en fonction de la machine cible avant le placement.

� Un deuxi�eme facteur est li�e �a notre algorithme lui-même. En e�et, le comportement d�ecrit

ci-dessus peut se produire aux feuilles de l'arbre de bipartitionnement même dans le cas

de graphes de processus faiblement d�es�equilibr�es, par exemple lors du placement de quatre

processus de poids 3, 1, 1, et 1 sur quatre processeurs homog�enes. Remarquons cependant

que cela n'arrive que quand on ne peut att�enuer par le nombre les disparit�es de poids des

processus, c'est-�a-dire quand on a environ autant de processus que de processeurs.

La gestion des processus d�es�equilibr�es peut alors s'envisager de deux mani�eres antagonistes.

� Puisque le processus le plus lourd p�enalise de toute fa�con les processus l�egers, il est inutile de

r�epartir la charge de ceux-ci sur l'ensemble des processeurs. Mieux vaut laisser des processeurs

oisifs, qui peuvent être attribu�es �a d'autres utilisateurs de la machine parall�ele, et �equilibrer la

charge sur ceux que l'on utilise e�ectivement. Cette approche correspond �a une exploitation

multi-utilisateurs concurrente de la machine parall�ele.

� Puisque les processeurs du domaine ont �et�e r�eserv�es, il vaut mieux tous les utiliser en y

r�epartissant le plus possible les processus. Ainsi, ceux-ci pourront acc�eder avec le minimum
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a. Construction d'un sous-domaine �a

13 sommets (dessin�es en noir) sur la

machine compl�ete.

b. Construction d'un sous-domaine �a

17 sommets (dessin�es en noir) sur la

sous-machine r�esultante.

Figure 11.6: Construction de sous-domaines sur l'architecture de grille bidimensionnelle M

2

(8; 8)

par placement du graphe d'architecture sur la châ�ne �a deux sommets valu�es.

de risque de contension aux ressources ind�ependantes de chaque processeur (puissance de

calcul, m�emoire, acc�es disque, : : : ), qu'ils auraient �a partager s'ils se trouvaient group�es sur

moins de processeurs. Cette approche correspond �a une exploitation en traitement par lots

(\batch") de la machine parall�ele.

Nous avons choisi d'implanter la seconde approche, parce qu'elle permet de tirer parti de tous

les processeurs qui ont �et�e r�eserv�es pour l'ex�ecution d'un programme tout en autorisant un fonc-

tionnement analogue �a celui de la premi�ere approche.

En e�et, soit S le graphe source �a placer sur le graphe cible T correspondant �a la partie de la

machine parall�ele qui a �et�e r�eserv�ee pour son ex�ecution. Si l'on souhaite que les processeurs e�ec-

tivement utilis�es soient charg�es comme celui accueillant le processus le plus gros, il faut r�eduire le

domaine de placement �a T

0

� T tel que

jV (T

0

)j = max
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jV (T )j;
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cette restriction de domaine s'e�ectuant avant le placement proprement dit.

Une fois le cardinal de T

0

connu, la construction de T

0

�a partir de T peut se faire en utilisant

notre placeur. Pour cela, on place le graphe cible T sur la châ�ne �a deux sommets, l'un de poids

jV (T

0

)j, et l'autre de poids jV (T )j � jV (T

0

)j. L'unique bipartitionnement qui a lieu sert �a mini-

miser la communication entre les deux sous-parties, donc �a maximiser la communication au sein

de chaque sous-partie. On prend alors comme sous-domaine T

0

la sous-partie de T plac�ee sur le

sommet de poids jV (T

0

)j, comme illustr�e en �gure 11.6.

Nous avons r�ealis�e l'approche choisie grâce �a une proc�edure de limitation de poids, dont le

but est de masquer le poids des sommets les plus lourds a�n que ceux-ci n'inuent pas trop sur

l'�equilibrage de charge.

Au d�ebut de chaque travail, on calcule le poids e�ectif de chaque processus, qui correspond au
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minimum de du poids r�eel du processus et d'une valeur plafond. Celle-ci est ajust�ee it�erativement

de mani�ere �a être �egale au double de la moyenne des poids e�ectifs des processus. Ainsi, la moyenne

est centr�ee par rapport �a la distribution des poids e�ectifs obtenue.

L'utilisation des poids e�ectifs par les algorithmes de bipartitionnement revient, dans le cas de

graphes d�es�equilibr�es, �a calculer l'�equilibrage de charge plus en terme de nombre de processus que de

poids de processus, ce qui r�eduit l'impact de cas pathologiques tels que celui d�ecrit pr�ec�edemment.

11.4 Quelques m�ethodes de bipartitionnement de graphes

Nous pr�esentons dans cette section les m�ethodes de bipartitionnement de graphes utilis�ees par

notre programme. Pour simpli�er leur description, nous supposons que les deux sous-domaines sur

lesquels s'applique le bipartitionnement sont de tailles et poids �egaux. Lorsque cela n'est pas le cas,

des m�ecanismes compensateurs sont mis en �uvre, qui sont le plus souvent bas�es sur l'utilisation

de pond�erations d�ependant des poids relatifs des sous-domaines.

11.4.1 L'algorithme al�eatoire de bipartitionnement (AAB)

Cet algorithme glouton fournit un bipartitionnement al�eatoire sans tenir compte de l'�equilibrage

de charge ni de la minimisation de la communication. Chaque sommet est a�ect�e ind�ependamment

�a l'un ou l'autre sous-domaine, avec une probabilit�e proportionnelle aux poids relatifs de ceux-ci.

Cette m�ethode sert �a obtenir des mesures de r�ef�erence (dilatation moyenne des arêtes, charge

moyenne des sommets) servant �a l'�evaluation des autres m�ethodes.

Trivialement, pour tout graphe S

0

, C

E

(AAB(S

0

)) = jV (S

0

)j et C

T

(AAB(S

0

)) = jV (S

0

)j.

11.4.2 L'algorithme glouton de bipartitionnement (AGB)

Cet algorithme glouton fournit un bipartitionnement �equilibr�e sans tenir compte de la commu-

nication. Son principe est simple : les sommets �etant tri�es par poids d�ecroissants et les deux

sous-domaines �etant vides, on a�ecte successivement chaque sommet au sous-domaine de plus pe-

tit poids de sommet cumul�e (compens�e si les deux sous-domaines sont de poids di��erents).

Cette m�ethode donne rarement une solution d'�equilibrage optimal (voir �gure 11.7), mais la dif-

f�erence entre son r�esultat et la solution optimale est major�ee par le plus petit poids de sommet

contenu dans le domaine de plus grand poids cumul�e. Il donne donc souvent une solution \bien"

�equilibr�ee.

Cet algorithme est la m�ethode de bipartitionnement gloutonne initiale par d�efaut de toutes

les strat�egies implant�ees dans notre programme. Lorsque l'ensemble des sommets est d�ej�a tri�e

(ce qui est le cas des graphes homog�enes), sa complexit�e en temps est lin�eaire par rapport au

nombre de sommets du graphe de processus. Pour tout graphe S

0

, on a C

E

(AGB(S

0

)) = jV (S

0

)j,

et C

T

(AGB(S

0

)) = jV (S

0

)j.
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Figure 11.7: A�ectation non-optimalement �equilibr�ee par l'algorithme glouton de bipartitionne-

ment, et a�ectation optimale.

11.4.3 L'algorithme de Gibbs, Poole, et Stockmeyer (GPS)

L'algorithme de Gibbs, Poole, et Stockmeyer [40], que nous avons succintement d�ecrit en page 15,

nous sert ici �a calculer un bipartitionnement initial �equilibr�e orient�e vers la minimisation de la

communication. Nous utilisons pour cela le d�ecoupage en couches g�en�er�e par l'algorithme.

Dans un premier temps, on applique l'algorithme de Gibbs, Poole, et Stockmeyer au graphe source,

pour calculer un d�ecoupage en couches de celui-ci. Ceci fait, on parcourt couche apr�es couche

l'ensemble des sommets �a partir de la couche 0, en a�ectant les sommets rencontr�es au premier

sous-domaine, jusqu'�a ce que la moiti�e des poids aient �et�e trait�es. Les sommets restants sont alors

a�ect�es au deuxi�eme sous-domaine.

Le principe de cette heuristique reprend donc celui utilis�e par Gibbs, Poole, et Stockmeyer dans

la conception de leur algorithme : on suppose que le d�ecoupage en couches g�en�er�e par l'algorithme

minimise la taille des couches, et donc le cocycle de chaque couche.

Cette id�ee a d�ej�a �et�e appliqu�ee par George et Liu [39] pour renum�eroter de grands syst�emes li-

n�eaires par la m�ethode des dissections embô�t�ees. Ils utilisent la couche m�ediane comme s�eparateur

sommet du graphe, et appliquent r�ecursivement leur algorithme aux deux sous-graphes r�esultants.

Dans le cas des graphes de maillage r�eguliers bidimensionnels, il y a une forte analogie entre les

chemins de longueur diam�etre partant du n�ud pseudo-p�eriph�erique choisi et les axes principaux

calcul�es par les m�ethodes inertielles. En ce sens, cette heuristique repr�esente le moyen de faire

intervenir la g�eom�etrie dans le bipartitionnement, sans pour autant faire explicitement appel aux

coordonn�ees des sommets comme c'est le cas dans les m�ethodes inertielles [48].

�

A la di��erence de

celles-ci, elle peut donc être utilis�ee lorsque l'information g�eom�etrique n'est pas disponible.

Soit S

0

le graphe �a bipartitionner. La complexit�e en espace de la m�ethode GPS est celle du

stockage du graphe et du vecteur des distances des sommets au n�ud pseudo-p�eriph�erique, donc

C

E

(GPS(S

0

)) est en O(jV (S

0

)j+ jE(S

0

)j).

Chaque �etape de l'algorithme initial de Gibbs, Poole, et Stockmeyer n�ecessite l'acc�es �a tous les

voisins de chaque sommet pour propager l'information de distance ; ceci se fait en parcourant
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Figure 11.8: Structures de donn�ees utilis�ees par l'heuristique de Fiduccia et Mattheyses.

toutes les arêtes incidentes aux sommets. Une fois que l'algorithme de Gibbs, Poole, et Stockmeyer

a termin�e, l'a�ectation des sommets aux parties se fait en un unique parcours de V (S

0

).

Puisque l'algorithme termine d�es que l'ex�ecution d'une �etape n'augmente pas le nombre de couches,

le nombre maximal d'�etapes est major�e par diam(S

0

), et C

T

(GPS(S

0

)) est en O(diam(S

0

) jE(S

0

)j+

jV (S

0

)j). En pratique, le nombre de ces �etapes est tr�es petit [40] ; il est en particulier inf�erieur �a 8

pour toutes nos exp�erimentations. De fait, C

0

T

(GPS(S

0

)) est en O(jV (S

0

)j+ jE(S

0

)j).

11.4.4 L'heuristique de Fiduccia et Mattheyses am�elior�ee (FMA)

La premi�ere heuristique que nous avons implant�ee est une am�elioration de l'algorithme de Fiduccia

et Mattheyses permettant de g�erer les graphes de processus valu�es.

11.4.4.1 L'heuristique de Fiduccia et Mattheyses

L'heuristique de bipartitionnement de graphe de Fiduccia et Mattheyses [30] est une am�elioration

en temps quasi-lin�eaire de l'algorithme de Kernighan et Lin [53]. Son but est de minimiser la coupe

entre deux sous-ensemble de sommets, tout en maintenant la di��erence de leurs cardinaux dans

une tol�erance pr�ed�e�nie par l'utilisateur. Partant d'une solution �equilibr�ee de coupe quelconque,

l'algorithme essaye, �a chacune de ses it�erations, de r�eduire la coupe de la solution courante.

L'algorithme maintient pour chaque sommet une valeur de gain, qui repr�esente la valeur dont

la coupe serait r�eduite si le sommet �etait plac�e dans l'autre sous-domaine (cette valeur peut donc

être n�egative). Les sommets de même gain plac�es dans le même sous-domaine sont group�es dans

des listes châ�n�ees de gain, qui sont index�ees dans deux tableaux de gain, comme illustr�e dans la

�gure 11.8.

�

A chaque it�eration, l'algorithme construit un ordonnancement d'autant de sommets que pos-

sible. Pour cela, il choisit dans les deux tableaux de gain le sommet de gain le plus �elev�e (qui peut

être n�egatif) et dont le mouvement ne d�es�equilibrera pas la charge des sous-domaines au del�a de la

tol�erance pr�ed�e�nie. Le sommet choisi est d�eplac�e, et les gains de ses voisins sont modi��es en con-

s�equence. Ceci est r�ep�et�e jusqu'�a ce que tous les sommets aient �et�e choisis ou qu'aucun mouvement

de sommets non encore choisis ne permette de rester dans la tol�erance d'�equilibrage. La nouvelle

solution est alors construite �a partir de la solution courante en validant le d�eplacement d'autant
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de sommets de l'ordonnancement que n�ecessaire pour obtenir le gain cumul�e positif le plus grand

�a partir du d�ebut de l'ordonnancement. Si l'ordonnancement ne g�en�ere pas de gain cumul�e positif,

l'algorithme termine.

Le choix de sommets de gain n�egatif, avec l'espoir que cela permettra de d�eplacer ensuite des som-

mets g�en�erant un gain positif sup�erieur, permet le franchissement de minima locaux de la fonction

de coupe.

On a donc l'algorithme suivant.

bipartition_processus_FM (P0, P1, D0, D1, M)

Ensemble_De_Processus P0, P1; /* Bipartition initiale (par AGB) */

Ensemble_De_Processeurs D0, D1; /* Les deux sous-domaines */

Placement_Partiel M; /* Placement partiel courant */

{

Processus p; /* Processus courant */

Processus pvois; /* Processus voisin du processus courant */

Ordonn_Position omeilleur; /* Position du meilleur gain cumule */

Ensemble_De_Processus Pgarde; /* Ensemble de processus vraiment deplaces */

Ensemble_De_Processus Premet; /* Ensemble de processus a remettre en place */

faire { /* Boucle sur les ordonnancements */

gain_calcule (P0, P1, D0, D1, M); /* Calcule les gains de tous les processus */

table_ajoute (P0, P1); /* Ajoute les processus dans les 2 tables */

ordonn_init (); /* Initialise l'ordonnancement */

tant que ((p = table_meilleur ()) != NULL) { /* Tant qu'on trouve des sommets a deplacer */

table_supprime (p); /* On enleve le sommet des tables */

ordonn_ajoute (p); /* On ajoute le sommet a l'ordonnancement */

deplace (P0, P1, p); /* On change le sommet de partie */

tant que ((pvois = voisin (p)) != NULL) { /* Pour tous les voisins du sommet */

si (table_present (pvois)) { /* Si le voisin est toujours dans les tables */

table_supprime (pvois); /* On le retire des tables */

gain_modifie (pvois); /* On recalcule son gain */

table_ajoute (pvois); /* On le replace dans les tables */

}

}

} /* Fin de la boucle sur les sommets */

omeilleur = ordonn_meilleur (); /* Cherche la position de meilleur gain cumule */

Pgarde = ordonn_tronque (omeilleur); /* Garde les deplacements entre 1 et omeilleur */

Premet = ordonn_liste () - Pgarde; /* On doit remettre les autres sommets en place */

pour tout (p dans Premet) /* Pour tout sommet a remettre en place */

deplace (P0, P1, p); /* On le re-deplace dans sa partie initiale */

} tant que (Pgarde != VIDE); /* Tant qu'on a vraiment deplace des sommets */

retour (P0, P1); /* Retourne la nouvelle partition calculee */

}

11.4.4.2 Limitations et am�eliorations

La quasi-lin�earit�e de l'algorithme de Fiduccia et Mattheyses d�ecoule de sa capacit�e �a trouver un

sommet de plus grand gain en temps quasi-constant, ce qui n'est possible dans l'algorithme initial

qu'au prix de deux limitations.
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� Premi�erement, il est suppos�e que le degr�e du graphe est petit et que les arêtes sont de coût

unitaire. Les gains des sommets du graphe S �a bipartitionner sont compris entre ��(S) et

+�(S), avec �(S) petit, ce qui fait que la recherche dans les tableaux de gain de la liste

non-vide de plus grand gain prend un temps quasi-constant, vu le peu d'indices �a parcourir.

� Deuxi�emement, tous les sommets sont de poids �egal, ce qui fait que d�eplacer le sommet en

tête d'une liste châ�n�ee de gain est �equivalent du point de vue de l'�equilibrage �a d�eplacer

n'importe quel autre sommet de la liste.

Ceci n'est plus vrai lorsque les sommets et arêtes sont valu�es, et que le gain prend en compte la

dilatation des arêtes. Les valeurs de gain couvrent alors un grand intervalle, et d�eplacer un sommet

du sous-domaine le plus charg�e vers le sous-domaine le moins charg�e peut augmenter le d�es�equilibre

au lieu de le r�eduire (c'est par exemple le cas en d�epla�cant le sommet de poids 3 dans l'a�ectation

non �equilibr�ee de la �gure 11.7).

La gestion de grands gains pose deux probl�emes.

� Le premier est celui du temps d'acc�es �a la liste châ�n�ee de plus grand gain. Pour le r�esoudre,

nous avons test�e l'ajout �a chaque tableau de gain d'une structure pyramidale donnant le

nombre de sommets pr�esents dans chaque sous-arbre (voir �gure 11.9.a). Grâce �a elle, la

recherche de la liste châ�n�ee de plus grand gain s'e�ectue en un temps logarithmique par

rapport �a la taille du tableau.

Comme la taille du tableau est major�ee par la plus grande adresse m�emoire repr�esentable en

machine, le temps de recherche de la liste est major�e par le nombre de bits d'adresse de la

machine sur laquelle est lanc�ee le placeur. Ce nombre est une constante architecturale petite

(inf�erieure �a 64 sur toutes les machines construites �a ce jour), ce qui donne un temps de

recherche constant.

� Cependant, la solution ci-dessus ne fait qu'ampli�er le deuxi�eme probl�eme, qui est celui de

l'occupation m�emoire. Comme la plus grande valeur de gain possible lors du placement d'un

graphe S sur un graphe T peut atteindre diam(T )�(S) max

e

S

2E(S)

w(e

S

), la taille des tableaux

de gains peut devenir prohibitive pour les graphes valu�es.

Pour conserver �a la table de gain une taille raisonnable garante d'un acc�es rapide en temps quasi-

constant, nous avons �nalement opt�e pour une indexation logarithmique des listes de gains, illustr�ee

en �gure 11.9.b. Nous justi�ons notre choix par l'argumentation suivante. Les di��erences de com-

portement entre l'algorithme initial et celui avec table logarithmique semblent mineures, puisque

dans les deux cas les sommets de plus grands gains sont trait�es avant ceux de petits gains. Lorsque

les sommets regroup�es dans une même liste d'index logarithmique ne sont pas voisins, en d�eplacer

un ne modi�e pas le gain des autres, et l'ordre de leur d�eplacement n'a pas d'importance vis-a-vis

du type d'indexation. S'ils sont voisins, le choix d'un sommet plutôt que d'un autre peut �even-

tuellement modi�er les choix ult�erieurs. Cependant, l'approximation qui en r�esulte nous semble

du même ordre que celle inh�erente �a l'heuristique de Fiduccia et Mattheyses. De plus, lorsque la
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Figure 11.9: Les deux structures test�ees permettant de rechercher un �el�ement de (plus) grand gain

en temps constant.

bipartition initiale est d�ej�a structur�ee en fonction de la topologie du graphe (ce qui est le cas avec

notre m�ethode GPS), la zone o�u s'e�ectuent les choix est r�eduite, et risque peu d'être d�eplac�ee.

Par d�e�nition, la dimension du tableau d'indice logarithmique est born�ee par le nombre de bits

codant l'entier de plus grande taille, qui ne d�epasse actuellement pas 256 sur toutes les machines

existantes. Le temps d'acc�es �a la liste non-vide de plus grand gain est donc constant par rapport

aux variables du probl�eme. De plus, en m�emorisant le plus grand index de liste utilis�e par les

op�erations d'insertion, on �evite le parcours syst�ematique du tableau �a chaque recherche.

Les exp�erimentations que nous avons men�ees pour valider notre choix sont pr�esent�ees en sec-

tion 12.3.4.

Comme aucune structure de donn�ees ne pouvait �eviter le traitement des sommets dont le poids

provoquerait un d�es�equilibre, et comme nous ne voulions pas parcourir toute la liste de plus grand

gain pour rechercher le sommet g�en�erant le meilleur �equilibrage, nous avons choisi de ne parcourir

la liste que jusqu'�a ce qu'un sommet dont le mouvement soit l�egal soit trouv�e.

11.4.4.3

�

Evaluation de la complexit�e de l'algorithme am�elior�e

Soit S

0

le sous-graphe de processus pass�e �a l'algorithme. Les structures de donn�ees internes �a l'al-

gorithme occupent un espace de complexit�e O(jV (S

0

)j+ jE(S

0

)j), et sont initialis�ees en un temps

O(jV (S

0

)j+ jE(S

0

)j). Comme les seules modi�cations des structures de donn�ees au cours de l'ex�e-

cution de l'algorithme sont des modi�cations de châ�nage, C

E

(FMA(S

0

)) est enO(jV (S

0

)j+jE(S

0

)j).

Le corps de l'algorithme consiste en k

P

it�erations de l'�etape de minimisation de coupe. Durant

une telle it�eration, k

V

sommets sont choisis pour construire l'ordonnancement, la s�election d'un

sommet prenant k

G

pas de temps constant. Dans le pire des cas, k

G

peut être �egal au nombre de

sommets non encore choisis, et k

V

au nombre total de sommets. Dans ce cas, toutes les arêtes du
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sous-graphe sont parcourues pour propager successivement les gains �a tous les voisins des sommets.

On obtient alors un processus de construction de l'ordonnancement en temps O(jV (S

0

)j

2

+jE(S

0

)j).

De même, l'algorithme ne termine que si la valeur de la fonction de coût n'a pas �et�e am�elior�ee au

cours d'une �etape. Comme le gain peut ne diminuer que de 1 �a chaque fois, k

P

est major�e par

jV (S

0

)j�(S

0

) max

e

S

0
2E(S

0

)

w(e

S

0

), qui est la plus grande valeur possible de la fonction de coût f

0

C

. On

en d�eduit que C

T

(FMA(S

0

)) = O

�

�

jV (S

0

)j

2

+ jE(S)j

�

jV (S

0

)j�(S

0

) max

e

S

0
2E(S

0

)

w(e

S

0

)

�

.

Fort heureusement, lors de la s�election des sommets, les sommets candidats sont rapidement trouv�es

lorsque peu d'entre eux ont encore �et�e choisis, et peu de sommets doivent être parcourus lorsque

presque tous ont d�ej�a �et�e choisis. De fait, nous avons trouv�e k

G

petit sur tous nos cas de test,

avec une valeur moyenne mesur�ee �egale �a 30, et un k

V

proche de jV (S

0

)j. Le comportement en

temps de la construction de l'ordonnancement est donc en O(jV (S

0

)j + jE(S

0

)j) pour chacune

des k

P

it�erations. Les mêmes r�esultats exp�erimentaux montrent que l'algorithme converge tr�es

rapidement. En e�et, sur toutes nos exp�eriences, nous avons trouv�e k

P

inf�erieur �a 20, avec une

moyenne de 3. De ce fait, C

0

T

(FMA(S

0

)) est en O(jV (S

0

)j+ jE(S

0

)j).

11.4.5 L'algorithme de châ�nage arri�ere (\Backtracking") (BT)

Le principe de cet algorithme a �et�e pr�esent�e en section 8.2.1. Cette m�ethode ne devant être appel�ee

qu'en post-traitement apr�es qu'une bonne solution ait d�ej�a �et�e calcul�ee, nous avons simplement

implant�e la variante d'exploration en profondeur.

Comme le temps d'ex�ecution de cette m�ethode est tr�es long et que sa complexit�e en temps

p�enalise fortement le d�eroulement de l'algorithme de placement, son utilisation a �et�e limit�ee par

d�efaut aux bipartitionnements manipulant moins de 32 processus. On la destine ainsi �a l'a�nage

des placements aux feuilles de l'arbre de bipartitionnement, mais ceci n'est possible que lorsque

l'ensemble de processus n'est pas beaucoup plus grand que l'ensemble de processeurs.

Pour tout graphe S

0

, C

E

(BT(S

0

)) est en O(jV (S

0

)j), et C

T

(BT(S

0

)) est en O(2

jV (S

0

)j

).

11.4.6 L'algorithme glouton de r�eduction de d�es�equilibre (AGRD)

Cet algorithme glouton a pour but de r�eduire le d�es�equilibre de charge pouvant exister entre les

deux sous-domaines, en augmentant le moins possible le coût de communication.

Son principe n'est pas sans ressemblance avec celui de l'algorithme glouton de bipartitionnement

pr�esent�e au paragraphe 11.4.2 : on parcourt l'ensemble des sommets dans l'ordre des poids d�ecrois-

sants, en d�epla�cant les sommets rencontr�es si cela permet de r�eduire le d�es�equilibre de charge (les

sommets choisis appartiennent donc toujours au sous-domaine le plus charg�e). S'il existe plusieurs

candidats de même poids et appartenant �a la même partie, ceux-ci sont ins�er�es dans une structure

de table de gain analogue �a celles employ�ees dans notre heuristique de Fiduccia et Mattheyses

Am�elior�ee. On d�eplace alors les sommets par ordre de gain d�ecroissant, tant qu'il en r�esulte une
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r�eduction du d�es�equilibre. Dans le cas contraire, le tableau est purg�e et l'algorithme se poursuit en

consid�erant les sommets de poids imm�ediatement inf�erieurs.

Cette m�ethode est utilis�ee en post-traitement des heuristiques de bipartitionnement lorsque

l'obtension de sous-domaines �equilibr�es est primordiale. En particulier, elle est n�ecessaire lorsqu'on

e�ectue la d�ecomposition d'un graphe d'architecture par plongement sur le graphe complet de

même ordre, a�n qu'un sommet du graphe d'architecture soit a�ect�e �a chaque sommet du graphe

complet. De même, lors du placement du graphe de machine sur la châ�ne �a deux sommets, elle

permet d'obtenir sur chaque sommet du graphe cible le nombre exact de processeurs demand�es

(voir section 11.3.2, page 86).

Les structures de donn�ees �etant identiques �a celles utilis�ees par lam�ethode FMA, C

E

(AGRD(S

0

))

est en O(jV (S

0

)j+jE(S

0

)j). Puisque chaque sommet n'est consid�er�e qu'une seule fois, C

T

(AGRD(S

0

))

est en O(jV (S

0

)j).

11.4.7 Strat�egies de placement et comportement exp�erimental

Commenous l'avons dit pr�ec�edemment, les di��erentes m�ethodes de bipartitionnement utilis�ees peu-

vent être combin�ees pour donner ce que nous appelons des strat�egies. Les strat�egies de placement

actuellement implant�ees sont les suivantes :

� FM : appel �a l'algorithme glouton de bipartitionnement (appel�e par d�efaut), suivi de l'heu-

ristique de Fiduccia et Mattheyses ;

� FM+EX : strat�egie pr�ec�edente, suivie de l'algorithme glouton de r�eduction de d�es�equilibre ;

� GP+FM : appel �a la m�ethode GPS, suivi de l'heuristique de Fiduccia et Mattheyses ;

� GP+FM+EX : strat�egie pr�ec�edente, suivie de l'algorithme glouton de r�eduction de d�es�equi-

libre. C'est la strat�egie par d�efaut de notre programme ;

� RA+FM+EX : appel �a l'algorithme al�eatoire de bipartitionnement, suivi de l'heuristique de

Fiduccia et Mattheyses puis de l'algorithme glouton de r�eduction de d�es�equilibre.

Dans nos tests, notre programme sera r�ef�erenc�e par \DRBfnom de strat�egieg".

Toutes les m�ethodes de bipartitionnement de graphes que nous avons �etudi�ees ont des compor-

tements en temps et en espace en O(jE(S

0

)j+ jV (S

0

)j) (�a l'exception de la m�ethode BT, dont nous

avons donc restreint l'utilisation �a de petits cas). Par cons�equent, toutes les strat�egies implant�ees

dans notre programme ont des comportements en temps et en espace en O(jE(S

0

)j+ jV (S

0

)j).

Les m�ethodes algorithmiques de bipartitionnement de domaines que nous avons pr�esent�ees ont un

comportement constant en temps et en espace, et g�en�erent des bipartitionnements �equilibr�es. Il en

va de même des fonctions d'acc�es aux d�ecompositions de domaines obtenues par placement.
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Par analogie avec les propositions 10.39 et 10.40, on peut donc �enoncer les deux propositions sui-

vantes.

Proposition11.41. C

0

E

(DRB(S; T )) est en O(jE(S)j).

Remarque. Lorsque la topologie de la machine cible est d�ecrite par �chier, il faut prendre en compte

l'espace de stockage de la matrice des distances, qui est en O(jV (T )j

2

). Dans ce cas, C

0

E

(DRB(S; T ))

est en O(jE(S)j + jV (T )j

2

).

Proposition11.42. C

0

T

(DRB(S; T )) est en O(jE(S)j dlog

2

(jV (T )j)e).

La section 12.3.1 est consacr�ee �a la v�eri�cation exp�erimentale de ces r�esultats.
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Chapitre 12

�

Evaluation des performances

12.1 Crit�eres de performance

La qualit�e d'un placement est li�ee au respect des crit�eres que nous avons choisis : �equilibrage de la

charge de calcul entre les processeurs, et minimisation du coût de communication inter-processeurs

mod�elis�e par la fonction f

C

. Pour �evaluer en fonction de ceux-ci les placements obtenus, nous

d�e�nissons les param�etres suivants.

� L'�equilibrage de charge est mesur�e au moyen des trois param�etres quantitatifs min

map

,

max

map

, et �

map

, et du param�etre qualitatif �

map

, d�e�nis ci-dessous :

min

map

def

= min

v

T

2V (T )

c(v

T

) , max

map

def

= max

v

T

2V (T )

c(v

T

) ,

�

map

def

=

P

v

T

2V (T )

c(v

T

)

jV (T )j

=

P

v

S

2V (S)

w(v

S

)

jV (T )j

, �

map

def

=

P

v

T

2V (T )

(c(v

T

)� �

map

)

�

map

jV (T )j

.

min

map

, max

map

, et �

map

sont respectivement les charges de calcul minimale, maximale,

et moyenne plac�ees sur les processeurs de l'architecture cible. �

map

, �a valeur dans [0; 2[, est

l'�ecart relatif �a la moyenne des charges des processeurs, et mesure donc le d�es�equilibre de

charge moyen du placement. Il est �egal �a 0 si le placement est id�ealement �equilibr�e, et tend

vers 2 �a mesure que le placement devient d�es�equilibr�e. Remarquons que �

map

ne d�epend pas

du placement, mais seulement des graphes source et cible.

� Le coût de communication d'un placement est mesur�e par le param�etre �

exp

, coût moyen de

communication, d�e�ni comme la somme des produits du coût des arêtes du graphe source

par leur dilatation, divis�ee par leur nombre. On peut �egalement consid�erer �

dil

, dilatation

moyenne des canaux du graphe source r�esultant du placement sur le graphe cible :

�

exp

def

=

P

e

S

2E(S)

(w(e

S

) j�

S;T

(e

S

)j)

P

e

S

2E(S)

w(e

S

)

=

f

C

P

e

S

2E(S)

w(e

S

)

, �

dil

def

=

P

e

S

2E(S)

j�

S;T

(e

S

)j

jE(S)j

.
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Le rapport de ces deux quantit�es, not�e �

exp

=

�

exp

�

dil

, est un param�etre qualitatif du comporte-

ment du placement permettant d'�evaluer la localit�e des communications. Sa valeur appartient

�a ]0;+1[, et est inf�erieure �a 1 si l'algorithme de placement a r�eussi �a placer les processus qui

communiquent beaucoup entre eux plus pr�es les uns des autres que les processus qui commu-

niquent peu. Il est de fait �egal �a 1 si toutes les arêtes ont même poids. Par extension, nous

lui attribuons la valeur 0 lorsque �

dil

est �egal �a 0, car ceci implique que �

exp

vaut �egalement

0, ce qui est l'id�eal de la minimisation de la communication.

12.2 Jeux de test

Les graphes sources utilis�es pour tester notre programme appartiennent �a trois classes distinctes.

� La premi�ere est constitu�ee de graphes homog�enes de topologies classiques : grilles multidi-

mensionnelles, hypercubes, graphes de De Bruijn.

� La seconde est compos�ee de maillages triangulaires utilis�es dans la r�esolution par m�ethodes

d'�el�ements �nis de probl�emes de dynamique des uides ou de m�ecanique des structures. Les

calculs par �el�ements �nis �etant identiques en tous les points de tels graphes, ceux-ci sont tous

homog�enes.

Le graphe efBump, repr�esent�e en �gure 12.1, est le maillage d'une surface d�eform�ee par un

choc. Les graphes ef3elt (�gure 12.2) et ef4elt sont des maillages irr�eguliers bidimensionnels

de l'espace environnant des sections d'ailes d'avion compos�ees respectivement de trois et

quatre �el�ements (corps de l'aile et volets). efEqu est la description g�eom�etrique tridimension-

nelle d'une pi�ece en forme d'�equerre, et efRotor est celle du moyeu d'un rotor d'h�elicopt�ere.

En�n, le graphe efPwt est le maillage tridimensionnel du conduit torique d'une sou�erie d'es-

sais a�erodynamiques. Ce dernier maillage nous a �et�e fourni par Horst Simon a�n que nous

puissions comparer nos r�esultats aux siens, et ne sera utilis�e par nous qu'�a cette occasion. Ce

maillage pr�esente une imperfection, car l'un de ses sommets est d�econnect�e des autres ; son

degr�e minimal est donc nul.

� La troisi�eme classe contient des graphes de communication interprocessus correspondant �a

une implantation parall�ele d'un solveur de matrices creuses par factorisation de Cholesky par

blocs [15].

Le graphe deInit repr�esente la partition des inconnues d'une matrice induite par une m�ethode

de dissections embô�t�ees. Les graphes deRaf1, deRaf2, deRaf3, et deRaf4 sont obtenus succes-

sivement �a partir de celui-ci par d�ecomposition des processus les plus lourdement charg�es en

sous-graphes de processus plus l�egers, a�n d'obtenir une meilleure granularit�e du probl�eme,

au prix de la cr�eation de sommets et {surtout{ d'arêtes suppl�ementaires. Comme ces graphes

sont construits par d�ecomposition par blocs du syst�eme lin�eaire �a r�esoudre, les coûts de calcul

et de communication des blocs (mesur�es respectivement en nombre d'op�erations num�eriques

et de donn�ees �a transmettre entre blocs) sont exactement connus.

Les caract�eristiques de tous ces graphes sont r�ecapitul�ees dans le tableau 12.1.
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min max min max

Nom Famille Sommets Arêtes � �

(w(v)) (w(v)) (w(e)) (w(e))

M(d

0

; d

1

) M2 d

0

� d

1

2d

0

d

1

� d

0

� d

1

2 4 1 1 1 1

UB(2; d) UB 2

d

2

d+1

� 3 2 4 1 1 1 1

H(d) HY 2

d

2

(d�1)

d d 1 1 1 1

ef3elt E.F. 2D 4720 13722 3 9 1 1 1 1

ef4elt E.F. 2D 15606 45878 3 10 1 1 1 1

efBump E.F. 2D 9800 28989 3 8 1 1 1 1

efEqu E.F. 3D 62631 366559 3 32 1 1 1 1

efRotor E.F. 3D 99617 662431 5 125 1 1 1 1

efPwt E.F. 3D 36519 144794 0 15 1 1 1 1

deInit D. E. 2047 7750 2 186 167 686298 6 4560

deRaf1 D. E. 2453 47659 2 444 167 270419 1 1403

deRaf2 D. E. 2815 84406 2 542 167 83652 1 1104

deRaf3 D. E. 3093 105713 2 584 167 38749 1 444

deRaf4 D. E. 3470 135148 2 633 167 25910 1 264

Table 12.1: Caract�eristiques des graphes sources utilis�es pour les tests.

Figure 12.1: Vue d'ensemble du maillage efBump.

a. Vue d'ensemble du maillage.

b. D�etail de la zone centrale.

Figure 12.2: Vues d'ensemble et de d�etail du maillage ef3elt.
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b. Graphe de calcul valu�e associ�e.

Figure 12.3: G�en�eration du graphe de calcul valu�e correspondant au programme parall�ele de r�eso-

lution d'un syst�eme lin�eaire creux par factorisation de Cholesky par blocs.

12.3 Analyse des performances

La machine utilis�ee pour e�ectuer l'ensemble de nos tests est une SUN 4/90 dot�ee de 32 Mo de

m�emoire centrale et de 64 Mo de disque de \swap". Tous les programmes ont �et�e compil�es avec

gcc -O.

Les temps mesur�es sont les temps CPU totaux (utilisateur et syst�eme) pris par le calcul des

placements, �a l'exclusion des temps de chargement des donn�ees et de sauvegarde des r�esultats.

Sauf mention explicite, tous les tests ont �et�e e�ectu�es en appliquant un s�equencement par niveaux.

Pour tous les bipartitionnements, la tol�erance d'�equilibrage de charge est �x�ee �a 0:005 fois la charge

e�ective moyenne.

12.3.1 Temps d'ex�ecution

L'�etude men�ee sur le corps de l'algorithme et sur les di��erentes m�ethodes de bipartitionnement de

processus pr�edit un comportement en temps du placeur en O(jE(S)j log

2

(jV (T )j)). A�n de v�eri�er

exp�erimentalement ce r�esultat, deux s�eries de tests ont �et�e men�ees.

La premi�ere concerne la lin�earit�e en temps par rapport au nombre d'arêtes du graphe source.

Pour v�eri�er celle-ci, nous avons plac�e sur plusieurs topologies les graphes appartenant aux dif-

f�erentes familles de graphes sources. Les r�esultats, dont certains sont repr�esent�es en �gures 12.4,

12.5, et 12.6, con�rment nos pr�evisions.

En e�et, les courbes obtenues, repr�esent�ees ici avec une �echelle logarithmique en abscisses et en

ordonn�ees, sont pratiquement lin�eaires. Remarquons qu'�a chaque famille de graphes est associ�ee

une pente caract�eristique. Les graphes de De Bruijn et les grilles bidimensionnelles sont �a ce point

de vue tr�es proches les uns des autres. Notons encore �a ce propos la di��erence de nature existant
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Figure 12.4: Temps d'ex�ecution du placement sur H(4) avec la strat�egie FM.

entre les graphes d'�el�ements �nis en dimensions deux et trois. Bien que nous les ayons group�es

au sein de la même courbe, les premiers (situ�es le plus �a gauche de la courbe) semblent avoir une

pente plus �elev�ee que ces derniers (situ�es �a l'extrême droite des �gures).

La deuxi�eme s�erie de tests avait pour but de v�eri�er que le temps d'ex�ecution �evolue comme le

logarithme en base deux du nombre de processeurs du graphe cible. Pour ce faire, nous avons plac�e

certains graphes sources sur des graphes cibles de tailles croissantes. Nous dessinons les courbes de

mesures obtenues avec une �echelle logarithmique sur l'axe des abscisses et une �echelle lin�eaire sur

l'axe des ordonn�ees, a�n qu'un comportement logarithmique se traduise par une courbe rectiligne.

Pour toutes les familles de graphes cibles �etudi�ees (hypercubes, grilles bidimensionnelles, graphes

de De Bruijn), les courbes de r�esultats sont de formes analogues �a celles de la �gure 12.7. Ces

courbes pr�esentent toutes une section initiale droite, suivie d'un coude, et d'une autre section

droite, in�nie, comme le montre de fa�con parfaite la �gure 12.8.a. L'explication de ce ph�enom�ene

est la suivante.

� La premi�ere section droite de la courbe correspond bien au comportement logarithmique que

nous attendions. En e�et, dans ce cas de �gure, chaque tâche de bipartitionnement g�ere de

nombreux processus et se scinde en deux sous-tâches qui se les r�epartissent �equitablement.

De fait, le temps d'ex�ecution d'une sous-tâche est �a peu pr�es �egal �a la moiti�e de celui de

sa tâche p�ere, le nombre de sous-tâches doublant �a chaque niveau. On trouve donc bien le

comportement logarithmique souhait�e. Ce r�egime de fonctionnement est illustr�e par la partie

haute de la �gure 12.8.b.
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Figure 12.5: Temps d'ex�ecution du placement sur M

2

(8; 8) avec la strat�egie FM.
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Figure 12.6: Temps d'ex�ecution du placement sur UB(2; 8) avec la strat�egie FM (la d�ecomposition

de UB(2; 8) a �et�e obtenue par placement pr�ealable sur le graphe complet).
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Figure 12.7: Temps d'ex�ecution du placement sur H(x) avec la strat�egie FM.

� Le coude apparâ�t lorsque le nombre de processeurs de l'architecture �equivaut au nombre

de processus �a placer. Chaque tâche de bipartitionnement n'a alors �a g�erer qu'un tout petit

nombre de processus, et le temps d'ex�ecution de chacune d'elles est alors domin�e par le

temps pris par leur phase d'initialisation, qui est constant. Comme le nombre de tâches

continue toujours �a doubler, sans d�epasser cependant le nombre de processeurs, on quitte

le r�egime logarithmique pour se rapprocher du r�egime lin�eaire. Ceci est repr�esent�e dans la

partie m�ediane de la �gure 12.8.b.

� La deuxi�eme section droite apparâ�t lorsque le nombre de processeurs d�epasse le nombre de

processus. D�es le moment o�u chaque domaine �a bipartitionner ne contient plus qu'un unique

processus, le bipartitionnement s'e�ectue �egalement en temps constant, mais un seul sous-

travail est g�en�er�e �a chaque fois, comme indiqu�e dans section inf�erieure de la �gure 12.8.b. On

retrouve alors un comportement logarithmique par rapport au nombre de processeurs.

Le temps d'ex�ecution de notre placeur �evolue donc bien comme le logarithme du nombre de proces-

seurs de l'architecture cible, dans la mesure o�u le temps d'ex�ecution des tâches de bipartitionnement

reste lin�eaire par rapport au nombre de processus qu'elles contiennent. Il ressort de ces tests qu'il

n'est pas int�eressant de placer un programme parall�ele sur un domaine comportant plus de pro-

cesseurs que le programme de processus, puisque cela g�en�ere des traitements inutiles. Mieux vaut

dans ce cas bipartitionner au pr�ealable le domaine de placement pour en limiter la taille au nombre

de processus �a placer, en utilisant par exemple la m�ethode que nous avons d�ecrite page 86.

Remarquons que les temps d'ex�ecution d�ependent peu, �a nombre de processeurs �egal, de la
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Figure 12.8: Inuence du nombre de processeurs sur le comportement en temps du programme de

placement.

topologie du graphe cible. En revanche, �a nombre de processus �egal, le type du graphe source

conditionne fortement le comportement de l'algorithme de Fiduccia et Mattheyses. En e�et, la

topologie du graphe source inue sur la mani�ere dont les gains sont propag�es dans le graphe lors

du d�eplacement d'un sommet, et conditionne donc le d�eclenchement et l'entretien de cascades de

mouvements.

12.3.2 S�equencements en profondeur et par niveaux

Nous avons d�ecrit en section 10.3 les deux s�equencements possibles des tâches de bipartitionnement.

Pour �evaluer leur inuence sur la qualit�e du placement, nous avons mesur�e l'expansion moyenne

obtenue avec chaque s�equencement lors du placement des graphes sources de test sur les familles

de graphes cibles.

�

A quelques exceptions pr�es, le s�equencement par niveaux donne toujours de meilleurs r�esultats

que le s�equencement en profondeur. Notre interpr�etation est que le s�equencement en profondeur

revient �a placer �nement une partie du graphe source sur une partie de l'architecture, puis �a ter-

miner le placement en pla�cant les autres parties du graphe source par rapport �a la partie d�ej�a

plac�ee. Si la premi�ere partie du placement est correcte, on peut donc placer �nement les suivantes,

et beaucoup r�eduire la communication.

Avec le s�equencement par niveaux, on place l'ensemble du graphe source en même temps, en ra�-

nant globalement le placement. Comme la fonction de distance ne donne pas de r�esultats initiale-

ment pr�ecis, le placement peut être moins e�cace dans le cas de petits graphes cibles.

�

A l'inverse,

pour de grands graphes cibles, ce contrôle global du placement permet d'�eviter de pers�ev�erer trop

loin dans un mauvais choix (c'est l'e�et de r�etroaction que nous avons d�ej�a �evoqu�e).
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Pour les graphes d'�el�ements �nis (voir �gure 12.9) plac�es sur l'hypercube et les graphes de

De Bruijn, l'expansion des placements calcul�es en profondeur n'est sup�erieure que d'au plus 3 pour-

cents �a celle calcul�ee par niveaux, parce que la densit�e des liens de communication et le faible

diam�etre limitent les cons�equences d'un mauvais choix. En revanche, le surcoût de communication

peut atteindre 20 pourcents pour la grille bidimensionnelle, dont le grand diam�etre par rapport au

nombre de sommets p�enalise fortement les mauvais placements.

Pour les graphes de dissections embô�t�ees, les di��erences entre les deux s�equencements ne sont pas

signi�catives (voir �gure 12.10). Cela est dû selon nous �a la tr�es forte densit�e de ces graphes, qui

att�enue les disparit�es entre bons et mauvais placements.

Au vu de ces r�esultats, nous avons implant�e le s�equencement par niveaux par d�efaut, et tous

les tests r�ealis�es, �a l'exception de ceux ci-dessus, l'ont �et�e avec celui-ci.

12.3.3 D�ecomposition d'architectures

Nous avons pr�esent�e en section 11.1.3 une m�ethode permettant d'utiliser notre placeur pour cal-

culer les arbres de bipartitionnement des architectures cibles. Nous �etudions ici l'impact de la

d�ecomposition de l'architecture sur la qualit�e du placement.

Notre premier objet d'�etude a �et�e la grille bidimensionnelle, dont les d�ecompositions peuvent

être facilement repr�esent�ees et interpr�et�ees.

La d�ecomposition que nous y utilisons par d�efaut, et qui est implant�ee algorithmiquement dans le

placeur, est la m�ethode de dissections embô�t�ees d�ecrite en section 11.2.2. Cette implantation al-

gorithmique a pour cons�equence que, quand on bipartitionne un domaine carr�e, on coupe toujours

selon la même dimension, ce qui donne, pour les grilles carr�ees dont le côt�e est une puissance de

deux, une d�ecomposition tr�es r�eguli�ere.

Lors d'une d�ecomposition par placement, comme on ne consid�ere �a chaque �etape que la localit�e

des communications, la direction de la coupe d'un domaine carr�e n'est pas �x�ee, et l'on peut

alors obtenir sur deux domaines carr�es de même niveau des bipartitionnements d'orientation dif-

f�erente, comme le montre la �gure 12.11. Lorsque la grille consid�er�ee n'a plus pour dimensions des

puissances de deux, les r�esultats di��erent encore plus : alors que la d�ecomposition algorithmique

s'e�ectue �a une ligne pr�es, la d�ecomposition par placement respecte l'�egalit�e �a un pr�es du nombre

des sommets plac�es sur chaque sous-domaine (�gure 12.12).

A�n de comparer ces deux d�ecompositions, nous avons e�ectu�e le placement des graphes sources

sur plusieurs grilles de tailles diverses, d�ecompos�ees de ces deux mani�eres.

Tous les r�esultats obtenus sont analogues �a ceux pr�esent�es en �gure 12.13. Si, pour les grilles dont

les côt�es sont des puissances de deux, la d�ecomposition obtenue par placement donne des r�esultats

comparables �a ceux des dissections embô�t�ees, il n'en va pas de même pour celles dont les dimen-

sions sont impaires.
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Figure 12.11:

�

Etapes successives de la d�ecomposition de l'architecture M

2

(4; 4) par placement

sur K(16) avec la strat�egie FM+EX.

�

A la di��erence de la m�ethode de dissections embô�t�ees,

l'orientation des coupes des domaines carr�es peut varier.

Figure 12.12:

�

Etapes successives de la d�ecomposition de l'architecture M

2

(3; 5) par placement sur

K(15) avec la strat�egie FM+EX.
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Figure 12.13: Expansion moyenne du placement du graphe efBump avec la strat�egie FM sur des

grilles bidimensionnelles M

2

(x; y) d�ecompos�ees par dissections embô�t�ees et par placement.
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Figure 12.14: Plus petits ensembles stables pour di��erents types de maillages r�eguliers homog�enes.

Transformer un unique sommet noir en sommet gris n'am�eliore pas la fonction de coût, c'est-�a-dire

ne diminue pas le nombre d'arêtes dont les extrêmit�es sont de couleur di��erente.

L'ine�cacit�e de la m�ethode de d�ecomposition par placement pour les grilles bidimensionnelles

a deux origines.

� La premi�ere provient de la di�cult�e de l'algorithme de Fiduccia et Mattheyses �a manipuler les

grilles bidimensionnelles en tant que graphe source. Pour appuyer notre propos, consid�erons

le plus petit ensemble connexe de sommets d'un graphe allou�es au même sous-domaine et tel

que cet ensemble soit stable, c'est-�a-dire que le d�eplacement d'un des sommets de l'ensemble

n'am�eliore pas la fonction de coût. Si l'on �etudie les plus petits ensembles stables pour

di��erents types de maillages r�eguliers homog�enes (voir �gure 12.14), on voit que celui de la

grille bidimensionnelle est petit comparativement aux autres. Avec la grille bidimensionnelle,

les ensembles stables sont donc plus faciles �a obtenir que pour les autres types de maillages, ce

qui augmente les chances de l'algorithme d'être pi�eg�e dans des minima locaux de la fonction de

coût. Ce comportement avait d�ej�a �et�e diagnostiqu�e par Gilbert et Zmijewski pour l'heuristique

de Kernighan et Lin [42].

� La deuxi�eme raison tient au mode de d�ecoupage que nous utilisons. Lorsqu'une grille de

dimensions impaires est bipartitionn�ee pour la premi�ere fois, la s�eparation entre les deux

domaines laisse apparaitre une \marche d'escalier" (voir �gure 12.12). Au cours des bipar-

titionnements suivants, ce ph�enom�ene peut s'ampli�er, et conduire �a l'apparition de sous-

domaines en forme de \L". Pour bipartitionner ceux-ci en minimisant la coupe, l'algorithme

a�ecte �a l'un des sous-domaines la section coud�ee du \L", et �a l'autre ses deux extr�emit�es.

On obtient alors des sous-domaines non-connexes, qui perturbent le calcul de la fonction de

distance et vont �a l'encontre de notre principe de localit�e de la communication. Le d�ecoupage

non-connexe des domaines en \L" est favoris�e par la 4-connexit�e de la grille, pour laquelle

d�ecouper selon une diagonale coûte deux fois plus cher que de couper selon une dimension.

Pour l'hypercube, les r�esultats sont beaucoup plus proches les uns des autres (voir �gure 12.15).

La premi�ere raison �a cela est que la structure de l'hypercube induit toujours avec l'algorithme de

Fiduccia et Mattheyses un d�ecoupage r�egulier selon une unique dimension (remarquons �a ce pro-

pos que le plus petit ensemble stable de l'hypercube homog�ene H(x) est H

��

x

2

��

, car tout sommet

ayant moins de

�

x

2

�

voisins appartenant au même sous-domaine que lui provoque une diminution

de la coupe s'il est d�eplac�e).

De plus, si les toutes les bipartitions d'un niveau ne s'e�ectuent pas n�ecessairement selon la même
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Figure 12.15: Expansion moyenne du placement du graphe efBump avec la strat�egie FM sur des

hypercubes d�ecompos�es par dissections embô�t�ees et par placement.

dimension, le fort degr�e de l'hypercube compense les disparit�es que l'asym�etrie du d�ecoupage induit

dans la fonction de distance.

Pour les graphes de De Bruijn, nous avons compar�e la d�ecomposition algorithmique d�ecrite en

section 11.2.4 �a celle obtenue par placement. Comme on peut le voir en �gure 12.16, la deuxi�eme

donne de bien meilleurs r�esultats que la premi�ere. Ceci �etait pr�evisible pour les raisons que nous

avons d�ej�a cit�ees, qui sont que la d�ecomposition algorithmique ne privil�egie ni la localit�e des com-

munication dans les sous-domaines, ni la minimisation de la coupe entre les sous-domaines.

Il ressort de nos tests que la d�ecomposition d'architecture par placement peut donner de bons

r�esultats si la d�ecomposition obtenue respecte les propri�et�es de connexit�e et de minimisation de

la coupe entre sous-domaines. Elle permet de traiter de mani�ere automatique des graphes pour

lesquels aucune d�ecomposition simple n'est connue, tels les graphes de De Bruijn.

Les r�esultats obtenus sur la grille sont int�eressants �a plus d'un titre. Tout d'abord, ils montrent la

forte corr�elation existant entre la qualit�e de la d�ecomposition du graphe cible et celle des placements

obtenus. De plus, ils semblent indiquer que la conservation des propri�et�es topologiques des sous-

domaines et la minimisation de la coupe sont pr�ef�erables �a la stricte exactitude de leurs cardinaux.

Ensuite, ils con�rment l'utilit�e des m�ethodes algorithmiques de bipartitionnement de domaines, qui

permettent d'implanter des algorithmes de bipartitionnement sp�eci�ques et optimis�es en fonction

des topologies de machines.
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Figure 12.16: Expansion moyenne du placement du graphe efBump avec la strat�egie FM sur des

graphes de De Bruijn d�ecompos�es par la m�ethode algorithmique et par placement.

12.3.4 Am�eliorations de la m�ethode de Fiduccia et Mattheyses

Nous avons d�ecrit en section 11.4.4.2 l'emploi de tableaux de gain indic�es logarithmiquement pour

stocker les sommets de grands gains. Pour valider ce choix, nous comparons les expansions r�esul-

tant du placement des graphes de test sur di��erentes familles d'architectures, avec les tableaux de

gains �a indices lin�eaires et logarithmiques.

Pour avoir le plus d'�el�ements de comparaison possible, nous e�ectuons nos tests avec plusieurs

strat�egies, choisies de mani�ere �a donner �a l'heuristique de Fiduccia et Mattheyses di��erentes bi-

partitions initiales. En revanche, pour ne pas perturber nos mesures, aucun post-traitement n'est

e�ectu�e apr�es l'appel �a la m�ethode FMA.

Tous les r�esultats que nous obtenons sont analogues �a ceux pr�esent�es en �gure 12.17. Les ex-

pansions moyennes des placements sur l'hypercube et le graphe de De Bruijn calcul�es en utilisant

l'une ou l'autre indexation di��erent d'au plus 5 pourcents, dans un sens ou dans l'autre. Pour la

grille bidimensionnelle, les �ecarts sont plus importants et peuvent atteindre 10 pourcents, car le

grand diam�etre de ce graphes ampli�e les di��erences.

En fonction du graphe �etudi�e, certaines strat�egies conduisent �a des r�esultats meilleurs dans le cas

lin�eaire que dans le cas logarithmique, ou r�eciproquement. Ceci illustre la sensibilit�e de l'heuristique

de Fiduccia-Mattheyses �a la bipartition initiale, et montre que l'approximation que nous faisons en

utilisant l'indexation logarithmique est du même ordre que celle inh�erente �a l'algorithme lui-même.



12.3. Analyse des performances 111

0.1

1

10 100 1000 10000

E
x
p
a
n
s
i
o
n
 
m
o
y
e
n
n
e

|V(T)|

FM, log.
RA+FM, log.
GP+FM, log.

FM, lin.
RA+FM, lin.
GP+FM, lin.

Figure 12.17: Placements du graphe efEqu sur l'hypercube au moyen de di��erentes strat�egies, avec

tableaux de gains �a indices lin�eaires et logarithmiques.

Tous ces r�esultats indiquent que, du point de vue de l'heuristique de Fiduccia-Mattheyses, les

deux structures de donn�ees sont �equivalentes. Cependant, le graphe deRaf4 n'a pu être plac�e sur

la grille M

2

(32; 32) dans le cas lin�eaire, malgr�e l'allocation d'une table �a 2

19

�el�ements.

Ceci justi�e donc pleinement le choix des tableaux �a indexation logarithmique, qui n'inuent pas

sur la qualit�e des bipartitions obtenues, et r�eduisent consid�erablement l'espace occup�e par les

tableaux.

12.3.5 Comparaison des di��erentes strat�egies

Nous avons �enum�er�e en section 11.4.7 les strat�egies de placement implant�ees dans notre programme.

A�n d'�etudier leurs caract�eristiques, nous r�ealisons le placement de nos graphes de tests sur plu-

sieurs topologies (hypercubes, grilles bidimensionnelles, et graphes complets) au moyen de chacune

d'elles.

Les r�esultats obtenus di��erent signi�cativement selon le type de graphe source consid�er�e. Nous

pr�esentons ci-dessous les r�esultats qualitatifs relatifs aux deux familles de graphes sources �etudi�ees,

que nous illustrons par des mesures e�ectu�ees avec une architecture cible hypercubique (voir �-

gures 12.18, 12.19, 12.20, et 12.21).

Int�eressons-nous tout d'abord aux graphes de dissections embô�t�ees. La �gure 12.18 montre

l'expansion moyenne obtenue lors du placement de deRaf4 sur des hypercubes de tailles croissantes.

On peut y remarquer les points suivants.
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Figure 12.18: Expansion moyenne du placement du graphe deRaf4 sur H(x) avec di��erentes stra-

t�egies.

� Dans tous les cas, l'ajout en post-traitement de la m�ethode AGRD diminue la qualit�e des

placements obtenus. La raison en est que comme ces graphes sont de grand degr�e, tr�es

denses, et ont des valuations importantes sur leurs arêtes, la m�ethode FMA tend �a minimiser

la fonction de coût en d�es�equilibrant le graphe autant que possible, de mani�ere �a contracter

le plus d'arêtes possible sur les mêmes processeurs. Par cons�equent, forcer l'exactitude des

cardinaux g�en�ere de gros surcoûts de communication.

� L'utilisation de la m�ethode GPS pour calculer la bipartition initiale des tâches am�eliore tou-

jours la qualit�e des placements obtenus. La structure tr�es fortement hi�erarchis�ee des graphes

de dissections embô�t�ees cadre ici tr�es bien avec le groupement par couches, ce qui concourt

�a la minimisation de la communication.

� Les strat�egies FM et FM+EX donnent respectivement de moins bons r�esultats que les stra-

t�egies RA+FM et RA+FM+EX. Ceci provient du fait que les bipartitions initiales calcul�ees

par la m�ethode AGB sont de moins bonne qualit�e pour les graphes de dissections embô�t�ees

que celles calcul�ees al�eatoirement. En e�et, comme les poids les plus forts sont situ�es au som-

met de la structure pyramidale du graphe (voir �gure 12.3.b), l'AGB parcourt cette structure

niveau par niveau en pla�cant les sommets sur l'un ou l'autre sous-domaine. Il en r�esulte une

imbrication tr�es forte des sous-domaines, qui g�en�ere une tr�es grande coupe.

Les temps correspondant �a ces placements sont repr�esent�es en �gure 12.19. On y retrouve les

cons�equences des ph�enom�enes que nous avons d�ecrits ci-dessus.
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Figure 12.19: Temps d'ex�ecution du placement du graphe deRaf4 sur H(x) avec di��erentes strat�e-

gies.

� Les temps mis par les strat�egies utilisant la m�ethode AGB sont plus courts, car les bipartitions

initiales g�en�er�ees, moins bonnes que celles obtenues par les m�ethodes AAB ou GPS, limitent

plus les possibilit�es de l'heuristique de Fiduccia et Mattheyses, qui termine donc plus tôt.

� Les strat�egies employant la m�ethode GPS prennent plus de temps que les autres, ce qui est

dû tant au ph�enom�ene pr�ec�edent qu'au surcoût induit par l'ex�ecution de la m�ethode. Celui-ci

n'est cependant pas tr�es important dans l'absolu.

Les r�esultats obtenus pour les graphes de maillage sont tr�es di��erents des pr�ec�edents du point

de vue qualitatif. La �gure 12.20 donne les r�esultats d'expansion obtenus lors du placement de

efRotor sur des hypercubes de tailles croissantes. On peut y faire les constatations suivantes.

� Tout d'abord, on remarque que les strat�egies de bipartitionnement utilis�ees n'ont que peu

d'inuence sur la qualit�e des placements obtenus. Ceci est dû aux propri�et�es topologiques des

graphes maill�es triangulaires, qui se prêtent bien �a l'heuristique de Fiduccia et Mattheyses.

� Ensuite, �a l'inverse de ce que nous avons observ�e pour les graphes de dissections embô�t�ees,

l'appel �a l'AGRD n'augmente pas l'expansion moyenne des placements. Ceci s'explique ici

encore par les propri�et�es topologiques des graphes de maillage. Pour �equilibrer un biparti-

tionnement, l'AGRD d�eplace les sommets qui p�enalisent le moins la fonction de coût. Tr�es

souvent, ce sont ceux ayant d�ej�a un ou plusieurs voisins dans l'autre sous-domaine, car plus

un sommet poss�ede de voisins dans l'autre sous-domaine, plus le gain de son d�eplacement est

grand. L'�equilibrage des sous-domaines se traduit alors par un l�eger d�eplacement de la coupe

entre les deux sous-domaines, qui ne remet pas en cause la qualit�e du bipartitionnement.
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Figure 12.20: Expansion moyenne du placement du graphe efRotor sur H(x) avec di��erentes stra-

t�egies.

� De même, le calcul des bipartitions initiales par la m�ethode AGB n'augmente pas l'expansion

moyenne des placements. En e�et, comme les graphes sont homog�enes, l'ordre dans lequel

les sommets sont choisis par l'AGB peut être consid�er�e comme al�eatoire

y

, ce qui donne des

r�esultats analogues �a ceux fournis par l'AAB.

Les r�esultats les plus int�eressants sont les mesures de temps e�ectu�ees sur ces mêmes placements,

qui sont dessin�ees en �gure 12.21.

� Le premier r�esultat majeur est que le pr�e-traitement par la m�ethode GPS, s'il inue peu sur

la qualit�e des placements, am�eliore grandement leur temps de calcul, de 20 �a 30 pourcents

selon les cas. Pour les graphes maill�es, l'analogie g�eom�etrique avec les m�ethodes inertielles

est tr�es forte, et l'algorithme GPS donne des bipartitions initiales de tr�es bonne qualit�e et

de coupe faible, qui r�eduisent d'autant le travail de l'heuristique de Fiduccia et Mattheyses.

� Un autre r�esultat, plus surprenant, est l'inuence de l'AGRD employ�e en post-traitement de

l'heuristique de Fiduccia-Mattheyses. Si son emploi fait augmenter le temps de traitement

entre les strat�egies FM et FM+EX, il procure des gains en temps signi�catifs aux strat�egies

RA+FM+EX et GP+FM+EX, pouvant atteindre 15 pourcents. Remarquons �a ce propos

que la strat�egie GP+FM+EX, qui est la plus rapide, donne aussi les meilleurs r�esultats.

Nous retrouvons ce comportement sur tous les graphes de maillage tridimensionnels, mais

y

Ce n'est en fait pas tout-�a-fait le cas. L'ordre de parcours des sommets est celui dans lequel ils sont stock�es

sur �chier, qui n'est pas al�eatoire car les logiciels de maillage proc�edent souvent par ra�nement spatial local. Deux

sommets num�erot�es cons�ecutivement sont donc souvent tr�es proches l'un de l'autre.
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Figure 12.21: Temps d'ex�ecution du placement du graphe efRotor sur H(x) avec di��erentes stra-

t�egies.

pas sur les graphes de maillage bidimensionnels, pour lesquels l'appel �a la m�ethode AGRD

fait l�eg�erement augmenter le temps d'ex�ecution. En tout �etat de cause, nous ne pouvons pas

expliquer l'origine de ce ph�enom�ene.

Pour tous les graphes que nous avons �etudi�es, l'emploi de la m�ethode GPS a grandement

am�elior�e l'e�cacit�e de notre programme, que ce soit en terme d'expansion moyenne ou de temps

de calcul. La grande sup�eriorit�e de cette m�ethode sur les m�ethodes inertielles est qu'elle ne n�ecessite

pas de connâ�tre les coordonn�ees g�eom�etriques des sommets du graphe consid�er�e, et peut donc être

utilis�ee pour tout type de graphe.

12.3.6 Comparaison avec d'autres m�ethodes

Les sections pr�ec�edentes ont �et�e consacr�ees �a l'�evaluation des performances intrins�eques de notre

programme. Nous cherchons maintenant �a comparer les r�esultats que nous obtenons �a ceux fournis

par d'autres programmes de même nature.

La communaut�e des num�ericiens utilise depuis de nombreuses ann�ees des programmes de pla-

cement par d�ecomposition de graphes pour r�epartir les calculs de di��erences et d'�el�ements �nis

associ�es aux sommets de graphes de maillage. Elle dispose de nombreux graphes de test r�eperto-

ri�es, facilement accessibles, et correspondant �a de grands cas r�eels, qui servent de r�ef�erence aux

di��erents auteurs pour pr�esenter et comparer les r�esultats de leurs placeurs.

Les m�ethodes de bipartitionnement actuellement les plus r�eput�ees dans cette communaut�e sont
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les m�ethodes spectrales, que nous avons pr�esent�ees dans l'introduction de cette partie. Dans cette

section, nous comparons donc les r�esultats de notre programme avec ceux fournis par deux pro-

grammes utilisant la bissection spectrale.

12.3.6.1 L'

�

Echange Cyclique par Paires

Hammond a propos�e dans sa th�ese [44] un algorithme de placement destin�e principalement aux

machines hypercubiques

z

, appel�e \�echange cyclique par paires" (\Cyclic Pairwise Exchange", ou

CPE).

�

A partir d'un placement initial �equilibr�e, il proc�ede par �echange de paires de processus entre

sommets voisins au sens d'une dimension donn�ee, dimension apr�es dimension.

L'int�erêt de cette m�ethode est qu'elle est distribu�ee, et utilise e�cacement le r�eseau de commu-

nication de la machine hypercubique sur laquelle il a �et�e exp�eriment�e. Chaque processeur choisit

localement le processus lui appartenant et dont l'�echange selon la dimension courante am�eliorerait

le plus (ou p�enaliserait le moins) la fonction de coût. Apr�es rendez-vous avec le processeur voisin

au sens de la dimension courante, et si la somme des gains de chaque d�eplacement est positive,

c'est-�a-dire si l'�echange am�eliore e�ectivement la fonction de coût, celui-ci est r�ealis�e.

La fonction de coût utilis�ee par Hammond, qu'il appelle �

1

, est celle que nous utilisons : c'est

la somme, pour toutes les arêtes du graphe source, du volume de communication transitant sur

l'arête multipli�e par la dilatation de celle-ci. Dans la premi�ere partie de sa th�ese, Hammond montre

la forte corr�elation existant entre les valeurs de �

1

et le temps e�ectif pris par les programmes ainsi

plac�es, validant ainsi le choix de cette fonction dans le cas du placement de programmes d'�el�ements

�nis sur la machine SIMD Connection Machine 2.

Il compare alors les qualit�es des placements obtenus par CPE �a partir de placements initiaux calcu-

l�es par di��erentes m�ethodes : placement al�eatoire, placement \na��f" (c'est-�a-dire selon l'ordre dans

lequel les sommets du graphe sont num�erot�es), et placement issu d'une m�ethode de bipartitionne-

ment spectral r�ecursif (RSB). Les meilleurs r�esultats sont obtenus lorsque le placement initial est

e�ectu�e par m�ethode RSB, ce qui n'est gu�ere surprenant.

Hammond donne, dans les pages 58 �a 63 de sa th�ese, les valeurs du param�etre �

def

=

�

1

4096

obte-

nues lors du placement sur l'hypercube de dimension 8, avec la m�ethode RSB+CPE, de plusieurs

graphes de test. Ces r�esultats �etant pr�esent�es sous forme graphique, nous ne disposons pas des

valeurs exactes de �, mais nous en donnons cependant une minoration.

Des d�e�nitions de �

1

et � donn�ees dans [44, pages 16 et 48], nous pouvons d�eduire une expression

de � en fonction des param�etres que nous mesurons :

� =

2 jE(S)j�

exp

4096

:

Les graphes de test de Hammond �etant des graphes d'�el�ements �nis et son placement e�ec-

tuant un bipartitionnement strict, nous avons utilis�e notre programme DRB avec la strat�egie

GP+FM+EX. Les r�esultats obtenus avec le programme RSB+CPE de Hammond et le nôtre sont

z

L'�echange dimensionnel r�ealis�e dans l'algorithme CPE est bas�e sur la d�e�nition de couplages parfaits disjoints

dans l'hypercube.On pourrait envisager de l'appliquer �a d'autres topologies, en y d�e�nissant les couplages ad�equats.
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Graphe

� RSB+CPE

� DRBfGP+FM+EXg

efBump > 4 3.9467

ef4elt > 5 4.5195

efEqu > 50 44.3164

efRotor > 90 81.4298

Table 12.2: Coût de communication des placements sur H(8) calcul�es par les programmes

RSB+CPE et DRBfGP+FM+EXg

pr�esent�es dans le tableau 12.2.

Pour tous les graphes �etudi�es, les coûts de communication obtenus avec notre programme sont

inf�erieurs d'environ 10 pourcents �a ceux du programme RSB+CPE.

Ce premier test montre que, du point de vue de la qualit�e, notre strat�egie de bipartitionnement

GP+FM+EX donne des r�esultats �equivalents �a une m�ethode de bissection spectrale associ�ee �a la

m�ethode d'optimisation globale CPE.

12.3.6.2 La bissection spectrale r�ecursive multi-niveaux

Nous avons succintement d�ecrit en page 65 le principe des m�ethodes de bissection spectrale r�ecur-

sive. Le handicap majeur de ces m�ethodes est leur lenteur, due au volume des calculs �a e�ectuer

pour obtenir le vecteur de Fiedler de la matrice associ�ee au graphe.

Pour y rem�edier, Barnard et Simon ont propos�e une nouvelle m�ethode de calcul du vecteur de

Fiedler, de type \multi-niveaux" [4]. Elle consiste �a contracter le graphe initial en une s�equence

de graphes de plus en plus petits, �a calculer le vecteur de Fiedler sur le plus petit graphe de la

s�equence, puis �a extrapoler de proche en proche les r�esultats obtenus pour tous les graphes de la

s�equence, y compris le graphe initial.

Les temps d'ex�ecution de l'algorithme de Barnard et Simon (que nous noterons \ML-RSB", pour

\Multi-Level RSB") sont meilleurs d'un ordre de grandeur que ceux des m�ethodes de bissection

spectrale r�ecursive classiques, pour une qualit�e �equivalente.

Nous comparons dans cette section les performances de notre programme par rapport �a celles

du ML-RSB. Pour nous placer dans un cadre exp�erimental similaire, nous prenons le graphe com-

plet comme topologie cible, et mesurons la coupe r�esultant du placement plutôt que son expansion

(dans le cas de graphes homog�enes plac�es sur des graphes complets, l'expansion moyenne est �egale

�a la coupe divis�ee par le nombre d'arêtes du graphe).

Les temps donn�es par Barnard et Simon sont mesur�es sur une station Silicon Graphics dot�ee d'un

processeur IP6 cadenc�e �a 20 MHz et de 16 Mo de m�emoire centrale. Pour ce test seulement, nous

avons nous-même utilis�e une station Silicon Graphics dot�ee d'un processeur IP6 cadenc�e �a 12 MHz

et de 16 Mo de m�emoire centrale

x

. En multipliant les temps mesur�es par

12

20

, nous obtenons des

valeurs de temps estim�ees pouvant être compar�ees �a celles de Barnard et Simon.

x

Cette machine est environ quatre fois moins puissante que la machine Sun 4/90 que nous avons utilis�ee par

ailleurs.
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Les tests e�ectu�es par ces auteurs portent sur quatre graphes de test, dont seulement trois nous

sont connus ; ce sont les graphes efBump, ef4elt, et efPwt. Nous donnons dans les tableaux 12.3, 12.4,

et 12.5 les r�esultats obtenus pour ces graphes avec les programmesML-RSB et DRBfGP+FM+EXg.

ML-RSB

DRBfGP+FM+EXg

Parties

Coupe Temps Coupe Temps estim�e

2 117 3.97 129 5.092

4 274 7.14 398 8.897

8 481 11.5 709 12.01

16 770 16.0 1255 14.83

32 1199 20.4 1916 17.53

64 1863 26.2 2820 19.79

128 2798 31.5 4082 22.14

Table 12.3: Taille totale de la coupe et temps d'ex�ecution du placement sur K(x) du graphe efBump,

calcul�e par les programmes ML-RSB et DRBfGP+FM+EXg. N.B. : ces temps sont relatifs �a une

machine de type Silicon Graphics.

ML-RSB

DRBfGP+FM+EXg

Parties

Coupe Temps Coupe Temps estim�e

2 164 11.3 143 26.92

4 492 21.2 391 48.46

8 808 30.7 734 65.74

16 1375 41.2 1097 83.80

32 2131 53.4 1811 98.65

64 3252 68.8 2950 111.7

128 4925 88.0 4633 122.3

Table 12.4: Taille totale de la coupe et temps d'ex�ecution du placement sur K(x) du graphe ef4elt,

calcul�e par les programmes ML-RSB et DRBfGP+FM+EXg. N.B. : ces temps sont relatifs �a une

machine de type Silicon Graphics.

ML-RSB

DRBfGP+FM+EXg

Parties

Coupe Temps Coupe Temps estim�e

2 376 28.0 369 18.55

4 942 48.1 743 31.92

8 1684 72.4 1648 57.86

16 3302 106 3168 76.87

32 6273 162 6100 107.9

64 9790 203 9324 131.2

128 13535 249 13021 151.2

Table 12.5: Taille totale de la coupe et temps d'ex�ecution du placement sur K(x) du graphe efPwt,

calcul�e par les programmes ML-RSB et DRBfGP+FM+EXg. N.B. : ces temps sont relatifs �a une

machine de type Silicon Graphics.

Pour le graphe efBump, les r�esultats que nous obtenons avec notre programme sont moins bons
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Figure 12.22: Temps d'ex�ecution du placement sur K(x) du graphe ef4elt, calcul�e par les pro-

grammes ML-RSB et DRBfGP+FM+EXg.

que ceux fournis par le programme ML-RSB. Ceci s'explique par le comportement de l'algorithme

de Gibbs, Poole, et Stockmeyer vis-�a-vis de ce graphe, du fait de la forme rectangulaire de celui-

ci. Lors du premier bipartitionnement, le n�ud pseudo-p�eriph�erique choisi est l'un des coins du

rectangle, car la distance entre ce sommet et celui qui lui est diagonalement oppos�e est l'une des plus

grandes possibles. Partant de ce n�ud, les couches sont donc orient�ees diagonalement par rapport

aux côt�es du rectangle. En d�epit de l'optimisation e�ectu�ee ensuite par l'heuristique de Fiduccia et

Mattheyses, la coupe conserve en partie cette orientation, et est donc plus grande que celle que l'on

obtiendrait en coupant parall�element au petit côt�e du rectangle. Ce ph�enom�ene, en se reproduisant

sur les sous-graphes trap�ezo��daux ainsi obtenus, et en s'ampli�ant �a chaque bipartitionnement,

p�enalise notre programme par rapport �a la m�ethode spectrale. La grande r�egularit�e et la forme

simple du maillage permettent en e�et �a celle-ci un calcul pr�ecis des ventres de vibration, c'est-

�a-dire des coupes, qui sont orient�ees parall�element aux petits côt�es des rectangles obtenus par

bipartitionnements successifs.

Le comportement de notre programme vis-�a-vis du graphe efBump est d�etaill�e dans la section A.1

de l'annexe A, page 126.

Pour les graphes ef4elt et efPwt, nous obtenons, suivant le nombre de parties demand�e, des

coupes de tailles inf�erieures de 5 �a 20 pourcents �a celles calcul�ees par le programme ML-RSB.

Dans deux cas sur trois, les temps d'ex�ecution de notre programme sont inf�erieurs �a ceux mis

par le programme ML-RSB. Remarquons �a ce propos que l'�evolution de ces temps en fonction du

nombre de parties n'est pas identique pour les deux programmes.
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Figure 12.23: Temps d'ex�ecution du placement sur K(x) du graphe efPwt, calcul�e par les pro-

grammes ML-RSB et DRBfGP+FM+EXg.

Ainsi, pour le graphe ef4elt, si le temps estim�e de notre programme est 2:5 fois plus important que

celui obtenu par Barnard et Simon pour 2 parties, il n'est plus sup�erieur que de 40 pourcents pour

128 parties. Comme le montre la �gure 12.22, le comportement logarithmique de notre programme

par rapport �a la taille du graphe cible joue ici en notre faveur, alors que le programme ML-RSB

semble rapidement atteindre un r�egime lin�eaire.

Pour le graphe efPwt, le temps mis par le programme ML-RSB est sup�erieur de 51 pourcents

au nôtre pour 2 parties, et de 65 pourcents pour 128 parties. L'augmentation de l'�ecart entre les

temps des deux programmes est visible en �gure 12.23, o�u le comportement logarithmique de notre

programme apparâ�t nettement. Ici encore, l'ordre de grandeur du comportement exp�erimental en

temps du programme ML-RSB semble sup�erieur au nôtre.

Ces r�esultats, qui demandent �a être con�rm�es sur d'autres exemples, sont tr�es encourageants. Ils

montrent que notre programme DRBfGP+FM+EXg o�re une qualit�e de placement �equivalente,

voire sup�erieure, �a celle d'un algorithme de bissection spectrale r�ecursive multi-niveaux, en des

temps aussi petits, et qui semblent asymptotiquement meilleurs.
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Conclusion et perspectives

13.1 Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans cette partie la structure d'un programme de placement par bipartition-

nement r�ecursif conjoint des graphes de processus et d'architecture. Le traitement des m�ethodes de

bipartitionnement de domaines et de graphes comme des bô�tes noires permet d'utiliser n'importe

quelle m�ethode de bipartitionnement, mais aussi de placer sur tout type d'architecture cible.

La premi�ere heuristique de bipartitionnement que nous avons implant�ee est celle de Fiduccia

et Mattheyses, que nous avons am�elior�ee a�n de pouvoir traiter les graphes valu�es. Nous montrons

que les modi�cations que nous apportons ne modi�ent pas la qualit�e des solutions obtenues, et

conservent la lin�earit�e en temps qui fait la force de cet algorithme.

Le calcul de bipartitions initiales judicieuses au moyen d'un algorithme de type Gibbs, Poole, et

Stockmeyer modi��e nous a permis d'augmenter la qualit�e des placements obtenus (pour les graphes

de dissections embô�t�ees), ainsi que le temps de calcul de l'heuristique de Fiduccia et Mattheyses

(pour les graphes de maillages, pour lesquels le gain peut atteindre 30 pourcents).

La lin�earit�e du comportement en temps de toutes les m�ethodes de bipartitionnement de graphes

que nous utilisons fait que le comportement en temps de notre programme de placement �evolue

comme le produit du nombre d'arêtes du graphe source et du logarithme du nombre de sommets

du graphe cible.

�

A nombre de processeurs �x�e, il a donc un comportement lin�eaire par rapport �a

la taille du probl�eme, ce qui le classe parmi les programmes rapides.

Le placement sur un graphe cible donn�e requiert le calcul pr�ealable d'une d�ecomposition r�ecur-

sive de celui-ci. Pour que les placements obtenus soient e�caces, cette d�ecomposition doit respecter

certains crit�eres, tels la connexit�e des sous-domaines et la minimisation de leur coupe.

Nous proposons une m�ethode automatique de calcul des d�ecompositions du graphe cible, bas�ee

121
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sur le placement du graphe cible sur le graphe complet de même ordre. Pour la valider, nous com-

parons les r�esultats de placements obtenus sur des hypercubes, graphes de De Bruijn, et grilles

bidimensionnelles d�ecompos�es soit par notre m�ethode, soit de mani�ere classique (pour les graphes

de De Bruijn, la d�ecomposition de r�ef�erence est une d�ecomposition algorithmique en sous-graphes

partiels).

Si l'on obtient pour les deux premi�eres familles des r�esultats comparables, voire sup�erieurs, �a ceux

calcul�es avec les d�ecompositions algorithmiques, la qualit�e des placements e�ectu�es sur les grilles

bidimensionnelles d�ecompos�ees par placement n'est pas satisfaisante. Ceci est dû au respect de

l'exactitude stricte des cardinaux des sous-domaines lors du calcul de nos d�ecompositions, qui se

fait au d�etriment de la minimisation de la coupe. Ce ph�enom�ene est ampli��e par la 4-connexit�e

de la grille, qui peut provoquer la d�econnexion des sous-domaines calcul�es, et facilite le pi�egeage

de notre heuristique dans des minima locaux de la fonction de coût de communication que nous

utilisons.

Nous avons compar�e les placements que nous obtenons avec ceux issus d'autres programmes.

Les r�esultats que nous obtenons sont qualitativement comparables �a ceux issus des meilleurs algo-

rithmes de bissection spectrale, en un temps �equivalent �a ceux des m�ethodes les plus rapides. Le

rapport entre la qualit�e de nos r�esultats et le temps de calcul est donc tr�es int�eressant.

13.2 Perspectives

La d�ecomposition par placement d'architectures cibles nous semble une m�ethode int�eressante, en

d�epit des mauvais r�esultats obtenus sur la grille 4-connexe.

Nous comptons modi�er notre algorithme de d�ecomposition par placement pour de tester des d�e-

compositions d'architectures ne respectant pas la stricte �egalit�e des cardinaux, a�n de privil�egier

la minimisation de la coupe par rapport �a l'�equilibrage. Nous comptons �egalement �etudier les pro-

pri�et�es de la grille 8-connexe vis-�a-vis de la d�ecomposition d'architecture.

Les r�esultats d'exp�erimentation �etant prometteurs, nous souhaitons di�user l'outil g�en�eral que

constitue notre placeur le plus largement possible. En particulier, nous comptons int�egrer notre

programme �a l'environnement parall�ele ADAM [2], et le mettre �a la disposition de la communaut�e

scienti�que.

Lorsque le programme parall�ele a un comportement irr�egulier et non pr�edictible dans le temps,

le placement statique ne permet pas d'assurer l'�equilibrage de charge pendant toute la dur�ee d'ex�e-

cution du programme. Il faut alors faire appel �a un r�egulateur dynamique de charge, qui assurera

l'�equilibre par migration de processus entre les processeurs, ou par migration de donn�ees entre

processus dans le cadre SPMD.

La qualit�e des r�esultats fournis, et surtout la rapidit�e de leur calcul, font de notre programme un
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outil int�eressant pour le calcul de bipartitionnements initiaux utilisables comme bonne condition

initiale par un tel r�egulateur dynamique de charge.

Nous avons vu que, par placement du graphe source sur le graphe complet, notre placeur peut

servir �a calculer des d�ecoupages du graphe utilis�es en algorithmique num�erique par les m�ethodes

dites de sous-domaines.

Notre programme peut �egalement être appliqu�e au calcul de s�eparateurs utilis�es dans l'algorithme

des dissections embô�t�ees. Il su�t pour cela que chaque tâche de bipartitionnement construise un

s�eparateur sommet �a partir du s�eparateur arête fourni par les heuristiques de bipartitionnement,

et exclue les sommets de celui-ci des sous-graphes obtenus.

Bien que notre programme soit actuellement s�equentiel, son approche \diviser pour r�esoudre"

et la modularit�e de sa conception le rendent facilement parall�elisable. En particulier, le s�equence-

ment par niveaux a plusieurs cons�equences int�eressantes.

Si, entre deux niveaux, une phase de synchronisation est n�ecessaire aux tâches de bipartitionne-

ment pour e�ectuer un �echange total de leurs r�esultats, a�n de mettre �a jour les informations de

distance, toutes les tâches d'un même niveau peuvent cependant s'ex�ecuter en parall�ele. Qui plus

est, les premi�eres (et plus lourdes) tâches de bipartitionnement peuvent s'ex�ecuter en parall�ele sur

plusieurs processeurs de la machine supportant le placeur, le choix d'utiliser la version parall�ele ou

s�equentielle de la tâche �etant le fait de la strat�egie de placement. Le probl�eme est alors de disposer

d'algorithmes de bipartitionnement parall�eles e�caces, ce qui est encore au stade de la recherche.

Remarquons que, dans le cas o�u la machine parall�ele qui ex�ecute le placement parall�ele est la ma-

chine cible, chaque processeur connâ�t au dernier niveau la liste des processus qui y sont plac�es. Les

processeurs peuvent alors directement demander le chargement et l'ex�ecution des processus. On

dispose alors d'un placeur-chargeur automatique en ligne, qui peut être int�egr�e �a l'environnement

de programmation de la machine parall�ele.
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Annexe A

Analyse des r�esultats de quelques

placements

Pour illustrer le fonctionnement de notre programme, nous pr�esentons dans cette annexe les r�esul-

tats du placement des graphes bidimensionnels efBump et ef3elt, dessin�es en �gures 12.1 et 12.2

page 99, sur les premiers repr�esentants des familles de graphes complets et d'hypercubes.

La topologie de graphe complet a �et�e choisie a�n d'�etudier le comportement des algorithmes de

bipartitionnement ind�ependamment de toute inuence ext�erieure, puisque le coût des arêtes appar-

tenant aux cocycles des sous-graphes �a bipartitionner n'est alors pas pris en compte. Elle permet

�egalement d'�etudier le comportement de notre programme par rapport aux m�ethodes de bissection

spectrale. Nous avons choisi l'hypercube comme deuxi�eme topologie car c'est, parmi toutes celles

dont nous disposons, celle qui se rapproche le plus des graphes complets pour les petits ordres ; les

inuences de la topologie sur le placement sont donc visibles par comparaison, mais ne conduisent

pas �a de trop grandes di��erences entre les placements obtenus. Un avantage suppl�ementaire de

cette topologie est que ses premiers repr�esentants (carr�e et cube), sont simples et bien connus, ce

qui facilite notre interpr�etation.

Chaque graphe source est successivement plac�e sur les graphes K(2), K(4), K(8), ainsi que sur H(2)

et H(3) ; en e�et, comme K(2) est isomorphe �a H(1), le r�esultat du placement sur le deuxi�eme

est identique �a celui obtenu sur le premier, et n'est donc pas repr�esent�e. Tous ces placements sont

e�ectu�es en utilisant la strat�egie GP+FM+EX.

Il est �a noter que, du fait de la m�ethode de d�ecomposition choisie pour l'architecture hyper-

cubique, le quotientement de l'hypercube H(k) par la partition constitu�ee de tous les sous-domaines

obtenus au niveau i de l'arbre de bipartitionnement (avec 0 � i � k) donne le graphe H(i). Le

placement partiel d'un graphe source r�ealis�e au niveau i de l'arbre de bipartitionnement est donc

�equivalent au placement de ce graphe sur H(i), pour i compris entre 0 et k. De fait, le placement

d'un graphe sur H(k) peut être �etudi�e niveau par niveau en pla�cant successivement ce graphe sur

les graphes H(i), pour i allant de 0 �a k. Ceci est �egalement vrai pour la famille des graphes complets.
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Nous repr�esentons le r�esultat d'un placement en plaquant sur chaque sommet des graphes

sources un disque dont la couleur d�epend du processeur sur lequel le sommet est plac�e ; deux

sommets plac�es sur le même processeur sont donc colori�es de la même teinte. Le diam�etre des

disques est calcul�e pour s'adapter aux irr�egularit�es de taille des mailles et donner un rendu visuel

homog�ene ; il n'a aucune autre signi�cation.

A.1 Placement du graphe efBump

Les �gures A.1, A.2, et A.3 montrent les bipartitionnements successifs e�ectu�es lorsque seule la

minimisation de la coupe est prise en compte �a chaque �etape.

Comme l'heuristique de Fiduccia et Mattheyses cherche �a minimiser localement la coupe, les

coupes entre sous-graphes g�en�er�ees par les bipartitionnements ont tendance �a suivre les axes prin-

cipaux du maillage r�egulier hexagonal sous-jacent. Ceci se voit nettement dans la partie gauche de

la �gure A.1 et, surtout, dans la �gure A.2.

L'inuence de l'algorithme de Gibbs, Poole, et Stockmeyer sur le trac�e des coupes entre sous-

graphes apparâ�t nettement lors du bipartitionnement du sous-graphe inf�erieur de la �gure A.1,

dont le r�esultat est visible en �gure A.2. Le n�ud pseudo-p�eriph�erique trouv�e par l'algorithme

est le coin sup�erieur gauche du sous-graphe, situ�e �a distance diam�etre du coin inf�erieur droit, et

donc les couches construites �a partir de ce n�ud sont orient�ees diagonalement par rapport aux

côt�es du rectangle dans lequel s'inscrit le sous-graphe. L'optimisation locale e�ectu�ee ensuite par

l'heuristique de Fiduccia et Mattheyses ne peut empêcher l'apparition de d�ecrochements successifs

dans le trac�e de la coupe, qui augmentent d'autant la taille de celle-ci par rapport �a un trac�e hori-

zontal plus direct. On retrouve �egalement ce ph�enom�ene lors du bipartitionnement du sous-graphe

sup�erieur de la �gure A.1, visible en �gure A.2, ainsi qu'en �gure A.3.

Ceci explique les moins bons r�esultats obtenus avec notre programme sur ce graphe de test par

rapport aux m�ethodes spectrales (voir tableau 12.3).

La �gure A.4 di��ere peu de la �gure A.2. En e�et, comme le placement sur H(1) est �equivalent

au placement sur K(2), les bipartitions initiales calcul�ees par l'algorithme de Gibbs, Poole, et

Stockmeyer au deuxi�eme niveau du placement sur H(2) sont identiques �a celles obtenues sur K(4).

Puisque le graphe quotient obtenu �a ce stade est la châ�ne P(4), et que celle-ci est un sous-graphe

partiel de H(2), la minimisation de la fonction de coût sur l'hypercube par l'heuristique de Fiduccia

et Mattheyses est �equivalente dans ce cas pr�ecis �a la minimisation de la fonction de coût sur le

graphe complet, et donne donc le même r�esultat.

La seule di��erence notable entre les deux �gures est que les processeurs sur lesquels sont plac�es

les deux sous-graphes situ�es dans leur partie haute sont intervertis. Cet �echange de processeurs

tend �a minimiser la communication sur l'hypercube, car il permet de n'avoir que des arêtes de

dilatation 1 ; il est �equivalent �a une num�erotation de Gray des sommets du graphe quotient P(4),

qui assure son plongement sur H(2) avec dilatation 1. Remarquons que cet �echange d'a�ectation
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des sous-graphes, en modi�ant les listes de gains, a l�eg�erement perturb�e la coupe par rapport �a

celle de la �gure A.2.

L'inuence de la topologie cible sur le placement apparâ�t clairement dans la �gure A.5. L'ordre

dans lequel les sous-graphes de la �gure A.4 sont bipartitionn�es est, si on les consid�ere de haut en

bas, 1, 2, 4, et 3. Consid�erons ces sous-graphes dans cet ordre.

� Le bipartitionnement du premier sous-graphe, situ�e en haut de la �gure, ne d�epend pas des

informations de placement ext�erieures, car seul un unique sous-graphe lui est voisin.

� En revanche, le bipartitionnement du deuxi�eme sous-graphe utilise l'information issue du

bipartitionnement pr�ec�edent : a�n de r�eduire le nombre d'arêtes de dilatation 2, la coupe

g�en�er�ee \prolonge" celle du premier sous-graphe, ce qui n'�etait pas le cas pour le placement

sur le graphe complet.

� Le troisi�eme sous-graphe �a être bipartitionn�e est celui situ�e au bas de la �gure. Le sous-graphe

situ�e au dessus de lui n'ayant pas encore �et�e bipartitionn�e, on se trouve dans une situation

analogue �a celle du premier bipartitionnement �evoqu�e ci-dessus. Comme la coupe r�ealis�ee au

niveau pr�ec�edent est similaire �a celle de la �gure A.2, la coupe obtenue est donc identique �a

celle de la �gure A.3.

� Le quatri�eme sous-graphe �a bipartitionner, qui est le deuxi�eme �a partir du bas de la �gure,

utilise l'information de placement des bipartitionnements r�ealis�es tant sur le graphe imm�e-

diatement sup�erieur que sur celui situ�e juste en dessous de lui. Dans l'id�eal, on souhaiterait

obtenir un graphe quotient isomorphe �a M

2

(4; 2), qui se plonge avec dilatation 1 dans H(3).

Malheureusement, lors du bipartitionnement pr�ec�edent, comme aucune information de pla-

cement n'�etait utilisable, les deux sous-graphes du bas de la �gure A.5 ont �et�e attribu�es aux

deux processeurs du sous-domaine correspondant de mani�ere arbitraire et, dans ce cas pr�ecis,

contrairement �a nos esp�erances. A�n de minimiser la communication, et donc en premier lieu

le nombre d'arêtes de dilatation 2, les deux sous-graphes g�en�er�es par la coupe ont une forme

\crois�ee", pour avoir le maximum de leurs voisins �a distance 1. On remarque �a ce propos

que l'un des sous-domaines g�en�er�es n'est pas connexe ; le petit sous-graphe d�econnect�e sert

de \tampon" entre les deux sous-graphes qui l'entourent, et transforme par sa pr�esence un

certain nombre d'arêtes de dilatation 2 en un nombre d'arêtes de dilatation 1 inf�erieur au

double du pr�ec�edent.

Cette �etude nous sugg�ere un moyen d'optimiser notre programme. Il consiste �a e�ectuer les bi-

partitionnements d'un niveau en s�electionnant �a chaque fois la tâche dont le sous-graphe poss�ede

le plus de voisins dans des sous-graphes d�ej�a trait�es, a�n de propager et d'utiliser au mieux les

r�esultats des bipartitionnements e�ectu�es au même niveau.
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A.2 Placement du graphe ef3elt

Les �gures A.6, A.7, et A.8 montrent les bipartitionnements successifs calcul�es lorsque seule la

minimisation de la coupe est prise en compte �a chaque �etape.

On peut remarquer en �gure A.6 la convexit�e de la coupe entre les deux sous-graphes, qui favo-

rise sa minimisation puisque dans l'espace euclidien le disque maximise la surface par rapport au

p�erim�etre, c'est-�a-dire le nombre d'arêtes contenues dans le sous-graphe convexe par rapport au

nombre d'arêtes de la coupe.

Notons �egalement, en �gure A.7, la mani�ere dont l'heuristique de Fiduccia et Mattheyses tire parti

de la structure du graphe pour minimiser la coupe : les volets sont utilis�es pour s�eparer les deux

sous-graphes issus du sous-graphe convexe.

L'heuristique de Fiduccia et Mattheyses peut conduire �a des sous-graphes non connexes lorsque

cela permet de minimiser la coupe. Ainsi, en �gure A.8, l'une des deux parties issues du sous-graphe

prenant appui sous les volets est-elle non-connexe.

La di��erence majeure entre la �gure A.9 et la �gure A.7 r�eside dans la pr�esence de sommets

\tampons" entre le sous-graphe situ�e sous les volets et le sous-graphe englobant. Ces sommets,

qui appartiennent au second sous-graphe issu du bipartitionnement du sous-graphe convexe de la

�gure A.6, re�etent l'inuence de la topologie cible sur le placement. Ils permettent en e�et, de

mani�ere analogue �a ce que l'on a d�ej�a observ�e en �gure A.5, de r�eduire le nombre d'arêtes de

dilatation 2 au pro�t d'arêtes de dilatation 1.

Ce ph�enom�ene d'\encapsulation" apparâ�t de fa�con encore plus nette en �gure A.10 ; �a l'avant

du bord d'attaque tout d'abord, o�u la partie inf�erieure issue du bipartitionnement du sous-graphe

englobant de la �gure A.9 remonte vers la coupe entre les sous-graphes du bord d'attaque ; sous les

volets �egalement, o�u un sous-graphe d�econnect�e du sous-graphe englobant sup�erieur sert de tampon

et transforme des arêtes de dilatation 3 en arêtes de dilatation 1 et 2. La di��erence de structure la

plus notable entre cette �gure et la �gure A.8 reste cependant la mani�ere dont est bipartitionn�e le

sous-graphe situ�e au dessus des volets. Pour le placement sur le graphe complet, la coupe obtenue

est de forme convexe a�n d'être minimale, alors que pour le placement sur l'hypercube elle traverse

le sous-graphe de part en part. Cette derni�ere con�guration permet en e�et de n'avoir sur le cocycle

de ce sous-graphe pratiquement que des arêtes de dilatation 1, ce qui ne serait pas le cas si la coupe

de la �gure A.8 �etait utilis�ee. Remarquons �egalement que, �a l'image de ce qui se produit pour la

�gure A.5, les coupes entre sous-graphes tendent �a se rejoindre et se prolonger mutuellement,

toujours dans le but de r�eduire le nombre d'arêtes de grande dilatation.
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Figure A.1: R�esultat du placement du graphe efBump sur K(2) avec la strat�egie GP+FM+EX.
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Figure A.2: R�esultat du placement du graphe efBump sur K(4) avec la strat�egie GP+FM+EX.
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Figure A.3: R�esultat du placement du graphe efBump sur K(8) avec la strat�egie GP+FM+EX.
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Figure A.4: R�esultat du placement du graphe efBump sur H(2) avec la strat�egie GP+FM+EX.
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Figure A.5: R�esultat du placement du graphe efBump sur H(3) avec la strat�egie GP+FM+EX.
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Figure A.6: R�esultat du placement du graphe ef3elt sur K(2) avec la strat�egie GP+FM+EX.
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Figure A.7: R�esultat du placement du graphe ef3elt sur K(4) avec la strat�egie GP+FM+EX.
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Figure A.8: R�esultat du placement du graphe ef3elt sur K(8) avec la strat�egie GP+FM+EX.
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Figure A.9: R�esultat du placement du graphe ef3elt sur H(2) avec la strat�egie GP+FM+EX.
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Figure A.10: R�esultat du placement du graphe ef3elt sur H(3) avec la strat�egie GP+FM+EX.
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R�esum�e

L'objet de cette th�ese est d'�etudier l'impact des m�ethodes de quotientement sur plusieurs probl�emes

issus du parall�elisme et mod�elis�es sous forme de graphes.

La premi�ere partie de la th�ese, essentiellement th�eorique, est consacr�ee �a l'�etude de deux para-

m�etres des graphes, qui sont la largeur de bande et la largeur de coupe. On obtient de nouveaux

encadrements de ceux-ci pour plusieurs r�eseaux d'interconnexion, pour certains au moyen de tech-

niques d'�evaluation asymptotique.

La deuxi�eme partie traite du probl�eme du placement statique sur machine parall�ele. Nous y

pr�esentons un algorithme de placement bas�e sur le bipartitionnement r�ecursif conjoint du graphe

de communication des processus et du graphe mod�elisant l'architecture de la machine parall�ele,

qui permet de placer e�cacement tout graphe de processus valu�e sur tout type d'architecture.

Mots cl�es : diviser pour r�esoudre, graphe quotient, largeur de bande, largeur de coupe, �evaluation

asymptotique, placement statique, bipartition.

Abstract

The purpose of this thesis is to study the impact of quotienting methods over several problems

related to parallelism and modeled in terms of graphs.

The �rst part of the thesis, mainly theoretical, is devoted to the study of two parameters of

graphs, the bandwidth and the cutwidth. We obtain new lower and upper bounds of the parameters

for several interconnection networks, for some of them by means of asymptotic evaluations.

The second part deals with static mapping onto parallel architectures. We present a mapping

algorithm based on the dual recursive bipartitioning of both the process communication graph and

the graph representing the target architecture, which allows the e�cient mapping of any valuated

process graph onto any valuated architecture graph.

Keywords : divide and conquer, quotient graph, bandwidth, cutwidth, asymptotic evaluation,

static mapping, bipartition.


