
No d'ordre : 4001

THÈSE
PRÉSENTÉE À

L'UNIVERSITÉ DE BORDEAUX I

ÉCOLE DOCTORALE DE MATHÉMATIQUES ET D'INFORMATIQUE

Par Bruno LATHUILIÈRE

POUR OBTENIR LE GRADE DE

DOCTEUR

SPÉCIALITÉ : INFORMATIQUE

Méthode de décomposition de domaine pour les

équations du transport simpli�é en neutronique

Soutenue le : 9 février 2010

Après avis des rapporteurs :

Frédéric Feyel . . . . Maître de Recherches, ONERA
Robert Roy . . . . . . . Professeur, École polytechnique Montréal

Devant la commission d'examen composée de :

Maxime Barrault Ingénieur-Chercheur, EDF R&D . . . . . . . . . Encadrant industriel
Olivier Coulaud . . Directeur de Recherches, INRIA . . . . . . . . . Examinateur
Frédéric Feyel . . . . Maître de Recherches, ONERA . . . . . . . . . . Rapporteur
Eric Lorentz . . . . . Pilote Stratégique Simulation, EDF R&D Examinateur
Pierre Ramet . . . . . Maître de Conférences, IUT Bordeaux 1 . Examinateur
Jean Roman . . . . . . Professeur, ENSEIRB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Directeur de thèse
Robert Roy . . . . . . . Professeur, École polytechnique Montréal Rapporteur

2009





iii

Méthode de décomposition de domaine pour les équations du trans-
port simpli�é en neutronique

Résumé :

Les calculs de réactivité constituent une brique fondamentale dans la simulation des c÷urs
des réacteurs nucléaires. Ceux-ci conduisent à la résolution de problèmes aux valeurs propres
généralisées via l'algorithme de la puissance inverse. A chaque itération, on est amené à résoudre
un système linéaire de manière approchée via un algorithme d'itérations imbriquées.

Il est di�cile de traiter les modélisations très �nes avec le solveur développé à EDF, au
sein de la plate-forme Cocagne, en raison de la consommation mémoire et du temps de calcul.
Au cours de cette thèse, on étudie une méthode de décomposition de domaine de type Schur
dual. Plusieurs placements de l'algorithme de décomposition de domaine au sein du système
d'itérations imbriquées sont envisageables. Deux d'entre eux ont été implémentés et les résultats
analysés. Le deuxième placement, utilisant les spéci�cités des éléments �nis de Raviart-Thomas et
de l'algorithme des directions alternées, conduit à des résultats très encourageants. Ces résultats
permettent d'envisager l'industrialisation de la méthodologie associée.
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Domain decomposition method for the Simpli�ed Transport Equa-
tion in neutronic

Abstract :

The reactivity computations are an essential component for the simulation of the core of a
nuclear plant. These computations lead to generalized eigenvalue problems solved by the inverse
power iteration algorithm. At each iteration, an algebraic linear system is solved through an
inner/outer process.

With the solver Cocagne developed at EDF, it is di�cult to take into account very �ne dis-
cretisation, due to the memory requirement and the computation time. In this thesis, a domain
decomposition method based on the Schur dual technique is studied. Several placements in the
inner/outer process are possible. Two of them are implemented and the results analyzed. The
second one, which uses the speci�cities of the Raviart Thomas �nite elements and of the alterna-
ting directions algorithm, leads to very promising results. From these results the industrialization
of the method can be considered.

Keywords :

SPn equations, HPC, parallelism, domain decomposition, dual Schur method, mixed-dual
formulation, Raviart-Thomas, alternating-directions.
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Introduction

Dans le cadre de l'exploitation de ses centrales nucléaires de type Réacteur à Eau Pressurisée
(REP), le groupe EDF développe et met en ÷uvre des logiciels de calcul permettant de reproduire
et de prévoir les phénomènes neutroniques régissant le c÷ur des centrales. Ces phénomènes sont
modélisés par une équation de transport établissant un bilan de neutrons, appelée équation de
Boltzmann.

Pour les applications industrielles visées, l'équation du transport neutronique est trop com-
plexe à résoudre directement. Dans la future chaîne industrielle Cocagne, il a donc été choisi
d'utiliser un schéma à deux étapes. La première étape consiste à calculer des sections homogènes
par crayon ou par assemblage. Lors de la seconde étape, l'ensemble du c÷ur 3D est simulé en
utilisant un modèle simpli�é à partir de ces sections homogénéisées. C'est cette deuxième étape
appelée solveur de c÷ur à laquelle on s'intéresse au cours de cette thèse. Dans la chaîne de calcul
Cocagne, le modèle utilisé pour cette étape est basé sur les équations de transport simpli�é (dites
SPn). A�n d'augmenter la précision des résultats, on souhaite augmenter la �nesse de discrétisa-
tion du solveur de c÷ur. La taille des problèmes traités devenant importante, la consommation
mémoire et les temps de calcul ne permettent plus d'utiliser les ordinateurs classiques.

Jusqu'à récemment, il était possible de se contenter de l'augmentation de la puissance des
processeurs pour améliorer les performances des codes de simulation. Maintenant, avec les nou-
velles architectures matérielles, le développeur de codes scienti�ques doit utiliser des algorithmes
parallèles. Les super-calculeurs o�rent de très larges possibilités, mais pour pouvoir les utiliser
on doit mettre au point des algorithmes parallèles adaptés à la mémoire distribuée. Dans l'op-
tique de la réalisation de calculs de très grande taille en des temps les plus courts possibles, la
parallélisation du solveur SPn est une voie naturelle. Au cours de cette thèse, on étudie donc
une méthode de décomposition domaine, par nature facilement parallélisable, pour les équations
SPn.

Dans ce manuscrit, le chapitre 1 est consacré aux équations mises en jeu dans le solveur de
c÷ur et à la méthode de résolution utilisée. Dans le chapitre 2, on décrit les précédentes tenta-
tives de parallélisation du solveur SPn (EDF) et du solveur Minos (CEA) après une présentation
succincte des di�érentes méthodes de décomposition de domaine nécessaires à la compréhension
de ces tentatives. Au cours du chapitre 3, on présente les fondements de la méthode de décompo-
sition de domaine choisie. Cette méthode conduit à plusieurs approches, dont deux sont étudiées
en détail dans les chapitres 4 et 5. Pour chacune de ces approches, on présente des résultats
numériques sur un cas test académique et sur un cas industriel. Dans le chapitre 5, on aborde
également les problématiques liées à l'intégration dans la plate-forme industrielle.

Cette thèse s'est déroulée dans le cadre d'un contrat CIFRE chez EDF R&D et en collabora-
tion avec les équipes Bacchus et HiePACS communes à l'INRIA Bordeaux Sud Ouest, au PRES
de Bordeaux et au CNRS (au titre du LaBRI UMR 5800 et de l'IMB UMR 5251).
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4 Chapitre 1. Présentation des équations de la neutronique

Dans ce chapitre, on a pour objectif d'introduire le solveur SPn développé à EDF [1, 2],
solveur reprenant la méthodologie du solveur Minos développé au CEA [3, 4]. On commence par
un bref rappel du fonctionnement d'une centrale nucléaire. Puis les équations de Boltzmann,
qui régissent la population neutronique au sein du réacteur, sont décrites, ainsi que le problème
aux valeurs propres qui en dérive dans le cas stationnaire. Ensuite les approximations en énergie
et en angle du problème aux valeurs propres sont détaillées. Pour l'approximation en angle, on
ne présente que l'approximation de la di�usion. On renvoie à l'annexe B, pour la description
des équations de transport simpli�é dites SPn. L'approximation en espace et le solveur du pro-
blème algébrique associé sont ensuite présentés. En�n on mettra en évidence quelques propriétés
du solveur SPn à l'aide des deux benchmarks que l'on a utilisés pour valider les méthodes de
décomposition de domaine proposées.

Cette présentation se base par ailleurs sur [5, 6] ainsi que sur des présentations similaires
dans des thèses portant sur la méthode du solveur Minos [7, 8, 9, 10] :

� dans [7], l'auteur détaille les di�érentes approximations angulaires (PN, SPn, Di�usion) ;
� dans [8], le lecteur trouvera de nombreux détails sur la discrétisation spatiale et les éléments
�nis de Raviart-Thomas ;

� dans [10], une attention particulière est donnée au traitement de la variable temporelle.

1.1 Concepts de base de la physique des réacteurs

Le fonctionnement d'une centrale nucléaire est basé sur une réaction en chaîne exothermique
dans la cuve du réacteur. La chaleur produite est transférée via le circuit primaire à un générateur
de vapeur. La vapeur d'eau, circulant dans le circuit secondaire entraîne, via une turbine, l'al-
ternateur qui produit l'électricité. La vapeur d'eau doit ensuite être refroidie avant de retourner
dans le générateur de vapeur. Cette opération est e�ectuée grâce au circuit tertiaire qui est soit
relié à une rivière, soit à la mer, soit à une tour aéroréfrigérante. La �gure Fig. 1.1 représente
les trois circuits du REP (Réacteur à Eau Pressurisée) qui constitue l'essentiel du parc français.

Fig. 1.1 � Fonctionnement d'une centrale nucléaire de type REP (illustration CEA)
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La réaction en chaîne est la réaction de �ssion des atomes lourds (essentiellement l'Uranium
235). Cette réaction est engendrée par un neutron entrant en collision avec un atome lourd. Celle-
ci peut générer un ou plusieurs neutrons (en moyenne 2 ou 3). Les neutrons issus d'une réaction de
�ssion sont extrêmement rapides (de l'ordre de 20 000 km.s−1). Or la probabilité qu'une collision
engendre une �ssion est plus grande avec des neutrons de plus faible énergie. Pour provoquer
su�samment de �ssions, il y a deux possibilités : soit on enrichit fortement le combustible pour
augmenter la concentration d'Uranium 235, soit on ralentit les neutrons. Dans le cas des REPs
c'est la deuxième voie qui est choisie pour permettre l'établissement d'une réaction en chaîne (cf.
�gure Fig. 1.2). Pour ralentir les neutrons, le c÷ur doit contenir un modérateur. Dans le cas du
REP, l'eau qui sert à évacuer la chaleur (�uide caloporteur) sert également de modérateur.

Fig. 1.2 � Réaction en chaîne de �ssions de noyaux lourds (illustration inspirée du site web du
CEA)

Le c÷ur d'un REP 900MW (cf. �gure Fig. 1.3) est constitué de 157 assemblages à section car-
rée. La largeur d'un assemblage est de 21, 4 cm et sa hauteur de 4m. Chacun de ces assemblages
est constitué d'un réseau 17× 17. Parmi ces 289 emplacements, on trouve :

� 264 crayons de combustible qui sont constitués d'un tube métallique contenant des pastilles
d'oxyde d'uranium faiblement enrichi (entre 3 et 5%). Dans le cas d'assemblages MOX, du
plutonium est ajouté ;

� un emplacement central utilisé pour l'instrumentation du c÷ur ;
� 24 emplacements utilisés pour les barres de contrôle. Ces barres constituées de puissants
poisons à neutrons, permettent de contrôler la réaction. Pour ce contrôle, l'opérateur peut
également réguler la concentration en Bore de l'eau, le Bore constituant un poison neutro-
nique.

Pour simuler la population neutronique, au sein du c÷ur, il existe deux classes de méthodes
permettant de résoudre l'équation de transport :

1. les méthodes probabilistes (dites de Monte-Carlo). On construit à l'aide de variables aléa-
toires, pour un grand nombre de neutrons, un historique. Ensuite on compte les événements
d'intérêt (comme le nombre de �ssions, nombre de neutrons, . . .) pour une zone donnée du
c÷ur. Cette méthode est très précise mais très coûteuse. Elle est essentiellement utilisée
pour obtenir des résultats de référence.

2. les méthodes dites déterministes qui sont issues d'approximations et de discrétisations de
l'équation du transport dite équation de Boltzmann.

Les équations SPn et de la di�usion étant des méthodes déterministes, nous allons décrire
l'obtention de l'équation de Boltzmann et les approximations permettant d'aboutir à ces deux
méthodes.
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Fig. 1.3 � Géométrie du REP 900MW (inspirée d'une illustration CEA)

1.2 Équation de Boltzmann

L'équation de Boltzmann exprime le bilan neutronique dans un volume élémentaire. La va-
riation du nombre de neutrons provient des migrations, des chocs, et des réactions de �ssion.
On présente l'obtention de cette équation, puis le problème aux valeurs propres en découlant
en régime stationnaire. En�n on présente l'algorithme, dit de la puissance, généralement utilisé
pour résoudre ce problème.

1.2.1 Présentation de l'équation

Au sein d'un réacteur, l'état d'un neutron se caractérise par les variables suivantes :
� −→r le vecteur position localisant le neutron ;
�
−→
Ω le vecteur indiquant la direction du neutron ;

� E donnant l'énergie cinétique du neutron ;
� t donnant l'instant d'observation.

Pour caractériser la population neutronique, on peut utiliser deux grandeurs :
� la densité neutronique notéeN (−→r ,

−→
Ω , E, t). Le nombre de neutrons présents dans le volume

élémentaire (d−→r , d
−→
Ω , dE, dt) autour du point (−→r ,

−→
Ω , E, t) s'écrit alors :

N (−→r ,
−→
Ω , E, t)d−→r d

−→
ΩdEdt;

� le �ux angulaire dé�ni par ψ(−→r ,
−→
Ω , E, t) = vN (−→r ,

−→
Ω , E, t). v correspond à la vitesse du

neutron et est directement liée à son énergie cinétique E par E = 1
2mv

2.

L'équation de Boltzmann résulte du bilan neutronique dans un volume élémentaire. Plusieurs
phénomènes physiques peuvent provoquer une variation du nombre de neutrons pendant l'inter-
valle de temps dt :
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les disparitions par migration (ou terme de fuite) :

div
(−→
Ωψ(−→r ,

−→
Ω , E, t)

)
d−→r d

−→
ΩdEdt ; (1.1)

les disparitions par choc (ou absorption) :

Σt(−→r ,
−→
Ω , E, t)ψ(−→r ,

−→
Ω , E, t)d−→r d

−→
ΩdEdt , (1.2)

où Σt, appelée section e�cace totale, représente la probabilité de disparition d'un neutron
à la suite d'un choc ;

les arrivées par transfert suite à un choc :(∫ +∞

0

∫ 4π

0
Σs

(−→r ,−→Ω ′→
−→
Ω , E′→E, t

)
ψ(−→r ,

−→
Ω , E′, t) d

−→
Ω dE′

)
d−→r d

−→
ΩdEdt , (1.3)

où Σs

(−→r ,−→Ω ′→
−→
Ω , E′→E, t

)
, appelée section e�cace de di�usion (scattering), est la probabilité

pour un neutron d'état (−→r ,
−→
Ω ′, E′, t) de passer dans un état (−→r ,

−→
Ω , E, t) ;

les sources extérieures permettant l'initialisation de la réaction en chaîne :

Sext(−→r ,
−→
Ω , E, t)d−→r d

−→
ΩdEdt ; (1.4)

les sources de �ssion issues de la �ssion des atomes �ssiles présents dans le combustible :

X (−→r , E)
4π

.

(∫ +∞

0

∫ 4π

0
ν(−→r , E′)Σf (−→r ,

−→
Ω ′, E′, t)ψ(−→r ,

−→
Ω ′, E′, t) d

−→
Ω ′ dE′

)
d−→r d

−→
ΩdEdt ,

(1.5)
où :
� Σf (−→r ,

−→
Ω , E, t), appelée section e�cace de �ssion, représente la probabilité qu'un neutron

provoque une �ssion ;
� ν(−→r , E) représente le nombre moyen de neutrons émis par une �ssion ;

�
X (−→r , E)

4π
représente le spectre normalisé de �ssion, c'est-à-dire la part des neutrons émis

par �ssion dans le niveau d'énergie E.

En faisant l'hypothèse que les milieux présents dans le réacteur sont isotropes, les sections Σf

et Σt ne dépendent plus de la variable angulaire
−→
Ω et les sections de scattering Σs ne dépendent

plus que de l'angle entre
−→
Ω et

−→
Ω ′. Le bilan de toutes les contributions (1.1), (1.2), (1.3), (1.4),

et (1.5) conduit à l'équation bilan suivante :

1
v

∂ψ

∂t
(−→r ,

−→
Ω , E, t) = − div

(−→
Ωψ(−→r ,

−→
Ω , E, t)

)
− Σt(−→r , E, t)ψ(−→r ,

−→
Ω , E, t)

+ Sext(−→r ,
−→
Ω , E, t)

+
(∫ +∞

0

∫ 4π

0
Σs

(−→r ,−→Ω ′.
−→
Ω , E′→E, t

)
ψ(−→r ,

−→
Ω ′, E′, t) d

−→
Ω ′ dE′

)
+
X (−→r , E)

4π
.

(∫ +∞

0

∫ 4π

0
ν(−→r , E′)Σf (−→r , E′, t)ψ(−→r ,

−→
Ω ′, E′, t) d

−→
Ω ′dE′

)
.

(1.6)
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1.2.2 Problème aux valeurs propres

En se plaçant dans le cadre d'un régime stationnaire sans source extérieure, l'équation (1.6)
devient :

div
(−→
Ωψ(−→r ,

−→
Ω , E)

)
+ Σt(−→r , E)ψ(−→r ,

−→
Ω , E) =

∫ +∞

0

∫ 4π

0
Σs

(−→r ,−→Ω ′.
−→
Ω , E′→E

)
ψ(−→r ,

−→
Ω ′, E′) d

−→
Ω ′ dE′

+
X (−→r , E)

4π
.

∫ +∞

0

∫ 4π

0
ν(−→r , E′)Σf (−→r , E′)ψ(−→r ,

−→
Ω ′, E′) d

−→
Ω ′ dE′.

L'équation en régime stationnaire n'admet de solution non nulle que si le c÷ur est dans une
con�guration, dite critique, correspondant à une réaction stable et auto-entretenue. Pour étu-
dier l'existence d'un état stationnaire, on introduit le problème aux valeurs propres généralisées
suivant en ajoutant un facteur de normalisation λ :

Problème 1
Trouver λ le plus grand réel positif tel qu'il existe une fonction ψ strictement positive solution
de :

div
(−→
Ωψ(−→r ,

−→
Ω , E)

)
+ Σt(−→r , E)ψ(−→r ,

−→
Ω , E) =

∫ +∞

0

∫ 4π

0
Σs

(−→r ,−→Ω ′.
−→
Ω , E′→E

)
ψ(−→r ,

−→
Ω ′, E′) d

−→
Ω ′ dE′

+
1
λ

X (−→r , E)
4π

.

∫ +∞

0

∫ 4π

0
ν(−→r , E′)Σf (−→r , E′)ψ(−→r ,

−→
Ω ′, E′) d

−→
Ω ′dE′.

(1.7)

Cette valeur propre λ est appelée facteur e�ectif de multiplication et est notée keff . Physiquement
keff caractérise l'état du c÷ur :

� si keff = 1, l'état est stationnaire : la réaction en chaîne est stable et auto-entretenue. Le
réacteur est dit critique ;

� si keff > 1, la production de neutrons dépasse l'absorption : la réaction en chaîne s'emballe.
Le réacteur est dit sur-critique ;

� si keff < 1, l'absorption de neutrons dépasse la production : la réaction en chaîne s'éteint.
Le réacteur est dit sous-critique.

1.2.3 Algorithme de résolution

Pour résoudre le problème aux valeurs propres généralisés (1.7), on utilise l'algorithme itératif
de la puissance inverse (Algorithme 1), qui dans le contexte neutronique est appelé algorithme
de la puissance. Celui-ci requiert de calculer :

� des images par l'opérateur de �ssion multigroupe, noté F , dé�ni par :

F(ψ) = (−→r ,
−→
Ω , E) −→ X (−→r , E)

4π
.

(∫ +∞

0

∫ 4π

0
ν(−→r , E′)Σf (−→r , E′)ψ(−→r ,

−→
Ω ′, E′) d

−→
Ω ′dE′

)
;

� des antécédents de l'opérateur de transport multigroupe, noté H, dé�ni par :

H(ψ) = (−→r ,
−→
Ω , E) −→div

(−→
Ωψ(−→r ,

−→
Ω , E)

)
+ Σt(−→r , E)ψ(−→r ,

−→
Ω , E)

−
∫ +∞

0

∫ 4π

0
Σs

(−→r ,−→Ω ′.
−→
Ω , E′→E

)
ψ(−→r ,

−→
Ω ′, E′) d

−→
Ω ′ dE′.
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Le calcul de la valeur propre utilise la connaissance du fait que la valeur propre est positive.

Dans le cas général, λ serait calculée par : λ =
< ψ,ψold >

< ψold, ψold >
. Cette version permet d'écono-

miser un produit scalaire (coûteux car impliquant deux vecteurs di�érents). Dans la pratique,
la convergence de cet algorithme est améliorée par l'ajout d'une technique d'accélération de
Tchebychev [11, 12].

Algorithme 1 : Puissance inverse (version continue)
ψ = 1;
tant que !Convergence faire

ψold = ψ;
B Calcul de l'image par l'opérateur de �ssion
S = F ψ;
B Calcul de l'antécédent par l'opérateur de transport
ψ = H−1S;
B Calcul de la valeur propre

λ =
‖ψ‖
‖ψold‖

;

B Normalisation

ψ =
1
λ
.ψ;

�n

A�n de procéder à la mise en ÷uvre de l'algorithme de la puissance, on discrétise les opéra-
teurs H et F suivant les trois variables suivantes :

� la variable d'énergie E ;
� la variable angulaire

−→
Ω ;

� la variable d'espace −→r .

1.3 Discrétisation en énergie

1.3.1 Présentation de la discrétisation

On considère que l'espace énergétique est borné. On partitionne cet espace [Einf , Esup] en
Ng sous-intervalles :

[Einf , Esup] = [ENg , ENg−1] ∪ [ENg−1, ENg−2] ∪ · · · ∪ [E1, E0].

En intégrant l'équation (1.7) sur chaque intervalle [Eg, Eg−1] et en posant

ψg(−→r ,
−→
Ω) =

∫ Eg−1

Eg

ψ(−→r ,
−→
Ω , E)dE,



10 Chapitre 1. Présentation des équations de la neutronique

on obtient Ng équations couplées par Σs de la forme :

div
(−→
Ωψg(−→r ,

−→
Ω)
)

+
∫ Eg−1

Eg

Σt(−→r , E)ψ(−→r ,
−→
Ω , E)dE =∫ Eg−1

Eg

∑
g′

(∫ Eg′−1

Eg′

∫ 4π

0
Σs

(−→r ,−→Ω ′.
−→
Ω , E′→E

)
ψ(−→r ,

−→
Ω ′, E′) d

−→
Ω ′ dE′

)
dE

+
1
λ

(∫ Eg−1

Eg

X (−→r , E)
4π

dE

)
.

∑
g′

∫ Eg′−1

Eg′

∫ 4π

0
ν(−→r , E′)Σf (−→r , E′)ψ(−→r ,

−→
Ω ′, E′) d

−→
Ω ′ dE′

.
(1.8)

En supposant le �ux séparable, on peut écrire sur chaque intervalle [Eg, Eg−1] le �ux angulaire
sous la forme :

ψ(−→r ,
−→
Ω ,
−→
E ) = f(E)ψg(−→r ,

−→
Ω) avec

∫ Eg−1

Eg

f(E)dE = 1.

On dé�nit pour chaque groupe g les constantes suivantes :

� la section e�cace totale : Σg
t (
−→r ) =

∫ Eg−1

Eg

Σt(−→r , E)f(E)dE ;

� la section e�cace de �ssion : νΣg
f (−→r ) =

∫ Eg−1

Eg

ν(−→r , E)Σf (−→r , E)f(E)dE ;

� le spectre de �ssion : X g(−→r ) =
∫ Eg−1

Eg

X (−→r , E)dE.

On dé�nit également pour chaque couple de groupes g et g′ la section di�érentielle de scattering
du groupe g vers le groupe g′ :

Σg→g′
s (−→r ,

−→
Ω ′.

−→
Ω) =

∫ Eg−1

Eg

∫ Eg′−1

Eg′

Σs

(−→r ,−→Ω ′.
−→
Ω , E → E′)f(E′)dE′dE.

Avec ces notations, (1.8) devient :

div
(−→
Ωψg(−→r ,

−→
Ω)
)

+ Σg
t (
−→r )ψg(−→r ,

−→
Ω) =

∑
g′

(∫ 4π

0
Σg′→g

s

(−→r ,−→Ω ′.
−→
Ω)ψg′(−→r ,

−→
Ω ′) d−→Ω ′

)

+
1
λ

(
X g(−→r )

4π

)
.

∑
g′

∫ 4π

0
νΣg′

f (−→r )ψg′(−→r ,
−→
Ω ′) d

−→
Ω ′

 .

(1.9)

1.3.2 Méthode de résolution du problème aux valeurs propres multigroupe

On dé�nit les opérateurs suivants :
� Hg′→g l'opérateur de scattering1 qui au �ux ψg′ associe le terme :

−
∫ 4π

0
Σg′→g

s

(−→r ,−→Ω ′.
−→
Ω
)
ψg′(−→r ,

−→
Ω ′) d

−→
Ω ′ ;

� Hg=g l'opérateur de transport monogroupe qui au �ux ψg associe le terme :

div
(−→
Ωψg(−→r ,Ω)

)
+ Σg

t (
−→r )ψg(−→r ,Ω)

)
−
∫ 4π

0
Σg→g

s

(−→r ,−→Ω ′.
−→
Ω
)
ψg(−→r ,

−→
Ω ′) d

−→
Ω ′ ;

� Fg′→g l'opérateur de �ssion du groupe g′ au groupe g qui au �ux ψg′ associe le terme :
X g(−→r )

4π

∫ 4π

0
νΣg′

f (−→r )ψg′(−→r ,
−→
Ω ′) d

−→
Ω ′.

1Quand g′ > g, respectivement g > g′, on utilise la dénomination down-scattering (descente en énergie),
respectivement d'up-scattering (remontée en énergie).
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(1.9) se récrit alors :

Hg=gψg +
∑
g′ 6=g

Hg′→gψg′ =
1
λ

∑
g′

Fg′→gψg′ .

A chaque itération de puissance, le produit par l'opérateur de �ssion (Fψ) dans l'Algorithme 1
s'écrit donc :

Sg =
∑
g′ 6=g

Fg′→gψg′ .

A chaque itération de puissance, le système Hψ = S dans l'Algorithme 1 s'écrit donc pour
tout 1 ≤ g ≤ Ng :

Hg=gψg = Sg −
∑
g′ 6=g

Hg′→gψg′ . (1.10)

La résolution de (1.10) s'e�ectue à l'aide d'un algorithme de Gauss-Seidel par bloc. A chaque
itération, on résout successivement Ng problèmes monogroupes avec g décroissant2. En faisant
intervenir ces itérations emboîtées, l'Algorithme 1 devient l'Algorithme 2.

Algorithme 2 : Puissance inverse (version multigroupe continue)

(ψ1, . . . , ψNg) = 1;
tant que !Convergence faire

(ψ1
old, . . . , ψ

Ng

old) = (ψ1, . . . , ψNg);

B Calcul de l'image par l'opérateur de �ssion
pour chaque g faire

Sg =
∑
g′

Fg′→gψg′ ;

�n

B Résolution du problème multigroupe par l'algorithme de Gauss-Seidel par bloc
tant que !Convergence faire

pour chaque g faire
B Calcul du terme source monogroupe
L = Sg −

∑
g′ 6=g

Hg′→gψg′ ;

B Résolution du problème monogroupe
ψg = (Hg=g)−1L;

�n

�n

B Calcul de la valeur propre

λ =
‖(ψ1, . . . , ψNg)‖
‖(ψ1

old, . . . , ψ
Ng

old)‖
;

B Normalisation

(ψ1, . . . , ψNg) =
1
λ
.(ψ1, . . . , ψNg);

�n

2On choisit g décroissant car l'up-scattering est plus faible numériquement que le down-scattering.
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1.4 Approximation angulaire

Après la discrétisation en énergie, il est nécessaire d'e�ectuer une discrétisation angulaire.
Pour ce faire il existe plusieurs techniques. Les méthodes Sn (ou méthodes des ordonnées discrètes
[5, chapitre 4]) utilisent une discrétisation de la variable angulaire en n(n + 2) directions. Elles
nécessitent le calcul de n(n+ 2) fonctions scalaires indépendantes. Le �ux angulaire est ensuite
obtenu en additionnant les contributions de chaque direction par une formule de quadrature
angulaire. Les méthodes décrites par la suite sont issues d'un développement à un ordre �ni du
�ux et des sections de scattering dépendant de la variable angulaire :

� Pour la méthode Pn [7, p.67], ces fonctions sont développées sur une base d'harmoniques
sphériques à l'ordre n. La méthode nécessite de calculer (n+1)2 fonctions scalaires couplées ;

� Pour la méthode SPn [7, p.73], décrite en annexe B, on fait l'approximation d'une solution
localement plane, puis on développe à l'ordre n (avec n impair) le �ux et les sections
de scattering sur une base de polynômes de Legendre. La méthode nécessite de calculer
2(n+1) fonctions scalaires. Cette approximation est moins coûteuse que la méthode Pn et
plus précise que l'approximation de la di�usion décrite ci-dessous.

Bien que nous intéressant aux équations SPn, pour simpli�er le propos, seules les équations de
la di�usion sont présentées. En e�et, les équations de transport simpli�ées SPn conduisent à
la résolution de (n + 1)/2 systèmes de di�usion couplés3. La mise en ÷uvre des méthodes de
décomposition de domaine proposées dans les chapitres 4 et 5 est similaire pour ces deux modèles.

Pour chaque groupe g, on dé�nit le �ux scalaire φg et le courant
−→
Jg par :

φg(−→r ) =
∫ 4π

0
ψg(−→r ,

−→
Ω)
−→
dΩ,

−→
Jg(−→r ) =

∫ 4π

0

−→
Ω .ψg(−→r ,

−→
Ω)
−→
dΩ.

On fait l'hypothèse de la loi de Fick qui s'exprime pour chaque groupe g par

−→
Jg = −Dg−→∇φg

où Dg est appelé coe�cient de di�usion4. Le Problème 1 devient :

Problème 2
Trouver λ le plus grand réel positif tel qu'il existe Ng fonctions (φ1, . . . , φNg) strictement positives
solutions des systèmes couplés suivants : pour tout 1 ≤ g ≤ Ng

div
(−→
Jg(−→r )

)
+ Σg

t (
−→r )φg(−→r ) =

∑
g′

(
Σg→g′

s (−→r )φg′(−→r )
)

+
1
λ

X g

4π
.
∑
g′

(
νΣg′

f (−→r )φg′(−→r )
)

−→
Jg(−→r ) +Dg(−→r )

−→
∇φg(−→r ) =

−→
0 .

L'utilisation des équations de la di�usion implique donc de calculer quatre fonctions scalaires.

3n est impair.
4Dans le cas du modèle SP1, ce coe�cient est égal à

1

3
“
Σg

t − Σg→g
s

” .
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1.5 Approximation en espace

Les choix faits dans le solveur SPn développé à EDF [1, 2] pour l'approximation en espace
sont les mêmes que pour le solveur Minos [3, 4]. La résolution du problème aux valeurs propres
multigroupe (Problème 2) conduit, à chaque itération de puissance, à résoudre un système
linéaire multigroupe. Ce système est résolu via un algorithme de Gauss-Seidel par bloc. A chaque
itération de cet algorithme, on résout Ng systèmes linéaires monogroupes : pour tout 1 ≤ g ≤ Ng{

div
(−→
Jg(−→r )

)
+

(
Σg

t (
−→r )− Σg→g

s (−→r )
)
φg(−→r ) = Sg(−→r )

−→
Jg(−→r ) + Dg(−→r )

−→
∇φg(−→r ) =

−→
0

(1.11)

avec des conditions aux limites de type ��ux nul� au bord5. Les seconds membres Sg désignent
la source multigroupe calculée à l'aide de l'opérateur de �ssion multigroupe. Le terme

−→
0 peut

ne pas être nul6 lorsque que les sections de scattering sont développées à un ordre strictement
positif (cf. annexe B). On formalise donc mathématiquement le problème monogroupe (1.11) par
le problème suivant :

Problème 3
Trouver (φ,

−→
J ) ∈ L2(Ω)×H(div,Ω) tel que

div
−→
J + Σφ = f dans Ω

−→
J

D
+

−→
∇φ =

−→
0 dans Ω

φ = 0 sur ∂Ω

(1.12)

avec Σ, D ∈ C0(Ω) bornées et positives et f dans L2(Ω).

1.5.1 Formulation variationnelle

En multipliant par v la première ligne de (1.12), par −→w la seconde, en intégrant sur le domaine
Ω et en�n en appliquant la formule de Green, on obtient le problème variationnel mixte dual
suivant [2, 13] :

Problème 4
Trouver (φ,

−→
J ) ∈ L2(Ω)×H(div,Ω) tel que

∫
Ω
div
(−→
J (−→r )

)
v(−→r ) d−→r +

∫
Ω

Σ(−→r )φ(−→r )v(−→r ) d−→r =
∫

Ω
f(−→r )v(−→r ) d−→r ∀v ∈ L2(Ω)∫

Ω

1
D(−→r )

−→
J (−→r ).−→w (−→r ) d−→r −

∫
Ω
φ(−→r )div

(−→w (−→r )
)
d−→r = 0 ∀−→w ∈ H(div,Ω).

Les espaces L2(Ω) et H(div,Ω) sont approchés par des espaces de dimension �nie Vh et Wh.
On se ramène donc à résoudre le problème :

5Il existe d'autres conditions aux limites :
� les conditions de ré�exion : elles permettent de gérer le cas des réacteurs comportant des axes de symétrie ;
� les conditions d'Albédo qui sont comparables à des conditions de type Robin pour la modélisation des

ré�ecteurs.

6Cette hypothèse simpli�e la présentation qui peut aisément se généraliser.
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Problème 5
Trouver (φh,

−→
Jh) ∈ Vh ×Wh tel que


∫

Ω
div
(−→
Jh(−→r )

)
vh(−→r ) d−→r +

∫
Ω

Σ(−→r )φh(−→r )vh(−→r ) d−→r =
∫

Ω
f(−→r )vh(−→r ) d−→r ∀vh ∈ Vh∫

Ω

1
D(−→r )

−→
Jh(−→r )−→wh(−→r ) d−→r −

∫
Ω
φh(−→r )div

(−→wh(−→r )
)
d−→r = 0 ∀−→wh ∈Wh.

De par la géométrie parallélépipédique des assemblages, on modélise le c÷ur par un parallé-
lépipède rectangle, auquel on associe un maillage cartésien dé�ni par Nx, Ny et Nz mailles dans
chacune des trois directions de l'espace. On note N = Nx.Ny.Nz le nombre total de mailles. Pour
chaque maille indicée par n, on note Kn son volume. On considère que sur chaque maille D(−→r )
et Σ(−→r ) sont des fonctions constantes. On note par Dn et Σn leur valeur dans chaque maille.
On se ramène alors au problème discrétisé suivant :

Problème 6
Trouver (φh,

−→
Jh) ∈ Vh ×Wh tel que

{
b(vh,

−→
Jh) + t(φh, vh) = s(vh) ∀vh ∈ Vh

a(
−→
Jh,

−→wh)− b(φh,
−→wh) = 0 ∀−→wh ∈Wh

(1.13)

avec ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a
(−→
Jh,

−→wh

)
=

∑
n

1
Dn

∫
Kn

−→
Jh(−→r ).−→wh(−→r )d−→r

b(φh,
−→wh) =

∫
Ω
φh(−→r )div

(−→wh(−→r )
)
d−→r

t(φh, vh) =
∑

n

Σn

∫
Kn

φh(−→r )vh(−→r )d−→r

s(vh) =
∫

Ω
f(−→r )vh(−→r )d−→r .

1.5.2 L'élément �ni de Raviart-Thomas

On utilise l'élément �ni de Raviart-Thomas-Nedelec [14, 15], adapté à la formulation mixte
duale, qui permet d'obtenir un système matriciel très creux. Pour pouvoir dé�nir les espaces
d'approximation Vh et Wh, on introduit Pl,m,n l'ensemble des polynômes à trois variables de
degré l, m et n par rapport respectivement aux variables x, y et z. L'élément �ni RTk d'ordre k
conduit aux espaces V k

h et W k
h dé�nis par :

� V k
h est l'ensemble des fonctions telles que leur restriction dans chaque maille soit dans
Pk,k,k ;

� W k
h est l'ensemble des fonctions −→w telles que leur restriction dans chaque maille soit dans

Pk+1,k,k × Pk,k+1,k × Pk,k,k+1 et telles que les fonctions −→w .−→n soient continues au niveau
des interfaces entre les mailles.
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B Les éléments �nis de Raviart-Thomas ne sont pas dé�nis sur les mailles Kn mais sur
l'élément de référence K̂ = [−1, 1]3 :

� En 3D les fonctions scalaires de référence v̂h sont développées sur une base de (k + 1)3

fonctions {
v̂(ix,iy ,iz) | id ∈ J0, kK et d ∈ {x, y, z}

}
dont les degrés de liberté associés sont représentés par des points sur la �gure Fig. 1.4.
v̂(ix,iy ,iz) est dé�nie comme le produit des polynômes de Lagrange aux points de Gauss
(dé�nis en annexe A.2) :

v̂(ix,iy ,iz)(x, y, z) = lix(x).liy(y).liz(z).

� Pour dé�nir la base des fonctions vectorielles, on dé�nit les polynômes {pi | i ∈ J0, k + 1K}
sur [−1, 1] à partir des polynômes de Lagrange associés aux points de Gauss d'ordre k par

p0(x) = 1− 1
w0

∫ x

−1
l0(t)dt

pi(x) = 1− 1
wi−1

∫ x

−1
li−1(t)dt

pk+1 =
1
wk

∫ x

−1
lk(t)dt

,
avec {wi} les points de Gauss d'ordre k

(cf. annexe A.2).

−→wh sont dé�nies sur une base de 3(k + 1)2(k + 2) fonctions−→ŵx
ix,iy ,iz =

 ŵx
ix,iy ,iz

0
0

 | ix ∈ J0, k + 1K, (iy, iz) ∈ J0, kK2


∪

−→ŵy
ix,iy ,iz =

 0
ŵy

ix,iy ,iz

0

 | iy ∈ J0, k + 1K, (ix, iz) ∈ J0, kK2


∪

−→ŵz
ix,iy ,iz =

 0
0

ŵz
ix,iy ,iz

 | iz ∈ J0, k + 1K, (ix, iy) ∈ J0, kK2


avec

∣∣∣∣∣∣∣
ŵx

ix,iy ,iz
(x, y, z) = pix(x)liy(y)liz(z)

ŵy
ix,iy ,iz

(x, y, z) = lix(x)piy(y)liz(z)
ŵz

ix,iy ,iz
(x, y, z) = lix(x)liy(y)piz(z).

On remarque que pi(−1) = δi,0 et pi(1) = δi,k+1 ce qui permet d'assurer la continuité aux

interfaces en plaçant les degrés de liberté associés aux fonctions
−→
ŵx

−1,iy ,iz sur l'interface

gauche de K̂ et sur l'interface droite ceux associés à
−→
ŵx

1,iy ,iz . Les degrés de liberté associés

aux fonctions
−→
ŵd sont représentés par des �èches sur la �gure Fig. 1.4.

B Pour obtenir les fonctions de base sur une maille Kn dé�nie par[xn, xn + hx
n] × [yn, yn +

hy
n]× [zn, zn + hz

n], on applique le changement de variable suivant :

Fn : [xn, xn + hx
n]× [yn, yn + hy

n]× [zn, zn + hz
n] → [−1, 1]3

(x, y, z) → (2.x−xn
hx

n
− 1, 2.y−yn

hy
n
− 1, 2. z−zn

hz
n
− 1) .

Une fonction de base v (respectivement w) s'obtient à partir de v̂ (respectivement ŵ) par la
relation v = v̂ o Fn (respectivement w = ŵ o Fn).
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(a) RT0 en 2D (5 ddls) (b) RT0 en 3D (7 ddls)

(c) RT1 en 2D (16 ddls) (d) RT1 en 3D (44 ddls)

Fig. 1.4 � Représentation des degrés de liberté des éléments �nis de Raviart-Thomas-Nedelec
sur une maille
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1.5.3 Formulation matricielle

On note :
� AD la matrice associée à la forme bilinéaire a ;
� BD la matrice associée à la forme bilinéaire b ;
� T la matrice associée à la forme bilinéaire t ;
� S le vecteur associé à la forme linéaire s ;
� JD le vecteur contenant les degrés de liberté du courant

−→
Jh ;

� φ le vecteur contenant les degrés de liberté du �ux φh.

L'équation (1.13) s'écrit alors sous la forme matricielle(
AD −BD
t
BD T

)(
JD

φ

)
=
(

0
S

)
.

JD est décomposé en trois segments, un pour chaque direction de l'espace. Le vecteur JD et la
matrice BD s'écrivent donc

JD =

 Jx

Jy

Jz

 , BD =

 Bx

By

Bz

 .

Comme pour d 6= d′, on a
∫

K

−→
ŵd

ix,iy ,iz(x, y, z).
−→
ŵd′

jx,jy ,jz(x, y, z)dxdydz = 0, la matrice AD ne

contient pas de couplage entre les directions de l'espace et s'écrit donc sous la forme d'une matrice
bloc diagonale

AD =

 Ax

Ay

Az

 .

L'équation (1.13) s'écrit alors sous forme matricielle
Ax −Bx

Ay −By

Az −Bz
t
Bx

t
By

t
Bz T




Jx

Jy

Jz

φ

 =


0
0
0
S

 . (1.14)

Lorsque cela est nécessaire, les sous-matrices possèdent un exposant indiquant le niveau d'énergie
auquel elles correspondent7. Pour le groupe d'énergie g′, on note par exemple

Hg=g′ =


Ag=g′

x −Bx

Ag=g′
y −By

Ag=g′
z −Bz

t
Bx

t
By

t
Bz T g=g′

 .

On remarque que les sous-matrices Bd (d étant une direction x, y ou z) ne dépendent pas de
l'indice de groupe car la forme bilinéaire b ne dépend pas des données physiques. Dans la suite
de ce paragraphe, nous déterminons les propriétés des blocs de la matrice Hg=g′ qui permettent
d'obtenir un solveur e�cace.

7Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté possible, on omet l'écriture g = g′ à l'exposant. La matrice H sera dé�nie
comme la matrice multigroupe (cf. page 22) et l'omission de l'exposant g = g′ ne peut donc être faite dans ce cas.
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DDL :
Jx
Jy

φ

Couplage :
Ax
Ay

Bx
By

Fig. 1.5 � Représentation des termes de couplage avec les éléments �nis RT1

B La matrice T est diagonale dé�nie positive car la base de fonctions de Vh est orthogonale.

B Comme la matrice AD dérive directement des produits scalaires des fonctions de base de
Wh ; elle est donc symétrique dé�nie positive ainsi que chacun de ses trois blocs diagonaux (Ax,
Ay, et Az). Considérons la matrice Ax. On observe que∫

K̂

−→
ŵx

ix,iy ,iz(x, y, z).
−→
ŵx

jx,jy ,jz(x, y, z)dx dy dz

=
∫ 1

−1
pix(x)pjx(x)dx.

∫ 1

−1
liy(y)ljy(y)dy.

∫ 1

−1
liz(z)ljz(z)dz

=
(∫ 1

−1
pix(x)pjx(x)dx

)
.wiy .wiz .δiy ,jy .δiz ,jz .

(1.15)

Le terme δiy ,jy .δiz ,jz permet de dé�nir les lignes de courant, puisque la matrice Ax ne contient
des termes de couplage qu'entre degrés de liberté appartenant à la même ligne dé�nie par les
indices iy et iz (cf. �gure Fig. 1.5).

B Pour déterminer le pro�l de la matrice Bd, on calcule∫
K̂
v̂ix,iy ,iz(x, y, z)div

(−→
ŵx

jx,jy ,jz(x, y, z)
)
dx dy dz

=
∫ 1

−1
liy(y)ljy(y)dy.

∫ 1

−1
liz(z)ljz(z)dz.

∫ 1

−1

∂pix(x)
∂x

lix(x)dx

= δiy ,jy .δiz ,jz .wiy .wiz .

∫ 1

−1

∂pix(x)
∂x

ljx(x)dx

=


−δiy ,jy .δiz ,jz .δ0,ix .wiy .wiz pour jx = 0
δiy ,jy .δiz ,jz(δjx,ix−1 − δjx,ix+1).wiy .wiz pour jx ∈ J1, kK
δiy ,jy .δiz ,jzδk,ix .wiy .wiz pour jx = k + 1.

(1.16)

Cette expression signi�e que chaque degré de liberté de �ux n'est couplé qu'avec les degrés de
liberté de courant situés juste avant et juste après dans chaque direction (cf. �gure Fig. 1.5).

Pour obtenir les matrices Ad et Bd, il reste à numéroter l'ensemble des degrés de liberté. Les
degrés de liberté de courant dans la direction d sont numérotés suivant la direction d, puis la
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0 7 14 21 28 35 42 49

1 8 15 22 29 36 43 50

2 9 16 23 30 37 44 51

3 10 17 24 31 38 45 52

4 11 18 25 32 39 46 53

5 12 19 26 33 40 47 54

6 13 20 27 34 41 48 55

Fig. 1.6 � Numérotation des degrés de liberté avec les éléments �nis RT1

direction d+ 1 et en�n d+ 2. Pour le �ux, on ordonne les degrés de liberté suivant la direction
x puis y et en�n z. Sur la �gure Fig. 1.6, on représente pour un cas 2D avec l'élément �ni
RT1, la numérotation des �ux (en noir), des courants Jx (en bleu) et des courants Jy (en rouge).
Observons l'impact de cette numérotation sur la structure des matrices Ad et Bd.

B Ce choix permet de respecter la structure des lignes de courant (cf. (1.15)). Les matrices Ad

sont donc blocs diagonales. Chaque bloc corrrespondant à une ligne de courant a une structure
bande dont la largeur dépend de l'ordre de l'élement �ni. Ces blocs sont tridiagonaux en RT0 et
pentadiagonaux en RT1.

B Comme la numérotation des �ux suit la même logique que la numérotation des courants
Jx, la matrice Bx est une matrice rectangulaire avec une bande de coe�cients valant 1 et une
bande de coe�cients valant −18. La matrice n'est donc pas stockée en mémoire. Les courants
Jy ou Jz ne suivent pas la même numérotation que le �ux. On perd donc la continuité des accès
mémoire lors d'un produit matriciel par By ou Bz.

Sur la �gure Fig. 1.7, on représente la matrice Hg=g′ obtenue avec ce choix de numérotation
(représentée sur la �gure Fig. 1.6).

1.5.4 Algorithme de résolution

La matrice Hg=g′ n'est pas symétrique. A�n d'obtenir un système symétrique, il su�t de
multiplier par −1 les trois premières lignes du système (1.14). Mais comme −AD est dé�nie
négative et T dé�nie positive, la matrice obtenue n'est ni positive ni négative. A�n de se ramener

8En e�et dans la pratique, on e�ectue un changement de variable pour supprimer les poids de Gauss, et les
pas de maillage dans l'expression des matrices Bd (cf. [16])
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t
By

Ax

-ByAy

-Bx

Tt
Bx

Fig. 1.7 � Pro�l de la matrice Hg=g′ pour le maillage dé�ni par la �gure Fig. 1.5
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à la résolution d'un système linéaire dé�ni positif, on élimine le �ux φ à l'aide de la relation
suivante

φ = T−1
(
S −BDJD

)
.

Le système (1.14) devient après élimination des �ux(
AD +BDT

−1t
BD

)
JD = BDT

−1S .

La matrice W =
(
AD +BDT

−1t
BD

)
est alors symétrique dé�nie positive.

Preuve :
� W est symétrique : car AD et T le sont ;

� W est dé�nie positive : car AD et T−1 le sont. En e�et :
Soit X 6= 0, on a < WX,X >=< ADX,X > + < T−1t

BDX,
t
BDX >.

� comme AD est symétrique dé�nie positive : ∀X 6= 0 < ADX,X> > 0 ;
� comme T−1 est symétrique dé�nie positive : ∀Y 6= 0 < T−1Y, Y > > 0 .

En posant Y = t
BDX, on obtient < T−1t

BDX,
t
BDX > ≥ 0 et donc le caractère dé�ni

positif de W.
[CQFD]

Cette opération d'élimination des �ux e�ectuée avec des notations où les directions de l'espace
sont détaillées aboutit aux équations suivantes

φ = T−1
(
S −

∑
d∈{x,y,z}

t
BdJd

)
,

 Wx BxT
−1t

By BxT
−1t

Bz

ByT
−1t

Bx Wy ByT
−1t

Bz

BzT
−1t

Bx BzT
−1t

By Wz


 Jx

Jy

Jz

 =

 BxT
−1S

ByT
−1S

BzT
−1S

 , (1.17)

avec

∀d ∈ {x, y, z} Wd = Ad +BdT
−1t

Bd.

De par la nature du couplage �ux/courant dans la direction d, la matrice BdT
−1t

Bd est bloc-
diagonale avec des blocs tridiagonaux (correspondant chacun à une ligne de courant). Le pro�l
de BdT

−1t
Bd est donc inclus dans celui Ad. Il est donc possible de stocker les matrices Wd en

lieu et place des matrices Ad.
Le système (1.17) est résolu à l'aide d'un algorithme de Gauss-Seidel par bloc. A chaque

itération, on résout un système linéaire impliquant chaque matriceWd. La structure des matrices
Wd conduit naturellement à résoudre ces systèmes de façon exacte via une factorisation de
Cholesky. Cette factorisation ne crée pas de termes de remplissage car la struture des facteurs
est identique à celle de Ad.

Cet algorithme où les �ux sont éliminés et les courants sont résolus par bloc peut être vu
comme un algorithme de directions alternées pour des éléments �nis mixtes [17, 18, 19].
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1.6 Résolution globale via des itérations imbriquées

Pour décrire l'Algorithme 2 au niveau matriciel, on utilise les notations suivantes :
� Xg désigne le vecteur

t(
Jg

x , J
g
y , J

g
z , φg

)
;

� X désigne le vecteur
t(
X1, . . . , XNg

)
;

� ‖X‖ désigne la norme du vecteur
t(
φ1, . . . , φNg

)
;

� F est la matrice de l'opérateur F ;
� H est la matrice de l'opérateur H ;
� Hg=g′ est la matrice de l'opérateur Hg=g′ ;
� Hg→g′ est la matrice de l'opérateur Hg→g′ .

Avec ces notations, on a :

H =
(
Hg=1 H2→1

H1→2 Hg=2

)
.

Lorsque l'on développe la résolution des systèmes matriciels à tous les niveaux (groupes d'énergie
et directions de l'espace), on obtient l'Algorithme 3.

Dans le cas plus général des équations SPn, on ajoute un niveau d'itérations entre les groupes
et les directions de l'espace (cf. Algorithme 4). Avec la �gure Fig. 1.8, on représente le pro�l de
la matrice H pour deux groupes d'énergie, deux harmoniques9 (indicées par l) et deux dimensions
de l'espace (maillage 5 × 3). Celle-ci permet de visualiser au niveau matriciel l'ajout de cette
boucle : chaque matrice monogroupe (Hg=1 et Hg=2) est une matrice bloc 2 × 2 dont chaque
bloc diagonal correspondant à une harmonique est un système de di�usion (indicé par g et l).
L'Algorithme 4 dépend de quatre critères de convergence (ligne 1, 4, 8 et 12). La littérature sur
les itérations imbriquées provenant d'algorithmes de Newton, de problèmes aux valeurs propres,
de compléments de Schur, de problèmes de point-selle, ou de préconditionnements de solveurs
itératifs �exibles [20], est abondante mais donne pas de méthodes systématiques pour le calage
optimal de ces critères dans le contexte d'algorithmes itératifs emboîtés à plusieurs niveaux. On
peut néanmoins dégager des règles générales. Un algorithme externe de type point �xe, requiert
une précision élevée du solveur interne lors des dernières itérations. Pour un solveur de type
sous-espace, les premières itérations nécessitent un solveur interne précis. La précision du solveur
interne pouvant être progressivement relâchée par la suite.

La plupart de travaux de la littérature essaient de contrôler la convergence de l'algorithme
interne en fonction du résidu de l'algorithme externe de manière à ne pas modi�er le nombre d'ité-
rations externes. Ainsi dans [21], une stratégie concernant les algorithmes de Krylov (GMRES et
BiCGStab) a été développée. Cette même stratégie a été utilisée pour le calcul de valeurs propres
[22, 23, 24], et adaptée pour des problèmes issues de compléments de Schur [23]. Dans [25, 26],
les auteurs fournissent un cadre théorique à ces travaux basés sur des constatations empiriques.
Dans [27], les auteurs proposent pour l'algorithme de point �xe des puissances inverses sans ac-
célération, deux critères permettant de relâcher la précision des itérations internes en conservant
le même nombre d'itérations externes. Dans [28], les auteurs cherchent à réduire le nombre totale
d'itérations internes, sans garder de contraintes sur le nombre d'itérations externes.

Pour notre application, les critères de convergence des solveurs internes ne sont plus basés
sur les résidus mais sur un nombre d'itérations, économisant ainsi le calcul des résidus. Il a
été choisi de bloquer toutes les boucles internes (lignes 4, 8 et 12) à une seule itération. Cette
stratégie peut conduire à une augmentation du nombre d'itérations externes (ligne 1). Toutefois,
cette augmentation du nombre d'itérations est largement compensée par le gain réalisé à chaque

9Calcul SP3.
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Algorithme 3 : Puissance inverse (version multigroupe discrète)
B Initialisation des �ux à 1 et des courants à 0
pour chaque g faire

B Xg désigne (Jg
x , J

g
y , J

g
z , φg)

Xg = (0, 0, 0, 1);
�n
B Précalcul
pour chaque g faire

pour chaque d ∈ {x, y, z} faire
Factorisation de W g

d ;
�n

�n

B Boucle de la puissance
tant que !Convergence faire

B X désigne (X1, . . . , XNg)
Xold = X;

B Produit par la matrice de �ssion
S = FX;

B Résolution itérative du système linéaire : X = H−1S
tant que !Convergence faire

pour chaque g faire
B Calcul du terme source
L = Sg −

∑
g′ 6=g

Hg′→gXg′ ;

B Résolution itérative du système linéaire monogroupe : Xg = (Hg=g)−1L
tant que !Convergence faire

B L désigne (Lx, Ly, Lz, Lφ)
pour chaque d ∈ {x, y, z} faire

B Résolution par descente-remontée

Jg
d = (W g

d )−1
(
Ld +Bd(T g)−1

(
Lφ −

∑
d′ 6=d

t
Bd′J

g
d′
))
;

�n

�n
B calcul du �ux

φg = (T g)−1
(
L−

∑
d

t
BdJ

g
d

)
;

�n

�n

B Calcul de la valeur propre

λ =
‖X‖
‖Xold‖

;

B Normalisation

X =
1
λ
.X;

�n
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itération de l'algorithme de la puissance. Ce phénomène numérique n'est pas surprenant car
l'algorithme de la puissance s'apparente à une résolution de type point �xe qui nécessite une
précision croissante des calculs e�ectués au cours de l'algorithme. Celle-ci est obtenue par une
meilleure initialisation des algorithmes itératifs internes.

Algorithme 4 : Itérations emboîtées

1 tant que !Convergence faire
(. . .)
B Boucle de Gauss-Seidel sur les groupes d'énergie

4 tant que !Convergence faire
pour chaque groupe faire

(. . .);
B Boucle de Gauss-Seidel sur les harmoniques

8 tant que !Convergence faire
(. . .);
pour chaque harmonique faire

B Boucle de Gauss-Seidel sur les directions de l'espace
12 tant que !Convergence faire

pour chaque d ∈ {x, y, z} faire
B Résolution par descente-remontée

�n

�n
B calcul du �ux

�n

�n

�n

�n
(. . .)

�n

1.7 Présentation des cas tests considérés

Pour tester les méthodes de décomposition de domaine proposées (cf. chapitre 4 et 5), un cas
test académique et un cas test industriel sont utilisés. Au cours de la présentation du premier
cas test, quelques propriétés du solveur sont mises en évidence.

1.7.1 Cas test BenchMarkAIEA

Le cas test académique BenchMarkAIEA [29] représente un c÷ur 3D avec deux types de
combustible et deux hauteurs d'insertion de barre. Le c÷ur est constitué de cinq matériaux
placés suivant la con�guration dé�nie par la �gure Fig. 1.9. Ces matériaux sont :

� Combustible 1 ;
� Combustible 2 ;
� Combustible 1 barré (avec des barres de contrôle) ;
� Ré�ecteur ;
� Ré�ecteur barré.
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H1→2

H2→1Hg=1

H
g=2
l=0

t
By

Ax

-By

t
Bx

-Bx

T

Ay

Fig. 1.8 � Pro�l de la matrice SP3 à 2 groupes d'énergie
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équations élément �ni
itérations
externes

keff temps (en s) nombre de ddl

SP1 RT0 78 1.02898 145.37 25 601 354
SP3 RT0 79 1.02946 335.285 51 202 708
SP1 RT1 78 1.02903 1173.49 203 966 952
SP3 RT1 X X X 407 933 904

Tab. 1.1 � BenchmarkAIEA : résultats avec le solveur séquentiel. X signi�e que l'on n'est pas
capable de faire tourner ce cas sur un n÷ud du cluster rendvous (cf. annexe D).

Les valeurs des sections pour chacun des matériaux sont données dans le tableau Tab. 1.2.
Comme le solveur ne permet de gérer que des maillages cartésiens sur une géométrie parallélépi-
pédique, la géométrie est complétée avec des assemblages de type ré�ecteur (cf. �gure Fig. 1.10).
On considère un maillage crayon par crayon10 : 289× 289× 38. Comme tous les algorithmes de
Gauss-Seidel sont bloqués à une itération le seul critère de convergence concerne l'algorithme de
la puissance

‖Sn − Sn−1‖
‖Sn‖

< ε et

∣∣∣∣λn − λn−1

λn

∣∣∣∣ < ε, (1.18)

où
� Sn est la source de �ssion (Fψ) à l'itération n de la puissance ;
� λn est l'estimation de la valeur propre à l'itération n de la puissance ;
� ε est �xé à 10−6.

Les résultats obtenus pour les valeurs de keff , le nombre d'itérations de puissance et le temps
d'exécution sont reportés dans le tableau Tab. 1.1. Les �ux intégrés par maille dans le cas
SP1/RT0 sont représentés sur la �gure Fig. 1.11.

En termes de complexité, le solveur est linéaire. En e�et, sur la �gure Fig. 1.12, on reporte
le nombre d'itérations de puissance pour les discrétisations suivantes :

{(17.i)× (17.i)× (19.j) | i ∈ J1, 17K, j ∈ J1, 2K} .

On remarque que le nombre d'itérations externes peut être considéré comme constant pour un
problème physique donné, en négligeant les discrétisations très grossières (nombre de mailles
inférieur à 300 000). Le nombre d'opérations est donc une fonction linéaire du nombre de mailles
du maillage, car l'inversion approchée de la matriceH par les algorithmes de Gauss-Seidel bloqués
à une itération est linéaire. En termes temps d'exécution, on retrouve cette complexité linéaire
sauf pour les domaines de petite taille où l'on béné�cie d'e�ets de cache (cf. �gure Fig. 1.13).

10On considère 17× 17 assemblages, chacun constitué de 17× 17 emplacements essentiellement occupés par des
crayons (cf. page 5).
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Fig. 1.9 � BenchMarkAIEA : géométrie réelle

Fig. 1.10 � BenchMarkAIEA : géométrie de calcul
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(a) Groupe rapide

(b) Groupe thermique

Fig. 1.11 � BenchMarkAIEA : �ux intégré
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Fig. 1.12 � BenchMarkAIEA : nombre d'itérations en fonction de la discré-
tisation
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mettre en évidence les e�ets de cache avec les problèmes de petite taille.
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Groupe 1 (rapide) Groupe 2 (thermique)
Matériau Σt νΣf χ Σt νΣf χ

Combustible 1 0.222222222 0 1 0.833333333 0.135 0
Combustible 1 + barre 0.222222222 0 1 0.833333333 0.135 0

Combustible 2 0.222222222 0 1 0.833333333 0.135 0
Ré�ecteur 0.166666667 0 1 1.111111111 0 0

Ré�ecteur+barre 0.166666667 0 1 1.111111111 0 0

Scattering*
Matériau Σ1→1

s Σ1→2
s Σ2→1

s Σ2→2
s

Combustible 1 0.192222222 0.02 0 0.7483333333
Combustible 1 + barre 0.192222222 0.02 0 0.7033333333

Combustible 2 0.192222222 0.02 0 0.7533333333
Ré�ecteur 0.126666667 0.04 0 1.1011111111

Ré�ecteur+barre 0.126666667 0.04 0 1.0561111111

* On considère des sections de scattering développées à l'ordre 0.

Tab. 1.2 � BenchMarkAIEA : propriétés des matériaux

1.7.2 Cas test basé sur un REP 900MW

A�n de pouvoir tester la méthode sur un cas associé à des données industrielles, on considère
un REP 900MW avec les données de la campagne Gravelines 514 [30, 31]. Elle contient 3 types
d'assemblages enrichis en U235 à 3.70% :

� 152 assemblages de type ANFH dont 8 stockés en piscine pendant 1.3 ans ;
� 4 assemblages AFG stockés en piscine pendant 2.5 ans ;
� 1 assemblage FRAM stockés en piscine pendant 7.7 ans.

La �gure Fig. 1.14 donne la disposition de ces assemblages. Chacun de ces assemblages est maillé
radialement en 17 par 17. Le maillage axial est constitué de 40 mailles :

� le ré�ecteur en haut et en bas de c÷ur est traité avec 2 × 4 mailles : la taille des mailles
(donnée en cm) est plus petite lorsqu'elle est proche d'un assemblage ([75, 10, 10, 5]) ;

� les assemblages sont maillés avec 32 mailles de haut en bas :
[1.909, 3.810, 14.526, 14.526, 14.526, 14.526,

3.81, 16.192, 16.192, 16.192, 3.81, 16.192, 16.192, 16.192,

3.81, 16.192, 16.192, 16.192, 3.81, 16.192, 16.192, 16.192,

3.81, 16.192, 16.192, 16.192, 3.81, 12.065, 12.065, 05.815, 3.75, 2.5]

Les mailles de taille 3.81 correspondent aux grilles de mélange.

A partir de ces données, on a e�ectué une recherche de Bore critique11 avec la plate-forme
Cocagne. A la sixième et dernière itération de Bore, on a stocké, lors de l'entrée dans le solveur
SPn, les sections dans des �chiers. Malgré une opération d'homogénéisation sur les assemblages,
les données de chaque crayon sont a priori di�érentes suite aux contre-réactions et aux gradients
d'irradiation des combustibles.

Le calcul de Bore ayant été e�ectué en SP1/RT0, il est attendu que les résultats obtenus
(cf. tableau Tab. 1.3) soient plus proches de la criticité en SP1/RT0. On remarque qu'avec ces

11On calcule par un algorithme itératif, la concentration en Bore du réacteur permettant d'obtenir la criticité
(keff = 1) : cf. page 96
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Fig. 1.14 � REP 900MW : disposition des assemblages

équations élément �ni
itérations
externes

keff temps (en s) nombre de ddl

SP1 RT0 88 0.999994 248.577 26 940 002
SP3 RT0 90 1.00102 525.929 53 880 004
SP1 RT1 88 0.999951 2198.18 214 666 888
SP3 RT1 X X X 429 333 776

Tab. 1.3 � REP 900MW : résultats avec le solveur séquentiel

données plus complexes, le solveur séquentiel nécessite plus d'itérations de puissance que pour
le cas test BenchMarkAIEA, alors que le critère de convergence est moins stricte (ε = 10−5). On
représente les �ux intégrés par maille sur la �gure Fig. 1.15.
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(a) Groupe rapide

(b) Groupe thermique

Fig. 1.15 � REP 900MW : �ux intégré
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Les méthodes de décomposition de domaine expriment un problème global à l'aide plusieurs
problèmes locaux plus petits. Elles répondent donc à un ou plusieurs des objectifs suivants :

1. diminuer l'empreinte mémoire d'un solveur séquentiel en utilisant des motifs se répétant ;

2. diminuer le temps de résolution séquentiel lorsque la complexité du solveur séquentiel est
surlinéaire ;

3. permettre de passer en mémoire, en utilisant des machines à mémoire distribuée, des cas
trop importants sur une machine à mémoire partagée ;

4. diminuer le temps de résolution en utilisant une algorithmique parallèle ;

5. obtenir plus de souplesse dans la discrétisation du problème. En e�et, elles autorisent pour
certaines d'utiliser des tailles de maillage di�érentes, des ordres d'éléments �nis di�érents,
ou encore des modèles physiques di�érents dans chaque sous-domaine.

Malgré la géométrie des assemblages, il est a priori di�cile de trouver au niveau des sections
e�caces des motifs se répétant. Comme la complexité du solveur SPn est linéaire, on ne peut
tirer parti des deux premiers objectifs. Au cours de cette thèse, on cherche à mettre en ÷uvre
une méthode de décomposition de domaine pour les équations SPn répondant aux objectifs 3 et
4. Dans un deuxième temps, postérieur à cette thèse, on souhaite également faire évoluer cette
méthode pour pouvoir choisir di�érents paramètres de discrétisation dans di�érentes parties du
c÷ur.

Ce chapitre n'a pas pour objectif de faire un état de l'art complet des méthodes de décom-
position de domaine. Le lecteur souhaitant une vue plus complète de ces méthodes est invité à
se référer à [32, 33, 34, 35, 36, 37]. A�n de permettre la compréhension des méthodes existantes
en neutronique et des méthodes proposées dans cette thèse, on présente succinctement les prin-
cipales méthodes de décomposition de domaine. En�n on présente l'ensemble des tentatives de
parallélisation du solveur SPn basé sur les éléments �nis de Raviart-Thomas.

2.1 Présentation succincte des méthodes de décomposition de do-
maine

On considère un domaine connexe noté Ω et l'équation aux dérivées partielles suivante :{
Lu = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ω.

Les méthodes de décomposition de domaine sont basées sur un partionnement du domaine Ω en
n (n ≥ 2) sous-domaines Ωi tel que :

Ω =
⋃

1≤i≤n

Ωi.

Ces méthodes visent à résoudre le problème global sur Ω en résolvant des problèmes plus petits
sur les sous-domaines Ωi. On distingue deux types de partitionnement :

� sans recouvrement : l'intersection entre les sous-domaines se limite aux interfaces (cf.
�gure Fig. 2.1) :

∀ 1 ≤ i < j ≤ n , Ωi ∩ Ωj = ∂Ωi ∩ ∂Ωj .

On note Γi,j la frontière entre les sous-domaines Ωi et Ωj . Dans le cas à deux sous-domaines,
l'interface Γ1,2 est notée Γ ;

� avec recouvrement : chaque sous-domaine recouvre une partie de ses sous-domaines
voisins (cf. �gure Fig. 2.2).
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Fig. 2.1 � Décomposition sans recouvrement Fig. 2.2 � Décomposition avec recouvrement

Algorithme 5 : Schwarz additif

tant que !Convergence faire
Résoudre :

Lun+1
1 = f dans Ω1

un+1
1 = 0 sur ∂Ω1 ∩ ∂Ω
un+1

1 = un
2 sur Γ;

Résoudre :
Lun+1

2 = f dans Ω2

un+1
2 = 0 sur ∂Ω2 ∩ ∂Ω
un+1

2 = un
1 sur Γ;

�n

Algorithme 6 : Schwarz multiplicatif

tant que !Convergence faire
Résoudre :

Lun+1
1 = f dans Ω1

un+1
1 = 0 sur ∂Ω1 ∩ ∂Ω
un+1

1 = un
2 sur Γ;

Résoudre :
Lun+1

2 = f dans Ω2

un+1
2 = 0 sur ∂Ω2 ∩ ∂Ω
un+1

2 = un+1
1 sur Γ;

�n

2.1.1 Méthodes de type Schwarz

Les algorithmes dits de Schwarz appartiennent à la famille des méthodes de décomposition de
domaine avec recouvrement. Ils consistent en une résolution alternée de l'équation di�érentielle
dans chacun des sous-domaines avec des conditions aux limites de type de Dirichlet provenant
des sous-domaines voisins12. On distingue deux versions :

� l'algorithme dit additif (cf. Algorithme 5) : on prend comme conditions de Dirichlet pour
un sous-domaine Ωi les valeurs données par le domaine voisin à l'itération précédente ;

� l'algorithme dit multiplicatif (cf. Algorithme 6) : on prend comme conditions de Dirichlet
les dernières valeurs d'interface calculées par le sous-domaine voisin.

On peut faire une analogie directe de ces deux méthodes avec les algorithmes de Jacobi et
de Gauss-Seidel pour la résolution d'un système linéaire. A l'instar de l'algorithme de Jacobi,
l'algorithme de Schwarz additif est directement parallélisable car les résolutions dans chaque
sous-domaine sont indépendantes.

Pour améliorer la convergence des algorithmes de type Schwarz, on généralise les conditions
de transfert entre les sous-domaines : les conditions de type Dirichlet un+1

i = un
j sont remplacées

par un opérateur de type Robin aboutissant à l'Algorithme 7. Pour α > 0, l'algorithme ne
nécessite plus de recouvrement pour converger. Par ailleurs, cet algorithme converge plus rapi-
dement que les algorithmes de Schwarz standards pour de bonnes valeurs de α. Pour des cas
académiques, on détermine de manière analytique la valeur optimale de α [38]. Dans les autres

12Ces conditions viennent en plus des conditions dites externes concernant ∂Ω ∩ ∂Ωi.
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cas, la détermination d'une bonne valeur de α s'e�ectue de manière empirique.

Algorithme 7 : Schwarz additif avec conditions de Robin (α > 0)

tant que !Convergence faire

Résoudre :


Lun+1

1 = f dans Ω1

un+1
1 = 0 sur ∂Ω1 ∩ ∂Ω

∂un+1
1

∂n1
+ αun+1

1 =
∂un

2

∂n1
+ αun

2 sur Γ;

Résoudre :


Lun+1

2 = f dans Ω2

un+1
2 = 0 sur ∂Ω2 ∩ ∂Ω

∂un+1
2

∂n2
+ αun+1

2 =
∂un

1

∂n2
+ αun

1 sur Γ;

�n

2.1.2 Méthodes basées sur le complément de Schur

Il s'agit de méthodes sans recouvrement. Dans les méthodes basées sur le complément de
Schur on cherche à déterminer une grandeur au niveau de l'interface. La connaissance de cette
grandeur permet ensuite de calculer aisément la solution du système global. On se ramène donc
à la résolution d'un problème plus petit en termes de nombre de degrés de liberté. On distingue
deux types de méthodes dites de Schur :

la méthode de Schur primal : on choisit comme variable d'interface l'inconnue u à calculer.
On résout dans chaque sous-domaine le problème suivant (i ∈ {1, 2}) :

Lui = f dans Ωi

ui = 0 sur ∂Ωi ∩ ∂Ω
ui = uΓ sur Γ.

La méthode consiste à trouver uΓ véri�ant la condition supplémentaire :
∂u1

∂n1
+
∂u2

∂n2
= 0.

la méthode de Schur dual : on résout dans chacun des sous-domaines un problème avec des
conditions limites de Neumann (i ∈ {1, 2}) :

Lui = f dans Ωi

ui = 0 sur ∂Ωi ∩ ∂Ω
∂ui

∂ni
= (−1)iΛ sur Γ.

Le terme (−1)i provient du fait que les normales sortantes des sous-domaines Ω1 et Ω2

sont de signe contraire sur l'interface Γ. L'ajout de la condition u1 = u2 sur Γ permet de
déterminer Λ.

Nous présentons maintenant ces deux méthodes sous forme matricielle.

La méthode de Schur primal

On recherche la valeur de u au niveau de l'interface Γ. Cette méthode consiste simplement à
réordonner les inconnues en regroupant les degrés de liberté internes au sous-domaine Ω1, puis
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au sous-domaine Ω2 et en�n ceux de l'interface Γ. On aboutit ainsi au système matriciel suivant : A11 0 A1Γ

0 A22 A2Γ

AΓ1 AΓ2 AΓΓ

 u1

u2

uΓ

 =

 f1

f2

fΓ

 .

Si A11 et A22 sont inversibles, on se ramène à la résolution d'un système linéaire sur uΓ

SuΓ = b avec

{
S = AΓΓ −AΓ1A

−1
11 A1Γ −AΓ2A

−1
22 A2Γ

b = fΓ −AΓ1A
−1
11 f1 −AΓ2A

−1
22 f2

.

Une fois ce système résolu (généralement par une méthode itérative préconditionnée), on calcule
la solution sur chacun des sous-domaines Ωi via la relation suivante

ui = A−1
ii (fi −AiΓuΓ). (2.1)

Les appels aux solveurs locaux A−1
ii utilisés lors des produits par la matrice d'interface S

provenant de la méthode itérative ou du calcul des solutions locales (2.1) peuvent être résolus
par une méthode directe ou par une méthode itérative.

La méthode de Schur dual

On décompose AΓΓ et fΓ en une somme provenant des contributions de chacun des sous-
domaines : AΓΓ = A1

ΓΓ +A2
ΓΓ et fΓ = f1

Γ + f2
Γ. On cherche à résoudre le système suivant A11 A1Γ

AΓ1 A1
ΓΓ +A2

ΓΓ A2Γ

AΓ2 A22

 u1

uΓ

u2

 =

 f1

f1
Γ + f2

Γ

f2

 . (2.2)

On duplique les degrés de liberté au niveau de l'interface en posant u1
Γ = u2

Γ = uΓ, puis on
découple les contributions venant de chacun des sous-domaines

A11 A1Γ

AΓ1 A1
ΓΓ

A2
ΓΓ A2Γ

AΓ2 A22




u1

u1
Γ

u2
Γ

u2

 =


f1

f1
Γ + f2

Γ −A2
ΓΓuΓ −A2Γu2

f2
Γ + f1

Γ −A1
ΓΓuΓ −AΓ1u1

f2

 . (2.3)

On dé�nit le vecteur d'interface Λ par deux expressions13

Λ = −(f2
Γ −A2

ΓΓuΓ −A2Γu2),
= f1

Γ −A1
ΓΓuΓ −A1Γu1.

L'équation (2.3) s'écrit dans chaque sous-domaine Ωi(
Aii AiΓ

AΓi Ai
ΓΓ

)(
ui

ui
Γ

)
=
(

fi

f i
Γ

)
−
(

0
(−1)iΛ

)
.

Pour simpli�er les notations, on pose

Ai =
(

Aii AiΓ

AΓi Ai
ΓΓ

)
, Fi =

(
fi

f i
Γ

)
, Ui =

(
ui

ui
Γ

)
, Ci =

(
0

(−1)iId

)
13La justi�cation de l'égalité de ces deux expressions provient de la deuxième équation de (2.2) : f1

Γ −A1
ΓΓuΓ−

A1Γu1 + (f2
Γ −A2

ΓΓuΓ −A2Γu2) = fΓ −AΓΓuΓ −A1Γu1 −A2Γu2 = 0.
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où Id désigne la matrice identité. On remarque que résoudre AUi = F revient à résoudre une
équation du même type que le problème global dans chaque sous-domaine Ωi

AiUi = Fi − CiΛ. (2.4)

Par ailleurs, l'égalité u1
Γ = u2

Γ s'écrit

t
C1U1 + t

C2U2 = 0. (2.5)

Les équations (2.4) et (2.5) conduisent donc à la résolution d'un problème dit de point-selle A1 C1

A2 C2
t
C1

t
C2

 U1

U2

Λ

 =

 F1

F2

0

 . (2.6)

Ce système est le plus souvent résolu en traitant dans un premier temps le problème d'interface14(∑
t
CiA

−1
i Ci

)
Λ =

∑
t
CiA

−1
i Fi.

Le calcul des Ui s'e�ectue ensuite en utilisant la relation (2.4).
Pour résoudre le problème d'interface, on utilise souvent des méthodes itératives ne néces-

sitant que savoir faire le produit par la matrice. Ainsi il n'est pas nécessaire de construire le
complément de Schur

∑ t
CiA

−1
i Ci. Le fait qu'il su�se de faire appel aux solveurs locaux consti-

tue un avantage certain, puisque le code du solveur local est le même que le solveur séquentiel
global (méthode directe ou itérative). Cet avantage est à modérer par le fait qu'il faille souvent
développer un préconditionneur pour le système d'interface.

Lorsque que les matrices A−1
i ne sont pas inversibles15, on est amené à introduire des pseudo-

inverses comme c'est le cas pour les méthodes FETI [36, 39].

2.2 Parallélisation de la méthode Minos

2.2.1 Première tentative

A�n de paralléliser le solveur de di�usion (voir [40]), l'auteur décompose la matrice de di�u-
sion en trois parties, une pour l'intérieur (indicé par o) du sous-domaine Ω1, une pour l'intérieur
du sous-domaine Ω2 et une pour l'interface

Ao
1 B1 AΓ

1
t
B1 T1

Ao
2 B2 AΓ

2
t
B2 T2

t
AΓ

1
t
AΓ

2 AΓΓ

 .


Jo

1

φ1

Jo
2

φ2

JΓ

 =


0
S1

0
S2

0

 . (2.7)

Ce système est résolu par des algorithmes de Jacobi par bloc avec
� 2 blocs : un pour le sous-domaine Ω1 et l'interface Γ et un pour le sous-domaine Ω2 ;
� 3 blocs : un par sous-domaine et un pour l'interface.

14On obtient ce système en injectant (2.4) dans (2.5).
15Dans notre cas elles le sont.
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L'auteur s'est limité à des partitions respectant les axes de symétrie du c÷ur16 pour que
l'initialisation de l'algorithme de Jacobi par JΓ = 0 soit bonne. Des cas 2D avec 2 et 4 sous-
domaines ont été testés. Les résultats obtenus en séquentiel ne permettaient pas d'envisager un
algorithme parallèle plus rapide que le code séquentiel suite à une augmentation du nombre
d'itérations.

2.2.2 Parallélisation sans modi�cation algorithmique

Dans [7], la parallélisation du solveur Minos pour les équations de la di�usion est étudiée17.
On utilise le fait que les matrices Wd sont diagonales par bloc, chaque bloc correspondant à une
ligne de courant. Les degrés de liberté de courant sont donc distribués par groupes de lignes sur
les di�érents processeurs (cf. �gure Fig. 2.3). Les produits par les matrices Bd impliquent des
communications de données homogènes à des �ux18(cf. �gure Fig. 2.4). Une étude précise du
coût des communications, pour plusieurs types de distribution 3D, conduit au même constat :
la méthode ne peut être e�cace que pour un faible nombre de processeurs. La méthode étant
purement algébrique, elle ne permet pas d'adopter des tailles de maillage ou des degrés d'ap-
proximation di�érents selon les régions du c÷ur.

Fig. 2.3 � Distribution des degrés de liberté
de courant dans chacune des directions

Fig. 2.4 � Schéma de communication :
les données impliquant des communications
sont encadrées

2.2.3 Méthode de synthèse modale

La méthode de synthèse modale consiste à choisir comme espace d'approximation l'espace
engendré par les modes propres locaux de l'opérateur L. On note ui

k le i-ème mode propre de L
sur Ωk : {

Lui
k = λi

ku
i
k sur Ωk

uk = 0 sur ∂Ωk
.

On note ũi
k le prolongement de ui

k par la fonction nulle sur Ω. On choisit Nk modes propres dans
chaque sous-domaine Ωk a�n de dé�nir l'espace de dimension �nie Vδ dans lequel on discrétise

16Et avec des sections presque symétriques
17Ce travail peut s'appliquer directement aux équations SPn.
18Il s'agit du vecteur de fuite.
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le problème modal global

Vδ = V ect

⋃
k

⋃
1≤i≤Nk

{ũi
k}

 .

Si la partition n'admet aucun recouvrement, la solution obtenue est nulle aux interfaces
suite aux calculs des modes propres avec des conditions de �ux nul aux bords. Pour résoudre ce
problème, deux solutions ont été mises en ÷uvre :

� dans [7], on ajoute des modes d'interface à l'espace d'approximation ;
� dans [9, 41], on utilise une partition avec recouvrement. On constate que le choix du
partitionnement a un impact sur la qualité de la solution.

Dans cette méthode, la décomposition de domaine se place au dessus de la boucle de la puissance
inverse. L'algorithme se décompose en 3 étapes :

1. on calcule en parallèle les modes propres dans chaque sous-domaine Ωk. Cette partie né-
cessite une modi�cation de l'algorithme de la puissance inverse a�n de calculer plusieurs
modes propres19 ;

2. on discrétise le problème aux valeurs propres global dans l'espace Vδ construit. Le problème
ainsi obtenu est de petite taille et se résout donc sur un seul processeur ;

3. on reconstruit la solution dans chaque sous-domaine Ωk.

Dans la pratique, ces méthodes s'avèrent coûteuses et ont �nalement été abandonnées au
pro�t de méthodes de décomposition de domaine se plaçant sous l'algorithme de la puissance
inverse. Plus simplement, on se ramène préférentiellement à la résolution d'un système linéaire
plutôt que d'un problème aux valeurs propres et ce par décomposition de domaine.

2.2.4 Méthode de Schwarz avec conditions de Robin

Dans [9, 42], est étudiée une méthode de décomposition de domaine sans recouvrement pour
les équations de la di�usion basée sur l'algorithme de Schwarz additif avec des conditions de
transmission au niveau des interfaces de type Robin. La décomposition de domaine est jointe à
la boucle de la puissance en bloquant à 1 le nombre d'itérations de l'algorithme de décomposition
de domaine. A l'itération n de la puissance, on note φn

i et
−→
Jn

i le �ux et le courant dans chaque
sous-domaine Ωi. On doit résoudre dans chaque sous-domaine Ωi le problème suivant :

Problème 7
Trouver (φn

i ,
~Jn
i ) ∈ L2(Ωi)×H(div,Ωi) tel que

div ~Jn
i + Σiφ

n
i = fn

i dans Ωi

~Jn
i

Di
+ ~∇φn

i = ~0 dans Ωi

−
−→
Jn

i .
−→ni + αi,jφ

n
i =

−−−→
Jn−1

j . ~nj + αi,jφ
n−1
j sur Γi,j ∀j voisin de i

φn
i = 0 sur ∂Ωi ∩ ∂Ω

,

avec Σi, Di ∈ C0(Ωi) bornées et positives et fn
i dans L2(Ωi).

19Une deuxième méthode développée dans [9] permet de remplacer les modes non fondamentaux par des fonc-
tions dépendant du mode propre fondamental et donc de s'a�ranchir de ce problème.
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Le principal problème de la méthode réside dans le choix des paramètres αi,j . Pour l'instant,
c'est à l'utilisateur de tâtonner pour trouver une bonne valeur de ces paramètres. Une autre
di�culté survient lors de la discrétisation. En e�et, on ne peut pas considérer de valeurs ponc-
tuelles pour le �ux aux interfaces. Dans [9], pour l'élément �ni RT0, le choix a été fait de faire
un recouvrement d'une seule maille et d'approximer le �ux sur chacune des deux interfaces par
la valeur du �ux au sein de la maille.

Les résultats obtenus par cette méthode sont très bons : on observe que l'ajout de la dé-
composition de domaine in�ue peu sur le nombre d'itérations de la boucle de la puissance et
la masse de calcul ajoutée par rapport à la version séquentielle est très faible (le recouvrement
d'une seule maille est négligeable). On obtient même dans certains cas une e�cacité parallèle
supérieure à 100%. La méthode ne permet pas encore de traiter des maillages non-coïncidents.
Elle peut toutefois être adaptée en ajoutant des matrices de projection. Malgré son principal
inconvénient, qu'est le choix des paramètres αi,j pour chaque groupe d'énergie, cette méthode
est à ce jour la plus convaincante en vue d'une application industrielle.

2.3 Parallélisation du solveur SPn

2.3.1 Méthode de type Schur en neutronique

Une méthode de décomposition de domaine pour les équations multigroupes de la di�usion
est mise en ÷uvre dans [43]. Chaque système monogroupe est résolu par une méthode de Schur
primal. Le système d'interface est résolu par un algorithme de Gradient Conjugué muni d'un
préconditionneur de type Neumann-Neumann. Les résultats sont pénalisés suite à un nombre
important d'itérations de l'algorithme de Gradient Conjugué et des solveurs locaux. En e�et les
solveurs de Krylov sont très sensibles aux erreurs commises lors des premières itérations et les
algorithmes itératifs internes doivent donc être poussés à convergence. L'algorithme parallélisé
sur 5 processeurs est plus lent que le code séquentiel. Dans [44] l'auteur introduit des matrices
de projection pour appliquer la méthode à des maillages avec des ra�nements locaux.

2.3.2 Méthodes de Krylov

Les algorithmes de Krylov ne nécessitent que de savoir faire le produit par la matrice que l'on
cherche à inverser. Un produit matriciel se parallélisant facilement, plusieurs auteurs ont essayé
d'appliquer ces algorithmes.

2.3.2.1 Utilisation de l'algorithme du Gradient Conjugué préconditionné

Dans [45] est présentée une méthode de décomposition de domaine basée sur le découpage des
matrices W . Au lieu d'appliquer un algorithme de Gauss-Seidel par bloc avec une factorisation
de Cholesky sur chacun des trois blocs diagonaux Wd, l'algorithme de Gradient Conjugué est
appliqué sur la matrice W . Ce système est préconditionné dans chaque sous-domaine par la
matrice bloc-diagonale. Pour un faible nombre de sous-domaines, la méthode permet d'obtenir
un solveur parallèle plus rapide que le solveur séquentiel. L'exécution séquentielle avec 27 sous-
domaines est deux fois plus lente que le solveur mono-domaine. Avec 5 processeurs, le temps est
réduit par deux. Avec plus de sous-domaines, le préconditionneur local se détériore et le nombre
d'itérations pénalise la méthode.
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2.3.2.2 Utilisation de l'algorithme GMRES préconditionné

Dans [46] une méthode parallèle basée sur l'utilisation de l'algorithme GMRES précondi-
tionné [47] est présentée. Celui-ci est appliqué à la matrice multigroupe non symétrique. Le
préconditionneur P utilisé est bloc diagonal et dé�ni pour chaque groupe d'énergie :

P−1
g=g′ =


Ag=g′

x

Ag=g′
y

Ag=g′
z

T g=g′

 .

Pour gérer les itérations imbriquées, un système de gestion de précision dynamique est utilisé.
La taille de l'espace de Krylov est initialement �xée à 3 et ne peut excéder 9. Lorsque le résidu
de l'algorithme de puissance augmente entre deux itérations, la taille de l'espace de Krylov est
augmentée.

Les expérimentations numériques ont mis en évidence que le surcoût en nombre d'itérations
ne permet pas d'obtenir un solveur parallèle e�cace. Sur le cas test BenchMarkAIEA, l'exécution
parallèle à 8 processeurs est 4.6 fois plus lente que l'exécution séquentielle du solveur basé sur
les algorithmes de Gauss-Seidel.

2.4 Motivation de la thèse

Pour des machines à mémoire distribuée, la méthode de Schwarz avec conditions de Robin
aux interfaces est la plus convaincante. Cependant, en vue d'une application industrielle, elle
sou�re de plusieurs limitations :

� le recouvrement d'une maille rend plus complexe l'intégration de la méthode dans un �ux
de données parallèles ;

� elle ne gère pas les maillages coïncidents ;
� dans le cas de maillages coïncidents, une nouvelle approximation est faite ce qui rend le
problème discret multi-domaine non-équivalent au problème discret mono-domaine ;

� actuellement le seul moyen pour déterminer les paramètres α des conditions de Robin est
la méthode essai/erreur.

L'objectif de cette thèse est de développer une méthode permettant de pallier à ces problèmes.
Pour ce faire, on est prêt à perdre légèrement en performance. Notre choix s'est porté sur une
méthode de type Schur Dual qui est décrite dans le chapitre suivant.
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Suite aux limites des méthodes parallèles précédemment développées, on propose d'étudier
une méthode sans recouvrement de type Schur dual [48] car elle a les avantages suivants :

� il s'agit d'une méthode classique pour traiter des maillages non-coïncidents ;
� dans le cas de maillages coïncidents, la méthode aboutit à un système matriciel équivalent
au solveur monodomaine ;

� elle permet de réutiliser le solveur séquentiel existant sans introduire un nouveau de type
de conditions aux limites ;

� une méthode sans recouvrement est plus simple à mettre en ÷uvre pour la gestion des
données. Il s'agit d'un critère important en vue d'une intégration dans le code industriel ;

� elle n'introduit pas de nouveaux paramètres tel que le paramètre α des conditions de
Robin dans le cas des méthodes de Schwarz. Dans la pratique, on est amené à ajouter de
nouveaux paramètres concernant les critères de convergence de la résolution itérative du
problème d'interface. Utilisant comme critère un nombre maximum d'itérations, il s'agit
d'un paramètre entier, a priori, beaucoup plus simple à déterminer.

Le solveur monodomaine séquentiel est e�cace car l'algorithme de la puissance permet d'uti-
liser un solveur linéaire très dégradé20. Pour être e�cace, la méthode proposée doit se baser sur
des solveurs locaux également très dégradés : ce point constitue une di�culté importante pour la
mise en ÷uvre d'une méthode de décomposition de domaine e�cace. Les gains en temps de calcul
passent par une implémentation parallèle performante, car le solveur monodomaine séquentiel
est de complexité linéaire avec la taille du problème traité.

Dans un premier temps, on introduit la méthode de type Schur dual pour les équations de
di�usion pour deux sous-domaines. Le nom de la méthode étant sujet à discussion, un paragraphe
nommé classi�cation donne quelques éléments de justi�cation de ce nom. Puis on généralise
ces équations pour un nombre quelconque de sous-domaines. En�n on discute des di�érents
placements possibles de l'algorithme de résolution au sein du système d'itérations imbriquées qui
est caractéristique de l'algorithme global.

3.1 Introduction : cas avec deux sous-domaines

On rappelle que l'on cherche à résoudre le problème de di�usion suivant :

Problème 8
Trouver (φ, ~J) ∈ L2(Ω)×H(div,Ω) tel que :

div( ~J) + Σφ = f dans Ω
~J

D
+ ~∇φ = ~0 dans Ω

φ = 0 sur ∂Ω

avec Σ, D ∈ C0(Ω) bornées telles que Σ(x) > α, D(x) > β, α, β > 0 .

On découpe Ω en deux sous-domaines disjoints notés Ω1 et Ω2. On note Γ l'interface entre
les deux sous-domaines et −→n le vecteur normal à Γ allant de Ω1 à Ω2. L'objectif de la méthode
de décomposition de domaine est de résoudre le Problème 8 en résolvant des problèmes locaux
dans chaque sous-domaine Ωi. La continuité des courants et des �ux aux interfaces conduisent
au problème équivalent :

20Algorithmes de Gauss-Seidel imbriqués bloqués à une itération.
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Problème 9
Trouver (φ1, ~J1) ∈ L2(Ω1)×H(div,Ω1), (φ2, ~J2) ∈ L2(Ω2)×H(div,Ω2) tels que :

div( ~J1) + Σφ1 = f dans Ω1

~J1

D
+ ~∇φ1 = ~0 dans Ω1

φ1 = φΓ sur Γ
φ1 = 0 sur ∂Ω1 ∩ ∂Ω

et



div( ~J2) + Σφ2 = f dans Ω2

~J2

D
+ ~∇φ2 = ~0 dans Ω2

φ2 = φΓ dans Γ
φ2 = 0 sur ∂Ω2 ∩ ∂Ω

avec

~J1 · ~n = − ~J2 · ~n.

3.1.1 Formulation variationnelle

Pour obtenir la formulation variationnelle, on introduit un multiplicateur21 de Lagrange Λ.
Le problème variationnel s'écrit donc :

Problème 10
Trouver (φ1, ~J1) ∈ L2(Ω1)×H(div,Ω1), (φ2, ~J2) ∈ L2(Ω2)×H(div,Ω2) et Λ ∈ H1/2(Γ) tels que

∫
Ω1

div( ~J1) v1 d~r +
∫

Ω1

Σ1φ1v1 d~r =
∫

Ω1

f1v1 d~r ∀ v1 ∈ L2(Ω1)∫
Ω1

~J1

D1
· ~w1 d~r −

∫
Ω1

φ1 div(~w1) d~r +
∫

Γ
Λ~w1 · ~n dΓ = 0 ∀ ~w1 ∈ H(div,Ω1)


∫

Ω2

div( ~J2) v2 d~r +
∫

Ω2

Σ2φ2v2 d~r =
∫

Ω2

f2v2 d~r ∀ v2 ∈ L2(Ω2)∫
Ω2

~J2

D2
· ~w2 d~r −

∫
Ω2

φ2 div(~w2) d~r −
∫

Γ
Λ~w2 · ~n dΓ = 0 ∀ ~w2 ∈ H(div,Ω2)

avec
∫

Γ

(
~J1 − ~J2

)
· ~n µ dΓ = 0 ∀ µ ∈ H1/2(Γ).

La formulation variationnelle obtenue est composée de cinq équations :
� deux équations correspondant à la formulation variationnelle dans le sous-domaine Ω1 et
prenant en compte des conditions limites de type �ux à l'interface ;

� deux équations pour le sous-domaine Ω2 ;
� une équation qui permet d'assurer faiblement la continuité de la composante normale du
courant sur l'interface Γ.

Dans chacun des sous-domaines (i ∈ {1, 2}), on considère un maillage cartésien dont les
mailles sont notées Ki

n. Le Problème 10 devient après discrétisation :

21Ce multiplicateur correspond au �ux à l'interface entre les sous-domaines.
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Problème 11
Trouver (φ1, ~J1) ∈ V 1

h ×W 1
h , (φ2, ~J2) ∈ V 2

h ×W 2
h et Λh ∈ V Γ

h tels que

a1(
−→
J1,

−→w1)− b1(φ1,
−→w1) = −c1(Λ,−→w1) ∀−→w1 ∈W 1

h

b1(v1,
−→
J1) + t1(φ1, v1) = s1(v1) ∀v1 ∈ V 1

h

a2(
−→
J2,

−→w2)− b2(φ2,
−→w2) = −c2(Λh,

−→w2) ∀−→w2 ∈W 2
h

b2(v2,
−→
J2) + t2(φ2, v2) = s2(v2) ∀v2 ∈ V 2

h

c1(µ,
−→
J1) + c2(µ,

−→
J2) = 0 ∀µ ∈ V Γ

h

avec ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai(
−→
Ji ,
−→wi) =

∑
n

1
Di

n

∫
Ki

n

−→
Ji .
−→wid~r

bi(φi,
−→wi) =

∫
Ωi

φidiv
(−→wi

)
d~r

ti(φi, vi) =
∑

n

Σi
n

∫
Ki

n

φivid~r

si(vi) =
∫

Ωi

fivid~r

ci(Λh,
−→wi) = (−1)i+1

∫
Γ

Λh ~wi · ~n dΓ.

Les espaces V i
h et W i

h sont dé�nis comme les espaces Vh et Wh (cf. page 14) sur chaque sous-
domaine Ωi. Le choix de l'espace V Γ

h est plus délicat. On choisit la trace de l'espace W i
h ayant

la discrétisation la plus �ne, ce choix correspondant à l'une des deux possibilités de la méthode
mortar [49, 50]. Le choix des fonctions de base de V Γ

k n'intervient que dans l'écriture des matrices
de couplage (cf. annexe C.2).

3.1.2 Formulation matricielle

On note :
� Ai

D la matrice associée à la forme bilinéaire ai ;
� Bi

D la matrice associée à la forme bilinéaire bi ;
� Ti la matrice associée à la forme bilinéaire ti ;
� Ci

D la matrice associée à la forme bilinéaire ci ;
� Si le vecteur associé à la forme linéaire si ;
� J i

D le vecteur contenant les degrés de liberté de courant
−→
Ji ;

� φi le vecteur contenant les degrés de liberté de �ux φi.

Le Problème 11 conduit alors au système matriciel suivant :
A1

D −B1
D C1

D
t
B1

D T1

A2
D −B2

D C2
D

t
B2

D T2
t
C1

D
t
C2

D




J1
D

φ1

J2
D

φ2

Λ

 =


0
S1

0
S2

0

 .
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Dans le cas de maillages coïncidents, la méthode de décomposition de domaine est équivalente
d'un point de vue matriciel au problème monodomaine. En 2D, le domaine (Fig. 3.1) auquel
on associe le maillage 5× 3 et l'élément �ni RT0 est partitionné en deux sous-domaines suivant
l'axe x (Fig. 3.2). La �gure Fig. 3.3 permet de comparer le pro�l de la matrice monodomaine
et celui de la matrice multidomaine. Les termes de couplage entre degrés de liberté du premier
(respectivement second) sous-domaine sont colorés en bleu (respectivement rouge). Les termes
en noir correspondent au couplage entre les deux sous-domaines.

Fig. 3.1 � Maillage conforme de taille 5× 3
en RT0

Fig. 3.2 � Décomposition en deux sous-
domaines avec maillages coïncidents

De la même manière, dans le cas de maillages non coïncidents (Fig. 3.4(a)) avec le découpage
en sous-domaines illustré avec la �gure Fig. 3.4(b), on obtient la matrice multidomaine dont le
pro�l est donné par la �gure Fig. 3.4(c).

3.1.3 Classi�cation de la méthode proposée

Il est di�cile de donner un nom à la méthode au vue de la bibliographie existante. Celui-ci
dépendra de l'axe selon lequel on la regarde.

B Si l'on met en avant la gestion de maillages non-coïncidents et le choix des fonctions de
base du multiplicateur, la méthode peut être quali�ée de méthode Mortar [49, 50].

B Le fait que l'on applique une méthode de décomposition de domaine sur une formulation
mixte [51] impose quelques spéci�cités. Les premières méthodes de décomposition de domaine
pour des équations en formulation mixte ont été développées dans [52]. Ces méthodes se basent
sur une hybridation partielle. L'hybridation est dite partielle car les sous-domaines contiennent
plusieurs mailles. Cette méthode est largement utilisée en mécanique des �uides [52, 53, 54, 55,
56, 57]. La méthode d'hybridation est souvent utilisée de manière complète, car elle permet de se
ramener à un système condensé à l'interface qui est symétrique dé�ni positif [58, 59] et pouvant
être résolu via une méthode de décomposition de domaine [60]. En neutronique, la méthode mixte-
hybride pour les équations de la di�usion a été introduite dans [13] puis dans [61, Chapitre 4] et
en�n détaillée dans [62]. Dans [8, p. 99], elle est utilisée pour relâcher la contrainte de continuité
forte sur les courants et pouvoir ainsi construire aisément une base pour les courants pour des
éléments de référence trapézoïdaux.

Pour ces mêmes équations, sans lien direct avec la neutronique, d'autres méthodes de décom-
position de domaine ont été mises en ÷uvre [63, 64]. On peut donc appeler la méthode proposée
méthode de décomposition de domaine basée sur la formulation mixte-hybride partielle.

B Du fait de la formulation mixte, il est di�cile de voir au niveau continu la méthode comme
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une méthode de Schur primal ou Schur dual. Au niveau matriciel, du fait qu'il n'y ait sur les
interfaces que des degrés de liberté de courant et qu'ils soient dupliqués, permet de quali�er la
méthode de Schur dual.

B A la méthode de Schur dual, on associe naturellement la méthode FETI. La méthode
présentée ne sera pas appelée méthode FETI car avec les équations de la di�usion et les éléments
�nis de Raviart-Thomas, on évite les problèmes liés à l'introduction de pseudo-inverses et de
cross-points (degrés de liberté appartenant à plus de deux sous-domaines).
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t
By

Ax

-ByAy

-Bx

Tt
Bx

(a) Pro�l de la matrice associée au problème monodomaine

A1
x

-B1
yA1

y

-B1
x

T 1

A2
x

-B2
yA2

y

-B2
x

T 2

(b) Pro�l de la matrice associée au problème à deux sous-domaines

Fig. 3.3 � Comparaison entre les matrices monodomaine et multidomaine
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(a) Maillage non-conforme. (b) Décomposition en deux sous-domaines avec maillages
non-coïncidents

A1
x

-B1
yA1

y

-B1
x

T 1

A2
x

-B2
yA2

y

-B2
x

T 2

(c) Pro�l de la matrice

Fig. 3.4 � Problème à deux sous-domaines avec maillages non-coïncidents
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3.2 Cas général multidomaine

On considère que Ω est décomposé en K sous-domaines
(
Ωk

)
1≤k≤K

ne se recouvrant pas et
on note :

� Nk l'ensemble des sous-domaines voisins de Ωk ;

� Ñk l'ensemble des sous-domaines voisins de Ωk d'indice supérieur à k ;

� N le sous-ensemble de J1,KK× J1,KK dé�ni par
⋃

1≤k≤K

⋃
l∈Nk

{(k, l)} ;

� Ñ le sous-ensemble de J1,KK× J1,KK dé�ni par
⋃

1≤k≤K

⋃
l∈Ñk

{(k, l)} ;

� (Γk,l)(k,l)∈Ñ les interfaces entre les sous-domaines Ωk et Ωl, l > k ;

� (~nk,l)(k,l)∈Ñ les normales de Γk,l sortantes pour le domaine Ωk ;

� (~̂nk,l)(k,l)∈Ñ les vecteurs dé�nis par : ∀(k, l) ∈ Ñ, ~̂nk,l = ~nmin(k,l),max(k,l) ;

� εk,l le signe de (k − l) avec εk,k = 0.

Pour résoudre leProblème 8, on exprime le problème dans chaque sous-domaine Ωk en modi�ant
les conditions limites pour assurer la continuité des courants et des �ux aux interfaces :

Trouver (φk, ~Jk) ∈ L2(Ωk)×H(div,Ωk) tel que

div
(
~Jk

)
+ Σkφk = fk dans Ωk

~Jk

Dk
+ ~∇φk = ~0 dans Ωk

φk = 0 sur ∂Ωk ∩ ∂Ω
∀l ∈ Ñk

~Jk · ~nk,l = − ~Jl · ~nl,k sur Γk,l

∀l ∈ Ñk φk = φl sur Γk,l

(3.1)

où Σk = Σ|Ωk
, Dk = D|Ωk

, fk = f|Ωk
et ~nk,l = −~nl,k .

On peut montrer simplement que
−→
Jk =

−→
J |Ωk

et φk = φ|Ωk
avec (J ,φ) solution du Problème 8.

3.2.1 Formulation variationnelle

(3.1) conduit à la formulation variationnelle multidomaine suivante22 :

Pour tout 1 ≤ k ≤ K, pour tout (k, l) ∈ Ñ, trouver (φk, ~Jk) ∈ L2(Ωk) × H(div,Ωk) et
Λk,l ∈ H1/2(Γk,l) tels que

∫
Ωk

div
(
~Jk

)
vk d~r +

∫
Ωk

Σkφkvk d~r =
∫

Ωk

fkvk d~r ∀ vk ∈ L2(Ωk)∫
Ωk

~Jk

Dk
· ~wk d~r −

∫
Ωk

φk div
(
~wk

)
d~r +

∑
l∈Nk

εk,l

∫
Γk,l

Λk,l ~wk · ~̂nk,l dΓ = 0 ∀ ~wk ∈ H(div,Ωk)
(3.2)

22Voir la partie 3 de [48].
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et pour tout (k, l) ∈ Ñ, ∫
Γk,l

(
~Jk − ~Jl

)
· ~̂nk,l µk,l dΓk,l = 0 ∀ µk,l ∈ Vk,l. (3.3)

(Λk,l ∈ Vk,l)1≤k<l≤K désignent les multiplicateurs de Lagrange associés à la continuité faible
de la composante normale du courant sur Γk,l. Vk,l est constitué des fonctions de H1/2(Γk,l)
qui s'annulent sur Γk,l ∩ ∂Ω. Λk,l désigne dans la suite le vecteur des degrés de liberté associé
au multiplicateur introduit sur Γk,l. Dans (3.2-3.3), Λk,l désignera Λmin(k,l),max(k,l) par abus de
notation.

3.2.2 Formulation matricielle

On introduit les notations suivantes :

� Jk,l (k 6= l) représente les degrés de liberté de courant associés à Ωk situés sur l'interface
Γk,l ;

� les matrices éléments �nis de couplage Ck→l (respectivement Cl→k) entre Jk,l (respective-
ment Jl,k) et Λk,l. On rappelle que

� Jk,l et Jl,k ne désignent pas le même courant ;
� Λk,l et Λl,k sont deux notations équivalentes.

� qk,l la restriction des degrés de liberté de courant de Ωk sur ceux de Γk,l et Qk,l la matrice
associée ;

�
t
qk,l l'indicatrice des degrés de liberté de Γk,l dans ceux de courant de Ωk et

t
Qk,l la matrice

associée ;

� pk,l la restriction des degrés de liberté de Γ sur ceux de Γk,l et Pk,l la matrice associée ;

�
t
pk,l l'indicatrice des degrés de liberté de Γk,l dans ceux de Γ et

t
Pk,l la matrice associée.

On réutilise les notations des matrices dé�nies page 17 en ajoutant un indice k pour le sous-
domaine Ωk. La dé�nition des matrices de couplage Ck→l est détaillée dans l'annexe C.2. Après
discrétisation, (3.2-3.3) deviennent donc :

∀ 1 ≤ k ≤ K,

(
Ak

D −Bk
D

t
Bk

D Tk

)(
Jk

D

φk

)
=
(

0
Sk

)
−

 ∑
l∈Nk

εk,l
t
Qk,lCk→lΛk,l

0

 (3.4)

et pour tout (k, l) ∈ Ñ
t
Ck→lJk,l −

t
Cl→kJl,k = 0. (3.5)

A�n de simpli�er (3.4-3.5), on introduit les notations suivantes :

� Hk =
(

Ak
D −Bk

D
t
Bk

D Tk

)
;

� Xk =
(
Jk

D

φk

)
;

� Lk =
(

0
Sk

)
;
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� Ck
D =

∑
l∈Nk

t
Qk,lεk,lCk→lPk,l;

� Ck =
(
Ck

D

0

)
;

� Λ =
∑

(k,l)∈Ñ

t
Pk,lΛk,l.

A�n de visualiser les espaces de départ et d'arrivée associés aux nombreuses notations concer-
nant les matrices de couplage, le lecteur peut se référer à l'annexe C.1.

Les équations (3.4-3.5) s'écrivent ainsi pour tout 1 ≤ k ≤ K

HkXk = Lk − CkΛ (3.6)

et ∑
k

t
CkXk = 0 (3.7)

car

(3.5) ⇐⇒ ∀(k, l) ∈ N, εk,l
t
Ck→lQk,lJk + εl,k

t
Cl→kQl,kJl = 0 car Jk,l = Qk,lJk

⇐⇒ ∀(k, l) ∈ N, εk,l
t
Pk,l

t
Ck→lQk,lJk + εl,k

t
Pl,k

t
Cl→kQl,kJl = 0 car

t
Pk,l = t

Pl,k

⇐⇒ ∀k ∈ J1,KK,∑
l∈Nk

εk,l
t
Pk,l

t
Ck→lQk,lJk +

∑
l∈Nk

εl,k
t
Pl,k

t
Cl→kQl,kJl = 0 en sommant sur l

⇐⇒ ∀k ∈ J1,KK, t
Ck

DJk +
∑
l∈Nk

εl,k
t
Pl,k

t
Cl→kQl,kJl = 0

⇐⇒
∑

k

t
Ck

DJk +
∑

k

∑
l∈Nk

εl,k
t
Pl,k

t
Cl→kQl,kJl = 0 en sommant sur k

⇐⇒
∑

k

t
Ck

DJk +
∑

l

∑
k∈Nl

εl,k
t
Pl,k

t
Cl→kQl,kJl = 0

⇐⇒
∑

k

t
Ck

DJk +
∑

l

t
ClJl = 0

⇐⇒
∑

k

t
Ck

DJk = 0

⇐⇒
∑

k

t
CkXk = 0.
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(3.6) et (3.7) conduisent au �nal au système matriciel suivant

H1 C1

. . .
...

Hk Ck

. . .
...

HK CK
t
C1 . . .

t
Ck . . .

t
CK 0





X1
...
Xk
...

XK

Λ


=



L1
...
Lk
...
LK

0


(3.8)

En notant

Ĥ =


H1

. . .
Hk

. . .
HK

 , C =


C1
...
Ck
...
CK

 , X̂ =


X1
...
Xk
...

XK

 , L̂ =


L1
...
Lk
...
LK

 ,

on obtient alors le système de point-selle suivant(
Ĥ C
t
C 0

)(
X̂
Λ

)
=
(
L̂
0

)
. (3.9)

3.3 Les di�érents placements de la boucle de décomposition de
domaine

Par souci de simplicité, la méthode de décomposition de domaine a été présentée au niveau
spatial. Ceci correspond à un placement de la méthode de décomposition de domaine au niveau
de la résolution de chaque bloc diagonal impliqué par l'algorithme de Gauss-Seidel sur les har-
moniques. Toutefois il est possible de placer l'algorithme de décomposition de domaine à chaque
niveau du solveur global caractérisé par un système d'itérations imbriquées. Ainsi on considère
plusieurs algorithmes de décomposition de domaine basés sur

le solveur multigroupe : l'algorithme de décomposition de domaine est situé sous la boucle
de la puissance. A chaque itération, le calcul de l'inverse de la matrice multigroupe H est
fait par décomposition de domaine. Le solveur utilisé dans chaque sous-domaine est donc
le solveur multigroupe. On parle par la suite d'approche multigroupe (cf. Algorithme 8).

le solveur monogroupe : l'algorithme de décomposition de domaine, est appliqué au problème
monogroupe. Cela signi�e que l'algorithme de décomposition de domaine se place entre l'al-
gorithme de Gauss-Seidel sur les groupes et celui sur les harmoniques. On parle d'approche
monogroupe.

le solveur de di�usion : l'algorithme de décomposition de domaine est appliqué au problème
de di�usion (cf. Algorithme 9). On parle d'approche spatiale. Dans le cas des équations
SP1, l'approche spatiale est équivalente à l'approche monogroupe.

le solveur unidimensionnel W : l'algorithme de décomposition de domaine est appliqué aux
matricesW obtenues après élimination des �ux (cf. Algorithme 10). On parle d'approche
unidimensionnelle.

A�n de pouvoir choisir a priori la méthode la plus prometteuse, on liste les avantages et
inconvénients de chacune de ces approches.
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3.3.1 Propriétés du système d'interface

Dans ce paragraphe, on s'intéresse essentiellement aux propriétés de symétrie du système
d'interface. Dans le cas de l'approche spatiale, la matrice d'interface

t
CĤ−1

g=g′C est symétrique
dé�nie positive.

Preuve : Comme la somme de matrices symétriques est symétrique, il su�t de prouver que
Si = t

Ci(H
g=g′

i )−1Ci est symétrique. Cette matrice ne faisant intervenir qu'un groupe d'énergie
et qu'un seul sous-domaine, on supprime les indices g = g′ et i dans la preuve qui suit. Comme
il n'existe pas de degrés de liberté de �ux sur l'interface, S peut s'écrire sous la forme :

S = (tCD 0)
(

AD −BD
t
BD T

)−1(
CD

0

)
avec CD de rang plein.

Soit ω un vecteur d'interface ; pour calculer Sω on résout le système suivant :(
AD −BD
t
BD T

)(
JD

φ

)
=
(
CDω

0

)
.

En éliminant les �ux (On pose W = AD +BDT
−1t

BD), on obtient :{
JD = W−1CDω

φ = −T−1t
BDJD

avec W = AD +BDT
−1t

BD. On en déduit donc que pour chaque vecteur d'interface ω

Sω = t
CDW

−1CDω

assurant ainsi l'égalité S = t
CDW

−1CD. La matriceW étant symétrique, on a prouvé la symétrie
du système d'interface. Le caractère dé�ni positif provient directement du caractère dé�ni positif
de la matrice Ĥ−1

g=g′ et du rang plein de CD.
[CQFD]

En revanche il faut faire attention au fait que le solveur interne est basé sur un algorithme
de Gauss-Seidel non convergé : les propriétés de symétrie sont donc perdues. Pour les conserver,
il faudrait changer le solveur interne en utilisant par exemple un algorithme de Gauss-Seidel
symétrisé.

Dans le cas de l'approche unidimensionnelle, les matrices des systèmes d'interface sont sy-
métriques dé�nies positives, de part le caractère symétrique et dé�ni positif des matrices Wd.
Dans le cas de l'approche monogroupe (SPn, n ≥ 3), comme dans l'approche multigroupe, les
systèmes d'interface ne sont pas symétriques suite à la non symétrie de la matrice globale.

3.3.2 Robustesse vis-à-vis de la dégradation des solveurs internes

A notre connaissance, il n'existe pas de résultat permettant de prédire le comportement d'un
système d'itérations imbriquées. Pour le cas de l'approche unidimensionnelle, il est envisageable
d'implémenter un solveur direct pour le système d'interface, car elle se base sur des solveurs
eux même directs dans chaque sous-domaine. C'est donc la seule voie où l'on puisse garantir,
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avant implémentation, que l'imbrication d'un nouveau solveur n'implique pas de problème de
convergence.

Dans [65], l'auteur a développé une méthode basée sur un algorithme de Schwarz pour coupler
di�érents types de discrétisation de la variable angulaire. Deux placements pour la méthode de
décomposition de domaine étaient possibles ; la première au dessus des groupes, la seconde juste
en dessous. Les résultats ont montré que la seconde méthode est plus e�cace et que lorsque l'al-
gorithme de Gauss-Seidel sur les groupes est bloqué à une itération, les résultats sont équivalents
en termes de nombre d'itérations de puissance. A partir de ces résultats, il est di�cile de tirer
des conclusions quant au placement de la boucle de décomposition de domaine pour le problème
que l'on cherche à résoudre.

3.3.3 Facilité d'implémentation et capacité d'évolution

Quelle que soit l'approche utilisée, la répartition des données est la suivante : toutes les
matrices et tous les vecteurs d'un sous-domaine sont stockés sur le processus associé à ce sous-
domaine. En e�et, supposons que pour un sous-domaine deux matrices pour des groupes d'énergie
di�érents soient stockées sur des processeurs di�érents. Cela impliquerait au minimum la com-
munication d'un champ spatial complet pour prendre en compte les termes de down-scattering
et d'up-scattering lors de la boucle sur les groupes d'énergie. En revanche, si l'on garantit que
toutes les données d'un sous-domaine sont sur le même processeur, alors les communications ne
se font que sur des champs d'interfaces, par nature de plus petites tailles.

On souhaite de plus qu'un processeur puisse gérer plusieurs sous-domaines pour
� équilibrer la charge avec des partitionnements plus complexes ;
� mettre en ÷uvre une parallélisation hybride (mémoires partagée et distribuée).

Dans ce contexte, la méthode la plus simple consiste à considérer pour chaque vecteur et
pour chaque matrice impliqués dans l'algorithme de la puissance, un vecteur indicé par les sous-
domaines locaux aux processeurs. Cette structure est également nécessaire si l'on souhaite une
implémentation séquentielle de la méthode décomposition de domaine. Comme il est plus simple
de placer les structures de données et les algorithmes au même niveau, l'approche multigroupe
est plus simple à implémenter.

Une autre source de di�cultés pour les autres approches provient du fait qu'il faille connaître
le fonctionnement interne au solveur multigroupe et donc une meilleure connaissance du code
existant.

En�n seule l'approche multigroupe permettrait d'envisager des nombres de groupes di�érents
par sous-domaines.

3.3.4 Granularité

Plus l'algorithme de décomposition de domaine est placé haut dans le système d'itérations
imbriquées, plus la granularité des calculs sera élevée. A même volume de calculs et de communi-
cations, une granularité plus élevée permet de réduire le coût de latence des communications. En
revanche, une granularité plus faible laisse généralement plus de possibilités pour ordonnancer les
calculs et diminuer les problèmes d'équilibrage de charge. Dans [66, Chapitre 4], l'auteur analyse
di�érentes stratégies en terme de granularité et d'équilibrage de charge. Dans notre contexte, les
résultats de cette étude ne sont pas applicables car l'équilibrage de la charge est géré lors du
partitionnement en sous-domaines ; les di�érentes approches ont donc un équilibrage équivalent.
Si l'on considère la complexité du solveur comme parfaitement linéaire par rapport au nombre
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Approche Multigroupe Monogroupe Spatiale Uni-
dimensionnelle

Nombre d'itérations de
puissance par rapport
au cas séquentiel

a priori
supérieur

a priori
supérieur

a priori
supérieur

égale∗

Symétrie du système
d'interface

non non oui∗∗ oui

Granularité élevée moyenne + moyenne − faible
Coût par appel supplé-
mentaire aux solveurs
locaux

élevé + élevé élevé − faible

Complexité d'implé-
mentation et possibili-
tés d'évolution

relativement
simple et
nombreuses
possibilités
d'évolution

complexe complexe + complexe et
très spéci�que

∗ en utilisant un solveur d'interface direct.
∗∗ en modi�ant le solveur interne.

Tab. 3.1 � Récapitulatif des avantages - inconvénients des di�érentes approches

de degrés de liberté, on cherchera plutôt à maximiser la granularité. Hors, cette propriété de li-
néarité n'existe que si l'on néglige dans les algorithmes de Gauss-Seidel le produit par les termes
extra-diagonaux. Si l'on considère que l'algorithme de décomposition de domaine fait plusieurs
fois appel aux solveurs locaux, le fait de descendre le placement de la boucle de décomposition
de domaine permet d'économiser des produits par les termes extra-diagonaux externes.

Comparons dans le cas SP1 l'approche multigroupe et l'approche spatiale. On considère deux
appels aux solveurs locaux dans l'algorithme de résolution du système de point-selle : la première
méthode implique un produit par la matrice de down-scattering et un par celle d'up-scattering en
plus. Dans le cas séquentiel ce surcoût représente environ 6% d'une itération multigroupe23. Au
sein du solveur de di�usion, les termes extra-diagonaux représentent une partie importante du
solveur séquentiel : la partie diagonale (les descentes - remontées sur les matrices W factorisées)
ne représente que 40% du temps d'exécution pour une itération du solveur de di�usion.

3.3.5 Choix

On récapitule dans le tableau Tab. 3.1 les propriétés des di�érentes approches. Le choix n'est
pas facile, car on a très peu d'informations sur un critère très important concernant les propriétés
de convergence. Dans un premier temps, on choisit la méthode la plus simple à implémenter et qui
o�re le plus de possibilités d'évolution. Le chapitre 4 est donc consacré à l'approche multigroupe.
Suite aux di�cultés rencontrées avec l'approche multigroupe, on étudie dans un deuxième temps
l'approche unidimensionnelle dans le chapitre 5. Avec cette approche, on se focalisera plus sur la
performance.

23Dans le cas SP3, ce surcoût est de l'ordre 20% (6% + 14%).
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Algorithme 8 : Itérations emboîtées avec approche multigroupe

Algorithme des puissances inverses
Algorithme de décomposition de domaine

pour chaque sous-domaine faire
Gauss-Seidel par bloc

pour chaque groupe g faire
Gauss-Seidel par bloc

pour chaque hamonique l faire
Gauss-Seidel par bloc

pour chaque direction de l'espace faire
Résolution par descente-remontée;

Calcul de φg ;

Algorithme 9 : Itérations emboîtées avec approche spatiale

Algorithme des puissances inverses
Gauss-Seidel par bloc

pour chaque groupe g faire
Gauss-Seidel par bloc

pour chaque harmonique l faire
Algorithme de décomposition de domaine

pour chaque sous-domaine faire
Gauss-Seidel par bloc

pour chaque direction de l'espace faire
Résolution par descente-remontée;

Calcul de φg ;

Algorithme 10 : Itérations emboîtées avec approche unidimensionnelle

Algorithme des puissances inverses
Gauss-Seidel par bloc

pour chaque groupe g faire
Gauss-Seidel par bloc

pour chaque harmonique h faire
Gauss-Seidel par bloc

pour chaque direction de l'espace faire
Algorithme de décomposition de domaine

pour chaque sous-domaine faire
Résolution par descente-remontée;

Calcul de φg ;
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Dans ce chapitre, on détaille l'approche multigroupe. Cette dernière a été choisie dans un pre-
mier temps car elle est la plus simple à développer et qu'elle permet a priori le plus d'évolutions
possibles. On accepte a priori de ne pas obtenir une performance optimale a�n d'obtenir une
méthode simple et générique. On présente une généralisation de la méthode de décomposition
de domaine pour les équations multigroupes, puis les algorithmes de type Uzawa permettant
de résoudre le système de point-selle obtenu. En�n on présente les bases de l'implémentation
parallèle et les résultats numériques (publiés dans [67]) obtenus.

4.1 Obtention des équations multigroupes multidomaines

A chaque itération de l'algorithme de la puissance, on cherche à résoudre par décomposition
de domaine le système linéaire multigroupe obtenu via le problème suivant

Problème 12
Trouver (φg=1, ~Jg=1) ∈ L2(Ω)×H(div ,Ω) et (φg=2, ~Jg=2) ∈ L2(Ω)×H(div ,Ω) tels que



div
(
~Jg=1

)
+ Σg=1

a φg=1 − Σ2→1
s,0 φg=2 = sg=1 dans Ω

~Jg=1

Dg=1
+ ~∇φg=1 − Σ2→1

s,1
~Jg=2 = ~0 dans Ω

φg=1 = 0 sur ∂Ω

div
(
~Jg=2

)
+ Σg=2

a φg=2 − Σ1→2
s,0 φg=1 = sg=2 dans Ω

~Jg=2

Dg=2
+ ~∇φg=2 − Σ1→2

s,1
~Jg=1 = ~0 dans Ω

φg=2 = 0 sur ∂Ω

avec Dg=g′, Σg→g′

s,0 , Σg→g′

s,1 et Σg=g′
a bornées et positives.

L'introduction d'un multiplicateur par groupe d'énergie conduit à la formule variationnelle
suivante

Problème 13
Pour tout (k, l) ∈ N trouver

� (φg=1
k , ~Jk

g=1
) ∈ L2(Ωk)×H(div,Ωk),

� (φg=2
k , ~Jk

g=2
) ∈ L2(Ωk)×H(div,Ωk),

� Λg=1
k,l ∈ H1/2(Γk,l),

� Λg=2
k,l ∈ H1/2(Γk,l),
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tels que ∀ vk ∈ L2(Ωk), ∀ ~wk ∈ H(div,Ωk), ∀ µk,l ∈ Vk,l



∫
Ωk

div
(
~Jg=1
k

)
vk d~r +

∫
Ωk

Σg=1
a,k φ

g=1
k vk d~r −

∫
Ωk

Σ2→1
s,k,0φ

g=2
k vk d~r =

∫
Ωk

sg=1
k vk d~r∫

Ωk

~Jg=1
k

Dg=1
k

· ~wk d~r −
∫

Ωk

φg=1
k div

(
~wk

)
d~r −

∫
Ωk

Σ2→1
s,k,1

~Jg=2
k · ~wk d~r

+
∑

l′∈Nk

εk,l′

∫
Γk,l′

Λg=1
k,l′ ~wk · ~̂nk,l′ dΓ = 0

∫
Ωk

div
(
~Jg=2
k

)
vk d~r +

∫
Ωk

Σg=2
a,k φ

g=2
k vk d~r −

∫
Ωk

Σ1→2
s,k,0φ

g=1
k vk d~r =

∫
Ωk

sg=2
k vk d~r∫

Ωk

~Jg=2
k

Dg=2
k

· ~wk d~r −
∫

Ωk

φg=2
k div

(
~wk

)
d~r −

∫
Ωk

Σ1→2
s,k,1

~Jg=1
k · ~wk d~r

+
∑

l′∈Nk

εk,l′

∫
Γk,l′

Λg=2
k,l′ ~wk · ~̂nk,l′ dΓ = 0

(4.1)

et 
∫

Γk,l

(
~Jg=1
k − ~Jg=1

l

)
· ~̂nk,l µk,l dΓ = 0∫

Γk,l

(
~Jg=2
k − ~Jg=2

l

)
· ~̂nk,l µk,l dΓ = 0.

(4.2)

Vk,l désigne l'espace des multiplicateurs de Lagrange (Λg=1
k,l et Λg=2

k,l ) associés à la continuité
faible de la composante normale du courant pour chaque groupe d'énergie. Comme on choisit
pour chaque groupe d'énergie la même discrétisation en espace, on fait le même choix pour les
multiplicateurs. Les matrices de couplage ne dépendent donc pas du groupe d'énergie considéré.

Dans chaque sous-domaine Ωk on dé�nit

� la matrice Bk correspondant à la matrice Bk
D dé�nie dans le paragraphe 1.5.3. Dans ce

chapitre, où l'on n'aborde pas les problématiques liées aux directions alternées, on omet
l'indice D ;

� pour chaque groupe g, les matrices Ag=g
k et T g=g

k correspondant à la matrice Ak
D et Tk du

paragraphe 1.5.3 ;

� les matrices Ug→g′

k associées aux formes bilinéaires uk( ~Jk,
−→w k) = −

∫
Ωk

Σg→g′

s,k,1
~Jk · ~wk d~r ;

� les matrices V g→g′

k associées aux formes bilinéaires vk(φk, vk) = −
∫

Ωk

Σg→g′

s,k,0 φkvkd~r ;

� les vecteurs Sg=g
k associés aux formes linéaires sk(uk) =

∫
Ωk

sg=g
k uk d~r.

On remarque que les matrices diag(Ug→g′

k , V g→g′

k ) correspondent aux matrices Hg→g′ dé�nies
dans la partie monodomaine en considérant Ω = Ωk.
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La discrétisation de (4.1-4.2) conduit au système matriciel suivant :

∀k ∈ J1,KK,
Ag=1

k −Bk U2→1
k

t
Bk T g=1

k V 2→1
k

U1→2
k Ag=2

k −Bk

V 1→2
k

t
Bk T g=2

k




Jg=1
k

φg=1
k

Jg=2
k

φg=2
k

 =


0

Sg=1
k

0
Sg=2

k

−



∑
l∈Nk

εk,l
t
Qk,lCk→lΛ

g=1
k,l

0∑
l∈Nk

εk,l
t
Qk,lCk→lΛ

g=2
k,l

0


(4.3)

et

∀g′ ∈ {1, 2},
K∑

k=1

t
Ck

(
Jg=g′

k

φg=g′

k

)
= 0. (4.4)

En posant dans chaque sous-domaine Ωk

� la matrice multigroupe Hk =


Ag=1

k −Bk U2→1
k

t
Bk T g=1

k V 2→1
k

U1→2
k Ag=2

k −Bk

V 1→2
k

t
Bk T g=2

k

 ;

� la matrice de couplage multigroupe Cmg
k =

(
Ck 0
0 Ck

)
;

� le vecteur source multigroupe Lmg
k =


0

Sg=1
k

0
Sg=2

k

 ;

� le vecteur solution multigroupe Xmg
k =


Jg=1

k

φg=1
k

Jg=2
k

φg=2
k

 ;

et pour le problème global

� le vecteur des multiplicateurs multigroupes Λmg =
(

Λg=1

Λg=2

)
;

(4.3) et (4.4) s'écrivent alors sous la forme du système de point-selle suivant :



Hmg
1 Cmg

1
. . .

...
Hmg

k Cmg
k

. . .
...

Hmg
K Cmg

K
t
Cmg

1 . . .
t
Cmg

k . . .
t
Cmg

K 0





Xmg
1
...

Xmg
k
...

Xmg
K

Λmg


=



Lmg
1
...

Lmg
k
...

Lmg
K

0


. (4.5)
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Pour obtenir un système de point-selle similaire à (3.8) on pose

Ĥ =


Hmg

1
. . .

Hmg
k

. . .
Hmg

K

 , X̂ =


Xmg

1
...

Xmg
k
...

Xmg
K

 , C =


Cmg

1
...

Cmg
k
...

Cmg
K

 , L̂ =



Lmg
1
...

Lmg
k
...

Lmg
K

0


.

On obtient ainsi (
Ĥ C
t
C

)(
X̂
Λ

)
=
(
L̂
0

)
. (4.6)

A la di�érence du système (3.8), la matrice Ĥ ainsi que le complément de Schur
t
CĤC ne

sont pas symétriques ; on parle de système de point-selle généralisé. Dans la section suivante, on
s'intéresse aux algorithmes de résolution de ce système.

4.2 Algorithme de résolution

Il existe une grande variété de méthodes permettant la résolution de problèmes de type point-
selle [68]. On se focalise sur les méthodes de type Uzawa permettant de réutiliser les solveurs
itératifs locaux. Dans un premier temps, on rappelle comment sont obtenus les algorithmes de
type Uzawa, puis on détaillera comment ces algorithmes et les solveurs internes sont initialisés.

4.2.1 Algorithmes de type Uzawa

On considère le système (4.6). On fait l'hypothèse que les valeurs propres de la matrice Ĥ
sont strictement positives24. En éliminant X̂, on obtient le système condensé à l'interface faisant
intervenir le complément de Schur

t
CĤ−1CΛ = t

CĤ−1L̂ . (4.7)

Seule l'application25 de Ĥ−1 à un vecteur est à notre disposition. Elle est réalisée par l'appel
en parallèle de tous les solveurs locaux. C'est pourquoi, on utilise un algorithme itératif pour la
résolution de (4.7). Deux types d'algorithme sont à notre disposition :

� les algorithmes de descente qui s'écrivent

Λk+1 = Λk + ρk
t
CĤ−1

(
L̂− CΛk

)
où ρk dépend de la méthode choisie.
Le choix s'est porté sur l'algorithme MR26 [47, p. 134] car il ne requiert pas la symétrie du
système d'interface. L'utilisation de MR est valide suite à l'hypothèse de stricte positivité
des valeurs propres de Ĥ. La direction de descente est le résidu associé au système (4.7) et
ρk provient de la minimisation du nouveau résidu. L'algorithme d'Uzawa (Algorithme 11)

24Cette hypothèse revient à faire l'hypothèse que les valeurs propres de la matrice multigroupe sont strictement
positives, ce qui est en pratique le cas.

25L'opérateur n'est pas construit.
26MR pour Minimal Residual.
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correspond à prendre ρk constant. Une des di�cultés de l'algorithme d'Uzawa est le choix
de ce paramètre ρk qui doit être choisi entre 0 et la plus grande valeur propre du système
d'interface (valeur a priori inconnue) ;

� les algorithmes de Krylov tels que BiCGStab [47, p. 217], GMRES [47, p. 158], GC27

(Gradient Conjugué [69]),[47, p. 176] , . . .

Ces algorithmes nécessitent tous le calcul du résidu à la première itération. En considérant
une initialisation de l'algorithme par Λ0, le résidu r0 s'écrit

r0 = t
CĤ−1L̂− t

CĤ−1CΛ0

= t
CĤ−1(L̂− CΛ0).

Cette écriture permet d'économiser une résolution de système, car on n'a jamais besoin de
construire explicitement le second membre du système d'interface. Ensuite dans la version stan-
dard de ces algorithmes itératifs résolvant le problème de point-selle, on recalcule le vecteur X̂
après le calcul du vecteur d'interface Λ par

X̂ = Ĥ−1
(
L̂− CΛ

)
.

Avec les algorithmes de type Uzawa, on s'a�ranchit de cette dernière étape en calculant le vecteur
X̂ à chaque itération de l'algorithme résolvant le problème d'interface. Plus précisément, on a
après une itération

Λ1 = Λ0 + ρ1d1

où d1 = t
CĤ−1

(
L̂−CΛ0

)
= r0 est la première direction de descente (w ou r dans les algorithmes

donnés dans la suite). Il vient donc

X̂1 = Ĥ−1
(
L̂− CΛ1

)
= Ĥ−1

(
L̂− CΛ0

)
− ρ1Ĥ

−1Cd1

= X̂0 − ρ1Xd1

avec Xdi
= Ĥ−1Cdi. Comme le calcul de Xd1 est nécessaire pour le calcul de ρ1 et de la direction

de descente suivante28 d2, on recalcule X̂1 au moment du calcul de Λ1, et ceci à chaque itération
plutôt que de recalculer X̂ en �n d'algorithme :

X̂ = Ĥ−1(L̂− CΛ)
= Ĥ−1(L̂− CΛ0)−

∑
i

ρiĤ
−1Cdi

= X̂0 −
∑

i

ρiXdi
.

Ainsi, on économise une inversion de Ĥ. Par ailleurs, suite à l'inversion approchée29 de Ĥ, ce
recalcul de X̂ n'est pas équivalent au recalcul de X̂ en �n d'algorithme. On a remarqué un
meilleur comportement des algorithmes en recalculant X̂ à chaque itération.

D'un point de vue algorithmique, à chaque modi�cation de la variable duale Λ, on associe
la modi�cation correspondante de la variable primale X. On obtient au �nal les algorithmes
de type Uzawa suivants : Algorithme 12, Algorithme 13 et Algorithme 14. L'algorithme
Uzawa-GC est cité dans ce chapitre, bien que l'on ne soit pas autorisé à l'utiliser du fait de la
non symétrie du système d'interface, car

27Pour des systèmes symétriques.
28Ou pour un vecteur de la base de Krylov dans le cas des algorithmes de Krylov.
29On bloque à 1 le nombre d'itérations des boucles de Gauss-Seidel de tous les solveurs locaux à l'instar du

solveur monodomaine.
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� il s'agit du premier algorithme de type Uzawa basé sur un solveur de Krylov [70] ;
� dans [71], il a été testé et les résultats se sont avérés étonnement meilleurs qu'avec l'algo-
rithme Uzawa-BiCGStab.

Algorithme 11 : Uzawa
Λ = Λ0;
tant que !Convergence faire

X̂ = Ĥ−1(L̂− CΛ) ;
Λ = Λ + ρ

t
CX̂ ;

�n

Algorithme 12 : Uzawa-BiCGStab
Λ = Λ0;
r∗0 = 1 ;
X̂ = Ĥ−1(L̂− CΛ);
r = t

CX̂ ;
p = r;
tant que !Convergence faire

X̂p = Ĥ−1(Cp) ;
Sp = t

CX̂p;

α =
< r, r∗0 >

< Sp, r∗0 >
;

s = r − αSp;

X̂s = Ĥ−1(Cs) ;
Ss = t

CX̂s;

ω =
< Ss, s >

< Ss, Ss >
;

Λ = Λ + αp+ ωs ;
X̂ = X̂ − αX̂p − ωX̂s ;

rold = r;
r = s− ωSs ;

β =
< r, r∗0 >

< rold, r
∗
0 >

× α

ω
;

p = r + β(p− ωSp);
�n

Algorithme 13 : Uzawa-MR
Λ = Λ0;
X̂ = Ĥ−1(L̂− CΛ) ;
r = t

CX̂ ;
tant que !Convergence faire

X̂r = Ĥ−1(Cr) ;
Mr = t

CX̂r ;

ρ = − < r,Mr >

< Mr,Mr >
;

Λ = Λ + ρr ;
r = r + ρMr ;
X̂ = X̂ − ρX̂r ;

�n

Algorithme 14 : Uzawa-GC
Λ = Λ0;
X̂ = Ĥ−1(L̂− CΛ) ;
g = t

CX̂ ;
w = g ; dotgg =< g, g > ;
tant que !Convergence faire

X̂w = Ĥ−1(Cw) ;
Mw = t

CX̂w ;

ρ = − < g,w >

< w,Mw >
;

Λ = Λ + ρw ;
g = g + ρMw ;
X̂ = X̂ − ρX̂w ;

w = g +
< g, g >

dotgg
w ;

dotgg = < g, g > ;
�n

4.2.2 Initialisation des solveurs itératifs

4.2.2.1 Initialisation du solveur d'interface

Si l'on considère l'algorithme de la puissance sans accélération (cf. Algorithme 3), l'initiali-
sation de l'algorithme itératif sur Λ s'e�ectue en choisissant pour Λ0 la valeur de Λ à l'itération
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précédente de l'algorithme de la puissance.
Dans la pratique, l'accélération de Tchebychev permet de réduire le nombre d'itérations de

puissance [11, 12]. Cette accélération est appliquée sur les sources de �ssion (correspondant au
vecteur S dans l'Algorithme 1). A l'itération n de l'algorithme de la puissance, la source de
�ssion Sn est modi�ée en fonction des itérations précédentes de la façon suivante

Sn = αSn + βSn−1 + γSn−2. (4.8)

Les coe�cients α, β et γ sont recalculés à chaque itération [12]. Avec les notations multigroupes,
l'opération (4.8) devient au niveau du système de point-selle multidomaine

L̂n = αL̂n + βL̂n−1 + γL̂n−2. (4.9)

La même accélération est appliquée au multiplicateur Λ. Cela signi�e qu'à l'itération n de la
puissance, l'algorithme d'interface est initialisé par une combinaison linéaire des multiplicateurs
obtenus aux itérations précédentes

αΛn−1 + βΛn−2 + γΛn−3. (4.10)

Cette opération nécessite de stocker deux vecteurs d'interface supplémentaires (ce coût est
faible). Cette opération peut également être faite sur le vecteur X de l'Algorithme 3 pour
mieux initialiser les solveurs locaux. Toutefois, le stockage de X étant plus important que celui
de S, cela ne s'avère pas rentable en termes de temps de calcul.

4.2.2.2 Initialisation des solveurs locaux

Les algorithmes de type Uzawa font appel pour le calcul des directions de descente à la
résolution itérative dégradée de systèmes linéaires impliquant la matrice Ĥ. Selon le second
membre du système, on adapte l'initialisation :

� le calcul de Ĥ−1
(
L̂n − CΛn−1

)
est initialisé par le vecteur X̂n−1 qui véri�e

X̂n−1 = Ĥ−1
(
L̂n−1 − CΛn−1

)
où n désigne l'itération de puissance ;

� le calcul des intermédiaires (X̂w, X̂r, X̂p ou X̂s) sont initialisés par le vecteur nul.

Le choix parmi ces algorithmes provient du contexte d'utilisation. La non-symétrie de la
matrice d'interface

t
CĤ−1C exclut Uzawa-GC. On doit donc considérer, soit l'algorithme de

point �xe Uzawa-MR, soit l'algorithme de Krylov Uzawa-BiCGStab30. Notre choix s'est porté
sur l'algorithme Uzawa-MR car étant un algorithme de type point �xe, il supporte mieux la
dégradation des résolutions itératives impliquant Ĥ que l'algorithme Uzawa-BiCGStab de type
Krylov. Ce choix est con�rmé par les résultats numériques obtenus.

4.3 Implémentation en mémoire distribuée

Dans cette partie, on décrit les choix faits concernant l'implémentation parallèle de la méthode
proposée. La partie la plus critique concerne la distribution des données. Pour justi�er nos choix,
on fait l'hypothèse que la taille d'un sous-domaine est très supérieure à celle de l'interface qu'il
porte. Cette hypothèse est réaliste pour la taille des problèmes visés. Considérons par exemple
un calcul crayon par crayon c÷ur complet en RT0 à un groupe d'énergie31 :

30Les résultats avec Uzawa-GMRES étant très peu satisfaisants, on se contente de présenter les résultats obtenus
avec Uzawa-BiCGStab.

31Le nombre de groupes d'énergie n'intervient pas dans le rapport entre le nombre de degrés de liberté d'interface
et de celui des degrés de liberté internes.
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� la taille du maillage est donc 289× 289× 38 ;
� le nombre de degrés de liberté de �ux est 3 173 798 ;
� le nombre de degrés de liberté de courant est 9 626 879 ;
� le nombre total de degrés de liberté est 12 800 677.

En considérant le partitionnement 10×10×2 à 200 sous-domaines32, on obtient les encadrements
suivants pour un sous-domaine :

� la taille du maillage est compris entre 28× 28× 19 et 29× 29× 19 ;
� le nombre de degrés de liberté de �ux est compris entre 14 896 et 15 979 ;
� le nombre de degrés de liberté de courant est compris entre 78 392 et 82 940 ;
� le nombre de degrés de liberté total est compris entre 93 288 et 98 919 ;
� le nombre de degrés de liberté des multiplicateurs portés par un sous-domaine (au nombre
maximal de 6) est majoré par 4.(19.29) + 2.(29.29) = 3 886.

Le rapport entre le nombre de degrés de liberté d'un sous-domaine et celui de la partie du
vecteur d'interface concernant ce sous-domaine est donc plus grand que 24. Ce rapport permet
de négliger le coût des opérations sur les vecteurs d'interface devant celles faites sur un vecteur
contenant les degrés de liberté d'un sous-domaine. En revanche, ce facteur n'est pas su�sant
pour pouvoir négliger les temps de communication.

4.3.1 Distribution des données

L'ensemble des données concernant un sous-domaine est stocké sur le même processeur. Les
matrices Hg=g′

k , Hg→g′

k , F g=g′

k et le vecteur Xg=g′

k sont donc stockés sur le processeur k. Ainsi,
on n'introduit pas de communications liées aux matrices de remontée et de descente en énergie,
communications dont le volume est au minimum le nombre de degrés de liberté de �ux d'un
sous-domaine.

La taille des vecteurs d'interface étant négligeable vis-à-vis de la taille du vecteur d'inconnues
dans chaque sous-domaine, l'équilibrage de la charge dépend de la taille des sous-domaines lors du
partitionnement de Ω. La répartition des vecteurs d'interface (le multiplicateur Λ et les vecteurs
issus de l'algorithme choisi pour résoudre le problème d'interface) est plus complexe. Suite à
l'utilisation de l'élément �ni de Raviart-Thomas, il n'existe en 3D aucun degré de liberté sur
les angles et sur les arêtes d'un sous-domaine. Les degrés de liberté d'interface sont situés sur
des surfaces communes à seulement deux sous-domaines. Un vecteur d'interface ω peut donc se
décomposer suivant les interfaces entre chaque sous-domaine. La partie de ω correspondant à
l'interface Γk,l est notée ωk,l. Tous les vecteurs d'interface sont stockés de la même manière pour
pouvoir faire les opérations de base avec le minimum de communications. Lors d'une opération
AXPY (Y = aX + Y ), on ne communique que le scalaire a. Pour le stockage de ωk,l, trois
stratégies sont possibles :

1. ωk,l est stocké soit par le processus k soit par le processus l ;

2. une partie de ωk,l est stockée par le processus k et l'autre par le processus l ;

3. ωk,l est stocké par le processus k et par le processus l .

B Les deux premières solutions sont illustrées sur les �gures Fig. 4.1(a) et Fig. 4.1(b).
Les parties en noir correspondent aux parties du vecteur dont un sous-domaine est responsable
(responsable signi�e qu'à la �n de chaque opération de base, cette partie contient la valeur à
jour du vecteur d'interface). La partie blanche est un vecteur qui est utilisé comme bu�er de

32Ce partitionnement permet d'obtenir des sous-domaines de taille équilibrée dans chacune des directions.
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(a) sans partage (b) avec partage

Fig. 4.1 � Distribution des vecteurs d'interface

communication. Bien que la première solution puisse être considérée comme un cas particulier
de la seconde, on a choisi de l'implémenter. En e�et, lorsqu'on se place dans le cas de maillages
non-coïncidents, le fait d'appliquer le produit par la matrice de couplage Ck→l permet de réduire
la quantité de données à communiquer. Si le sous-domaine Ωk est maillé plus �nement que
le sous-domaine Ωl, la discrétisation du multiplicateur est guidée par Ωk. Ainsi le nombre de
degrés de liberté de courant de Ωl présents sur Γk,l est plus petit que le nombre de degrés de
liberté du vecteur d'interface. Pour pouvoir tirer parti de cette propriété, l'ensemble du vecteur
d'interface ainsi que les matrices de couplage Ck→l et Cl→k sont stockés33 sur le processeur k,
comme l'illustre la �gure Fig. 4.2. Avec ce choix, on se prive pour des maillages coïncidents

Fig. 4.2 � Schéma de communication

des possibilités o�ertes par la deuxième solution qui permet un meilleur équilibrage dans la
répartition des vecteurs d'interface. Ce manque n'est pas crucial car

� la taille des vecteurs d'interface est négligeable devant la taille des sous-domaines ;

33Dans la pratique, on ne stocke qu'un des blocs diagonaux pour chaque matrice CElt
k→l et CElt

l→k.
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� quand le nombre de processeurs est élevé34, il est possible de répartir les vecteurs d'interface
de manière presque optimale avec la solution choisie ;

� une granularité plus faible permet de mieux équilibrer la charge, mais elle a également un
coût : bien que le volume global des communications soit le même, leur nombre augmente.

Par la suite, le sous-domaine (Ωk ou Ωl) qui est responsable de l'interface Γk,l est dit maître
et l'autre est dit esclave.

B La troisième solution a été écartée pour l'approche multigroupe, car on se place dans
le cadre de maillages non-coïncidents. En e�et, cette solution ne permet pas de pro�ter de
la réduction du volume des communications dues aux matrices de couplage. Pour l'approche
unidimensionnelle, c'est la stratégie qui sera utilisée. Dans le paragraphe 5.4.1, on décrit donc
plus en détails cette stratégie.

4.3.2 Schéma de communication

Tous les processeurs exécutent l'algorithme de la puissance et l'algorithme de résolution du
système d'interface avec des synchronisations pour les données scalaires qui doivent être glo-
bales. Les produits scalaires issus de ces deux algorithmes sont donc calculés localement, puis les
contributions de chaque processeur sont regroupées35 à l'aide de la fonction MPI_Allreduce. Ces
communications sont les seules communications globales. Les communications faisant intervenir
des vecteurs sont des communications locales : il s'agit de communications point à point d'un pro-
cesseur avec les processeurs gérant les sous-domaines voisins. Ces communications interviennent
lors de deux opérations de base sur les vecteurs d'interface :

X+ = CΛ : cette opération faite par Algorithme 15 permet de prendre en compte les condi-
tions limites induites par le multiplicateur ;

ω = t
CX : cette opération faite par Algorithme 16, permet de calculer le vecteur d'interface
correspondant au saut de courant entre les sous-domaines.

4.4 Applications numériques

B Pour obtenir les résultats numériques, on a implémenté la méthode proposée avec les
sources du solveur SPn de la plate-forme industrielle Cocagne écrit en C++. Dans un premier
temps, on ne considère que le module SPn, sans prendre en compte l'interface python de plus
haut-niveau permettant le chaînage avec d'autres modules (cf. page 96). Ce choix, à comparer
au développement d'une maquette dans un langage de plus haut-niveau (Python, SciLab, . . .),
permet d'utiliser un solveur monodomaine optimisé et éprouvé :

� les ordres de grandeur entre temps de calcul et temps de communication sont représentatifs ;
� les temps de référence pour le calcul séquentiel peuvent constituer une référence valable
pour le calcul de l'e�cacité parallèle ;

� des problèmes industriels (tant au niveau de la taille et que des sections) peuvent être
traités ;

� l'impact de la méthode dans le code existant est simple à évaluer.

34On peut remarquer, que les limites de validité de l'hypothèse conduisant au premier point sont atteintes avec
un nombre de processeurs élevé.

35Le résultat est redistribué sur chaque processeur.
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Algorithme 15 : Calculer X+ = CΛ
B Exécuté sur le processus k
pour chaque l interface esclave faire

Lancer les communications en réception venant de l;

pour chaque l interface maître faire
Calculer Cl→kΛk,l;
Lancer les communications pour envoi vers l;

pour chaque l interface maître faire
Calculer Ck→lΛk,l pour mettre à jour Xk;
Attendre que les données soient envoyées à l ;

pour chaque l interface esclave faire
Attendre que les données provenant de l soient reçues ;
Utiliser Ck→lΛk,l pour mettre à jour Xk;

Algorithme 16 : Calculer ω = t
CX

B Exécuté sur le processus k
pour chaque l interface maître faire

Lancer les communications en réception venant de l;
Calculer ωk,l = t

Ck→lXk;

pour chaque l interface esclave faire
Calculer tmpk,l = t

Ck→lXk ;
Lancer l'envoi de tmpk,l vers l ;

pour chaque l interface maître faire
Attendre la réception des données (tmpk,l) de l;
ωk,l+ = tmpk,l;

pour chaque l interface esclave faire
Attendre que les données soient envoyées vers l;
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Le contre-coût de ce choix réside dans une di�culté accrue des développements.

B L'algorithme de décomposition de domaine conduit à ajouter un niveau d'itérations dans
l'algorithme global. Pour rester cohérent avec la stratégie du solveur séquentiel, il convient de
bloquer à un faible nombre d'itérations l'algorithme de résolution du système d'interface. On
note donc :

� MRi l'algorithme Uzawa-MR bloqué à i itérations ;
� BiCGStabi l'algorithme Uzawa-BiCGStab bloqué à i itérations.

Pour ces algorithmes, on reporte dans le tableau Tab. 4.1 le coût d'une itération de puissance
en prenant comme unité le coût d'une itération de puissance du solveur séquentiel. L'algorithme
BiCGStab est plus coûteux que l'algorithme MR car il fait deux appels aux solveurs locaux par
itération du solveur d'interface.

Comme pour chaque algorithme, le nombre d'itérations des solveurs internes est �xé ; on
caractérise la convergence par le nombre d'itérations externes. La solution (notée keff pour la
valeur propre et X pour le vecteur propre) obtenue pour le critère de convergence ε = 10−6

(dé�ni page 26) est comparée à
� la solution de référence, notée (kref

eff , X
ref ), obtenue avec le solveur monodomaine en pous-

sant la convergence de la boucle externe à 2000 itérations ;
� la solution du solveur monodomaine, notée (kmono

eff , Xmono), obtenue avec le solveur séquen-
tiel en utilisant le même critère de convergence (ε = 10−6).

B Le partitionnement du c÷ur dépend du nombre de sous-domainesKd dans chaque direction
d. Le nombre de sous-domaines est égal au produit Kx × Ky × Kz. Entre deux et huit sous-
domaines, le domaine n'est partitionné que suivant la direction x. Avec un plus grand nombre
de sous-domaines, on équilibre autant que possible le partitionnement dans la direction x et la
direction y. Le domaine n'est pas coupé axialement car

� le nombre de mailles dans la direction z est faible (38 ou 40) ;
� le nombre de sous-domaines dans la direction z doit diviser le nombre de mailles pour
conserver un bon équilibrage de la charge ;

� en prévision d'un couplage avec un module thermo-hydraulique monodimensionnel consi-
dérant un �ux axial (dans la direction z), ce type de partitionnement permet de limiter
l'impact du parallélisme dans ce solveur.

Les résultats présentés correspondent aux partitionnements suivants :

(Kx,Ky,Kz) ∈ {(i, i, 1) | 3 ≤ i ≤ 17} ∪ {(2, 1, 1), (4, 1, 1), (8, 1, 1)}.

Le découpage est réalisé au niveau du maillage de calcul ; on est donc amené à placer les interfaces
au sein des assemblages, à l'exception de la partition (17, 17, 1) où un sous-domaine correspond
à un assemblage.

Le cluster utilisé (annexe D) limite l'analyse de performance à 196 sous-domaines. Lors du
processus de soumission de jobs parallèles, on associe un sous-domaine à un n÷ud car les pro-
blèmes de contention mémoire (cf. �gure Fig. D.1(b)) ne permettent pas de tirer parti des deux

Algorithme BiCGStab2 MR2 MR3 MR4 BiCGStabi MRi

Coût 5 3 4 5 2i+ 1 i+ 1

Tab. 4.1 � Estimation du coût des algorithmes d'interface : nombre d'exécutions du solveur local
dans chaque sous-domaine à chaque itération de puissance.



72 Chapitre 4. Approche multigroupe

processeurs par n÷ud. Pour la mesure du temps d'exécution, on exécute plusieurs fois le code
et on garde le meilleur temps. Ce dernier prend en compte la construction des matrices et l'exé-
cution de la boucle de la puissance. Pour l'analyse des critères numériques (nombre d'itérations,
erreur sur la valeur propre, erreur sur le vecteur propre), on utilise plusieurs processus par n÷uds
pour pouvoir atteindre 289 sous-domaines.

4.4.1 BenchMarkAIEA

Pour un calcul SP1 avec l'élément �ni RT0, on compare l'utilisation de l'algorithme de point
�xe Uzawa-MR et l'algorithme de Krylov Uzawa-BiCGStab. La comparaison entre ces deux
algorithmes (cf. �gure Fig. 4.3) met en évidence un meilleur comportement de l'algorithme
Uzawa-MR. En e�et lorsque que l'algorithme Uzawa-MR ne permet pas la convergence de l'al-
gorithme de la puissance en un nombre raisonnable d'itérations (ici �xé à 200), l'augmentation
du nombre d'itérations de l'algorithme MR améliore ce comportement (cf. �gure Fig. 4.3(a)).
Avec l'algorithme Uzawa-BiCGStab, on n'observe pas ce comportement. En e�et BiCGStab3 né-
cessite souvent plus d'itérations externes que BiCGStab2 : sur la �gure Fig. 4.3(b), on observe
qu'au delà de 100 sous-domaines, la boucle de la puissance ne converge pas en 200 itérations. Le
meilleur comportement de l'algorithme Uzawa-MR par rapport à Uzawa-BiCGStab est expliqué
page 66. Sur les �gures Fig. 4.3(c), Fig. 4.3(d), Fig. 4.3(e) et Fig. 4.3(f), on observe que la
solution obtenue est aussi précise que le solveur monodomaine pour l'ensemble des algorithmes
présentés.

Sur la �gure Fig. 4.4(a), on représente le facteur d'accélération (speed-up) pour les algo-
rithmes MRi. Pour l'algorithme MR3 (respectivement MR4) le facteur d'accélération est linéaire,
correspondant à une e�cacité parallèle de 20% (respectivement 18%) pour une e�cacité théo-
rique de 25% (respectivement 20%) liée aux 4 appels (respectivement 5) aux solveurs locaux (cf
tableau Tab. 4.1). Pour MR2, l'augmentation du nombre d'itérations externes pour certaines par-
titions crée des décrochages sur le plan de la performance. Au �nal le meilleur compromis entre
le nombre d'itérations externes et le coût des itérations du système d'interface est atteint avec le
solveur MR3. Ce compromis est également le meilleur pour les calculs SP3-RT0 et SP1-RT1. Avec
la �gure Fig. 4.4(b), on constate que l'e�cacité est plus faible pour les calculs SP3 (l'e�cacité
est comprise en 5% et 10%) suite à une augmentation du nombre d'itérations externes.

On est déçu par le fait que le meilleur compromis ne soit pas atteint avec MR1 à l'instar du
solveur monodomaine où l'on bloque toutes les itérations internes (algorithmes de Gauss-Seidel)
à 1. Néanmoins, atteindre un facteur d'accélération de 40 constitue déjà un bon résultat au vue
des précédentes tentatives (chapitre 2.2 et chapitre 2.3). Le facteur d'accélération de 10 pour les
calculs SP3 reste faible : ce constat est à relativiser par le fait que la méthode permet de diminuer
l'empreinte mémoire et que l'ensemble des résultats décrits dans la littérature ne concernent que
les équations SP1.

Malgré ces résultats mitigés, on teste la méthode avec des sections provenant d'un cas indus-
triel.
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Fig. 4.4 � BenchMarkAIEA : facteur d'accélération

4.4.2 REP 900MW

Avec les données provenant d'une campagne REP 900MW, l'augmentation du nombre d'ité-
rations de puissance (cf. �gure Fig. 4.5(a)) rend la méthode peu scalable (cf. �gure Fig. 4.5(a)).
Si la précision de la solution obtenue est acceptable avec l'algorithme MR4 avec moins de 225
sous-domaines, on ne peut pas se satisfaire de la précision obtenue avec l'algorithme MR3 (cf.
�gures Fig. 4.5(b) et Fig. 4.5(c)). On n'explique pas cette augmentation du nombre d'itérations
externes qui ne se produit pas sur le cas test académique BenchMarkAIEA. Toutefois quelques
pistes peuvent être mises en avant :

� les sections d'entrée sont plus hétérogènes ;
� les pas du maillage axial ne sont pas réguliers.

La présence d'up-scattering seule n'explique pas ce phénomène, qui a été aussi observé sur le cas
test du REP 900MW où les termes d'up-scattering ont été supprimés.

Sur le plan de la performance, 9 n÷uds sont nécessaires à MR4 pour obtenir un code parallèle
aussi rapide que le code séquentiel. Avec 25 n÷uds, le code parallèle est deux fois plus rapide.
L'implémentation n'a pas été optimisée de manière poussée, car le principal problème de la
méthode réside dans l'augmentation du nombre d'itérations et non dans une implémentation
non-optimale de la méthode.

Cette méthode n'est pas à envisager pour obtenir un code plus rapide, mais uniquement
pour résoudre des problèmes de consommation mémoire. Suite à ces résultats décevants, on s'est
focalisé sur l'approche unidimensionnelle pour éviter les di�cultés provenant de l'augmentation
du nombre d'itérations externes. Il aurait également été intéressant d'étudier l'ajout d'un pré-
conditionneur pour résoudre les problèmes de convergence de la méthode proposée. Par souci de
simplicité de développement, on n'a donc pas choisi cette voie.
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Suite aux di�cultés rencontrées avec l'approche multigroupe, on a implémenté l'approche
unidimensionnelle. Celle-ci consiste à placer la boucle de décomposition de domaine sous l'algo-
rithme de Gauss-Seidel des directions alternées (Algorithme 10). Les principaux avantages de
cette approche sont :

� l'algorithme de décomposition de domaine se base sur des solveurs locaux directs, permet-
tant ainsi de réduire les di�cultés provenant des itérations imbriquées. En cas de di�cultés
liées aux itérations imbriquées, il est possible d'envisager l'utilisation d'un solveur d'inter-
face direct ayant un coût calculatoire raisonnable. Les résultats montrent qu'un solveur
itératif est su�sant ;

� étant en dessous des algorithmes de Gauss-Seidel, plusieurs appels aux solveurs locaux
ne dupliquent pas les produits par les termes extra-diagonaux des matrices de niveau
supérieur ;

� le système d'interface est symétrique dé�ni positif.

Le principal inconvénient de la méthode réside dans la di�culté d'implémentation. Cette méthode
nécessite de connaître l'ensemble du solveur multigroupe. Le fait que le stockage des données se
fasse au niveau multigroupe, alors que l'algorithme de résolution se situe à un niveau plus bas,
rend complexe l'implémentation d'une solution avec plusieurs sous-domaines par processus MPI.
Celle-ci a ainsi été repoussée dans les perspectives.

Contrairement à l'approche multigroupe où l'on cherche à rester le plus générique possible,
la performance est plus privilégiée dans le développement de cette approche. Ainsi, on n'a im-
plémenté la méthode que dans le cas des maillages coïncidents, tout en prenant soin de montrer
comment il est possible d'adapter la méthode pour les maillages non-coïncidents.

Dans un premier temps, on montre comment on se ramène à une méthode de décomposition
de domaine unidimensionnelle. Ensuite on décrit la méthode de résolution et les optimisations
possibles pour les maillages coïncidents. En�n, les résultats numériques mettent en évidence la
pertinence de la méthode.

Ce chapitre correspond aux travaux développés dans [72].

5.1 Placement de la boucle de décomposition de domaine

A l'aide de quelques manipulations de nature algébrique, on transforme le problème de dé-
composition de domaine sur les équations de la di�usion en plusieurs problèmes de décomposition
de domaine unidimensionnels. Cette transformation revient à placer la boucle de décomposition
de domaine sous la boucle des directions de l'espace provenant des directions alternées.

A�n de garder des notations lisibles, on ne considère que deux sous-domaines d'un espace à
deux dimensions. En revanche, pour être convaincant il est nécessaire d'utiliser un partitionne-
ment suivant deux directions. On considère donc deux sous-domaines ayant à la fois une interface
suivant x et une suivant y (cf. �gure Fig. 5.1). L'implémentation informatique ne gère pas de
domaine non parallélépipédique (comme Ω1), mais il n'y a aucune di�culté à considérer ce type
de sous-domaine au niveau matriciel.
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Fig. 5.1 � Partitionnement en deux sous-domaines séparés par deux interfaces

Dans ce cadre, on est amené à résoudre le système suivant
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Lors de la première étape de cette transformation, les �ux sont éliminés dans chaque sous-
domaine Ωi de la même manière que pour le solveur séquentiel
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Λ→1

W 1
y,x W 1

y Cy
Λ→1

W 2
x W 2

x,y Cx
Λ→2

W 2
y,x W 2

y Cy
Λ→2

t
Cx

Λ→1
t
Cx

Λ→2
t
Cy

Λ→1
t
Cy

Λ→2





J1
x

J1
y

J2
x

J2
y

Λx

Λy


=



B1
xT

−1
1 S1

B1
yT

−1
1 S1

B2
xT

−1
2 S2

B2
yT

−1
2 S2

0
0


. (5.3)



80 Chapitre 5. Approche unidimensionnelle

Grâce à un réordonnancement matriciel par direction, (5.3) devient

W 1
x Cx

Λ→1 W 1
x,y

W 2
x Cx

Λ→2 W 2
x,y

t
Cx

Λ→1
t
Cx

Λ→2

W 1
y,x W 1

y Cy
Λ→1

W 2
y,x W 2

y Cy
Λ→2

t
Cy

Λ→1
t
Cy

Λ→2





J1
x

J2
x

Λx

J1
y

J2
y

Λy


=



B1
xT

−1
1 S1

B2
xT

−1
2 S2

0
B1

yT
−1
1 S1

B2
yT

−1
2 S2

0


.

Cette matrice bloc de taille36 2 × 2 est inversée grâce à un algorithme de Gauss-Seidel par
bloc. Les blocs extra-diagonaux étant diagonaux par bloc, leur produit se parallélise aisément
car il s'agit de produits indépendants dans chaque sous-domaine. La di�culté restant à lever est
la résolution du système linéaire suivant (le second membre provient de l'algorithme de Gauss-
Seidel)

 W 1
d Cd

Λ→1

W 2
d Cd

Λ→2
t
Cd

Λ→1
t
Cd

Λ→2


 J1

d

J2
d

Λd

 =

 F 1
d

F 2
d

0

 . (5.4)

On introduit les notations suivantes37

Ŵd =
(
W 1

d

W 2
d

)
Cd =

(
Cd

Λ→1

Cd
Λ→2

)
Ĵd =

(
Jd

1

Jd
2

)
F̂ d =

(
F d

1

F d
2

)
.

Pour chaque direction d, le système de point-selle suivant doit être résolu(
Ŵd Cd

t
Cd

)(
Ĵd

Λd

)
=
(
F̂d

0

)
. (5.5)

On a donc transformé une décomposition de domaine bidimensionnelle (respectivement tri-
dimensionnelle) en plusieurs résolutions de problèmes unidimensionnels par décomposition de
domaine. Par la suite l'indice d sera omis, lorsque que cela ne prête pas à confusion.

5.2 Algorithme de résolution

Λ est solution du système d'interface suivant(
t
CŴ−1C

)
Λ = t

CŴ−1F̂ . (5.6)

Comme Ŵ est symétrique dé�nie positive et C de rang plein, la matrice d'interface provenant
du système (5.6) est donc également symétrique dé�nie positive. Ce système est alors résolu
via un algorithme de Gradient Conjugué préconditionné. Ensuite Ĵ est calculé par la relation

Ĵ = Ŵ−1
(
F̂ − CΛ

)
. L'Algorithme 17 décrit ces deux opérations.

36De taille 3× 3 en 3D.
37L'exposant ^ permet de distinguer la matrice assemblée Wd sur l'ensemble du domaine Ω de la matrice bloc

diagonale Ŵd constituée des matrices W i
d locales à chaque sous-domaine Ωi.
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Ω1 Γ2
1 Ω2 Γ3

2 Ω3 Γ4
3 Ω4

DDL: J i
x Λx

Terme de couplage : W i
x Cx

Λ→i

Fig. 5.2 � Ω est partitionné en 4 sous-domaines dans la direction x. Comme on s'intéresse à la
résolution par décomposition de domaine dans la direction x après élimination des �ux, le �ux
φi, le courant J

y
i , les termes de couplages Bx

i , B
y
i et Ay

i sont ignorés.

Pour décrire le préconditionneur utilisé, il est nécessaire d'introduire la version multidomaine
du système matriciel. Avec un partitionnement unidirectionnel en K sous-domaines (illustré par
la �gure Fig. 5.2 pour K = 4), les notations suivantes sont introduites :

Ŵ =


W 1

W 2

. . .
WK

 Ĵ =


J1

J2
...
JK

 F̂ =


F1

F2
...
FK



C =


CΛ2

1→1

CΛ2
1→2

. . .

. . . CΛK
K−1→K−1

CΛK
K−1→K

 Λ =


Λ1,2

Λ2,3
...

ΛK,K−1

 .

Avec Sk
i→j = t

C
Λj

k→j
(W j)−1C

Λj
i→j

la matrice de (5.6) appelée S s'écrit

S = t
CŴ−1C =



(
S1

1→2 + S2
2→1

)
S1

3→2

S3
1→2

. . . . . .

. . . . . . SK−2
K→K−1

SK
K−2→K−1

(
SK−1

K−1→K + SK
K→K−1

)

 .

On choisit le préconditionneur bloc diagonal

P−1 =


(
S1

1→2 + S2
2→1

)
. . . (

SK−1
K−1→K + SK

K→K−1

)
 .

Généralement ce préconditionneur est coûteux en termes de temps de calcul et de consom-
mation mémoire, car chacun des blocs est dense. Grâce aux propriétés des éléments �nis de
Raviart-Thomas, on obtient une implémentation e�cace de ce préconditionneur.
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Algorithme 17 : Gradient Conjugué Préconditionné

entrée : F̂
entrée/sortie : Λ initialisé à Λ0

sortie : Ĵ
1 Ĵ = Ŵ−1

(
F̂ − ĈΛ

)
;

2 g =
(t
ĈĴ
)
;

3 z = Pg;
w = z ; dotGZ = < g, z > ;
while ! Convergence do

6 Sw = (tĈŴ−1Ĉ)w ;

ρ = − dotGZ

< w, Sw >
;

8 Λ = Λ + ρw ;
g = g + ρSw ;

10 z = Pg;
dotGZold = dotGZ ; dotGZ = < g, z > ;

w = z +
dotGZ

dotGZold
w ;

end

14 Ĵ = Ŵ−1
(
F̂ − ĈΛ

)

5.3 Optimisations dans le cadre des maillages coïncidents

Les optimisations présentées sont basées sur la structure très creuse des matrices Sk
i→j qui

peuvent ainsi être stockées. En e�et, la méthode naturelle pour calculer le produit par une matrice
Sk

i→j consiste à faire un appel au solveur local (W
j)−1 qui a une complexité linéaire avec le nombre

de degrés de liberté de courant dans la direction d. Pour des maillages coïncidents, les lignes de
courant sont indépendantes (cf. �gure Fig. 5.2). Les matrices Sk

i→j sont donc diagonales ; on
peut donc facilement les stocker et les opérations sur ces matrices telle que le produit par un
vecteur sont ainsi linéaires avec le nombre de degrés de liberté du multiplicateur entre les deux
sous-domaines Ωi et Ωj . Pour construire les matrices Sk

i→j , le produit par un vecteur d'interface
ne contenant que des 1 est calculé en utilisant le solveur local basé sur une descente/remontée.
Ce calcul est fait lors de la première itération de la puissance. Le coût de ce calcul (au maximum
deux appels38 au solveur local dans chaque sous-domaine) est amorti avec le nombre d'itérations
de puissance.

Cette méthode peut se généraliser à des maillages non-coïncidents s'ils conservent le caractère
creux des matrices Sk

i→j . Si le maillage �n est inclus dans le maillage grossier avec un ratio r,
cette matrice est bande de largeur égale à 2r3 − 1. L'adaptation aux maillages non-coïncidents
ne requière plus de stocker Sk

i→j mais de décomposer cette matrice à l'aide des matrices de Qi,j

(cf. page 52)

Sk
i→j = t

C
Λj

k→j
(W j)−1C

Λj
i→j

= t
Cj→kεj,kQj,k(W j)−1t

Qi,jεi,jCi→j ,

et de stocker les matrices εj,kQj,k(W j)−1t
Qi,jεi,j qui sont diagonales.

38Un appel par interface.
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5.3.1 Une implémentation e�cace du préconditionneur

Comme les matrices Sk
i→j sont diagonales, les matrices P−1 et donc P sont également diago-

nales. Le préconditionneur bloc diagonal est donc un préconditionneur diagonal. Seul un vecteur
d'interface est nécessaire pour stocker P . Pour chaque interface Γi,j , les contributions provenant
de Si

i→j et S
j
j→i sont additionnées pour obtenir P

−1. P est obtenue en inversant terme à terme39

les éléments diagonaux de P . L'application de P (lignes 3 et 10 de l'Algorithme 17) est peu
coûteuse car il s'agit de produit terme à terme entre deux vecteurs.

5.3.2 Une implémentation e�cace du produit par la matrice d'interface

Pour calculer Sω (ligne 6 de l'Algorithme 17), le produit de S par le vecteur ω qui est
décomposé sur chaque partie Γi,j de l'interface ω = t(ω2

1, ω
3
2, . . . , ω

K
K−1), quatre contributions par

interface sont à prendre en compte. Pour une interface Γr
l , entre un sous-domaine de gauche Ωl

et un sous-domaine de droite Ωr, les quatres contributions de la composante (Sω)r
l du vecteur Sω

sont regroupées deux par deux. On explicite ces termes, en notant l′ l'indice l − 1 et r′ l'indice
r + 1 :

(Sω)r
l = Sl

l→l′ω
l′
l +

(
Sl

l→r + Sr
r→l

)
ωr

l + Sr
r′→rω

r′
r

=
(
Sl

l→l′ω
l′
l + Sl

l→rω
r
l

)
+
(
Sr

r→lω
r
l + Sr

r→r′ω
r′
r

)
.

L'expression de (Sω)r
l contient quatre termes correspondant aux quatre termes calculés. Le

regroupement en deux termes correspond à l'in�uence des sous-domaines Ωl et Ωr. Les matrices
étant stockées, le coût est linéaire par rapport à la taille des interfaces. Le coût de cette opération
est donc essentiellement lié au coût des communications des vecteurs. La séparation suivant les
in�uences de chacun des sous-domaines, correspond de fait aux vecteurs qui sont communiqués.
Dans la partie concernant les schémas de communication, l'Algorithme 18 décrit cette opération
avec une vision centrée sur un sous-domaine et non sur une interface.

5.3.3 Re-calcul e�cace de la solution locale

Avec le stockage des matrices Sk
i→j , on évite un appel coûteux aux solveurs locaux (W i)−1

par itération de Gradient Conjugué. L'implémentation de l'Algorithme 17 contient encore deux
appels aux solveurs locaux (lignes 1 et 14). A�n de diminuer le coût du second appel (ligne 14),
on le décompose en deux parties, dont une a déjà été calculée lors du calcul du résidu (ligne 1),
et une qui prend en compte les modi�cations des multiplicateurs de Lagrange Λ (ligne 8) :

Ĵ = Ŵ−1
(
F̂ − CΛ0

)
+ Ŵ−1C∆ with ∆ = Λ0 − Λ.

Le vecteur J̃i, dé�ni comme la restriction du second terme (J̃ = Ŵ−1C∆) au sous-domaine Ωi,
peut être calculé e�cacement. En e�et le vecteur J̃i se décompose en un terme prenant en compte
les modi�cations du multiplicateur de gauche (∆l

i) et en un autre pour celles du multiplicateur
de droite (∆r

i ) :

J̃i =
(
(W i)−1CΛl

i→i

)
∆l

i +
(
(W i)−1CΛr

i→i

)
∆r

i . (5.7)

39Dans le cas de maillages non-coïncidents, cette opération peut être plus complexe. Si P est trop dense, il faut
envisager un préconditionneur moins coûteux.
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Pour chaque ligne de courant indicée par c, on note :
� V|c la restriction d'un vecteur de courant V sur la ligne c ;
� ω[c] la restriction d'un vecteur d'interface ω sur la ligne c.

On utilise des notations di�érentes car V|c est un vecteur et ω[c] un scalaire. On note 1, un vecteur
d'interface ne contenant que des 1. Grâce à l'indépendance des lignes de courant, l'équation (5.7)
est équivalente à

∀c, J̃i|c = ∆l
i[c].

(
(W i)−1CΛl

i→i1
)
|c

+ ∆r
i [c].

(
(W i)−1CΛr

i→i1
)
|c
. (5.8)

Le calcul de Ĵ (ligne 14 de l'Algorithme 17) s'écrit donc dans chaque sous-domaine comme
une combinaison linéaire de trois vecteurs dont les coe�cients sont mis à jour pour chaque ligne
de courant. Ce calcul est moins coûteux que l'appel aux solveurs locaux qui implique chacun une
descente-remontée utilisant la factorisation de Cholesky d'une matrice Wd. A l'initialisation, il
n'y a pas de surcoût en termes de calcul car les vecteurs (W i)−1C

Λj
i→i

1 ont déjà été calculés

pour la construction des matrices Si
i→j . Le surcoût se situe au niveau mémoire car pour chaque

sous-domaine Ωi, ces deux vecteurs ((W i)−1
i CΛl

i→i1 et (W i)−1CΛr
i→i1) ne sont a priori que des

vecteurs temporaires ; désormais, ils sont stockés durant le déroulement de l'algorithme de la
puissance.

5.4 Implémentation en mémoire distribuée

5.4.1 Distribution des données

Le partitionnement en sous-domaines et le stockage des données associées à chaque sous-
domaine sont identiques à ceux de l'approche multigroupe (cf. page 67). Le domaine spatial Ω est
partitionné en Kx×Ky×Kz sous-domaines. Chaque processus stocke les données correspondant
à son sous-domaine, pour chaque groupe d'énergie, pour chaque harmonique, et ce a�n d'éviter
de communiquer un champs spatial complet.

Dans le cas où l'on envisage de traiter des domaines avec géométrie non complétée (cf.
page 26), ou avec des maillages non-coïncidents, l'équilibrage de la charge doit se faire dans
chaque direction de l'espace. Dans la pratique, il su�t d'équilibrer la charge en considérant le
nombre de degrés de liberté de �ux. On note ni

x ∗ ni
y ∗ ni

z le nombre de degrés de liberté de �ux
pour le sous-domaine Ωi. On suppose que Ωi et Ωj sont équilibrés en termes de nombre de degrés
de liberté de �ux : ni

x ∗ ni
y ∗ ni

z = nj
x ∗ nj

y ∗ nj
z. On cherche à évaluer l'équilibre dans la direction

x des degrés de liberté de courant en évaluant le rapport suivant :

r =
(ni

x + 1).ni
y.n

i
z

(nj
x + 1).nj

y.n
j
z

=
(1 + 1

ni
x
)

(1 + 1

nj
x
)
.

Ainsi si l'on évite les sous-domaines de petite taille, le rapport r est proche de 1 : les sous-domaines
sont donc équilibrés pour les courants dans chaque direction.

Pour les vecteurs d'interface, on opte pour la stratégie 3 (cf. page 67) généralement plus
complexe à mettre en ÷uvre mais ici plus e�cace. Celle-ci consiste à stocker chaque vecteur
d'interface sur les deux sous-domaines voisins. Chaque vecteur d'interface40 ainsi que les opéra-
tions sur ces vecteurs sont ainsi dupliqués. Toutefois, ce coût est compensé par la diminution des

40Le préconditionneur est également dupliqué.
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communications. La �gure Fig. 5.3 permet de comparer les communications engendrées par la
stratégie 1 sans duplication des vecteurs d'interface et la stratégie 3 avec duplication des vecteurs
d'interface. On remarque qu'avec la stratégie 3, on économise une communication41 et que ces
communications peuvent se recouvrir42 (cf. annexe D). Un autre avantage de cette solution réside
dans l'unicité du schéma de communication point à point car seules les matrices

t
C impliquent

des communications point à point. On décrit plus en détails le schéma de communication dans
le paragraphe suivant.

Cet algorithme est généralement plus délicat à mettre en ÷uvre car il faut véri�er que les
vecteurs soient numériquement parfaitement équivalents. Ainsi, lorsque des opérations sont du-
pliquées, il faut faire attention au fait que tous les opérateurs ne sont plus associatifs. En e�et de
légères di�érences liées à des erreurs d'arrondi peuvent entraîner des e�ets de seuil di�érents dans
deux sous-domaines. Dans notre cas, on n'est pas confronté à ces di�cultés car les opérations
dupliquées sont soit e�ectuées dans le même ordre (opération de type AXPY sur les vecteurs
d'interface), soit elles ne concernent que deux vecteurs (somme de deux contributions provenant
du produit par la matrice

t
C).

Stratégie 1 Stratégie 3
Ligne de l'Algorithme 17 (sans duplication) (avec duplication)

Ω1 : maître esclave : Ω2 Ω1 Ω2

1 : Ĵ = Ŵ−1
(
F̂ − CΛ

)

2 : g =
(

t
CĴ
)

6 : Sw =
(

t
CŴ−1C

)
w

14 : Ĵ = Ŵ−1
(
F̂ − CΛ

)

Fig. 5.3 � Nombre de communications avec et sans duplication des vecteurs d'interface

5.4.2 Schéma de communication

Le schéma de communication est basé sur deux types de communication :

� les communications point à point ;
� les communications globales.

41Dans le cas de l'approche multigroupe, les algorithmes d'Uzawa ne nécessitent pas cette dernière communi-
cation.

42Dans le cas de l'approche multigroupe, les communications peuvent être en partie recouvertes par le calcul
du produit par les matrices de couplage.
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Algorithme 18 : Produit par S
exécuté par : processus i
entrée : ωl

i et ω
r
i

sortie : Sωl
i et Sω

r
i

pour n ∈ {l, r} faire
Demande de réception asynchrone du
processus n dans tmpRecvn

i ;
�n
pour n ∈ {l, r} faire

Sωn
i = Sn

i→lω
l
i + Sn

i→rω
r
i ;

tmpSendn
i = Sωn

i ;
Envoi asynchrone de tmpSendn

i au
processus n;

�n
pour n ∈ {l, r} dans l'ordre de réception
faire

Attente de réception de tmpRecvn
i ;

Sωn
i +=tmpRecv

n
i ;

�n
Attendre que les données soient envoyées;

Algorithme 19 : Produit par tC

exécuté par : processus i
entrée : Ji

sortie : ωl
i et ω

r
i tel que ω = t

CJ
pour n ∈ {l, r} faire

Demande de réception asynchrone du
processus n dans tmpRecvn

i ;
�n
pour n ∈ {l, r} faire

ωn
i = t

CΛi
n→iJi;

tmpSendn
i = ωn

i ;
Envoi asynchrone de tmpSendn

i au
processus n;

�n
pour n ∈ {l, r} dans l'ordre de réception
faire

Attente de réception de tmpRecvn
i ;

ωn
i +=tmpRecv

n
i ;

�n
Attendre que les données soient envoyées;

Rappel : l désigne l'interface de gauche et r celle de droite du sous-domaine Ωi.

B Les communications point à point sont nécessaires pour échanger des vecteurs d'interface.
Avec le choix de dupliquer les vecteurs d'interface, les seules communications requises proviennent
du produit par

t
C de Algorithme 17 (lignes 2 et 6).

� Pour la ligne 2, l'Algorithme 19 décrit cette opération au moyen de communications
asynchrones ;

� Pour la ligne 6, l'Algorithme 18 suit exactement le même schéma de communication ;
seules les notations et les données calculées sont modi�ées pour prendre en compte l'en-
semble du produit par la matrice d'interface.

B Les communications globales sont nécessaires pour calculer des produits scalaires. Selon le
type de vecteur pour lequel on calcule un produit scalaire, on est amené à considérer di�érentes
familles de communicateurs :

� Le communicateur CommWorld43 contient les Kx×Ky×Kz processeurs. Ce communicateur
est utilisé pour calculer le produit scalaire des itérations externes grâce à l'opération de
réduction MPI_Allreduce. Les algorithmes de Gauss-Seidel (groupes d'énergie et harmo-
niques) peuvent impliquer des produits scalaires pour évaluer le critère de convergence44.
L'algorithme de la puissance implique également de calculer des produits scalaires pour le
calcul de la valeur propre, pour l'accélération de Tchebychev et en�n pour l'évaluation du
critère de convergence ;

� Pour chaque sous-domaine, un communicateur par direction est créé. Pour un cas 2D,
ces communicateurs sont appelés CommX et CommY (cf. �gure Fig. 5.4). Comme les lignes

43Généralement MPI_COMM_WORLD est utilisé pour ce communicateur.
44Si le critère de convergence �xe le nombre d'itération à 1, il n'y a pas d'évaluation de produits scalaires.
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de courant sont indépendantes, l'algorithme du Gradient Conjugué peut être appelé sur
une ligne ou un groupe de lignes de courant. Ces di�érentes possibilités ne sont a priori
pas équivalentes. On a décidé de regrouper ces lignes a�n que les groupes respectent le
partitionnement cartésien en sous-domaines (sur la �gure Fig. 5.4, on observe 2 groupes
de 2 lignes dans la direction x, et 3 groupes de 2 lignes dans la direction y). Cela permet
de
� minimiser la taille des communicateurs. Le communicateur CommX contient Ky proces-
sus. Si l'on regroupait toutes les lignes, CommX serait égale à CommWorld et le coût des
opérations de réduction en serait plus élevé ;

� minimiser la taille des données lors des communications globales : on ne communique
que des données scalaires. Si l'on avait choisi des groupes ne contenant qu'une ligne de
courant, les opérations de réduction ne s'e�ectueraient plus sur un scalaire mais sur un
vecteur dont la taille est celle d'un vecteur d'interface. On n'observe pas de problèmes
de convergence avec la solution actuelle. S'il l'on en observait, on pourrait envisager
une solution intermédiaire consistant à choisir plusieurs groupes de lignes par ligne de
sous-domaines.

Fig. 5.4 � Communicateurs du sous-domaine Ω4

5.4.3 Algorithmes itératifs imbriqués

Comparé à l'algorithme monodomaine, on ajoute une nouvelle boucle (cf. Algorithme 10)
pour obtenir la convergence de l'Algorithme 17. En termes d'intégration dans le processus
itératif imbriqué, il faut répondre à trois points :

1. comment initialise-t-on l'algorithme de Gradient Conjugué Préconditionné ?

2. comment implémente-t-on les produits matriciels des algorithmes externes ?

3. quel critère de convergence utilise-t-on pour le système d'interface ?
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5.4.3.1 Initialisation du solveur d'interface

Avec l'approche unidimensionnelle, les solveurs locaux appelés par l'algorithme d'interface
sont des solveurs directs ne nécessitant pas d'initialisation. Le seul problème à résoudre est
donc l'initialisation du problème d'interface. Pour ce faire on utilise la même initialisation que
pour l'approche multigroupe. On utilise la valeur du multiplicateur à l'itération précédente de la
puissance. Comme dans le paragraphe 4.2.2.1, on applique également l'accélération de Tchebychev
à cette valeur d'initialisation.

5.4.3.2 Implémentation des produits matriciels externes

Dans la première partie de ce chapitre, on a transformé algébriquement une méthode de
décomposition de domaine sur l'ensemble du domaine spatial en plusieurs décompositions de
domaine unidimensionnelles. Lors de l'application au problème multigroupe, on a aussi à paral-
léliser les produits matriciels externes. Il s'agit des produits par les termes extra-diagonaux des
matrices multi-harmoniques et multigroupes. On rappelle donc dans un premier temps comment
on parallélise un produit matriciel. On considère le produit suivant S0

SΓ

S1

 =

 A0,0 AΓ,0

A0,Γ A0
ΓΓ +A1

ΓΓ AΓ,1

A1,Γ A11

 X0

X0
Γ +X1

Γ

X1

 . (5.9)

Pour réaliser ce produit, on e�ectue les produits locaux(
s0
s0Γ

)(
A0,0 AΓ,0

A0,Γ A0
ΓΓ

)(
X0

X0
Γ +X1

Γ

)
et

(
s1
s1Γ

)
=
(

A11 A1,Γ

AΓ,1 A1
ΓΓ

)(
X1

X0
Γ +X1

Γ

)
.

(5.10)
Puis on remarque que  S0

SΓ

S1

 =

 s0
s0Γ + s1Γ
s1

 . (5.11)

Plus généralement le produit matriciel est décomposé en quatre étapes :

1. communication des vecteurs X0
Γ et X1

Γ ;

2. calcul des produits locaux (5.10) ;

3. communication des vecteurs s0Γ et s1Γ ;

4. somme des vecteurs s0Γ et s1Γ .

Dans notre cas, le vecteur X est issue de la méthode de décomposition de domaine. La valeur
à l'interface (X0

Γ +X1
Γ) est donc déjà dans chaque sous-domaine ; la première étape a donc déjà

été e�ectuée implicitement par l'algorithme de décomposition de domaine. Comme le résultat des
produits matriciels sert de second membre à la méthode de décomposition de domaine, le terme
sur l'interface est réparti pour moitié sur chaque sous-domaine. Les étapes 3 et 4 ne sont donc
pas nécessaires. Au �nal, les produits par les matrices extra-diagonales ne nécessitent aucune
communication supplémentaire.

5.4.3.3 Critère de convergence

On utilise la même stratégie que pour les autres boucles en �xant un nombre d'itération maxi-
mal pour l'algorithme du gradient conjugué et la convergence du processus global est contrôlée
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par les itérations externes (la boucle de la puissance). Dans la suite, on note GCPi l'algorithme de
Gradient Conjugué Préconditionné avec i itérations. Les études numériques montrent que pour
le nombre de sous-domaines nous intéressant (inférieur à 200), l'algorithme GCP1 est su�sant. S'il
s'avérait nécessaire d'utiliser un nombre d'itérations plus élevé, cela ne serait pas très pénalisant
car une itération supplémentaire ne requiert pas de calcul sur l'ensemble du sous-domaine. Si
l'on souhaite néanmoins optimiser le nombre de communications, on peut envisager d'utiliser des
critères de convergence di�érents par direction ou par groupe d'énergie ou par harmonique.

5.5 Applications numériques

Pour analyser les résultats numériques, on a utilisé la même méthodologie que pour l'approche
multigroupe (cf. chapitre 4.4 page 69). Concernant l'analyse des résultats (hors performance),
on a utilisé plus de sous-domaines (jusqu'à 961 sous-domaines), a�n d'atteindre les limites de la
méthode qui n'étaient pas atteintes avec 289 sous-domaines.

5.5.1 BenchMarkAIEA

On reporte sur la �gure Fig. 5.5(a) le nombre d'itérations externes pour les algorithmes GCP1
et GCP2. On observe un très bon comportement des deux algorithmes. En e�et, entre 2 et 121
sous-domaines le nombre d'itérations de puissance est le même que celui de l'algorithme séquen-
tiel monodomaine (78). Entre 144 et 575 sous-domaines, l'algorithme GCP1 provoque une légère
augmentation du nombre d'itérations externes, et au delà de 676 sous-domaines, l'algorithme de
la puissance ne converge plus en moins de 300 itérations externes. L'utilisation de l'algorithme
GCP2 améliore le comportement de la puissance. De 2 à 575 sous-domaines, le comportement est
identique à celui du solveur séquentiel. A partir de 625 sous-domaines, le nombre d'itérations
externes augmente légèrement (inférieur à 12%).

Avec les algorithmes GCP1 et GCP2, la précision obtenue est très satisfaisante (cf. �gures
Fig. 5.5(b) et Fig. 5.5(c)). En e�et, la solution obtenue est toujours très proche de la solution
de référence à l'exception de trois points concernant la valeur propre keff . Ces trois points ne
sont pas problématiques car

� le solveur monodomaine est plus précis que nécessaire sur la valeur propre. Le critère d'arrêt
limitant est celui sur le vecteur propre et non sur la valeur propre ;

� on n'observe pas cet écart pour le vecteur propre ;
� ces points correspondent à un grand nombre de sous-domaines (400, 529 et 625) ;
� avec GCP2, ces points disparaissent.

L'algorithme GCP2 aboutit à une solution plus proche de la solution monodomaine que l'algo-
rithme GCP1, sans pour autant obtenir une solution plus proche de la solution de référence. Ce
résultat justi�e a posteriori l'utilisation d'un algorithme itératif pour le système d'interface.

Comme jusqu'à 169 sous-domaines45 les algorithmes GCP1 et GCP2 n'induisent pas une aug-
mentation du nombre d'itérations externes, la comparaison de performance met en évidence le
surcoût de calcul et de communication lié à une itération supplémentaire de l'algorithme de
Gradient Conjugué. On reporte donc sur la �gure Fig. 5.5(d) l'e�cacité parallèle de ces deux
algorithmes. Les résultats sont très bons :

� sur certains points l'e�cacité est supérieure à 100% ;

45Comme il n'a pas été possible d'avoir l'ensemble du cluster à disposition, on n'est pas en mesure de présenter
des résultats à 196 n÷uds.
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� le surcoût de GCP2 par rapport à GCP1 est faible et croissant avec le nombre de sous-
domaines. En e�et le rapport taille d'interface sur taille de sous-domaine est également
croissant.

Les e�cacités supérieures à 100% sont expliquées par la petite taille des sous-domaines per-
mettant de tirer parti des e�ets de cache (ceux-ci ont été mis en évidence avec la �gure Fig. 1.13).
Les e�cacités inférieures à l'idéal s'explique de la façon suivante :

� les opérations sur les vecteurs d'interface et pour la reconstruction des courants ont un
coût faible mais non nul ;

� le fait d'utiliser deux nouveaux vecteurs pour reconstruire les courants, peut nuire aux
e�ets de cache ;

� la duplication des degrés de liberté sur les interfaces génère un peu de calcul supplémen-
taire ;

� le partitionnement cartésien peut créer un léger déséquilibre de charge ;
� pour un nombre élevé de sous-domaines, les communications ne peuvent être négligées.

Il est di�cile de faire la part entre ces di�érentes explications. Pour comprendre en détails
les performances, il faudrait un modèle de coût prenant en compte de manière précise le cache.
La �gure Fig. 5.5(e), détaillant trois parties du solver pour le premier n÷ud :

� les descentes-remontées sur les matrices W 0
d factorisées ;

� le calcul du second membre du système (5.4) et le re-calcul des �ux (5.2) ;
� les communications.

permet donc de mettre en évidence deux grandes tendances :
� à partir de 25 sous-domaines, le calcul du second membre impliquant des produits par les
matrices Bd béné�cie d'e�et de cache ;

� avec un grand nombre de sous-domaines, le temps des communications n'est plus négli-
geable.

Sur la �gure Fig. 5.6, on reporte l'e�cacité de l'algorithme GCP1 pour les discrétisations
SP1/RT0, SP3/RT0 et SP1/RT1. On ne présente pas de résultats pour le cas SP3/RT1 car on
ne dispose pas de temps de référence monodomaine séquentiel. La moins bonne e�cacité avec
le cas SP1/RT1 s'explique par le fait que le problème est beaucoup plus gros (×8) et les sous-
domaines trop gros pour béné�cier des e�ets de cache. On obtient une meilleure e�cacité avec
le cas SP3/RT0 car le couplage entre les systèmes de di�usion met en ÷uvre les matrices Bd qui
béné�cient des e�ets de cache.

Ces résultats très encourageants demandent d'être con�rmés sur des données provenant d'un
cas industriel.



5.5. Applications numériques 91

70

80

90

100

110

120

130

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

N
o
m

b
r
e

d
’i
t
é
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5.5.2 REP 900MW

Contrairement à l'approche multigroupe où le comportement di�ère entre les cas tests, on
observe également avec le REP 900MW un très bon comportement pour le nombre d'itérations
externes (cf. �gure Fig. 5.7(a)), pour la précision de la solution obtenue (cf. �gures Fig. 5.7(b)
et Fig. 5.7(c)) et pour les performances (cf. �gures Fig. 5.7(d), Fig. 5.7(e) et Fig. 5.8). Sur ce
cas ayant 40 cellules axiales, on peut utiliser des partitionnements en 2 et 4 parties suivant la
direction z sans déséquilibre de charge. Les résultats avec 36 sous-domaines (respectivement 144
sous-domaines) sont reportés sur le tableau Tab. 5.1 (respectivement tableau Tab. 5.2) pour
l'algorithme GCP1 :

� le choix générique de partitionnement (décrit page 71) conduit sur ces deux cas au parti-
tionnement le plus e�cace ;

� les partitionnements unidimensionnels tel que (36, 1, 1) font augmenter le nombre d'itéra-
tions externes ; ce type de partition est donc à proscrire. On observe également une légère
perte de précision ;

� partitionner axialement ne diminue que faiblement les performances ;
� les di�érences de performance pour des partitions symétriques tel que (9, 1, 4) et (1, 9, 4) ne
s'expliquent pas uniquement par le bruit des mesures. En e�et l'algorithme de Gauss-Seidel
crée des dissymétries par le choix de l'ordre de parcours des trois directions de l'espace.

partition itérations externes temps (en s) |keff − kref
eff | ‖X −Xref‖2

(6, 6, 1) 88 6, 680 2, 64.10−7 1, 63.10−3

(4, 9, 1) 88 6, 749 2, 66.10−7 1, 63.10−3

(9, 4, 1) 88 6, 731 2, 64.10−7 1, 62.10−3

(36, 1, 1) 830 70, 17 4, 42.10−7 2, 38.10−3

(1, 36, 1) 826 68, 89 4, 59.10−7 2, 42.10−3

(6, 3, 2) 88 6, 912 2, 63.10−7 1, 63.10−3

(3, 6, 2) 88 6, 884 2, 63.10−7 1, 63.10−3

(9, 1, 4) 88 7, 144 2, 60.10−7 1, 62.10−3

(1, 9, 4) 88 7, 271 2, 61.10−7 1, 62.10−3

(3, 3, 4) 88 7, 090 2, 63.10−7 1, 63.10−3

Tab. 5.1 � In�uence du partitionnement : 36 sous-domaines

partition itérations externes temps (en s) |keff − kref
eff | ‖X −Xref‖2

(12, 12, 1) 88 1, 548 2, 92.10−7 1, 54.10−3

(8, 9, 2) 88 1, 588 2, 60.10−7 1, 62.10−3

(9, 8, 2) 88 1, 606 2, 59.10−7 1, 61.10−3

(6, 6, 4) 88 1, 695 2, 63.10−7 1, 63.10−3

Tab. 5.2 � In�uence du partitionnement : 144 sous-domaines
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5.5.3 Bilan

Les résultats sont très satisfaisants. La stabilité du nombre d'itérations montre qu'il n'est
pas nécessaire pour nos applications d'envisager un solveur direct ou un préconditionneur plus
complexe. En e�et, ceux-ci impliquent des communications supplémentaires, mais ne permettent
pas de diminuer le nombre d'itérations externes.

L'approche multigroupe ne permet pas de se comparer favorablement à la méthode de Schwarz
avec conditions de Robin [9, 73]. En revanche, l'approche unidimensionnelle ne sou�re pas de la
comparaison :

� on ne peut pas comparer exactement les performances car on ne peut pas faire tourner
les mêmes cas tests et utiliser les mêmes machines. A priori, le volume de calculs et de
communications sont du même ordre. On s'attend donc à des performances du même ordre ;

� il n'y a aucun paramètre à déterminer pour faire fonctionner la méthode correctement ;
� la méthode semble plus stable et plus précise. La méthode a été testée avec un plus grand
nombre de sous-domaines sans observer une perte de précision ;

� il n'y a aucun recouvrement : la gestion des données est facilitée.

On note toutefois quelques inconvénients :
� la méthode est légèrement plus complexe à implémenter dans le cas d'un sous-domaine par
processeur car elle nécessite l'ajout d'un solveur de Krylov. La méthode reste peu intrusive,
car on réutilise le solveur interne W−1. Cette réutilisation peut paraître anecdotique car
il s'agit d'une simple descente-remontée sur la matrice factorisée. Or une implémentation
performante de ce solveur dépend de l'architecture matérielle [74] ;

� la méthode est plus complexe à implémenter dans le cas de plusieurs sous-domaines par
processeur. Celle-ci nécessitera de plus importantes modi�cations dans le code existant. Ces
modi�cations sont beaucoup moins importantes lorsque le stockage et l'algorithme sont au
niveau multigroupe ;

� lorsqu'on augmentera le nombre de groupes d'énergie, la granularité des calculs restera
identique. L'e�cacité parallèle sera a priori semblable à celle mesurée actuellement. Avec la
méthode de Schwarz se plaçant au dessus des groupes, on peut espérer utiliser e�cacement
plus de processeurs sans être pénaliser par le coût des communications. Cet inconvénient
reste théorique car on ne sait pas comment va se comporter numériquement la méthode de
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Schwarz lorsque l'on augmentera le nombre de groupes d'énergie. La stabilité des résultats
observés avec l'approche unidimensionnelle, laisse espérer un comportement sera proche de
celui du solveur monodomaine séquentiel.

5.6 Vers une intégration au sein de la plate-forme Cocagne

Les résultats très encourageants obtenus avec l'approche unidimensionnelle nécessitent d'être
con�rmés au sein de la plate-forme Cocagne. En e�et au sein de celle-ci, on ajoute des niveaux
d'itérations supplémentaires, pour le couplage multi-physique et pour les applications métiers.
Avant de mettre en ÷uvre une intégration performante au sein de la plate-forme, il s'agit de
véri�er que l'impact de la décomposition de domaine sur les critères de convergence est faible. On
présente donc dans cette section, un calcul Métier que l'on est actuellement incapable de passer
sans décomposition de domaine, pour des ordres élevés d'éléments �nis. Par la loi d'Amdahl, on
sait avant implémentation que les performances du processus complet où seul le solveur SPn est
parallélisé, sont modérées. L'objectif est donc de véri�er la faisabilité et les contraintes imposées
par la parallélisation de la plate-forme en mémoire distribuée. Le reste de la plate-forme est d'un
point de vue numérique simple à paralléliser :

� les contre-réactions et la génération des sections sont locales ;
� pour l'instant, le module de thermo-hydraulique est uniquement axial, il ne requiert donc
pas de communications si on utilise des partitionnements radiaux.

5.6.1 Présentation du problème

On a choisi comme procédure métier une recherche de Bore critique [75] qui fait intervenir des
itérations externes à la boucle de puissance et un couplage avec le module de thermo-hydraulique.
L'objectif d'une recherche de Bore critique est d'ajuster la concentration en Bore du c÷ur a�n
d'obtenir un c÷ur critique (keff = 1). Cette concentration est obtenue par un algorithme ité-
ratif. Si le réacteur est sur-critique (keff > 1) la concentration en Bore est augmentée et elle
est diminuée si le c÷ur est sous-critique (keff < 1). Ensuite la nouvelle concentration, et des
températures du combustible et du modérateur (eau), on met à jour les sections servant d'en-
trées au solveur SPn. Le �ux neutronique obtenu en sortie du solveur SPn sert au module de
thermo-hydraulique pour calculer les températures combustible et modérateur. Le module de
contre-réactions permet de calculer les sections en fonction des températures, et des concentra-
tions des produits de �ssion (Xeon, Samarium, . . .). Au sein de ce système itératif décrit sur la
�gure Fig. 5.9, l'algorithme de la puissance est bloqué à 15 itérations, et les boucles de couplage
à 1 itération.

5.6.2 Description informatique

La plate-forme utilise essentiellement deux langages :
� Python un langage de haut niveau permettant à l'utilisateur de combiner des procédures
métier ;

� C++ un langage de plus bas niveau, utilisé pour implémenter de manière performante les
solveurs.

L'interface entre ces deux langages est réalisée par swig46.

46http://www.swig.org/

http://www.swig.org/


5.6. Vers une intégration au sein de la plate-forme Cocagne 97

Solver SPn

Thermo-hydraulique

Contre-réactions

Modification Concentration en Bore

Sortie

Oui

Non

Oui

Non

Initialisation

Entrée

Calcul des concentrations des produits de fission

Non

Oui

Convergence
couplage

Convergence
couplage

Convergence
Bore critique

Fig. 5.9 � Recherche de Bore critique

Dans un premier temps, pour éviter d'impacter l'ensemble de la plate-forme, on a décidé
d'intégrer le solveur SPn parallèle développé en conservant le reste de la plate-forme au sein
d'un processus séquentiel. Lors de la première exécution du solveur SPn, on lance les processus
MPI grâce à un appel système contenant la commande mpirun. L'ensemble de ces processus est
appelé serveur MPI. Les sections d'entrée du solveur SPn sont transférées entre l'exécutable de
la plate-forme et le premier processus du serveur MPI par �chiers. Ensuite, le premier processus
MPI découpe les données et les distribue sur chacun des n÷uds. Le calcul SPn parallèle peut alors
être exécuté. Une fois le calcul �ni le coe�cient e�ectif de multiplication keff et le �ux obtenus
sont rapatriés sur le processus de la plate-forme par communication MPI puis par �chier. Lors du
second appel au solveur SPn, on réutilise le serveur MPI lancé lors de la première exécution, a�n
d'économiser un appel à mpirun et de garder en mémoire les vecteurs permettant d'initialiser
correctement les solveurs itératifs. On représente l'ensemble du �ux de données sur la �gure
Fig. 5.10.

Les résultats présentés dans les sections 4.4 et 5.5 ont été obtenus grâce à l'implémentation
faite sur les bases du module C++ du solveur SPn de la plate-forme Cocagne. Le travail fait
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pour obtenir les résultats présentés dans cette section concerne essentiellement les problèmes de
transferts de données du processus python au n÷ud 0 du serveur MPI, du découpage et envoi
des données à chaque n÷ud MPI et le rapatriement des données au processus python. Une partie
importante de ce travail a été e�ectuée par Hervé Ozdaba lors de son stage de �n d'étude [76].

5.6.3 Résultats

On a appliqué une recherche la Bore critique sur la campagne Gravelines 514 avec des don-
nées initialement crayon par crayon. Ce cas est donc plus complexe que celui décrit page 30
car il y a plus d'hétérogénéités dans les sections d'entrée du solveur SPn. On reporte dans le
tableau Tab. 5.3 pour 1, 4, 36 et 100 processeurs et les éléments �nis RT0, RT1 et RT2 :

� la concentration en Bore ;
� le temps total ;
� le temps passé dans le solveur SPn (incluant les transferts de données) ;
� le temps de la partie séquentielle de la procédure.

Dans un premier temps, on observe que le résultat (la concentration en Bore) ne dépend pas
du nombre de processeurs, con�rmant ainsi la validité de la méthode. En RT0, les facteurs
d'accélération sont faibles, car on ne parallélise que 16% du code ; la loi d'Amdahl permet donc
de majorer le facteur d'accélération par 1.19. Si l'on considère juste la partie du solveur SPn le
facteur d'accélération reste limité (1.5 pour 4 n÷uds). En e�et le solveur SPn parallèle prend
en compte les di�érents coûts du passage des données du processus séquentiel aux processus
parallèles :

� le coût du transfert par �chier du processus de la plate-forme au n÷ud 0 du serveur MPI ;
� le coût du découpage des sections ;
� le coût de transfert par MPI des sections sur chaque n÷ud MPI ;
� le coût de rapatriement des �ux par MPI ;
� le coût de rapatriement des �ux dans la plate-forme par �chier.

En augmentant l'ordre des éléments �nis, ces coûts de transfert et la durée de la partie séquentielle
restent constants. On obtient donc une meilleure e�cacité parallèle en RT1 et en RT2. Cette
e�cacité est d'autant meilleure en RT1, car le code séquentiel utilise le swap. En RT2 on n'est
pas capable de passer ce calcul sur cette machine. Dans [77], sur une machine de 32 Gigas et
avec un autre calcul métier (une longueur de campagne) le solveur SPn représente 14% du temps
total en RT0, 57% en RT1 et 84% en RT2.

Avec cette intégration naïve, on a montré la pertinence au niveau numérique de la méthode.
En l'état, elle permet de passer des cas trop gourmands en mémoire. En revanche les facteurs
d'accélération du processus global restent limités. Ces résultats constituent un premier pas im-
portant en vue de la parallélisation de l'ensemble de la plate-forme permettant de tirer parti de
la performance de l'approche unidimensionnelle :

� en réduisant la partie séquentielle, via la parallélisation de chaque module (contre-réactions,
thermo-hydraulique, . . .) ;

� en supprimant les temps de transfert à chaque appel aux solveurs.
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élément
�ni

nombre de
processeurs

concentration
en Bore

temps
total

temps
SPn

temps partie
séquentielle

RT0 1 1457.3 1488 241 1247
RT0 4 1457.3 1394 162 1231
RT0 36 1457.3 1344 102 1241
RT0 100 1457.3 1334 99 1235
RT1 1 1458.7 16974 14123 2850
RT1 4 1458.7 1755 532 1222
RT1 36 1458.7 1405 163 1241
RT1 100 1458.7 1369 119 1250
RT2 1 X X X X
RT2 4 1459.1 2837 1597 1240
RT2 36 1459.1 1804 571 1232
RT2 100 1459.1 1554 315 1238

Tab. 5.3 � Recherche de Bore critique : résultats
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Fig. 5.10 � Intégration du solveur SPn parallèle dans la plate-forme Cocagne séquentielle



Conclusion et perspectives

Conclusion

La résolution d'un problème de criticité conduit à la résolution d'un problème aux valeurs
propres généralisées. Ce problème est résolu par l'algorithme des puissances inverses basé sur la
résolution approchée d'un problème matriciel issu des di�érentes approximations (en énergie, en
angle et en espace). L'algorithme complet comprend ainsi quatre algorithmes itératifs imbriqués.

A�n de résoudre des problèmes mémoire et de temps de calcul, on a étudié au cours de cette
thèse une méthode de décomposition de domaine de type Schur Dual au sein de ce système d'ité-
rations imbriquées. Cette méthode nécessite la résolution d'un système de point-selle. Plusieurs
approches pour le placement de la résolution du système de point-selle étaient envisageables.
Deux d'entre elles ont été implémentées et analysées.

Avec l'approche multigroupe, on a privilégié la simplicité d'implémentation et la �exibilité. Le
système de point-selle est résolu par l'algorithme d'Uzawa-MR qui tolère l'utilisation de solveurs
approchés dans chaque sous-domaine. Les résultats, satisfaisants sur un cas académique, se sont
avérés décevants pour des cas industriels. En e�et l'augmentation du nombre d'itérations externes
(algorithme de la puissance) pénalise fortement la méthode : l'e�cacité parallèle obtenue est de
l'ordre de 5%. Pour contourner ces di�cultés, une voie naturelle aurait été la mise en place d'un
préconditionneur. Celui-ci mettant à mal l'argument de simplicité en faveur de cette approche,
on s'est tourné vers l'approche unidimensionnelle.

Avec l'approche unidimensionnelle, l'accent a été plus porté sur la performance. Cette ap-
proche utilise les spéci�cités des éléments de Raviart-Thomas et de l'algorithme de directions
alternées pour obtenir une implémentation performante. En se plaçant sous les directions alter-
nées, le système d'interface symétrique a un pro�l très creux permettant son stockage évitant
ainsi des appels aux solveurs locaux. Suite des optimisations algorithmiques, on obtient un al-
gorithme ne faisant appel qu'une seul fois aux solveurs locaux par itération de puissance, par
groupe, par harmonique et par direction. Les résultats sont très encourageants, car le nombre
d'itérations externes n'augmente pas par rapport au solveur monodomaine. Un bon comporte-
ment numérique associé à un algorithme économe en appel aux solveurs locaux permet d'obtenir
une e�cacité parallèle proche de 100% et parfois même supérieure grâce à des e�ets de cache.

L'algorithme obtenu avec l'approche unidimensionnelle possède beaucoup de qualités en vue
d'une intégration dans la plate-forme industrielle. La méthode ne demande aucun nouveau pa-
ramètre, ou de modi�er des paramètres existants. Comme il n'y a pas de recouvrement entre
sous-domaines, on peut envisager une intégration sans redistribution de données à chaque appel
au solveur SPn. A�n que l'utilisateur �nal puisse pro�ter des facteurs d'accélération obtenus sur
le solveur SPn, il est nécessaire de développer un modèle de données parallèle permettant de
paralléliser le reste de la plate-forme sans redistribution de données.
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Perspectives

La méthode ayant de bonnes propriétés, il n'est pas a priori complexe d'un point de vue
numérique de mettre en place un �ux de données parallèle sur l'ensemble de la plate-forme. Dans
la pratique cette tâche est rendue complexe par le nombre d'intervenants travaillant sur la plate-
forme et ne souhaitant pas être impactés par un modèle de données parallèle. Un important travail
de génie logiciel reste donc à faire pour conserver un code pérenne. Une contrainte supplémentaire
pour le modèle de donnée parallèle, réside dans le fait qu'il doit être compatible avec les nouveaux
solveurs neutroniques qui vont être intégrés dans la plate-forme :

� à court terme, le solveur Sn appelé Domino [78] ;
� à plus long terme un solveur Sn hétérogène [79], prenant en compte la géométrie des crayons
(combustible, gaine . . .).

L'algorithme a été pensé avec pour cible les machines à mémoire distribuée. Il sera intéressant
de comparer cette approche implémentée en mémoire partagée avec une implémentation47 utili-
sant l'indépendance des lignes de courants. Sur des machines à fort e�et NUMA, notre nouvelle
approche pourrait s'avérer plus e�cace car l'algorithme respecte mieux la localité des données.
Pour ce faire, il faut implémenter la possibilité de dé�nir plusieurs sous-domaines par processus.
Cette fonctionnalité est plus intrusive que l'implémentation actuelle, mais o�rira plus de possibi-
lités en termes d'équilibrage de charge et de �exibilité dans le découpage en sous-domaines. Ainsi,
il sera possible de gérer une géométrie non complétée48 en utilisant un nombre de processeurs
inférieur au nombre d'assemblages combustible et ré�ecteur (241).

Selon la performance de l'algorithme en mémoire partagée, il se posera la question d'une
implémentation hybride mémoire distribuée (MPI) - mémoire partagée (TBB). En e�et, il s'agit
de savoir si il est plus performant d'associer un sous-domaine par thread, ou d'utiliser un paral-
lélisme de grain �n avec plusieurs threads par sous-domaine utilisant le parallélisme sur les lignes
de courants. Par ailleurs, une implémentation sur GPU [80] a permis d'obtenir un facteur d'accé-
lération de l'ordre de 30 en utilisant un parallélisme de grain �n. Comme la quantité de mémoire
sur un GPU reste actuellement limitée, une implémentation hybride (MPI-GPU) permettrait de
tirer parti de ce facteur d'accélération en contournant les problèmes mémoire.

La méthode obtenue fonctionnant très bien du point de vue numérique, l'essentiel des pers-
pectives se situe donc au niveau informatique. Néanmoins deux points restent en suspens. Dans
un premier temps, il faudra véri�er que l'algorithme fonctionne aussi bien dans le cadre des
équations cinétiques. Dans un second temps, l'extension aux maillages non-coïncidents, qui a été
mise de coté au cours de cette thèse, reste envisageable. La poursuite de ce point ne peut se
penser indépendamment des questions d'intégration au sein de la plate-forme, car son impact
sur le modèle de données peut être considérable. On ordonne ces deux points ainsi car on pense
que l'utilisation de maillages non-coïncidents sera plus pertinente dans le contexte cinétique.

47Implémentation développée parallèlement à cette thèse en interne EDF. Celle-ci utilise les TBB.
48Cf. page 26.



Annexe A

Outils mathématiques

A.1 Polynômes de Legendre

Dé�nition

Les polynômes de Legendre sont dé�nis par l'expression suivante :

∀l ∈ N P (µ) =
1

2ll!
dl

dµl

(
µ2 − 1

)2
.

Les premiers polynômes sont donc :

P0(µ) = 1 ,
P1(µ) = µ ,
P2(µ) = 1

2(3µ2 − 1) .
(A.1)

Propriétés

Relation de récurrence

Les polynômes de Legendre véri�ent la relation de récurrence suivante :

µPn(µ) =
n+ 1
2n+ 1

Pn+1(µ) +
n

2n+ 1
Pn−1(µ) pour n ≥ 1 . (A.2)

On remarque qu'avec la convention P−1 = 0, la relation reste valable pour n = 0.

Base orthogonale

Comme Pl est un polynôme de degré l, l'ensemble {Pl | 0 ≤ l ≤ n} forme une base de
Rn[X]. De plus, les éléments de cette base véri�ent la propriété d'orthogonalité suivante :∫ 1

−1
Pl(µ)Pl′(µ)dµ =

2
2l + 1

δl,l′ , (A.3)

où δl,l′ est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si l = l′, 0 sinon. A partir de (A.3), on peut
déduire le cas particulier suivant : ∫ 1

−1
Pl(µ)dµ = 2δl,0. (A.4)
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Développement sur une base de polynômes de Legendre

Un polynôme ψ de degré N peut se décomposer sur la base des polynômes de Legendre ainsi :

ψ(µ) =
N∑

n=0

2n+ 1
2

ψnPn(µ)

avec

ψn =
∫ +1

−1
ψ(µ)Pn(µ)dµ. (A.5)

A.2 Intégration de Gauss-Legendre

Points et poids de Gauss

Les k points de Gauss {xi | i ∈ J0, k − 1K} sont dé�nis comme les racines du polynôme de
Legendre d'ordre k. Les poids de Gauss {wi | i ∈ J0, k − 1K} sont dé�nis par la relation :

wi =
−2

(n+ 1)P ′
n(xi)Pn+1(xi)

.

On donne les points et poids de Gauss pour un faible nombre de points :

Nombre de points : Points de Gauss : Poids de Gauss :
k {xi | i ∈ J0, k − 1K} {wi | i ∈ J0, k − 1K}
1 {0} {2}
2

{
−
√

1/3,
√

1/3
}

{1, 1}

3
{
−
√

3/5, 0,
√

3/5
}

{5/9, 8/9, 5/9}

Intégration de Gauss-Legendre

On peut calculer numériquement l'intégrale d'une fonction par une somme pondérée par les
poids de Gauss des valeurs de la fonction aux points de Gauss :∫ 1

−1
f(x)dx ≈

∑
i∈J0,k−1K

wif(xi).

Si f est un polynôme de degré inférieur ou égale à 2k − 1, ce calcul est exact.

Polynômes de Lagrange

Pour un ensemble de k points (xi)i∈J0,k−1K, on dé�nit k polynômes de Lagrange (li)i∈J0,k−1K
de degré k :

li(x) =
∏
j 6=i

x− xj

xi − xj
.

Par dé�nition on a donc :
li(xj) = δi,j .

On considère des polynômes de Lagrange dé�nis aux points de Gauss. En appliquant l'inté-
gration de Gauss-Legendre avec k+1 points aux polynômes de Lagrange de degré k, on obtient :∫ 1

−1
li(x)lj(x)dx =

∑
m∈J0,kK

wmli(xm)lj(xm) =
∑

m∈J0,kK

wmδi,mδj,m = δi,jwi (A.6)



Annexe B

Les équations de transport simpli�é
SPn

Les équations SPn (n impair est noté par la suite N) sont dérivées de l'équation du transport
neutronique en faisant l'hypothèse d'une solution localement plane et en décomposant le �ux sur
une base de polynômes de Legendre. Dans cette annexe, on présente rapidement les équations
SPn pour montrer comment on se ramène à (N + 1)/2 systèmes de di�usion couplés. Le lecteur
souhaitant plus de détails peut se référer à [2, 7, 81, 82].

Considérons l'équation multigroupe dans le cas d'un calcul critique :

div
(−→
Ωψg(−→r ,

−→
Ω)
)

+ Σg
t (
−→r )ψg(−→r ,

−→
Ω) =

∑
g′

(∫ 4π

0
Σg′→g

s

(−→r ,−→Ω ′.
−→
Ω)ψg′(−→r ,

−→
Ω ′) d−→Ω ′

)

+
1
λ

(
X g

4π

)
.

∑
g′

∫ 4π

0
νΣg′

f (−→r )ψg′(−→r ,
−→
Ω ′) d

−→
Ω ′

 .

Supposons que la solution soit localement plane suivant la direction x et posons µ =
−→
Ω · −→x .

On obtient l'équation de tranport 1D suivante :

µ
∂

∂x
ψg(x, µ) + Σg

t (x) ψ
g(x, µ) = 2π

∑
g′

∫ +1

−1
Σg′→g

s (x, µ.µ′) ψg′(x, µ′)dµ′

+
1
λ
.

(
χg

2

)∑
g′

∫ +1

−1
νΣg′

f (x)ψg′(x, µ′)dµ′

 . (B.1)

Développons à l'ordre N (respectivement M) le �ux (respectivement les sections e�caces de
scattering49) sur la base des polynômes de Legendre :

ψg(x, µ) =
N∑

n=0

2n+ 1
2

ψg
n(x)Pn(µ); (B.2)

Σg→g′
s (x, µ.µ′) =

M∑
n=0

2n+ 1
4π

Σg→g′
s,n (x)Pn(µ) · Pn(µ′). (B.3)

49On développe très souvent les sections e�caces de scattering à un ordre moins élevé que le �ux. Le détail de
ce développement se trouve dans [82], en e�et celui-ci dépend de l'approximation localement plane.
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On obtient alors :

N∑
n=0

2n+ 1
2

(
µPn(µ)

∂

∂x
ψg

n(x) + Σg
t (x) ψ

g
n(x)Pn(µ)

)

=
M∑

n=0

2n+ 1
2

Pn(µ)

∑
g′

Σg→g′
s,n (x)

∫ +1

−1
Pn(µ′) ψg′(x, µ′)dµ′


+

1
λ
.

(
χg

2

)∑
g′

νΣg′

f (x)
N∑

n=0

2n+ 1
2

ψg′
n (x)

∫ +1

−1
Pn(µ′)dµ′

 .

(B.4)

Dans (B.4), après une multiplication par 2, on applique :
� à la ligne 1, la formule de récurrence (A.2) pour supprimer le terme µP (µ) ;
� à la ligne 2, on applique (B.2) ;
� à la ligne 3, on applique (A.5).

N∑
n=0

(
((n+ 1)Pn+1(µ) + Pn−1(µ))

∂

∂x
ψg

n(x) + (2n+ 1)Σg
t (x) ψ

g
n(x)Pn(µ)

)

=
M∑

n=0

(2n+ 1)Pn(µ)

∑
g′

Σg→g′
s,n (x)ψg′

n (x)

+
χg

λ
.

∑
g′

νΣg′

f (x)ψg′

0 (x)

 .

(B.5)

Dans (B.5) on e�ectue des renumérotations sur les indices de sommation :

N∑
n=1

nPn(µ)
∂

∂x
ψg

n−1(x) +
N−1∑
n=0

(n+ 1)Pn(µ)
∂

∂x
ψg

n+1(x) +
N∑

n=0

(2n+ 1)Σg
t (x) ψ

g
n(x)Pn(µ)

=
M∑

n=0

(2n+ 1)Pn(µ)

∑
g′

Σg→g′
s,n (x)ψg′

n (x)

+
χg

λ
.

∑
g′

νΣg′

f (x)ψg
0(x)

 .

(B.6)
Par identi�cation sur la base des polynômes de Legendre, on obtient :

Σg
t (x) ψ

g
0(x) +

∂

∂x
ψg

1(x) =

∑
g′

Σg→g′

s,0 (x)ψg′

0 (x)

+
χg

λ
.

∑
g′

νΣg′

f (x)ψg′

0 (x)


∀n ∈ J1, N − 1K,

n

2n+ 1
∂

∂x
ψg

n−1(x) + Σg
t (x) ψ

g
n(x) +

n+ 1
2n+ 1

∂

∂x
ψg

n+1(x) = δn≤M

∑
g′

Σg→g′
s,n (x)ψg′

n (x)


N

2N + 1
∂

∂x
ψg

N−1(x) + Σg
t (x) ψ

g
N (x) = δM,N

∑
g′

Σg→g′

s,M (x)ψg′

M (x)



,

(B.7)
avec δi≤j = 1 si et seulement si i ≤ j, 0 sinon.

On passe les termes correspondant au groupe d'énergie g dans le membre de gauche en
utilisant la notation Σg

a,n(x) = Σg
t (x)−Σg→g

s,n (x). Pour obtenir un problème 3D à partir de (B.7),
on multiplie les équations impaires par le vecteur unité −→x et on remplace les opérateurs de
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dérivés partielles par les opérateurs 3D correspondant, à savoir div et
−−→
grad. Grâce aux notations

suivantes :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Sg
0(x) =

∑
g′ 6=g

Σg→g′

s,0 (x)ψg′

0 (x)

+
χg

λ
.

∑
g′

νΣg′

f (x)ψg′

0 (x)


Sg

l (x) = δ2l≤M

∑
g′ 6=g

Σg→g′

s,2l (x)ψg′

2l(x)

 ∀l ∈ J1, N−1
2 K

−→
Sg

l (x) = δ2l+1≤M

∑
g′ 6=g

Σg→g′

s,2l+1(x)ψ
g′

2l+1(x)

 ∀l ∈ J0, N−1
2 K

φg
l = ψg

2l ∀l ∈ J0, N−1
2 K

−→
Jg

l = ψg
2l+1

−→x ∀l ∈ J0, N−1
2 K

,

on obtient,

Σg
a,0(x)φ

g
0(x) + div

−→
Jg

0 (x) = Sg
0(x)

1
3
−−→
grad φg

0(x) + Σg
a,1(x)

−→
Jg

0 (x) +
1
3
−−→
grad φg

1(x) =
−→
Sg

0(x)

2l
4l + 1

div
−−→
Jg

l−1(x) + Σg
a,2l(x)φ

g
l (x) +

2l + 1
4l + 1

div
−→
Jg

l (x) = Sg
l (x) ∀l ∈ J1, N−1

2 K

2l + 1
4l + 3

−−→
grad φg

l (x) + Σg
a,2l+1(x)

−→
Jg

l (x) +
2l + 2
4l + 3

−−→
grad φg

l+1(x) =
−→
Sg

l (x) ∀l ∈ J1, N−3
2 K

N

2N + 1
−−→
grad φg

N−1
2

(x) + Σg
a,N (x)

−−−→
Jg

N−1
2

(x) =
−−−→
Sg

N−1
2

(x)

.

(B.8)
En prenant la convention Jg

−1 = 0 et φg
(N+1)/2 = 0, on obtient pour chaque harmonique l

(avec l ∈ J0, N−1
2 K) les systèmes de di�usion couplés suivants :


Σg

a,2l(x)φ
g
l (x) +

2l + 1
4l + 1

div
−→
Jg

l (x) = Sg
l (x) − 2l

4l + 1
div

−−→
Jg

l−1(x)

2l + 1
4l + 3

−−→
grad φg

l (x) + Σg
a,2l+1(x)

−→
Jg

l (x) =
−→
Sg

l (x) − 2l + 2
4l + 3

−−→
grad φg

l+1(x)

. (B.9)
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Annexe C

Matrices de couplage

C.1 Notations des matrices de couplage

Fig. C.1 � Aide mémoire sur les matrices de couplage : représentation des espaces de départ et
d'arrivée correspondant à chacune des notations pour les matrices de couplage.

Notation introduction espace de départ espace d'arrivée

Ci,j page 52 l'interface Γi,j les degrés de liberté de courant du
domaine Ωi présents sur Γi,j

Ci
D page 46 et 53 l'ensemble des inter-

faces Γ
les degrés de liberté de courant du
sous-domaine Ωi

Ci page 53 l'ensemble des inter-
faces Γ

l'ensemble des degrés de liberté du
sous-domaine Ωi

Cd
Λj

i→j
page 81 l'interface Γi,j les degrés de liberté de courant dans

la direction d du sous-domaine Ωj
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C.2 Calcul des matrices de couplage

Le calcul des matrices de couplage Ci→j dépend du choix des fonctions de base pour discrétiser
les multiplicateurs de Lagrange. Suite à [48], on choisit de discrétiser chaque multiplicateur Λi,j

comme la trace des fonctions de base de courant associées au maillage le plus �n des maillages
des sous-domaines Ωi et Ωj et à l'ordre de l'élément �ni le plus élevé des ordres utilisés dans
les sous-domaines Ωi et Ωj . Dans un premier temps, on se place dans le cas 2D, puis on montre
qu'il est possible de ramener le cas 3D à deux calculs 2D. En�n une numérotation des vecteurs
d'interface permettant une implémentation performante des produits par les matrices Ci→j et
t
Ci→j est présentée.

Cas 2D

Sans perte de généralité, on considère une interface Γi,j entre les sous-domaines Ωi et Ωj

placée en x = cte. Dans la suite, le raisonnement fait pour Ωi est équivalent à celui fait pour Ωj .
On note (χi

li
)0≤li<Ni

les fonctions de base de J i
x qui ne s'annulent pas sur Γi,j et (µl)0≤l<NΓ

les
fonctions de base de Λi,j , la matrice50 Ci→j est donnée par :

∀ li ∈ J0, Ni − 1K, ∀l ∈ J0, NΓ − 1K,
(
Ci→j

)
li,l

=
∫

Γi,j

χi
li
µl dΓi,j .

Soient ki et hi, respectivement kΓ et hΓ
51, l'ordre d'approximation et la taille des cellules suivant

y du maillage (qu'on suppose uniforme) du sous-domaine Ωi, respectivement du Lagrangien Λi,j .
Comme on fait le choix kΓ = max{ki, kj} et hΓ = min{hi, hj}, on se place dans le cas suivant :
ki ≤ kΓ, hΓ = hi/r avec r ≥ 1.
On choisit pour fonctions de base de Λi,j , la projection des fonctions de base de courant52 associées
à une taille de maillage hΓ et un ordre kΓ, auxquelles on applique un facteur αΓ que l'on explicite
par la suite53. On note mi, respectivement mΓ = r.mi, le nombre de cellules dans la direction y
du sous-domaine Ωi, respectivement du Lagrangien Λi,j . Avec ces notations Ni = mi(ki + 1) et
NΓ = mΓ ∗ (kΓ + 1).

La matrice Ci→j de taille Ni×NΓ est une matrice diagonale par bloc constituée de mi blocs
identiques Cki,kΓ,r de taille (ki + 1)× r(kΓ + 1) :

Ci→j =


Cki,kΓ,r 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 Cki,kΓ,r 0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 Cki,kΓ,r

 .

où Cki,kΓ,r ne dépend que des ordres ki et kΓ et du coe�cient de ra�nement r de l'interface Γi,j

par rapport au sous-domaine Ωi. Cki,kΓ,r est donnée par :

50Notée Ci dans [48].
51Pour simpli�er les notations, on confond Γ et Γi,j .
52Elles sont dé�nies dans [16].
53Il peut être di�érent pour chaque fonction de base, mais ne doit dépendre que de données spéci�ques à

l'interface (hΓ et kΓ).
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∀s ∈ J0, kiK, ∀t ∈ J0, kΓK, ∀l ∈ J0, r − 1K,(
Cki,kΓ,r

)
s,l(kΓ+1)+t

= αΓ

∫ (l+1)hΓ

l.hΓ

2

hiw
ki
s

lki
s

(
2
hi
y − 1

)
2

hΓw
kΓ
t

lkΓ
t

(
2
hΓ
y − 1− 2l

)
dy,

=
2αΓ

hiw
ki
s w

kΓ
t

∫ 1

−1
lki
s

(
hΓ

hi
(u+ 1 + 2l)− 1

)
lkΓ
t

(
u
)
du,

=
2αΓ

hiw
ki
s w

kΓ
t

kΓ∑
p=0

wkΓ
p lki

s

(
1
r
(xkΓ

p + 1 + 2l)− 1
)
lkΓ
t

(
xkΓ

p

)
,

où :
� les réels

(
xk

p

)
1≤p≤k+1

, désignent les points de Gauss d'ordre k + 1 ;
� les réels

(
wk

p

)
1≤p≤k+1

désignent les poids de quadrature d'ordre k + 1 ;
� la fonction lki le i-ème polynôme de Legendre associé aux points de Gauss

(
xk

p

)
1≤p≤k+1

.

Comme lkΓ
t

(
xkΓ

p

)
= δt,p, en choisissant αΓ =

hΓ

2
, il vient que :

∀s ∈ J0, kiK, ∀t ∈ J0, kΓK, ∀l ∈ J0, r−1K,
(
Cki,kΓ,r

)
s,l(kΓ+1)+t

=
1

rwki
s

lki
s

(
1
r
(xkΓ

t +1+2l)−1
)
.

(C.1)
On a choisi αΓ pour que l'expression de la matrice Cki,kΓ,r ne dépende que de données entières :

� l'ordre d'approximation du sous-domaine Ωi ;
� l'ordre d'approximation de l'interface ;
� le coe�cient de ra�nement de la taille du maillage de l'interface par rapport à celle du
sous-domaine Ωi.

Dans le cas de maillages coïncidents (hΓ = hi = h) et avec des ordres d'élément �ni identiques
(kΓ = ki = k), l'expression (C.1) peut se simpli�er :

∀(r, s) ∈ J0, k + 1K2,
(
Ck,k,1

)
s,t

=
2αΓ

hwk
s

lks (xk
t ) =

2αΓ

hwk
s

δs,t.

En prenant, αΓ =
hwk

s

2
, on a donc Ck,k,1 = I.

Cas 3D

On considère une interface Γi,j entre les sous-domaines Ωi et Ωj dirigée suivant l'axe d54. On
note (χi

li
)1≤li≤Nd+1

i .Nd+2
i

les fonctions de base de Ji qui ne s'annulent pas sur l'interface Γi,j et

(µl)0≤l≤Nd+1
Γ .Nd+2

Γ
les fonctions de base de Λi,j , la matrice Ci→j est donnée par :

∀li ∈ J0, Nd+1
i .Nd+2

i − 1K, ∀l ∈ J0, Nd+1
Γ .Nd+2

Γ − 1K,
(
Ci→j

)
li,l

=
∫

Γi,j

χi
li
µl dΓi,j .

On note kd′
i et hd′

i , respectivement kd′
Γ et hd′

Γ , l'ordre d'approximation et la taille des cellules
suivant l'axe d′ du maillage (qu'on suppose uniforme) du sous-domaine Ωi, respectivement du
Lagrangien Λi,j . On se place dans le cas suivant : ∀d′ ∈ {d+ 1, d+ 2} kd′

i ≤ kd′
Γ , h

d′
Γ = hd′

i /r
d′

avec rd′ ≥ 1.
54Les axes sont dé�nis modulo 3.



112 Annexe C. Matrices de couplage

On choisit pour fonction de base sur Λi,j , la projection des fonctions de base de courant
du sous-domaine associé à la taille de maillage dans la direction d + 1 (respectivement d + 2)
hd+1

Γ (respectivement hd+2
Γ ) et à l'ordre d'approximation kd+1

Γ (respectivement kd+2
Γ ), projection

à laquelle on applique un facteur correctif αΓ =
hd+1

Γ hd+2
Γ

4
.

On note md+1
i respectivement md+1

Γ = rd+1.md+1
i le nombre de cellules dans la direction d+1

du sous-domaine Ωi respectivement du Lagrangien Λi,j . Avec ces notations N
d+1
i = md+1

i (ki +1)
et Nd+1

Γ = md+1
Γ (kd+1

Γ +1). On fait de même pour la direction d+2. On note indice une fonction
permettant de passer d'une numérotation à deux indices à une numérotation à un seul indice.

La matrice Ci→j de taille N
d+1
i .Nd+2

i ×Nd+1
Γ .Nd+2

Γ est une matrice diagonale par bloc consti-
tuée de md+1

i .md+2
i blocs identiques Ckd+1

i ,kd+2
i ,kd+1

Γ ,kd+2
Γ ,rd+1,rd+2 de taille (kd+1

i + 1)(kd+2
i + 1)×

rd+1rd+2(kd+1
Γ + 1)(kd+2

Γ + 1).
On a : ∀sd+1 ∈ J0, kd+1

i K, ∀td+1 ∈ J0, kd+1
Γ K, ∀ld+1 ∈ J0, rd+1 − 1K, ∀sd+2 ∈ J0, kd+2

i K, ∀td+2 ∈
J0, kd+2

Γ K, ∀ld+2 ∈ J0, rd+2 − 1K,(
Ckd+1

i ,kd+2
i ,kd+1

Γ ,kd+2
Γ ,rd+1,rd+2

)
indice(sd+1,sd+2),indice(ld+1(kd+1

Γ +1)+td+1,ld+2(kd+2
Γ +1)+td+2)

=
∫ (ld+1+1)hd+1

Γ

ld+1.hd+1
Γ

∫ (ld+2+1)hd+2
Γ

ld+2.hd+2
Γ

(
4

hd+1
i hd+2

i w
kd+1

i

sd+1w
kd+2

i

sd+2

l
kd+1

i

sd+1

( 2
hd+1

i

ud+1 − 1
)
l
kd+2

i

sd+2

( 2
hd+2

i

ud+2 − 1
))

(
1

w
kd+1
Γ

td+1

l
kd+1
Γ

td+1

( 2
hd+1

Γ

ud+1 − 1− 2ld+1
) 1

w
kd+2
Γ

td+2

l
kd+2
Γ

td+2

( 2
hd+2

Γ

ud+2 − 1− 2ld+2
))
dud+1dud+2

= 2

hd+1
i w

kd+1
i

sd+1 w
kd+1
Γ

td+1

∫ (ld+1+1)hd+1
Γ

ld+1.hd+1
Γ

(
l
kd+1

i

sd+1

( 2
hd+1

i

ud+1 − 1
)
l
kd+1
Γ

td+1

( 2
hd+1

Γ

ud+1 − 1− 2ld+1
))
dud+1×

2

hd+2
i w

kd+2
i

sd+2 w
kd+2
Γ

td+2

∫ (ld+2+1)hd+2
Γ

ld+2.hd+2
Γ

(
l
kd+2

i

sd+2

( 2
hd+2

i

ud+2 − 1
)
l
kd+2
Γ

td+2

( 2
hd+2

Γ

ud+2 − 1− 2ld+2
))
dud+2

=
(
Ckd+1

i ,kd+1
Γ ,rd+1

)
sd+1,ld+1(kd+1

Γ +1)+td+1

(
Ckd+2

i ,kd+2
Γ ,rd+2

)
sd+2,ld+2(kd+2

Γ +1)+td+2
.

Le calcul des matrices de couplage en 3D est donc ainsi ramené aux calculs de matrices de
couplage en 2D.

C.3 Numérotation des interfaces

Les seules opérations sur les vecteurs d'interface, qui demandent de connaître précisément
la numérotation des vecteurs d'interface, sont les produits par les matrices de couplage ou leurs
transposées. Cela permet donc de choisir une numérotation des vecteurs d'interface qui soit la
plus adaptée possible à ces opérations. Comme les matrices de couplage Ci→j , sont des matrices
diagonales par bloc, on propose donc une numérotation qui respecte cette structure bloc. La
récupération des données sur les interfaces nécessite de manipuler plusieurs numérotations :

� Nd
i : la numérotation locale des degrés de liberté de courant de Ωi suivant la direction d ;

� Nd
i,j : la numérotation des degrés de liberté de courant de Ωi suivant la direction d présents

sur Γi,j ;
� NΓ

i,j : la numérotation des degrés de liberté du multiplicateur de Lagrange associé à l'in-
terface Γi,j .

On explicite ces trois numérotations, en se placant dans le cas 3D.
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Numérotation Nd
i

Cette numérotation est déjà dé�nie dans le code existant. On pose les notations suivantes55 :

� nx, ny, nz correspondent aux nombres de cellules dans chaque direction ;
� kx, ky, kz déterminent l'ordre de l'élément �ni choisi dans chaque direction56 ;
� Nx, Ny, Nz représentent, pour chaque direction, le nombre de degrés de liberté de �ux sur
une ligne de couplage : ∀ d ∈ {x, y, z} Nd = nd.(kd + 1) ;

� Mx,My,Mz représentent, pour chaque direction, le nombre de degrés de liberté de courant
sur une ligne de couplage : ∀ d ∈ {x, y, z} Md = Nd + 1.

Avec ces notations, le jieme
d degré de liberté, placé sur la ligne de courant de direction d repérée

par les indices cartésiens id+1 et id+2,57 se voit attribuer l'indice suivant :

Id = jd +Mdid+1 +MdNd+1id+2.

Cette formalisation correspond à une numérotation suivant la direction d, puis d + 1 et en�n
d + 258. Cette numérotation est illustrée en noir sur la �gure Fig. C.2. Pour des informations
plus détaillées sur la numérotation locale des degrés de liberté d'un sous-domaine, on renvoie le
lecteur à la note [83].

Numérotation Nd
i,j

On introduit deux indices a�n que la matrice de couplage Ci,j
i soit diagonale par bloc, ce

qui revient à rendre consécutifs les degrés de liberté de courant sur l'interface appartenant à la
même classe d'équivalence pour la relation R : être situé dans la même maille grossière.
Le premier indice correspond ainsi au numéro de la maille grossière, numérotée d'abord sur la
direction d+ 1, puis sur la direction d+ 2. Cet indice varie donc entre 0 et le nombre de cellules
du sous-domaine maillé le plus grossièrement ayant une frontière commune avec l'interface.

Le second indice correspond à la numérotation des degrés de liberté de courant, internes à
chaque cellule grossière, avec toujours une numérotation suivant d+1 puis d+2. Si Ωi est le sous-
domaine maillé �nement, cet indice appartient donc à J0, rd+1 ∗ rd+2 ∗ (od+1 +1) ∗ (od+2 +1)− 1K
avec rd le rapport dans la direction d du nombre de cellules du sous-domaine grossier par celui du
nombre de cellules du sous-domaine �n. En revanche, si le sous-domaine est maillé grossièrement
cet indice appartient à Jod+1 ∗ od+2 − 1K. Cette numérotation est illustrée en vert59 sur la �gure
Fig. C.2.

Numérotation NΓ
i,j

On choisit parmi les numérotations Nd
i,j et N

d
j,i, celle correspondant au sous-domaine maillé

le plus �nement (voir �gure Fig. C.2 en rouge60). En revanche, on doit expliciter pour celle-ci
la correspondance entre la numérotation à deux indices et une à un seul indice, car on stocke en
mémoire l'ensemble de l'interface. Si on note Cellule le premier indice et ddl le second, l'indice
global s'obtient donc naturellement par la formule Indice = ddl + Cellule.nbddlParCellule où

55Pour clari�er les notations, on omet l'indice i du sous-domaine.
56Il est en e�et possible de mixer les di�érents ordres d'élément �ni.
57Les directions étant dé�nies modulo 3.
58On rappelle que le �ux est numéroté selon xyz.
59Cette numérotation �gure en dessous des �èches représentant les degrés de liberté de courant.
60Cette numérotation �gure sur l'interface, en dessus des �èches représentant les degrés de liberté du multipli-

cateur.
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nbddlParCellule correspond au nombre de degrés de liberté du sous-domaine maillé �nement
dans une cellule du sous-domaine maillé grossièrement.
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Annexe D

Machine utilisée : cluster rendvous

Con�guration

Pour les résultats numériques, le clusteur rendvous d'EDF R&D est utilisé. Il est constitué
de 208 n÷uds :

� 180 noeuds avec 4 Go de Ram ;
� 20 noeuds avec 8 Go de Ram ;
� 8 noeuds avec 16 Go de Ram.

Sur chacun de ces n÷uds, se trouvent :
� 2 processeurs Intel XEON 3.4 Ghz avec 2Mo de cache L2 (référence SL7ZD) ;
� une carte réseau In�niband reliée à un switch In�niband (Voltaire IB DDR 288P - 264

ports).

L'implémentation MPI est mvapich-0.9.9 avec la bibliothèque In�niband openib-2.0.5 et le
compilateur g++ (GCC) 4.1.2 20061115 (prerelease) (Debian 4.1.1-21).

Mesures de référence

La latence et le débit du réseau rapide sont obtenus à partir d'un programme IPingPong écrit
en mpi avec des appels asynchrones e�ectuant un ping pong entre deux n÷uds ; la latence est
de l'ordre de 6.10−6 s et le débit de 580Mo.s−1. L'exécution d'un AXPI, codé par une simple
boucle en C, est 4 à 5 fois plus rapide que l'échange par ping-pong d'un vecteur de même taille (cf.
�gure Fig. D.1(a)). Sur cette �gure on remarque également qu'avec le programme SPong (S pour
Simultané), où l'on commence les deux communications simultanément, un gain de performance
est obtenue en comparaison au simple programme IPingPong.

Pour des codes limités par les accès mémoires (telle que l'opération Y=Y+X), il n'est pas e�cace
d'utiliser deux processus par n÷ud en raison du bus mémoire commun aux deux processeurs. Sur
la �gure Fig. D.1(b), on compare l'exécution parallèle avec deux processus de l'opération Y=Y+X

en plaçant les deux processus :
� sur des n÷uds di�érents ;
� sur un même n÷ud.

Ces mesures ne prennent en compte que le calcul et ne sont donc pas in�uencées par les commu-
nications réseaux. On observe qu'en raison de con�its d'accès sur le bus mémoire, la deuxième
solution est plus que deux fois plus lente que la première.
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of The Simpli�ed Transport Equation in Mixed-Dual Formulation �, En préparation.

Communications orales dans une conférence internationale

Barrault (M.), Lathuilière (B.), Ramet (P.) et Roman (J.), � A domain decomposition
method for the resolution of an eigenvalue problem in neutron physics �, IMACS 2008.
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