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Objectifs de cette partie

1. Présenter quelques limites du calcul automatique.

2. Donner un aperçu de problèmes informatiques difficiles :
∘ qu’on ne peut pas résoudre par algorithme.
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Qu’est-ce qu’un problème en
informatique ?
Ceci n’est pas un problème en informatique :

Résolution d’une équation du second degré

L’équation 42𝑥2 + 7𝑥 + 8 = 0 a-t-elle au moins une solution dans ℝ ?

Ceci est un problème en informatique :

« Résolution » de toutes les équations du second degré

∘ Entrée : étant donnés des entiers 𝑎, 𝑏, 𝑐 (avec 𝑎 ≠ 0),
∘ Sortie : est-ce que 𝑎𝑥2 +𝑏𝑥+ 𝑐 = 0 a au moins une solution dans ℝ ?

Remarque
Une méthode automatique de résolution de toutes les équations du
second degré permet en particulier de résoudre le premier exercice.

Qu’est-ce qu’un problème informatique ?
Problème : porte sur des instances (ou entrées).
Pour les problèmes intéressants, l’instance provient d’un ensemble infini.

Si la réponse attendue est oui ou non, on parle de problème de décision.

La question que l’on se pose en calculabilité
Est-ce que le problème peut-être résolu par un algorithme?
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Un algorithme « résout » un problème

Entrée
(venant d’un

ensemble infini)

Algorithme

Sortie
(= Réponse)

En particulier, un algorithme s’arrête sur chaque entrée.

Exemples
∘ Algorithme de résolution d’équations du second degré.

Entrée attendue : 3 entiers (𝑎, 𝑏, 𝑐).
Sortie attendue : Solutions réelles de 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 .

∘ Algorithme de résolution d’équations Diophantiennes à une variable.
Entrée attendue : Une liste d’entiers 𝑎0,… , 𝑎𝑛 (où 𝑎𝑛 ≠ 0).
Sortie attendue : Solutions entières de ∑𝑛

𝑖=0 𝑎𝑖𝑥𝑖 = 0.
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Équations Diophantiennes à une variable
Problème : résolution d’équations Diophantiennes à une variable

Instance : Une liste d’entiers 𝑎0,… , 𝑎𝑛 (avec 𝑎𝑛 ≠ 0).
Sortie : Solutions entières de ∑𝑛

𝑖=0 𝑎𝑖𝑥𝑖 = 0.

Une propriété simple
Les éventuelles solutions sont dans [−𝑀;𝑀], avec 𝑀 = 𝑛 × max{|𝑎𝑖|}.

Algorithme de résolution basé sur cette propriété
1. Calculer 𝑀.

2. Initialiser une liste vide pour mémoriser les solutions
3. Pour chaque entier 𝑧 entre −𝑀 et 𝑀,

3.1 Tester si ∑𝑛
𝑖=0 𝑎𝑖𝑧𝑖 = 0.

3.2 Si oui, ajouter 𝑧 à la liste des solutions.

4. Retourner la liste des solutions.

Algo « force brute »

(pas besoin
de comprendre

l’équati
on)
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Récapitulatif
Vocabulaire important
∘ Problème (en informatique).

∘ Algorithme.

∘ Instance (ou entrée) d’un problème (ou d’un algorithme).

∘ Sortie.

Problème « intéressant en info » ⇒ infinité d’instances
Les problèmes suivants n’entrent pas dans notre cadre.

∘ Conjecture de Syracuse « 3𝑥 + 1 »,

∘ Conjecture de Goldbach,

∘ Conjecture des nombres premiers jumeaux.
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Exemples de problèmes de décision

Problème 0 Instance Un nombre entier positif 𝑛.
Question 𝑛 est-il pair ?

Problème 1 I. Un nombre entier positif 𝑛.
Q. 𝑛 est-il premier ?

Problème 2 I. Un programme en Python.
Q. Le programme est-il syntaxiquement correct ?

def est_premier(n):
return (n == 2 or

# cas impair
n > 2 and n % 2 != 0 and
all(n % d != 0 for d in range(3, int(n**0.5)+1, 2)))
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Exemples de problèmes de décision (2)

Problème 3 (Tschisla) Instance Des entiers 𝑛, 𝑘 > 0 et un chiffre 𝑐 ≠ 0.
Question Existe-t-il une expression,

∘ sur les opérateurs +, −, ×, /, √, !,
∘ utilisant au plus 𝑘 fois le chiffre 𝑐,
∘ et dont la valeur est 𝑛 ?

Problème 4 (Skolem) I. Une suite récurrente à coefficients entiers,
donnée par des entiers 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 (0 ⩽ 𝑖 < 𝑘) et

{ 𝑢0 = 𝑎0, … , 𝑢𝑘−1 = 𝑎𝑘−1
𝑢𝑛+𝑘 = 𝑏𝑘−1𝑢𝑛+𝑘−1 +⋯+ 𝑏0𝑢𝑛

Q. Existe-t-il 𝑛 tel que 𝑢𝑛 = 0 ?

Pour ces deux problèmes, on ne connaît pas d’algorithme.
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Exemples de problèmes de décision (3)
Problème 5 Instance Une équation Diophantienne à 11 variables.

Question L’équation a-t-elle une solution dans ℤ ?

Problème 6 I. Un nombre fini de types de pièces de Tetris.
Q. Peut-on paver le plan infini avec ces types de
pièces ?

Problème 7 I. Le code source d’un programme P et une entrée x.
Q. Le programme P s’arrête-t-il sur l’entrée x ?

Bad news...
Pour ces problèmes, on ne connaît pas d’algorithme ...
Pire : on sait prouver qu’il n’en existe pas !
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Statut des problèmes en informatique

On connaît un algorithme qui résout le problème.

?On ne connaît pas d’algorithme qui résout le problème, et on ne
sait pas s’il en existe.

On sait qu’il n’existe pas d’algorithme pour ce problème
(avec notre compréhension actuelle de ce qu’est un algorithme).
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Problème 5 : équations Diophantiennes
Exemple, brique parfaite d’Euler (dessin issu du polycopié de Cyril Gavoille).
Existe-t-il un parallélépipède aux dimensions indiquées entières ?

Autrement dit, l’équation Diophantienne

(𝑎2−𝑥2−𝑦2)2+(𝑏2−𝑦2−𝑧2)2+(𝑐2−𝑧2−𝑥2)2+(𝑑2−𝑥2−𝑦2−𝑧2)2 = 0

a-t-elle une solution pour 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ∗ ?

C’est une question ouverte !

10 / 12

https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_brick#Perfect_cuboid
https://dept-info.labri.fr/~gavoille/UE-TAP/cours.pdf
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Problème 5 : équations Diophantiennes
Autres exemples

∘ 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 = 43 ?

Facile : 𝑥 = 𝑦 = 2, 𝑧 = 3.
∘ 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 = 42 ?

Booker, Sutherland, 9/2019.

Solution

x = -80538738812075974 y = 80435758145817515
z = 12602123297335631

∘ Calcul fait (après analyse) sur Charity Engine.

∘ Plus de un million d’heures de temps CPU (soit ≈ 114 années !).

∘ Ce n’est pas une simple triple boucle ! Entier précédent, 33, mars 2019.

A.
R.

Bo
ok

er
,3

3

A.
R.

Bo
ok

er
,4

2

11 / 12

https://www.bristol.ac.uk/news/2019/september/sum-of-three-cubes-.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Charity_Engine
https://www.eurekalert.org/pub_releases/2019-09/uob-sot090619.php
https://link.springer.com/article/10.1007/s40993-019-0162-1
https://www.youtube.com/watch?v=ASoz_NuIvP0
https://www.youtube.com/watch?&v=zyG8Vlw5aAw
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Historique rapide
1900 Hilbert, 10e problème : peut-on décider, de façon mécanique, si une

équation Diophantienne a une solution en nombres entiers ?

𝑥7 = 16𝑥4 − 4𝑥3 + 5𝑥 + 2020

Solutions ⩽ 7 × 2020 ↪ nombre fini de solutions potentielles
↪ Résolution automatique d’équations Diophantiennes à 1 variable.

𝑥7𝑦2 + 16𝑥𝑦𝑧4 = 4𝑥𝑧5 + 5𝑥𝑦𝑧 + 2020 ????
1928 Hilbert Entscheidungsproblem. Peut-on mécaniser les maths (1er ordre) ?

1935 Turing formalise une définition de machine et de calcul.

1936 Turing prouve que le problème de l’arrêt est indécidable.

1936 Church exhibe un problème non résoluble par machine.

1938 Kleene équivalence machines de Turing, 𝜆-calcul, fonctions récursives

1947 Post & Markov prouvent qu’un problème posé par Thue en 1914 n’est
pas résoluble mécaniquement.

1970 Matiyasevich répond négativement au 10e problème de Hilbert.

12 / 12

https%3A%2F%2Ffr.wikipedia.org%2Fwiki%2FDixi%C3%A8me_probl%C3%A8me_de_Hilbert
https://en.wikipedia.org/wiki/Entscheidungsproblem
https%3A%2F%2Ffr.wikipedia.org%2Fwiki%2FProbl%C3%A8me_de_l%2527arr%C3%AAt
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