
IF222, Introduction aux jeux
Devoir maison IF122, avril 2017. A rendre le 11 mai 2017.

Question 1
Calculez les sommets gagnants du jeu de parité suivant, en appliquant

l’algorithme de Zielonka. Indiquez également des stratégies gagnantes posi-
tionnelles pour chaque joueur.26 René Mazala
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Fig. 2.1. Coloured example arena

First, it would be interesting to know if one of the players can play in such a
game that regardless of how the other moves, the emerging plays will be wins for
him. This is the question whether the game is “determined”. We will formalize
this by introducing the notions of strategy and winning strategy, and we will
state the fundamental result that every regular game is determined; the result
itself will be proved in Chapter 6.

Second, when we consider games on finite graphs these can be input for an
algorithm and an obvious question to ask is if one can effectively (and maybe
efficiently) determine which of the two players wins the game. This question will
be answered in Chapter 7; the complexity of determining the winner heavily
depends on the type of the game (the winning condition) one is interested in.

Third, it is not only interesting to know who wins a game, but also how
a winning strategy looks like. Clearly, a winning strategy will tell the player
what to do next depending on the moves that have been taken thus far. We
will be interested in situations where the winning strategies are simple in the
sense that the next move of the player does only depend on the current vertex
or on a bounded amount of information on the moves that led to the current
position—we will be interested in “memoryless” or “forgetful” strategies. We
will describe this formally and state the main result that for every regular game
there is a forgetful winning strategy and that parity games even allow memoryless
strategies.

2.4 Strategies and Determinacy

In order to be able to define formally what it means for a player to win a game,
we need to introduce the notion of strategy.

Question 2
On considère les 2 variantes suivantes du jeu de parité. On supposera,

comme d’habitude, que l’arène A = (V = V0 ∪ V1, E, χ) est finie, et que
chaque sommet a au moins un successeur.

1. Soit n ∈ N fixé. Dans le jeu Gn, le joueur P0 joue les n premiers
coups de n’importe quelle partie (même si un sommet appartient à
P1). A partir du (n + 1)-ème coup, le joueur Pi joue seulement dans
les sommets de Vi.

2. Dans le jeu G ′, dans chaque partie, le joueur P0 a le droit de jouer au
plus un coup à la place de P1.
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Pour les deux variantes, le joueur P0 gagne une partie infinie v0, v1, . . . si
max{χ(v) : ∃∞n : v = vn} est pair.

Vous pouvez supposer qu’il existe un algorithme qui détermine quel joueur
gagne à partir d’un sommet donné dans un jeu de parité.

— Proposez un algorithme qui détermine les sommets gagnants de P0

dans le jeu Gn.
— Pour la variante G ′ on demande de décrire une réduction vers un jeu

de parité usuel : à partir de A vous allez construire une arène A′ =
(V ′ = V ′

0∪V ′
1 , E

′, χ′) et une fonction f : V → V ′ tels que v est gagnant
pour P0 dans G ′ ssi f(v) est gagnant pour P0 dans le jeu de parité sur
A′.

— Est-ce que P0 peut avoir une stratégie gagnante positionnelle dans le
jeu Gn ? Même question pour G ′. Justifiez votre réponse, soit en mon-
trant qu’une stratégie positionnelle existe, ou par un contre-exemple.

Question 3
Le jeu qui suit est décrit par une arène finie A = (V = V0 ∪ V1, E) et

deux ensembles Q,R ⊆ V de sommets. On suppose de nouveau que chaque
sommet a au moins un successeur. Le joueur P0 gagne une partie infinie
v0, v1, . . . si pour tout n ≥ 0 : si vn ∈ Q alors il existe m > n tel que vm ∈ R.

1. Décrivez une réduction vers un jeu de paritéA′ = (V ′ = V ′
0∪V ′

1 , E
′, χ).

Indication : Deux couleurs et un bit de mémoire suffisent.

2. (Question bonus) Reformulez la condition de victoire du jeu sur A′ en
condition de Büchi.
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