
Nash : complexity



&

Aerniar cous (lemme) :

m = /mil 2 ,
est eg . de Nash

sii Sie Si &

pi(si , mei) & pi(mi, mil
+ egalite pour sie supp(mi) .

Tout strategie pure de l'equilte
m est une "best answer" .

1) Consequence por les jeux 2joueurs:

Sion conait le support de m

&Bons area /supp(mi)/ = Ki
&

clors an pent obteniv par caper
~ un systeme d'equations lineates

S
a Ki incouues :

[mi(si) = 1 +---

Sie Supplii) it Cri -1) eys
K2

↳ saphene pent etre resolu en

temp polynomiah dan Q .



-> agrille NO
pour 2 joueurs

2) On put verifier si m = (mi) ;

donne est un NE
.

Export-on devine m= miji en

Pime ? Pas forcement :

↓ Il existe des jeax some NE dans R.

Ex n> 2 as d
,

b >C
-

tous les autres an marks un

igorat autre side

aider a C

: morer d b

Equilibres pures : exactement

whe personne
cide (a) -+ (b)

Equilibr mixhs : on put supper



que
ho les perhicopeed poment te

mime shelege /he jou est

symmchique et lea preuve de

Nash montre qu'il ex
.

des

egelobnes sprmehiges) :

mi (aided = p = (0 , 1)

9 : = X-p)n
-11 fore les arches

· juarent
Eg .

de Hash =>

c q + c(1 -q) = d . g + b(1-9)

a- d)9 = ( -q)(b -c)

(a
- d + b -2)9 = b -c

b - c

9 =

d+b-

↑ = 1- *e



Question : crait-il possible que

le problime de Nash est ND-C ?

En kaut
que problema de decision

Cest-a gul it existe un equilibe) :

nar
, cen le reporte est typ. Ori

Nash-Approximation
Ebe Je (Se , ..,

Su
, pr , .., pu),

Ce Q +

Question Calmler un 2-equilibr-

de Hash :

Q

↓
m = (mil : go to

,
Ami :

pilm') < pilm) + d

m' = I mi , mi)

Nash-approx est dons P Jon

put la denker) mas



il n'est
pas probable qu'il sort

NP-complet :

Ssuppres que
Sah < Mesh-approx.D

Donc : 4 -> jew &

tg. 4 satisfac be=>

is a un 5-equilbre

Si y dat la reduction donna

un see g pour lequed on perh
danner un 2- eq .

da Nash

=>> Jut fat I =

Co-MP

Reg .

Par combre id
y a des varacles

ND-umplates :

-est-re qu'il ex. Eq .
de Hash area

rasoft 1 ?

- ent-re qu'st ex·
an man 2

eq .
de Nash ?



CTFNG

Classe de complexity PPAD

(polyrood parily argument o

directed graghs) :

Pb . End--of-bei

Embe graghe G
, de talle exp -,

&

donne for succ/pred , 19.
↓ v : /pred(v) 1 , Isusc(u)1 = 1 ;

StV +y . pnd(s) = &

& Determine +S Lg .

swit

pred(t) = 0 on succlt) = P

X-existiges car so i-
Problimes PPAD-completi

- S-eg .
de Nash pour n>2

- eq de Nash par n = 2

-wall de paint fixe Broner



Almithm de Lembe - Howso

I per calcula un eg .
de Hash

-dI 2overs.

Wlog : jei symmetrique
Sn = (2 = (1) .., h)

, p = ph
= P

On cherch eg . synm:

m = mz = m = (vi)

- ris,
o

-

hemme p(m , m) x p(i , m) vi = 1 ,
n

E
5 : r=> o => p(m,m) = p(i , m)

Supposons ge I on broune

m = gre , .., rn) ef 9 by



m = (r<, .

., rn)
W

[vi = 1
i= 1

p(m, my >

r
,

30
& 93 p(1 , m)

' &
Un >, 0 93 p(r, my

plm,m)
ef Vi : ro = 0 v 9 = pli , m)

=> Im , my est eg de Nash

On chende z1
, .. ,

zn lg
717, 0

I 13[zj . p(1 , j) ,
i & I i

7n3, 0 13 &
,

zj . p(m,j)

[zi) o

#to~ = &+ p(i))et ki :

= ri =i
Es , de Hash

i= 1



Ex 1 2 3
-

O 2 R
1 8 03 o -

CT
30 2

200 3

3 O 3 2
22 2

9) 7,30 (1713, 3z2

2) z2 (21133zu

9) z330(') 1)2z + 2z2 + 27

On cherche are solution dans um

polytope horne
.

Polyhope : sommet = enente de

n equations (u = 3)

Hypotheres
- tows les coelf . Sout > 0

- pas
de loge/colonne = 0

- tout ensemble de n equations a

an the un solution



- Sommel special du polyhope : (0,
0

, 0)
Cre saleifert pas

C Ei < 0]

le dans-Strategie i est
repre-

an sommel (te , E2
, 73) si saff

(0) on (i') est schsfeite arc ejalite.

Rg .

Tout comment on toutes les strategies
(112 ,3) sout representees - saf
10,

0
, 0)

- est NE
.

Ry Si un sommt est by pas houts

les stratige's y
sout representees,

alon one strat. y
est doublement

~

Lead ,
7 +g · (k) etrepresente

(k) out satisfaites avec eplite)

Q comment brouver un sommel

= 10
,
0

, 0) on toutes les strategies
sont representees ?



z
M

()z = 0 v - 232 (1) 17, 372

(2)7 = 0 (2) 17323

Dy zz = 0

V2
2 (3') 1327+

132 /it , o
·

v6 272 + 27s

·
123 00

,
0

, 0-

123
[ Vo

·

122 vj⑧ ↓

vi(05 ,%
7 &

Vy

123zz 123 NE S
23

pit,t) (0,5 , 3)
~/123 : 7

,
=0

, z1 = 0
, zy = 0

/13 : z = 0
, 2 = 5 , E3 =O

-

(1) ii) (3)

/132 : z = + , t = % zzz0

(1) (3) (3)

v3/13 : z1 = 0 ,
E = 5 + z =

(1) (i) (3'

/123 : z = 0
, E = + , t = -

71)(2'l (3)



- On
passe

d'un comment if a vit

en relatent una strategie (egeline
doubleamed represente dans vi

Iscus reveniv a Vi-1)

-
On slarrite si touts les shatepes
· out representees -> NE

-
Le chemin we peat pas repeter

un sommet :

132

v.

-v + 2
--

i↑

20 ,
0

, %) - -

= ↳ chemin doit s'arreter.

It strik dans on sommet de

type 123 . Qui ne pent pas

itre (0 ,
0

, 0) (dons l'exemple
tous les vin'out

pa
2 => z2 > 0

Mais por
reveniv a vo it faut

passer par
des sammah avea E2 =0.



Jax & 2 joueurs
: C = RT- symmetrique [ ((i,j) = R(j , i)

Tout you symm . posside NE synm.

- Reduction you a you symme

M =

C &
R : m

,n( Omnii 2 : u ,
m

① (x , j) NE de (R, C)

c=) -X
, j 1 :

*Rj,
T

R5 ,

5>>

(x , j) m(5) = (5Tc, jTr)()
= jC + xTR ↳

(x' , jm() = j'C: + *T
Ri



② ((F,j) ,
(5 , 5) NE

It sufft do monter :

X
+

r[(y
+

my ,
=

<x > is CX
, wil

Si XTRJ < Try can

(x, j)m(z) = jT(x + YRy

c (=, 5) m() contradicte

&Si -, m .
[xi = 1

, Syj = 1

alon E = (EX, Ej) est 19.
&Zi = 1

② Si (*, j) est +g . ExitEyi = 1

alon ** = 1= est

distrib. Et on part suppor que
Y + 0

, j = 0si(X, j) NE .


