
Theoreme de Hash
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Relaur sur equilities et
determination des jeux

Ex Prix equitel

↑ (s , m) : note de l'etudiant s

pour le maliere m

1 l conseil des etudiants christ

un etudiant s

& he jury choosit one matiere
.
m.

3 Le prix est p(s , m) . 100.

① CE maximise , juy minimise
Co-sum)

Est-ce
que

CE a l'interit

dinverser (1) et 12) ?

Resultat de (1) -> 12) :

min plso ,my : so chosi

per CE

Risellat de (2) + (1)
max pls , mo)

: no choir

par jury



Ra :

min p)6o , m) = p(so , mo) Imox p(Sm

por lout so
,
mo

On a done :

⑦ max mon p(s,m) mimex pl,

Il II

min p(do, max p(s, mo)

Si maintenant les choix de

CE et Jury sout fail
simultriment quard est- u

gulls we resulted pas
ever

choix 3

Si CE chord so et Jury mo

alon aucun me reyrelle



EX

-S : p(s, mo) < p(so , mo)
et
-mi P(So , my >, p(so , mo)

()

maxp(s , mo) < p(bo , mo) <

min p(So ,my
m

Ca quo implique :

min max p(s,m) p(So ,m

max mir pCs,my

Are @ on offect :

mix max p(s , m = p(60 , mo) =

max min pls ,m)



Comparaison area joux a 2 joneus
↓ information perfeite I some parties
indicates) :

jeu est determine si sort Po

on P, a una strategiesequent

Vi : strategie de Pi

S
si Po gagepro , we) = In side gegne

↳ jou est determine
soi

C = =

max min p(ro ,01) =

To 51

min
max p(r ,M) =51

E)) On a torgours Cap par Q

Si Po pyre area to alon

min pro , ()
= 1 = x = 1

51
=>1



Si Pe gepe crea :

max pro,=

=> 1 = 1 = 142

Dans les 2 cas : C=

(E) Si x = 1 = 1 :

750 +g . mi p( , re)
=> gepente par Po

Si C = B = -1 : idea por De



Trogu'd maintenat on a dif
les eq . de Nast are shelipes
pures (SieSi) ,

Pierce-feille-vineaux- > doix probat.

- On na introduite des chrotpres
protatibles /"mixles")

- On he member le them ,
de Rush

,

qui dif que dans fout jou fi it
existe an mos un eq de Pest
area stret

, mixles

- On va monter comment calcular

un eq de Nest dans le cas specia
de 2 ,ineurs

& zero sum :

Hoimex-Meareme (von Neumanu]



A + q fini
une . distrib , de pool . Ser A :

pr: A -> 10 , 17

CA Pr(a) = 1

On note per 1 A
= ens .

des distrib

de proba : ser A

Jux chalgiques
(Se, .., Su , pe ..., pr)

Ure shet , mixte pow he joueur :

= distrib . de proba ser Si

* Si = ene des shel per mixtes
Hot

por i-

mic A Si

supp(mil = (5 Si : mis)20
me XS, X .. XAJn -

m = Ame.. , Mn) mi = (me ...
Mit,

mi+ 1, --, may



1=Csi) i
.

m(s) := m= (S1) · mc (2) ..mu(Sr)

payoff
-

pilm) =:Powe
EX Matching pennies

pas d'eq .

de Hash· Pr

m = fH + ET = mz

Pr(m) = = - + + (- 1) .+ + 7 1)
-

7+
1. t = 0 = p(m)

&

If m est eq - de Nash of por out

i
,
et

por toute stret mixte

mi : pi(m) >pilms , mi)



mu = tH + ET=· mr est eg . de

Hah

my = p
. 1 + (1- p) . T

P1(mi , ma) = 1 . E + (- ) : E
&+ (-) Ep + 1

. E = 0 = p(m)

CIESDS] : iterated elimination of strictly
dominatedshrelegies
-> on elimine une chategicfure) si
si elle est shictement domine par
une strategic mixte m ::

pi(Si , m -i) < pi(mi , m-i),
- m-c

Eg .

Lordre d'elimination n'est
pas

important .
Le equilibres de Hash we

sout pas elimines par FESDS



EX Pour MP
,le shot . It n'est pas

shirt
, dominee

, par ancure shet
. mixl

my ,
car area

E
mc = EH + ET

on a

m = r . H + (1-r)T

p . (H , mc) = E + (d) - 1 = 0

=

p (mm) = E + E-E- = o

Done IESDS n'eliine ancure

stelgie. dans MP .



Imme Pour but you shatelgique
Te

. . .

,
In
, pe-- , pu)

on a

equivalence des poinb suivants :

G) m est eq .
de Nash

2) Pour fout 1 In et fout

citSi :

pi(m) > pi(si , m-i)

(3) Por houk 1 in et bouh

SitSin <upp(m) :

pi(m) = pi)Si , m -i)
of par fout

i ef roub

SitSi < suppsm) :

pi(m) pi(si , mi)

dino (1) -> (2) -> (3) -> (1)

pi(m) = [ mi(Si) · m -i(f-i) · Pils)

StSuppl) = [ mi (Si) - pi(si , mi)
Sie Supp(mi)



↑

E Battle of sexes : possade assium

dat . mixles=
Eq de Hash en

&

my = r F + (1 - w1) - i
am ,1

mz = r2 . F +g1- r2)14 -
419 219

p - (m) = 2. my + rz + (1- re) - (1-) = -
P2 (m) = m . rc + 2 (1- r) · (1- ra)

·219 419
Sim eg .

de Hash :

③ support (m) = 1 F , B)

↓ pe(m) = pu)F, mu) = p ,(B ,mc)

- I I
2r2 1 - q- r2)

=> 2
= 1- =ni

P2(m)
= p2(my F) = p2 (m, B)

Il Il

3 => 2(1-m)



Ex: MP

my
= r. H + (1- +1) ·T

mz = r2 # + (n- -2) · T

p+ (m) = verz + (1-m)(1-m)
- r , (1 - r2) - (1- re)r2

= merc + 1 -m - -2 +mr

-v1 + m rz -r + mr

= yr + +2- 2r - 202 + 1

Si supports m
. ) = (H ,TI :

p . (H , m2) = p .(T, mr)

in - (1 - r2) = - r + (x - rz)
2rz = 2 (1- -2) = vz = E
1/2

? IH , mu) eg .

de Hesh ?

p- (1 , mz) = u2 - (1-2) = 202 - 1

= Y+ r2
- 20 - 20 + 1



Th . de Nash ( ~ 1950)

Tout jeu strategique fi a an moirs

un eg . de Hash area shet . mixtes

Ra Ilya des joux quiu'out pas
de e'

g
. de Nash en shet. pures

(ex . MP , PFC ,
..)

Preuver en utilsent le there. de

point fixe de Brouwer .

[Brouwer] : Si DCIRd est convexe

et compact , et f : D+ D est continue,

alon it ex .

XED (g · f(x) = X.

Ondif .

pow it [1 .. u]
,

m stat.

mixle
, Sit Si :

Gainsi (m) = maxhpi(si , m -i) -

picm) ; oh



On applique Browner area

S1
· x = 20 , 17 x- 90 , 13

Su

· EmeD : f(m) = it
Fi
,
usie Si :

milsi) : =

milsi) + Gains; (my

1+ [ Ginsi' (m)
sie Si

E si
mi(i) = 1

By . f est continue

On make que
so m = fim) ,

alon

m est equilibre de Hash.

Il suffit de momber :

Gains: (m) = 0
,
Fi
,
sieSi

Il

max) pilsi ,m-i) - pi(m) ; of



Gains: (m) = 0
,
Fi
,
Sie Si :

deppesens per contradicto qu'it
ex ,
i
,
sieSi ty

Gadis ; (m) >o ( pi(Si , m-i) )
p . (m))On note que mi(si) 30,

(pas possible alavor milsi) = 0

a cause de milsi) > 0 et m = n)
f(m) = m' ( =m)

pi(m) = [milsi) · pils' , mi)
sieSi

A cause de milsi) > 0 et

pi(si , m-i) < picm) ,
it dont ex

:

S'itSi ty . milsi') 30 et
pi(si ,m -i) < pilm)

1 = Ginsi (m) = 0)
↓

Donemsily demi(sit) + Gainsi (m) S
1 + [Gains:" (m)

milsi's -> combedet mem' !



Monikerant : cas special 2 jovers ,
zero-sum ↓

(1) &Crow)
(2) a (column)

Ju dicrit per 2 matrices R
, C

de dimensi mx n
.

(R= - C si some

wille
1Sr = (+ IR : [xi = 1)

* Sc = <Je Ro : (yj = 1)

Etert donnces *, j ,
he payoff

de Res + Ri . /C : xTCJ)

&, j) est eg .
de Hash sisi

Y
+Rjymj ,

+ x

+ cy >c , j
R : mex

,
C : min



zero-sum : C = - R

E ! I :
F

EX Enegra Rich
renouv impols

A : Retaile 3, - 3 - 1
,
1

entripe
Hausse

Di
dispenses

- 2
,2

1 ,
- 1

so joneu R canance la shelpe i
↑

= (YA , XD) alm joneur Coblict :

en gain Espere :

I(E) = - 3 XA + 2Xx

((F) = XA - XD

Valeur ophindle pow C:

min(-3xA + 2 XD , XA - XD)

Si R doit annoncer s shelpc *
en premier ,

alon le voix opt , est
may min13XA - 2XD ,

- XA + XD)
(Xa , Xx)



Le choix opt .de R est donc le

solution du pl . d'optimisation survant :

max z by

S
3 XA - 2 XDXz LPR

- Xa + XD > z

XA + Xx = 1

Y A , XDx0

z < >XA - 2/1 - XA) = 5XA - 2

z 1 - 2 XA

JXa-2

1

-↳ < XA

-2-
- 5XA -z = 1 -2XA
S

1 - 2Xa
Xa = 3/7

XD = 4/7

z = E



↳ choix opt ,
de C :

max W 59 .

S
-y + y 3 w

LPC
2 YE

- YI > w

Ye + y = 1

YE , y= >, 0

-> y I = E , y = = E ,
w = - E

Eg .

So R Jone (17) et
C jone (E/E) alon R

gage
1/7 et C perd 117 ·

- So R jove (EIE) ,
I we pend

pas gener plus ,
a caused LOR

- Si C jone (E/E) , R we part
pas gagner plus ,

a cause de LPa
·

-> donc on a un eq de Hesh !



·

max mi XTRy : geri maxual
de R

max m XTCy :
- - deC

11 (pert mind)

- mi mox XTRy
y X

C = - R
⑪ max mit xTCy =

y

max mmExRy)
- min max XTRy

Y X

Le Hm
. Min-Max suivant did que

le gain maximal de R est egal a
la perfe minimale de C .



L thomime Min-Max (von Heumann)
REtent donne : ERmin ,

max min XTRy = min max XTRy
x y y X

& max mit xTRy est he al

optimale de:

CPR :
max z 4 .

- T
XTR > z . 1

XT . T = 1S Xixo, vie [1,m]

En optimisation thecie (LP) :

10 pind LP dual

max (cTX) + min/lty) *
Ax = b ATyc
X70 yo



↳ Hireme de dualite forte :

On a max (TX) = min(lTy]
X z

si umdes deux (P a une solution

optimale

LPR a dissol ., et elles some

forces -> sol . opt . existe

Duc de LPR : min z'19 .

- yTRT +z'IT 0

yT. I = 1
LP'

: S 3530 ,
+ je(1 , n]

Onmell z" = -zl
,
et on apply

C = - R por
recrive LP1 :

maxz" Ea

Lic : Cy > z" - T

yT . i = 1[
8530 ,j



C = - R

⑨ LPC est de pl.d/optimischen altern

sia annonce sa shelege en premier
.

2) La valeur opt , de z"est

max mi (x
+(y)

y

3) mex mi (xCy) = - mi nex IXTR
Th Si (E) esh sol . opt . de LPR

et (y , z") est sol . opt . de LPC
,

alos (x , y) est eg .

de Hast,
efz" = - z

,

&m 1) x
+ r zit =

() Xy : X T Ryzz (1 = T3)

2) Cy > z" . T =

(2) +y : y T2y > z"
,
don

XT Ry = -
z



Si < joue he shet . y :

- R gepe an plus-z" = z (g . (2))
↑ loalie)

- R gege an mechs z (es()
=> donc R

aeue
exclement z

=> X est le start . opt . de R

De facon avelope , y
est le shet.

opt . de C .

On peach marker cussi,

Si (Xi]) est eq . de Hash
,
alov

(X, xTRy) est sol - opt . de LPR

et (y ,
- XTC y) est . sol . opt ,de

LPc.



Ordin deliminatio n'est
po important.

(1) Si elimine por mes , put
2) . Sj +

mI

↑ (si ,
m-i) < p : (mi , mi) , M-i

-

= 7 Si - Supplmi) :

pi(si ,m-i) < pi(Ji ,mi)
, Emi

- + i => (2) , pri (1) possible
- j = i = Sit supp(mi)
Si sit supploi) : (2) ,pub (e) possible
Si s'i - supp(mi) :

11

mii = mils'i Ji'7

pi(si , m-i) < p : (Ji , m -i) ,
Fm-i

=> p : (si , m-i) < pi)m,, mi) , Amai

Dona (2) ,
emouile (11) : Si est

·
Il

elimines par me.


