


+ → a → - - a → a - r

s 1 d d t
9- to → .

. b - b - S

NI : ④ → a → a

d t
q- b

p → a →②→ a →a
☒? p→@→ a -

a d l t
2

d d t e → e- e

9 → to → to
a→a → ②→ a → a
d d d
l → l → lo

r radius

Nr (X ) = neighborhood of * of
radius r

= graph induced by all

ys.tn .

dcx ,y ) C- A

t
undirected dust

.



p → [→ •a → a.
→
É → a → r shallow

I d d d d d d wid
q → b - b → I → 1 → s - s

E→a→⑥→o→aÉ
dd. → t - de - de -
e -1
-

4 = G- unique vertex
p n .

. q n

. .

r
-
n
. - s) ^

all neighborhoods of radius £2
are of the allowed types

G 1--4 ⇐> G contains a

a shallow "

grid



p - •a→•a - a. → [ → a - r

I d d d d d d
q→b→b→b→l - s - s

p

µ ,P , ④→ a HI t
d ⑨→ 1

9

Hi : p→② > a a-②→ a

d ly
to
a →②→ r

gaat
1-② - b

daN ! q→§→l
e. →② → s

p→a→a→r
& oat

. He{ → a# → ,

also

→ radius 1 not

allowed



Uwrqie vertex with label p :

7- ✗ . (pcx ) ^ ty . ( pcy > → y=x))

shorthand 7 ! ✗
. plx)]

Fo : 7£ " ✗
.

✗ ( X)

there are at most kverhhes

✗ with property YCX )

Fo -
exactly / at most K Vertrees

-
-

\ neighborhoods

FO cannot
express :

- a graph is connected

- 7 path between 2 vwhres



I ( f- t - order bye,
MOI

Fo ( s ) : X - y ,
X Cy

Fo ( Sncc ) : X=y , succcx , y )

FOC C
, @a)aes ) : x=y , xcy ,

Pak) (ou acx) )
Fo ( due , ( Pa )aes )

Sncc fi ) , mint ) , mary
. )

pervert Ihre exprime's en Fok )

⇒ ( monadic second order logic )
variables x , y , . . . premier ordre

( → positions )
X
,
Y
,

. .

second ordre

menadione ( → ensembles

X - y ,
XEX

de positron)
x Cy , succcxiy ) ,

acx )



Crapy
fmmnle , atomizes :

✗ + y CFO)
ECX , y )

✗ c- ✗ (Mto)
not i

•→ •→ •

→ •→ •

En Fo on pent dhe :

4
,
- cheque sonnet a un unique
pre'd . I succ .

, savf deux srmmehs

dritshgués ( débutl fr )
42 - le summit de debut a un unique

tucc ,

, pas
de préd .

4
> - le sommeh de fi a . . .

Ce
qu

'
un put pas ohh en Fo est

que le gnyhe est cmnexe .



Udi unique
" start

"

vertex

Yd = 7
!
✗ . ( Ky - 7 Ely , × ) ^

Fly .
F- Cx ,y ) )

Ye : unique
' end

-

vertex

Ye = 2
!
✗ . City . 7 F-(×, ] ) ^

3- !y . E- ( y , ✗ ) )
4m :

every vertex has
'

Oort

pred .

,
and 0 or 1 sncc

.

Um = Fx
. 4- £1 y . Ely ,× ) A

2<-1 y - Ecxiy ))
✗ = Yd ^ Yer Hm

GKY ⇐ G disjoint union of
•→ . . . → • & of cycles

→↳
T
.

.
.

d



Pour quoi Fo ne peut pas exprmer
l

'
access ihbk .

[ = Ic )

•
T.IS

.

.

V - 10 , - -

i
n)

°
y

7ZI 3 Y

E- = I ( i , it 2 ) : o Ei E n-2)

U f ( n ,
n ) ,@ - I go ) }
#
② @

£
O D O O

w → Gw

Gw est annexe ⇐ Iwl impair

On verre que fo
ne pent pas

exporter
' l w/ est par

'

.



La consequence sera :

Fo ne peut pas expire le connexiti

on 1 ' access ibtbté
.

Preuve far llalswde :

hyperons que Fo (E) pent expnhnr
la connexihé d ' un grafhe . → 4

Alms on monte
que FO (sncc ) pent

exphner
'

longueur impair ?

On fremd Y et on renylaee chape
sons - trunk. Eli , y ) par

:

→ FO

y = ✗ +2 : ( sncc (*2) ~
✓ due CZ

, y ) )
maxcx) ^ 3- 2- ( mohl 2- ) ^ Sncc (Zig) )

✓ mincy) ^ 3- 2-( Max (2) n succft , 2- ) )



4 over graphs → Y
'
our words

On note la for mule de Focsncc )
observe par 6 ?

W F Y
'
⇒ Gw est cmnexe

⇐ Iwl impure

74
'
ex prime

-

longueur pave
"

→ contradiction d l ' hypothec
que

^

longueur pale
"

n
' est

pas 1=0 .

Ce que
'

on a un avec wt Giv

est une interpretation lognghe ( Fo )



Eñe (Fso)

✗ , y ,
- .

: variables der ordre

( → smmeb )
✗ 14, . .

: variables 2nd ordre

( → ensembles
,
relations

,
.
.
.)

Formula de 3- So :

3- Xr .
.

3- Xu .
4 (✗ n , . . IXK )

4 : formula de der ordre avec

prédcah abmiqnes

✗ c- Xi
,

✗=y ,
F- ( Ky )

✗ if ✗ n -

i. ✗ K )

EI a) G biparhi

peso
7- ✗ 7- Y

. ( Pathom CX, Y) n

✓ pas
d '
arc dens ✗ on

a rite 1 de- Y )
( ensembles )



3) G 3- colorable

7×17×27 Xs ( Parhelion ( X , , Xyxs )
MSO r pas dlarc dans un des Xi )

4) G content clique de taille / v1

zso U s v → prédicat U /x )

7- ✗ 7- R ( R est bijection entire

IÑImom ✗ et v
,
et

✗ est clique )

5) G content cycle Hamiltonian

F L 7s ( Lorde total sur V ,
v

emerge 5 le relation once .

de L
,

S est cycle de G)



1) L is④ only :

→ reflexive
✗ e- ✗

1
transitive

✗ Ey , y£z
/
"th - h .

✗ Ey ,
→ ✗ c- 2- TEX

⇒ ✗=y

✗ . 4×1×1 ^

× , y it . ( LCX, ] )n 49,2-1 →

4×12-7 ) r

Kay . ( Lcxiy ) rlly , ×) → ✗=y)
^

✗ iy ( clay) v 49.x ) )

2) S is successor net of L

✗ iy . ( slxiy ) ←

[21 ✗ iy ) s
2. ( 4 ✗it )^4tcy ) →

2- = ✗ U 2- =y])



3) I corresponds to cycle :

× , y . (sfxiy ) → Ecxiy ) ) ^

7- × , y . [4- 2- . 42-1×7) ^ "

✗ max

owl
"

C- 2- . Lly , t) ) ^ • ymñ
in L

'

E- (as ) ]

L is a numbering of tithe vertices



R binary relator ( annelids )
Ros bijective :

✗bij - Ypre ^ Ysncc

lepre = exactly one pre - image

= Hy 7
!
✗ . R( ✗ , y )

4sec = Kx 7 ! y Rcx, y )

-

RN tf between ✗ and U

9-= Hye U 7 ! ✗ c- ✗ . Rcxiy ) ^
✗ c- ✗ 7

!

ye V
.
R( ✗ cy )

✗ is clique :

Uz= txity ((✗ + y n ✗ c- ✗ ^

yex) → Ecxry))



Read ( xiy )

I 7 path from ✗ to y

Fo FF
"

✗ → 2- , → ZL → .
.
→ Zk→y

Here : S = set of edges of
the pen where 2- it tj

+ i=j

75
. [ 7 !z . s( ✗ it) n

t

bmeynl.V-Z.GS ( 2- , X ) ) n
z
!
z
. Sfziy) ^

V-E . 7 Sly , 't) ) n
+ ( 72-1 . sctlit) ntty

⇒ 3- z
"

. f( 2- it
"

))
^ Halt

'

. scat ' ) -→ E- (7,2-3)



Another formula for Real lay] ,
which I Mso :

-

%= ✗ [(* c- ✗ ^

( y c- ✗ ☒ 2- . (Ely ,z) →
2- c- X ) ) )

→ y c- ✗ ]

Every oct ✗ that contains ✗ and

is closed by taking successors
,

contains also
g-

✗



G
,
sit * YR(xiy) ⇒

7- path s→*t

T

G sat . Yr where

✗ =s , y=t

(⇒ G
, sit F Yr lay)

"

✗ . . .

Take ✗ = post
't
( s )

=L v : s -7 v3

ft ✗
,
closed under taking Sncc .

er
te ✗→

(⇒ rest

Every ✗ containing s and

dosed under takes woe .

Contini also t → 61--62


