
Question 1 Un flocon de neige est un graphe non-orienté G = (V,E) de la forme suivante :

– l’ensemble des sommets V consiste d’un sommet-centre c et de deux ensembles disjoints V1 et V2 ;

– le sommet c est relié à chacun des sommets de V1 (qui ne sont pas reliés entre eux) ;

– chaque sommet de V2 est relié à exactement un sommet de V1 ;

– tous les sommets de V1 ont le même degré.

1. Ecrivez une formule de SO (logique du second ordre) qui décrit exactement les flocons de

neige.

2. Justifiez qu’il n’existe aucune formule de FO (logique du premier ordre) qui décrit exactement

les flocons de neige.

Indication : vous pouvez soit utiliser les jeux de Ehrenfeucht-Fraïssé, ou appliquer une réduc-

tion FO d’un langage vers ce problème.

Question 2 Rappel : les formules de la logique du premier ordre FO(succ) interprétées sur des

mots de ⌃⇤
sont construites à partir des formules atomiques a(x) (a 2 ⌃), y = x+1, x = y, min(x),

max(x) en utilisant les opérateurs booléens ^,_,¬ et les quantificateurs 9, 8.

1. Ecrivez une formule MSO pour le langage (a+b+c+)+.

2. (bonus) Ecrivez une formule de FO(succ) pour (a+b+c+)+.

3. Montrez que pour le langage L ✓ {a, b, c}⇤ qui suit il n’existe pas de formule de FO(succ) le

décrivant :

pour toute position étiquetée par a il existe une position étiquetée par b à droite

Pour cela, vous allez proposer pour chaque k > 0 deux mots uk, vk 2 {a, b, c}⇤ tels que uk 2 L,

vk /2 L et une stratégie gagnante de Duplicateur pour k tours sur uk, vk.

Rappel : Pour le jeu d’Ehrenfeucht-Fraïssé pour FO(succ), Duplicateur gagne en k tours si les

positions a1, . . . , ak choisies dans uk sont “isomorphes” aux positions b1, . . . bk choisies dans

vk :

– ai = aj ssi bi = bj ,

– ai = aj + 1 ssi bi = bj + 1,

– ai est la première (dernière) position de uk ssi bi est la première (dernière) position de vk,

– ai et bi ont la même étiquette.

4. Que pouvez-vous dire si le langage L du point précedent est sur l’alphabet {a, b} au lieu de

{a, b, c} ?
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