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Classes de graphes a mineurs exclus

e Graphes simples sur les sommets 1,2,...,n
e Un ensemble de graphes est une classe s'il est stable par réétiquetage.

e Un mineur d'un graphe non étiqueté est obtenu par contraction et destruction
d’'arétes, et suppression de sommets isolés.

e La classe A est close par mineur si tous les mineurs des graphes de A sont
dans A.

e Exemples : A peut étre I'ensemble des foréts, celui des graphes planaires...

e Théoreme [Robertson & Seymour 04] : toute classe close par mineur peut
étre décrite en excluant un nombre fini de mineurs.

e Exemples : pour les foréts, on exclut le 3-cycle. Pour les graphes planaires,

K5 et K373.




Graphes aléatoires

Pour n fixé (et grand), soit A,, I'ensemble des graphes de taille n (n sommets)
dans la classe A. Soit G, un graphe aléatoire uniforme de A, : pour tout G

dans A,,
1

a(n)

P(Gn = G) =

ou a(n) = |Anl.

Forét uniforme aléatoire
sur 75 sommets
(2 composantes connexes)



Quelques propriétés des classes (propres) closes par mineurs

e Pas de mineur exclu :

a(n) = 2(2),

Le nombre moyen d’'arétes est quadratique :

B(e(Gn) = 2 (1) = """,




Quelques propriétés des classes (propres) closes par mineurs

e Pas de mineur exclu :

a(n) = 2(2),

Le nombre moyen d’'arétes est quadratique :

B(e(Gn) = 2 (1) = """,

e AU MOINS un Mineur exclu :

a(n) < nlp"

pour une constante p [Norine, Seymour, Thomas & Wollan 06].

Le nombre d’'arétes est au plus linéaire : pour tout graphe de A,

e(G) < an

pour une constante o qui dépend des mineurs exclus.
[Mader 68]
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e Quelle est la probabilité que G, soit connexe 7
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Des propriétés plus fines : le nombre et la taille des composantes

e Quelle est la probabilité que G, soit connexe 7

e Plus généralement, quelle est la loi (distribution) de N, le nombre de com-
posantes 7

e Quelle est |la taille R,, de la composante racine, c'est-a-dire celle qui contient
le sommet 1 7

e Quelle est la taille M,, de la composante maximale ?

Remarque : si on n'interdit aucun mineur, |la probabilité que G, soit connexe
tend vers 1 si n — oo, et ces questions ont des réponses simplissimes.



Si tous les mineurs exclus sont 2-connexes

Graphes 2-connexes : au moins deux chemins disjoints entre deux sommets

A X

2-connexe pas 2-connexe

(un sommet de degré 1

ou un point d’'articulation)



Séries génératrices

e Soit a(n) le nombre de graphes de taille n dans A, et soit

A(z) = ) a(n)i—?;

n>0
la série génératrice exponentielle associée.

e Notations similaires (c¢(n) et C(z)) pour les graphes connexes de A.
e Extraction de coefficient : [z"]|A(z) ;= a(n)/n!

e Si tous les mineurs exclus sont connexes, les graphes de A sont des ensembles
arbitraires de graphes de C et

A(z) = exp(C(z)).

Preuve :

n!
a(n) = > c(ng)---c(ng) — —
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Théoreme [McDiarmid 09] : Si tous les mineurs exclus sont 2-connexes,
e C(z) et A(z) convergent en leur rayon de convergence (commun) p
e |la probabilité que G, soit connexe tend vers 1/A(p), qui est dans l'intervalle

[1/ve, 1)
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Foréts : 1/A(p) = 1/+/e = 0.60... Graphes planaires : 1/A(p) = 0.97...

[Gimenez & Noy 09]
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e |la probabilité que G, soit connexe tend vers 1/A(p), qui est dans l'intervalle
[1/Ve, 1)
e en fait, N,,—1 converge vers une distribution de Poisson de parametre C(p) :

C(p)"
ilA(p)

P(Np=14+1) —



Si tous les mineurs exclus sont 2-connexes

Théoreme [McDiarmid 09] : Si tous les mineurs exclus sont 2-connexes,
e C'(z) et A(z) convergent en leur rayon de convergence (commun) p

e |la probabilité que G, soit connexe tend vers 1/A(p), qui est dans l'intervalle

[1/ve, 1) (%)
e en fait, N,,—1 converge vers une distribution de Poisson de parametre C(p) :
C(p)’
ilA(p)
e |la composante racine contient presque tous les sommets ; plus précisément,

1 a(k)pr
A(p) k!

P(Np=14+1) —

(*) [Addario Berry, McDiarmid & Reed 11], [Kang & Panagiotou 11]



Et si certains des mineurs exclus ne sont pas 2-connexes?

LLes résultats ci-dessus ne peuvent pas étre toujours vrais

Exemple : on exclut le graphe réduit a une aréte (et 2 sommets). Alors :
e G, n'est jamais connexe (si n > 2),
e le nombre de composantes est maximal : N, = n,

e |la composante racine est maximale, de taille R, = M,, = 1.

Plus de composantes, plus petites :

les graphes s'émiettent un peu plus



Nos résultats : une collection d’exemples

. et quelques prédictions

Pour une collection de classes closes par mineur évitant certains mineurs non
2-connexes,

détermination des séries C'(z) et A(z),
comportement asymptotique de N, (nombre de composantes),
comportement asymptotique de R, (taille de la composante racine),

pour certaines classes, comportement asymptotique de M, (taille de la
composante maximale),

générateurs aléatoires efficaces (uniformes dans Ay).

Note : tous nos mineurs exclus sont connexes, et donc A(z) = exp(C(z))



Exemple : foréts de chemins (ni 2 ni A)

O

AN

T

taille 597



Exemple : foréts de chemins (ni 2 ni A)

e Enumération exacte :

O(2) = Z c(n)z” _ z2(2—-2)

a1 n!  2(1-=2)

A(z) = exp(C(z))

e Enumeération asymptotique :

l | 2 1/4
c(n) = % et a(n) ~ 2 (\6;/%733/4 eV2n,

o c(n)
En particulier, a(n) — 0.



Exemple : foréts de chemins (ni 2 ni A)

e Enumération exacte :

O(2) = Z c(n)z” _ 2(2—2)

=1 nl 2(1-2) A(z) = exp(C(2))

e Enumeération asymptotique :

c(n) = %' et a(n) ~ n (6/2)1/4 eV2n,

2 /mn3/4

o c(n)
En particulier, a(n) — 0.

e La moyenne et la variance de N,, satisfont :

E(Nn) ~/n/2,  V(Nn) ~/n/8,

. _ . .. Np—+/n/2 . L :
et la variable aléatoire normalisée (”/S)f’/ﬁ converge en loi vers une distribution
n

Np — \/n/2

1 Yy
(n/8)1/4 =v| = \/T_ﬂ'/—ooe

normale standard :

_x2/2d:13.




e La moyenne et la variance de R,, satisfont :

et la variable aléatoire normalisée Ry, /v/2n converge en loi vers une loi Gamma(2,1)

P (Rn/\/% < y) — /Oy re “dx.



tous les connexes

Mineurs | 2-conn.
exclus ou <I> et [X] [X] ou de taille £+ 1
D—o---o—o A et A
1 1 1 >
C(z) < 00 log —p = — entiere
zZ—p
P(conn.) | - p>0 — 0 — 0 — 0 — 0
Ny, O(1) logn nl/3 nl/2 n/k
Poisson gaussienne | gaussienne | gaussienne | gaussienne (*)
Ry n — Rp n n2/3 nl/?2 k
— discr. | z(1 —a2)73/4 2\/%@—“3 re ¥ Dirac
My, n — Ry n le nl/2 logn k
— discr. | Poisson-Dir. Gumbel Dirac

(*) [Canfield 77]




Observations

Plus C(z) diverge brutalement en p,
plus on a de composantes,
et plus elles sont petites

e La probabilité que G, soit connexe, c¢(n)/a(n), tend toujours vers 1/A(p) €
[0,1).

e Un premier schéma : si C(z) ~ (1 —z/p)~ %, avec a > 0,

Ny, ~ no/(1ta) ot Ry, ~ nl/(1ta)



B. Techniques : combinatoire analytique

Analytic
Combinatorics

Philippe Flagolet and
Hobert Sedgewick

Philippe Flajolet, Robert Sedgewick



Bl. Enumération exacte



Ecrire directement des équations
a partir d’'une description récursive des objets

Construction

Nombres

Série génératrice

Union A=BUC a(n) = b(n) + c(n) A(z) = B(2) + C(2)

Produit ~ A=BxC a(n) =5 (7)b(i)e(n — i) | A(z) = B(2) - C(2)
(B, = 18]+ [

Suite A = Seq(B) A(z) = #%z)

Ensemble A = Set(B) A(z) = exp (B(2))

Cycle A = Cyc(B) A(z) = log ﬁ

(orienté)

A(z) =) a(n)i—T




Un exemple de base : les foréts (pas de A)

e Un arbre enraciné (en un sommet) est
constitué d'un sommet racine et d'un en-
semble d'arbres (T'(z) pour chacun) : —

T(z) = zexp(T(z)).
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Un exemple de base : les foréts (pas de A)

e Un arbre enraciné (en un sommet) est
constitué d'un sommet racine et d'un en-
semble d'arbres (T'(z) pour chacun) :

T(z) = zexp(T(z)).

e Un arbre a n sommets a n — 1 arétes,
et un arbre enraciné sur une aréte est une
paire d'arbres enracinés sur un sommet :

C(z) =T(z) — %T(z)z. _ |> i|

e Une forét est un ensemble d’'arbres non enracinés :

A(z) = exp(C(z)).



Le nombre et la taille des composantes

e La série génératrice des foréts a £k composantes est

C(2)k
k!l
et donc la probabilité qu'une forét de taille n ait Kk composantes est
1 [2"]C(2)F
kKl a(n)

= P(Np, = k) =



Le nombre et la taille des composantes

e La série génératrice des foréts a £k composantes est

C(2)k
k!l
et donc la probabilité qu'une forét de taille n ait Kk composantes est
1 [2"]C(2)F
kKl a(n)

= P(Np, = k) =

e Le nombre de foréts a n sommets dont la composante racine a taille k est :

("7 Hetkyatn - k)

k—1

c(k)a(n — k) (}_1)
a(n) .

= P(R, =k) =

Remarque : valable en toute généralité



B2. Enumération asymptotique et lois limites



Comment extraire d’'une série
le comportement asymptotique de ses coefficients 7
Une correspondance générale entre

le développement singulier d'une série A(z) prés de ses singularités
dominantes

et

le développement asymptotique du nf coefficient a(n) de cette série

Exemple : si les singularités dominantes ont module p, les coefficients satisfont

lim Supa(n)l/n = 1/p.
ANALYSE COMPLEXE

Deux méthodes principales : analyse de singularités et méthode du col



Un exemple de base : les foréts

e | es séries génératrices des arbres enracinés, non enracinés, et des foréts sont
données par

T(:) = 2exp(T(2)), C() =T(2) ~ ;T(),  A(2) = exp(C(2))



Un exemple de base : les foréts

e | es séries génératrices des arbres enracinés, non enracinés, et des foréts sont
données par

T(:) = 2exp(T(2)), C() =T(2) ~ ;T(),  A(2) = exp(C(2))

e Ces séries ont rayon p = 1/e, avec pour développements singuliers

11

— Z€ 3/2 — zZ€
8\/—(1 )2+ 0((1 — ze)?),

T(z) = 1-—+v2(1- ze)1/2 + %(1 — ze) —



Un exemple de base : les foréts

e | es séries génératrices des arbres enracinés, non enracinés, et des foréts sont
données par

T(:) = 2exp(T(2)), C() =T(2) ~ ;T(),  A(2) = exp(C(2))

e Ces séries ont rayon p = 1/e, avec pour développements singuliers
11

z) = — — ze 1/2 —ze) — ——=(1 —ze 3/2 — ze
T(z) 1 —v2(1 — ze) (1 ) 18f<1 )32+ 0((1 — ze)?),
2f

C(z) = 1/2—(1—ze)—l——(l—ze)3/2—|—0((1—ze))

A(z) = /2 (1 — (1 — ze) + —\F(1 - ze)3/2> +0((1 — ze)?).



Un exemple de base : les foréts

e | es séries génératrices des arbres enracinés, non enracinés, et des foréts sont
données par

T(:) = 2exp(T(2)), C() =T(2) ~ ;T(),  A(2) = exp(C(2))

e Ces séries ont rayon p = 1/e, avec pour développements singuliers

< = — — ZE€ 1/2 — ZE€ 11 — Z€ 3/2 — Z€
T(z) 1—vV2(1—ze)"/ =+ (1 ) — 8\/_(1 )22 4+ 0((1 — ze)?),
C(z) = 1/2—(1—ze)+£(1—ze)3/2+0((1—ze))

A(z) = /2 (1 — (1 — ze) + —\F(1 - ze)3/2> +0((1 — ze)?).

e Par analyse de singularités (théorémes de transfert),

c(n) ~n! < et a(n) ~ el/zc(n).

V/27n5/2

La probabilité que G,, soit connexe tend vers e~ 1/2.




Foréts : le nombre N,, de composantes

e On a

1 [z”]C(z)k

P(Nn = k) = E'  a(n)



Foréts : le nombre N,, de composantes

e On a
e AvecC

Clz) =5—-(1—ze)+ i(l —2e)?/? + O((1 - ze)?),
on obtient

O = 2 4ot - 20) + o 221~ 2072 4 0((1 - 20)2),




Foréts : le nombre N,, de composantes

e On a
1k 2)k
v, = 1y = 1 EICO"
e AvecC
Cz)=-—(1—2z2e)+ i(l —2¢)%/2 + 0((1 - ze)?),
on obtient
C(x)kF == + a1l —ze) + 23f(1 — 2e)3/2 4+ O((1 — ze)?),
et donc
1 1 1
P =82 o Dive

et Ny, — 1 suit une loi de Poisson de parametre 1/2.



Foréts : la taille de la composante racine

On a trouveé
n

e
Vi 2n5/2

c(n) ~n! et a(n) ~ el/zc(n).

Donc pour tout k fixe€,

c(n—k)a®k)(") 1 ak)
a(n) - el/2 klek

P(R,=n—k) =



Avec les mémes outils : si A est dominée par les foréts

Définition : la classe A est dominée par les foréts si

C(z) = T(2) = T(2)?/2 4 D(2),

ol D(z) a un rayon strictement plus grand que 1/e (le rayon de T).

Proposition : dans ce cas,

n

e
V27n>/2
e N, — 1 converge en loi vers une loi de Poisson de parametre C(1l/e) =

1/2+ D(1/e),

e |la composante racine contient presque tous les sommets, et

1 a(k)eF
A(l/e) K!' 7

c(n) ~ n!

et a(n) ~ A(l/e)c(n),

P(R,=n—k) =

e |la composante maximale satisfait les mémes propriétés.



Exemples ou A est dominée par les foréts

Proposition : soit k > 1. Soit A une classe de graphes dermée par mineurs
qui contient tous les arbres, mais pas la k-cuillere. Alors A est dominée par les

foréts :
C(z) =T(2) — T(2)?/2+ D(2),

avec p(D) > 1/e.

k



Un exemple plus coriace : on exclut le noeud pap’ [X]

e Analyse de |la structure de ces graphes, et partition et sous-classes disjointes

e Série génératrice des graphes connexes

1-T

T2 (1-T+712)el 1 g( 1 >+T(12—54T—|—18T2—5T3—T4).

—lo
1-T +2

@ o b

e Résultats asymptotiques et lois limite via la méthode
du col

C(z) =

24(1 —T)




B3. Génération aléatoire
géenérateurs de Boltzmann

Les objets d'une classe A dotée d'une description récursive simple peuvent sou-
vent étre engendrés aléatoirement de facon efficace selon la loi de Boltzmann
assocCiée : un objet GG de taille n a probabilité

:Cn

M =

ou A(x) =3, a(n)ﬁ—? et x € (0, p].
En particulier, tous les objets de taille n ont méme probabilité.

[Duchon, Flajolet, Louchard, Schaeffer 04]



Un graphe planaire aléatoire de taille 727

[Fusy 09] (100,000 sommets en quelques secondes)

ll_

iy,

P l‘ R ,‘MW,,

) LD, -
=" ":t A, Aﬁ,‘ "'y'/"'rir//
N 5, vy

Y

Syt ¥
u‘ﬁ'w' /A"M{‘
Nm '/?/m

E(Nn) = ©(1) E(Rn) ~n



Une forét aléatoire de taille 745

h
/|

E(Np) = E(Ryp) ~n

N[ W



Un graphe aléatoire de taille 859 évitant le diamant et le noeud pap’

-

E(Ny) ~ logn E(Rp) ~n



Un graphe aléatoire de taille 758 évitant le noeud pap’

E(Np) ~ nlt/3 E(Ryp) ~ n2/3



Une forét de chemins aléatoire de taille 597 (ni A\ ni A)

N

AN

S

E(N,,) ~ nl/? E(Ry) ~ nt/2



Un graphe aléatoire a composantes de taille < 3 (taille 1171)

E(Np) ~n/3 E(Rp) ~ 3

RS [ ?7.2'.? AR AL



Pour finir

e On ne re-prouve pas les résultats de McDiarmid (mineurs exclus 2-connexes)
e Autres classes ? (avec C(z) ~ 1/(1 —2)F ; avec C(2) ~exp(z/(1 — 2))...)
e Autres parametres 7 nombre d’'arétes, distribution des degrés des sommets...

e Etablir des schémas : si C(z) ~ (1 —z/p)~%, avec a > 0, alors

Ny, ~ no/(1ta) ot R, ~ nl/(1ta)

e Décrire des conditions sur les mineurs exclus qui déterminent la nature des
singularités de C'(z). Par exemple,

— mineurs 2-connexes = C(p) fini

— exclure une cuillere mais pas d'arbre = C(p) fini avec une singularité en
(1 — ze)3/2



Mineurs | 2-conn. A tous les connexes
exclus ou <I> et [X] [X] ou de taille £+ 1
D—o---o—o A et A
1 1 1 .
C(z) < 00 log —p = — entiere
zZ—p
P(conn.) | - p>0 — 0 — 0 — 0 — 0
Ny, O(1) logn nl/3 nl/2 n/k
Poisson gaussienne | gaussienne | gaussienne | gaussienne (*)
Ry n — Rp n n2/3 nl/?2 k
— discr. | z(1 —a2)73/4 2\/%@—“3 re ¥ Dirac
My, n — Rn n ? nl/2logn k
— discr. | Poisson-Dir. Gumbel Dirac

Analyse de singularités

Méthode du col




