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Combien...

e de chemins auto-évitants de longueur n sur une grille carrée ?

a(n) ~ cp,"nll/32 ?
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Combien...

o de cartes a n arétes ?
( ) 2.37 (2n)
an) = ———
(n+1)(n+2)\ n

. (1—126)32 -1
D aln)t" = 12t

Série génératrice

n
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Combien...

e de triangulations a n triangles, coloriées en 4 couleurs ?

2(n+1)(n+2)a(n+2) =

i(i+1)(3n=3i+1)a(i + 1)a(n+2 — i)
i=1

(2t + 5A(t) — 3tA'(t))A"(t) = 48t
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e Preuve récursive [Tutte, 60's]: Y~ a(n)t" = A(t;1) avec
xA(t x) - A(t 1)

A(t; x) =14 tx2A(t; x)? + tx
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Les bijections

@ c'est beau... mais c'est dur |

Les approches récursives
@ sont (souvent) plus robustes
o la fin justifie les moyens...

adieu I'élégance !
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Enumération et équations fonctionnelles

@ Comptage de chemins dans un graphe, de langages réguliers :
systémes d'équations linéaires

o Comptage d'arbres, de langages algébriques : équations polynomiales

@ Structures plus complexes : équations différentielles discrétes (a
coeffs. polynomiaux)
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14 bAG) + £ Awo(AK) :

Alt;x) = 1+ txA(x)+t
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Enumération et équations fonctionnelles

@ Comptage de chemins dans un graphe, de langages réguliers :
systémes d'équations linéaires

o Comptage d'arbres, de langages algébriques : équations polynomiales

@ Structures plus complexes : équations différentielles discrétes (a
coeffs. polynomiaux)

Equation aux dérivées (discrétes) partielles :

A(tix,y) = Alx,y) = 1+ t(x + y)A(x, y) -
Lt A(x,y) — A0, y) L A(x,y) — A(x,0) _._I::I

X y I
AN Ayo :
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Des mathématiques ?

= résoudre des équations !
du moins, ranger un peu leurs solutions

e Séries rationnelles

e Séries algébriques
P(t,A(t)) =0

o Séries différentiellement finies (D-finies)
d
> Pi(t)AD(t) =0
i=0

e Séries D-algébriques

P(t, A(t), A(t),..., A9 (1) =0
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Toute série A(t; x) solution d'une équation différentielle discréte?
ordinaire est algébrique :

P(t,x,A(t;x)) =0

e Cartes planaires
xA(t; x) — A(t; 1)
x—1

A(t; x) = 1+ bPA(t; x)? + tx

= 27t°A(t;1)> 4 (1 — 18t)A(t;1) + 16t — 1 =10



Toute série A(t; x) solution d'une équation différentielle discréte?
ordinaire est algébrique :

P(t,x,A(t;x)) =0

e Cartes planaires proprement 3-coloriées

, P(t,x, A(x), AA(x), AP A(x), AB) A(x))
2(2x+1)(x+2)(x+1)

A(t; x) = A(x) =1+ tx



Toute série A(t; x) solution d'une équation différentielle discréte?
ordinaire est algébrique :

P(t,x,A(t;x)) =0

e Cartes planaires proprement 3-coloriées
2 P(t.x, A(x), AA(x), AR A(x), A®) A(x))
2(2x+1)(x+2)(x+1)
(1+25)(1-252-45%—-45%)
(1—283)

A(t; x) = A(x) =1+ tx

= A(t; 1) =

avec S(1 —253) = (1 +25)>.
[Bernardi-mbm 2009]
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Les équations différentielles discrétes ordinaires, c'est facile

Quelques os quand méme :
@ C'est effectif... en théorie = calcul formel
@ si I'ordre de I'équation est un paramétre

Exemple : intervalles du treillis de m-Tamari

At x) = A(x) = x + xt (A(x) - Dx1)'™ (A(x))

Soit S = S(t) la série solution de t = §(1 — S)™ 2™ Alors

o 1I-=(m+1)S m+1 [((m+1)2n+m\ _,
A(t’l)_(15)m+2_nz>;)n(n‘m+1)< no1 >f'

avec Eric Fusy et Louis-Francois Préville-Ratelle, 2011
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)+t A(X’y)_A(Ovy) +t A(Xay)_A(X7O)

Alx,y) =1+ t(x+ y)A(x,y . ,

A=14+t(x+y)A+tA oA+ tA) A
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Dérivées par rapport a deux variables : chemins du quart de plan

%

+

Algébrique
A(x,y) = 1+ txyA+ tA, oA+ tA, oA
D-fini mais transcendant

A(x,y) =1+ t(x + y)A+ tA oA+ tA, oA

Pas D-fini
A(x,y) =1+ tx(1 + y)A+ tA oA+ tA, oA



Dérivées par rapport a deux variables : chemins du quart de plan

%

+

Algébrique
A(X7.y) =1 + thA + tAx,OA + tAy7oA

D-fini mais transcendant

Ax,y) =1+ t(x+y)A+ tA oA+ tA, oA

Pas D-fini
Alx,y) =1+ tx(1 + y)A+ tA oA+ tA, oA

Mais pourquoi 7 (et comment ?)



La série A(t; x, y) est D-finie ssi un certain groupe? est fini.
Elle est algébrique ssi, en prime, la “somme d’orbite’? s'annule.

[mbm-Mishna 10], [Bostan-Kauers 10]

[Kurkova-Raschel 12]
[Mishna-Rechnitzer 07], [Melczer-Mishna 13]
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@ plus de variables : chemins dans un céne 3D = classification
(presque) compléte
(avec Alin Bostan, Manuel Kauers, Steve Melczer, 2014)



Les équations aux dérivées partielles discrétes, c'est moins
facile. Méme dans le cas linéaire |

Du grain a moudre :

@ chemins du quadrant avec des grands pas (avec Alin Bostan, et
Steve Melczer)

@ plus de variables : chemins dans un céne 3D = classification
(presque) compléte
(avec Alin Bostan, Manuel Kauers, Steve Melczer, 2014)

@ avec m variables : permutations sans sous-suite croissante de
longueur m + 1 = série D-finie [mbm 2010]

(aroupe i ) = (skre Dfme )



Un (seul) exemple : le modéle de Potts sur les cartes planaires
Al,y) = T+t ((v =1y — 1) +ay) Alx, y)A(L, )
+xyt(xv — 1)A(x, y)A(x, 1)

XA(Xay) — A(]-v.y)

A — Alx.1
4 gt (x,y) — Alx, 1)

+xyt(v — 1) 1 1




Les équations aux dérivées partielles discrétes non linéaires,
c'est encore moins facile

Un (seul) exemple : le modéle de Potts sur les cartes planaires

Alx,y) = T+xyt((v —1)(y — 1) + qy) Alx, y)A(L, y)
+xyt(xv — 1)A(x, y)A(x, 1)
XA(x,y) — AL, y) YA(x, y) — A(x,1)

t
x—1 T y—1

+xyt(v — 1)

VA




Les équations aux dérivées partielles discrétes non linéaires,
c'est encore moins facile

Un (seul) exemple : le modéle de Potts sur les cartes planaires
Al,y) = Txyt((v = 1)(y = 1) + qy) Alx, y)A(L, y)
+xyt(xv — 1)A(x, y)A(x, 1)

XA(Xay)lA(L y) | thyA(X: y)lA(Xa 1)

- P A

J !
) est différentiellement finie y
avec Olivier Bernardi, 2009-2015

+xyt(v — 1)

~—%
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D'oul viennent nos problémes (d'énumération) ?

@ de l'informatique
@ de la physique statistique
@ et des maths...

(un peu d'asymptotique)
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Compression d’arbres

Le nombre moyen de sommets restants aprés compression d'un arbre de

taille n satisfait
In4 n

m(n) ~ 2 B -

avec Markus Lohrey, Sebastian Maneth, Eric Noeth, 2013
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Compression d'arbres

Le nombre moyen de sommets restants aprés compression d'un arbre de
taille n satisfait
Ind n

7\/Inn

= Analyse asymptotique : estimer le coefficient de t” dans

, 1 [2p\ V1 —4t+4tPt1 — /1 —4¢
2 ame=> (5, 20

n p>1

m(n) ~ 2

[Flajolet, Sipala, Steyaert 1990]
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Compression d'arbres

Le nombre moyen de sommets restants aprés compression d'un arbre de
taille n satisfait
Ind n

7\/Inn
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ycontacts(w)
Pn(w) =
=)
avec
an(}/) _ Z ycontacts(w) y3
jw=n

Pour y > y. = 14 /2, le chemin adhére au bord. Pour y < y,

échappe.

avec Nick Beaton, Hugo Duminil-Copin, Jan de Gier et Tony Guttmann
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D'ou viennent nos problémes (d'énumération) ?

o de l'informatique
@ de la physique statistique
@ et des maths...

» probabilités

> algébre

[mbm 2006]

Integrated SuperBrownian
Excursion (ISE) [Aldous 93]
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D'ou viennent nos problémes (d'énumération) ?

o de l'informatique
@ de la physique statistique
@ et des maths...

» probabilités

> algébre

A résoudre :

A(x) = exp Z%(tx(A(x)AXJ)(m))(k) (x)

k>1

= Caractére d'une représentation du groupe symétrique (espaces
diagonaux covariants) [Bergeron 2011]

avec Guillaume Chapuy et Louis-Francois Préville-Ratelle, 2013
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e a I'INSMI

@ aux orateurs

@ aux organisateurs
Nicolas Bonichon, Adrien Boussicault, Auriane Dantes,
Vincent Delecroix, Olivier Guibert, Elia Meyre... et Pascal Weil
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